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ABSTRAK

Muad, Risya Umami. 2012. Analisis Perbandingan Perilaku Model Penyebaran
Sel Tumor dengan Terapi Virus Oncolytic secara Diskrit dan Kontinu.
Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Usman
Pagalay, Drs., M.Si. (1) Abdul Aziz, M.Si.

Kata kunci: model diskrit, model kontinu, sel tumor, virus oncolytic.

Permasalahan dalam kehidupan nyata dapat dianalisis dalam bentuk model
matematika. Dalam bahasa matematika, suatu masalah menjadi lebih mudah untuk
disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipecahkan. Menganalisis model matematika
dapat dinyatakan dalam dua bentuk, yaitu model diskrit dan kontinu. Model diskrit
disajikan dalam persamaan beda, sedangkan model kontinu disajikan dalam bentuk
persamaan diferensial. Model diskrit dapat diperoleh dengan mentranformasikan
model kontinu ke dalam model diskrit dengan melakukan diskritisasi model. Adapun
model yang digunakan dalam skripsi ini adalah model penyebaran sel tumor dengan
terapi virus oncolytic.

Inti dari penelitian ini adalah menganalisis perilaku model diskrit dan
kontinu pada model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic. Adapun
tahap dalam penelitian ini adalah mengkonstruksi model kontinu ke dalam bentuk
model diskrit. Kemudian dilakukan simulasi untuk model diskrit dan model
kontinunya.

Hasil dari penelitian ini adalah diperoleh model diskrit dari penyebaran sel
tumor dengan terapi virus oncolytic: X1 = x,(1 + h(1— (xp, + ¥,)) — xﬁ}f;‘ ),

Bhxn

Yn+1 =Ya(1 + hy(1 — (2, + ¥)) + —= — §h) dengan n € N dan h — 0. Untuk

Xnt¥Yn

menganalisis model kontinu dan model diskrit pada model penyebaran sel tumor
dengan terapi virus oncolytic diperoleh tiga titik kesetimbangan vyaitu, E; =

(0,0),E, = (0, %),E3 = (1,0). Dengan mensubstitusikan parameter g = 1.5; § =

0.3 dan y = 2.5, maka diperoleh titik kesetimbangan
E, = (0,0),E, = (0,0.88),E; = (1,0). Titik kesetimbangan yang pertama bersifat
tak stabil, titik kesetimbangan kedua bersifat stabil sedangkan untuk titik
kesetimbangan yang ketiga bersifat sadel. Kecenderungan kurva perkembangan
dinamika populasi pada model kontinu dan diskrit hampir sama, yaitu saat kondisi
tidak adanya terapi semua populasi berosilasi stabil. Sedangkan saat kondisi adanya
terapi yang sempurna, populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic pada
awalnya meningkat kemudian mencapai titik kesetimbangannya seiring dengan
menurunnya jumlah populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic.
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ABSTRACT

Muad, Risya Umami. 2012. Comparation Analysis of Tumor Cell Spread Model
Action with Oncolytic Virotherapy Discretely and Continuously. Thesis.
Mathematics Programme. Faculty of Science and Technology. The State of
Islamic University Maulana Malik Ibrahim of Malang.

Supervisors are: 1. Dr. Usman Pagalay, Drs., M.Si
2. Abdul Aziz, M.Si

Key words: discrete model, continuous model, tumor cell, oncolytic virus.

The problem of the real life can be analyzed in mathematical modeling. In
the mathematics language, that problem is come easier to be presented, understood,
analyzed and solved. Mathematical modeling can be analyzed in two forms, they are
discrete and continuous model. The discrete model is presented to difference
equation, and the continuous model is presented to differential equation. The discrete
model can be obtained by transforming the continuous model into discrete model
with discretization model. This thesis used a model of tumor cell spread model with
oncolytic virotherapy.

The main topic of this research is analyzing tumor cell spread model action
with oncolytic virotherapy on discrete and continuous model. The first step of this
research is constructing continuous model toward discrete model. Then simulating to
discrete model and continuous model.

The result of this research obtained the discrete model from tumor cell
spread  with  oncolytic  virus:  x,41 = x,(1 + h(l — (e, + J’n)) = thy;),

n n

Yn+1 =Vn(1 + hy(l — (0, yn)) AN 6h) with neN and h—0. To

Xnt+¥Yn
Analyze continuous and discrete tumor cell spread model with oncolytic virotherapy

has obtained three fixed points, they have E; = (0,0),E, = (0,%6),E3 = (1,0).

With substituting the parameters § = 1.5; § = 0.3 and y = 2.5, so the fixed points
has obtained E; = (0,0),E, = (0,0.88), E5; = (1,0). The first fixed point is unstable,
the second fixed point is stable, and the third fixed point is a saddle. The trending
curve of the dynamic population growth in continuous and discrete model is as same,
if no therapy, all populations was oscillating to be stable. If there is perfect therapy,
the tumor cell population infected by oncolytic virus were increasing, then reaching
fixed point along with the declining tumor cell population that uninfected oncolytic
virus.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Selama ini virus dikenal sebagai penyebab utama terjadinya berbagai
penyakit. Namun, penelitian terbaru menunjukkan bahwa ada beberapa virus yang
dapat dijadikan sebagai terapi pengobatan. Virus yang dianggap sebagai sesuatu yang
membahayakan, ternyata dapat dijadikan sebagai terapi pengobatan. Hal ini
menunjukkan bahwa Allah SWT menciptakan segala sesuatu pasti ada manfaatnya.

Sesuai dengan firman-Nya yang berbunyi

'S {;ﬂ
Al

G u@ﬂ‘) Al ul> & yemiily gsls Jo5 15585 Lo T 0,555
\'T-/ l:JT ....\.9 L.UM ;Uu ‘J._Ag,.a.l}

Artinya:
”(Yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam
keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi

(seraya berkata): "Ya Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-sia,
Maha Suci Engkau, maka peliharalah kami dari siksa neraka” (Q.S. Al-Imran:191).

Dari ayat ini dapat dipahami bahwa Allah SWT menciptakan segala sesuatu tidak ada
yang sia-sia. Pasti ada manfaat yang terkandung di dalamnya baik secara langsung
maupun tidak langsung.

Salah satu virus yang dapat dijadikan sebagai terapi pengobatan adalah virus
oncolytic. Virus ini adalah virus anti tumor yang dapat menginfeksi dan membunuh
sel-sel tumor tanpa merusak sel-sel normal. Penginfeksian virus ini menyebabkan

inflamasi/radang dan limfosit menembus ke dalam tumor dengan antigen sehingga



menyebabkan peningkatan rangsangan pada necrosis tumor yang menjadi faktor
kematian sel tumor (Novozhilov, 2006).

Dalam kehidupan ini manusia pasti menghadapi berbagai resiko penyakit, dan
ini sudah menjadi karakter dasar manusia. Namun Allah tidak menurunkan penyakit,
kecuali disertai dengan obat penawarnya (Zaghlul, 2011:160). Sebagaimana Allah
SWT berfirman dalam surat As-Syu’ara ayat 80:

= L 2o 0 e T
(D) o 55 > 0 13]5

Artinya:
“Dan apabila aku sakit, Dialah yang menyembuhkan aku” (QS.As-Syu’ara: 80).

Dijelaskan juga dalam hadits sebagai berikut, dari Jabir r. a, dari Rasulullah SAW
bahwasanya beliau bersabda:

“Setiap penyakit pasti ada obatnya. Apabila sudah ditemukan obat yang tepat untuk
suatu penyakit, maka sembuhlah penyakit itu dengan izin Allah Azza wa
Jalla. ”{Muslim 7/12}(Nashiruddin, 2006:193).

Ayat dan hadits tersebut menjelaskan bahwa setiap Allah SWT menurunkan
suatu penyakit pasti disertai dengan menurunkan obatnya, manusia hanya dapat
berusaha dan berdoa untuk menemukan obat yang sesuai bagi setiap penyakit
tersebut. Jika obat tersebut sudah ditemukan maka atas izin Allah SWT pasti penyakit
tersebut akan sembuh.

Salah satu bentuk rasa syukur atas nikmat ilmu yang Allah SWT berikan yaitu
dengan menganalisis masalah penyebaran penyakit tersebut dalam bentuk model

matematika. Karena dalam bahasa matematika, suatu masalah dapat menjadi lebih

sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipecahkan. Untuk keperluan



tersebut, pertama dicari pokok masalahnya, kemudian dibuat rumusan atau model
matematikanya (Purwanto, 1998:1).

Menganalisis permasalahan model matematika dapat dinyatakan dalam dua
bentuk, yaitu model diskrit dan kontinu. Model diskrit disajikan dalam bentuk
persamaan beda, sedangkan model kontinu disajikan dalam bentuk persamaan
diferensial (Meyer, 1985:325).

Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah model dinamika

penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic, yaitu:

2 x(1- K)o

dt K X+Y
(1.1)
day X+Y bXY
e =nr (1= + 28 —av

dengan X adalah populasi sel tumor yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic dan Y
adalah populasi sel tumor yang terinfeksi oleh virus oncolytic (Novozhilov, 2006).

Dari persamaan (1.1) kemudian dilakukan penskalaan model dengan mengubah

(X(t),Y(t),t) » %,yfj),r = r;t), sehingga persamaan tersebut menjadi

dx Bxy
—=x(1—(x+y))——
dt xty
) (1.2)

= _ [
= -G+y)+ = by

dengan B =25 =%,y =:—j dan B adalah daya dukung lingkungan dari laju

=
penggandaan virus dengan sel tumor tidak terinfeksi virus oncolytic, § adalah laju
kematian alami sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic, serta y adalah laju
pertumbuhan sel tumor tidak terinfeksi virus oncolytic dengan sel tumor terinfeksi

virus oncolytic.



Menurut Hikmah Rahmah (2009), pemberian parameter yang berbeda akan
menunjukkan berbagai perilaku dari sel tumor. Dengan memberikan nilai parameter
B > & maka kurva yang didapat akan memenuhi kondisi yang diinginkan yaitu,
kondisi dimana sel tumor terinfeksi virus, karena kondisi tersebut akan mematikan sel
tumor di dalam tubuh. Sehingga dipilih nilai parameter g = 1.5, § =0.3 dan
y = 2.5.

Model dinamik kontinu penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic
sebelumnya telah diteliti olen Hikmah Rahmah (2009), yaitu menganalisis model
dengan melihat perilaku solusi dengan cara mencari kestabilan sistem di sekitar titik
kesetimbangannya. Perilaku dari sistem dinamik model tersebut dapat dilihat dari
kurva selesaian secara matematiknya. Sedangkan titik kesetimbangan yang diperoleh
akan stabil dan tidak stabil pada kondisi tertentu.

Dalam penelitian ini model dinamik kontinu penyebaran sel tumor dengan
terapi virus oncolytic ditranformasikan ke dalam bentuk model diskrit dengan
melakukan diskritisasi model. Kemudian dilakukan simulasi untuk model diskrit dan
model kontinunya. Sebagaimana uraian di atas peneliti tertarik untuk melakukan
penelitian yang berjudul ”Analisis Perbandingan Perilaku Model Penyebaran Sel

Tumor dengan Terapi Virus Oncolytic secara Diskrit dan Kontinu”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah di atas maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah “Bagaimana perilaku model penyebaran sel tumor dengan terapi

virus oncolytic secara diskrit dan kontinu?”.



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan penelitian ini adalah untuk
menganalisis perilaku model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic

secara diskrit dan kontinu.

1.4 Manfaat Penelitian

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat membantu peneliti-peneliti di lapangan
dalam menganalisis masalah penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic.
Serta dapat menambah wawasan keilmuan khususnya pada bidang pemodelan

matematika dan sistem dinamik.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini adalah
1. Parameter model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic yang
digunakan adalah § = 1.5, § = 0.3 dany = 2.5.
2. Besar interval yang diberikan pada model diskrit adalah

h =0.1;0.01; 0.001; 0.0001.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yaitu
dengan menelaah buku, jurnal dan literatur lain yang bersifat mendukung. Adapun

rincian dari langkah penelitian ini adalah sebagai berikut:



1. Diskritisasi model kontinu.

2. Mensimulasikan grafik model diskrit

3. Membandingkan pola perkembangan variabel pada model diskrit dan model
kontinu.

4. Membandingkan pengaruh infeksi virus oncolytic terhadap sel tumor pada

model diskrit dan model kontinu.

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika yang terbagi menjadi empat

bab. Masing-masing bab terdiri dari sub bab sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN
Pada bab ini diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini akan dijelaskan tentang gambaran umum dari teori yang
mendasari pembahasan, yang meliputi analisis teoritik model penyebaran sel
tumor dengan terapi virus oncolytic, analisis matematik model penyebaran sel
tumor dengan terapi virus oncolytic, sistem persamaan beda, model kontinu
dan diskrit serta kajian ke-lslaman tentang kesehatan dan pendekatan model

matematika.



BAB Il PEMBAHASAN
Dalam bab ini akan diuraikan semua langkah yang ada dalam metode
penelitian.

BAB IV PENUTUP
Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian yang

telah dilakukan serta saran-saran bagi penelitian selanjutnya.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

1.1 Analisis Teoritik Model Penyebaran Sel Tumor dengan Terapi Virus
Oncolytic
Virus oncolytic adalah virus anti tumor yang dapat menginfeksi dan
membunuh sel-sel tumor tanpa merusak sel-sel normal. Penginfeksian virus ini
menyebabkan inflamasi/radang dan limfosit/sel darah putih menembus ke dalam
tumor dengan antigen sehingga menyebabkan peningkatan rangsangan pada necrosis
tumor yang menjadi faktor kematian sel tumor (Novozhilov, 2006). Penginfeksian

virus oncolytic terhadap sel tumor dapat dilihat pada gambar berikut
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Gambar 2.1 Penginfeksian Virus Oncolytic terhadap Sel Tumor
(Daniel Cervantes dkk, 2008)



Gambar tersebut menjelaskan mekanisme penginfeksian virus oncolytic
terhadap sel normal dan sel tumor. Saat virus oncolytic bertemu dengan sel normal
maka virus tersebut tidak dapat menggandakan diri karena virus tersebut bersifat
berlawanan dengan sel normal. Sedangkan saat virus tersebut bertemu dengan sel
tumor maka virus akan menggandakan diri dan menginfeksi sel tumor sehingga
menyebabkan kematian sel tumor. Penginfeksian virus oncolytic lebih rincinya dapat

dilihat pada gambar berikut
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Gambar 2.2 Mekanisme Molekuler Penginfeksian Virus Oncolytic terhadap Sel Tumor
(Daniel Cervantes dkk, 2008)
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Penginfeksian virus oncolytic terhadap sel tumor seperti pada gambar di atas
dilakukan melalui dua tahapan. Pertama, melibatkan gen E1A dan E1B yang mana
kedua gen tersebut adalah gen penghapus yang diperlukan dalam proses penggandaan
virus yang bertanggung jawab untuk menonaktifkan protein penekan tumor pRb dan
p53, serta menonaktifkan sel-sel tumor. Gen E1A atau E1B yang bermutasi tidak
dapat berinteraksi dengan pRb dan p53 dalam sel normal sehingga penggandaan virus
dicegah. Siklus sel dan kematian sel juga dicegah sehingga penggandaan virus
dihentikan. Sedangkan pada sel tumor, mutasi E1A dapat berinteraksi dengan protein
pRb sehingga memungkinkan siklus sel berkembang. Di sisi lain protein E1B
berinteraksi dengan protein p53 yang tidak aktif, untuk menghalangi kematian sel dan
menata ulang siklus sel secara bersama. Gen p53 sering bermutasi selama
tumorigeneses untuk melakukan penataan ulang siklus sel dan untuk menghalangi
kematian sel. Karena itu, produk E1A dan E1B yang dibuang dalam virus oncolytic,
tidak akan mampu merambat dalam sel-sel sehat dengan pRb normal dan p53 yang
masih berfungsi.

Tahap selanjutnya melibatkan jaringan/tumor-specifis promotor (TSP) yang
menggerakkan produk dari gen E1A atau E1B dan memungkinkan penggandaan virus
dalam sel tumor yang menandakan faktor penerjemahan cocok. Pada sel normal
faktor penerjemah ditiadakan sehingga penggandaan CRAd (The Conditional
Replication Adinoviruses) dihalangi.

Model dinamika virus oncolytic terhadap sel tumor telah diteliti oleh
Novozhilov (2006). Model tersebut menunjukkan dua populasi sel yaitu populasi sel

tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic X(t) dan populasi sel tumor yang
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terinfeksi virus oncolytic Y(t). Interaksi antara kedua populasi tersebut adalah
sebagai berikut:

)

£ a

S

x|
x|

Gambar 2.3 Bagan Alir Model Penyebaran Sel Tumor dengan Terapi Virus Oncolytic

Persamaan yang menggambarkan dinamika model penyebaran sel tumor

dengan terapi virus oncolytic, diberikan sebagai berikut:

ax X( X+ Y) bXYy (2.1)
T K X+Y

dy (1 X+ Y) A bXY . (2.2)
dt 2 K x+y ¢

Model (2.1) menjelaskan bahwa laju perubahan populasi sel tumor yang tidak
terinfeksi oleh virus oncolytic persatuan waktu berbanding lurus dengan laju
perubahan populasi sel tumor yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic dan proporsi
laju pertumbuhan sel tumor yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic. Laju perubahan
populasi sel tumor yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic secara matematis dapat
dinyatakan dalam persamaan berikut

dx (2:3)

dengan r; menyatakan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang tidak terinfeksi oleh

virus oncolytic.
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Laju perubahan populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic
persatuan waktu juga berbanding lurus dengan laju berkurangnya populasi sel tumor
yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic berinteraksi dengan sel tumor yang tidak
terinfeksi virus oncolytic dan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang tidak
terinfeksi oleh virus oncolytic dan berbanding terbalik dengan daya dukung
lingkungannya (kapasitas maksimum populasi antara virus oncolytic dengan sel
tumor dapat tumbuh di lingkungannya), serta berbanding lurus dengan laju
berkurangnya populasi sel tumor yang tidak terinfeksi oleh virus oncolytic yang
berinteraksi dengan populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic dan proporsi
laju pertumbuhan sel tumor yang terinfeksi oleh virus oncolytic dan berbanding
terbalik dengan daya dukung lingkungannya (kapasitas maksimum populasi antara
virus oncolytic dengan sel tumor dapat tumbuh di lingkungannya). Semakin kecil
daya dukung lingkungannya maka laju populasinya akan semakin besar. Secara
matematis dapat dinyatakan dalam persamaan berikut

dX nXX nXY (2.4)
Pk

K K

dengan K menyatakan daya dukung lingkungan, yaitu kapasitas maksimum populasi
antara virus oncolytic dengan sel tumor dapat tumbuh di lingkungannya.

Laju perubahan populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic
persatuan waktu juga berbanding lurus dengan laju transmisi. Laju transmisi ini
disebabkan oleh keberadaan virus oncolytic, yaitu laju penggandaan virus yang
menginfeksi populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic dan interaksinya

terhadap populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic. Semakin banyak
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jumlah populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic dan populasi sel tumor
yang terinfeksi virus oncolytic maka laju penggandaannya semakin besar. Tidak
terinfeksinya sel tumor oleh virus oncolytic menyebabkan penggandaan virus dalam
sel tumor berkurang sehingga nilainya menjadi negatif. Secara matematis dapat
dinyatakan dalam persamaan berikut

dx rXX TXY  bXY (2.5)
dt L K K X+Y

dengan b menyatakan laju penggandaan virus.
Sehingga diperoleh laju perubahan populasi sel tumor yang tidak terinfeksi

oleh virus oncolytic persatuan waktu secara keseluruhan adalah sebagai berikut

dx (rlXX + rlXY) bXY (2.6)
T K X+Y
atau
dx X+Y bXY 2.7)
S (M ( ) ot
dt K X+Y

Model (2.2) menjelaskan bahwa laju perubahan populasi sel tumor yang
terinfeksi oleh virus oncolytic persatuan waktu berbanding lurus dengan laju
perubahan populasi sel tumor yang terinfeksi oleh virus oncolytic dan proporsi laju
pertumbuhan sel tumor yang terinfeksi oleh virus oncolytic. Laju perubahan populasi
sel tumor yang terinfeksi oleh virus oncolytic persatuan waktu secara matematis dapat
dinyatakan dalam persamaan berikut

dY (2.8)
E = T'ZY
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dengan r, menyatakan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang terinfeksi oleh virus
oncolytic.

Laju perubahan populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic persatuan
waktu juga berbanding lurus dengan laju berkurangnya populasi sel tumor yang tidak
terinfeksi oleh virus oncolytic berinteraksi dengan sel tumor yang terinfeksi virus
oncolytic dan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang terinfeksi oleh virus
oncolytic dan berbanding terbalik dengan daya dukung lingkungannya (kapasitas
maksimum populasi antara virus oncolytic dengan sel tumor dapat tumbuh di
lingkungannya), serta berbanding lurus dengan laju berkurangnya populasi sel tumor
yang terinfeksi oleh virus oncolytic yang berinteraksi dengan populasi sel tumor yang
terinfeksi virus oncolytic dan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang terinfeksi
oleh virus oncolytic,dan berbanding terbalik dengan daya dukung lingkungannya
(kapasitas maksimum populasi antara virus oncolytic dengan sel tumor dapat tumbuh
di lingkungannya). Semakin kecil daya dukung lingkungannya maka laju populasinya
akan semakin besar. Secara matematis dapat dinyatakan dalam persamaan berikut

ay 7 XY nYY (2.9)
it 2Tk Tk

dengan K menyatakan daya dukung lingkungan, yaitu kapasitas maksimum populasi
antara virus oncolytic dengan sel tumor dapat tumbuh di lingkungannya.

Laju perubahan populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic persatuan
waktu juga berbanding lurus dengan laju transmisi. Laju transmisi ini disebabkan
oleh keberadaan virus oncolytic, yaitu laju penggandaan virus yang menginfeksi

populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic dan interaksinya terhadap populasi
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sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic. Semakin banyak jumlah populasi sel
tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic dan populasi sel tumor yang terinfeksi
virus oncolytic maka laju penggandaannya semakin besar. Secara matematis dapat
dinyatakan dalam persamaan berikut

dY _ . mXY mYY  bXY (2.10)
dc 2 K K "X+Y

dengan b menyatakan laju penggandaan virus.

Keberadaan virus oncolytic menyebabkan adanya laju kematian alami sel
tumor selama adanya terapi pengobatan berlangsung. Laju perubahan populasi sel
tumor yang terinfeksi virus oncolytic juga berbanding lurus dengan laju berkurangnya
kematian sel tumor selama adanya terapi pengobatan. Secara sistematis dapat
dinyatakan dalam persamaan berikut

dY _ . mXY mYy  bXy (2.11)
dt 2 K K "x+v ¢

dengan a menyatakan laju kematian alami sel tumor selama terapi pengobatan
berlangsung.
Sehingga diperoleh laju perubahan populasi sel tumor yang terinfeksi oleh

virus oncolytic persatuan waktu secara keseluruhan adalah sebagai berikut

v (QXY—FQYY) 334 gl (2.12)
dt 2 K x+v ¢

atau

dt

ay v(1 (X+Y> N bXY v (2.13)
" K x+v ¢
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Nilai dari semua parameter dalam model ini adalah positif, nilai X(0) = X, >
0 dan Y(0) =Y, > 0. Asumsi yang digunakan pada model tersebut adalah
mengabaikan akibat dari sistem imun.

Selanjutnya dilakukan penskalaan model agar lebih mudah dalam

x(1) y(@)
K ' K

menganalisis, yaitu dengan mengubah (X(t),Y(t),t) — ( ,T =1,t), maka

persamaan (2.24) dan (2.25) menjadi

dx P B Bxy (2.14)
E—x(l (x+y)) Rl
dy Bxy (2.15)

E=VY(1—(X+)’))+m—5)’

dengan B =r3,6=§,y=:—2 dan B adalah daya dukung lingkungan dari laju
1 1 1

penggandaan virus dengan sel tumor tidak terinfeksi virus oncolytic, § adalah laju

kematian alami sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic, serta y adalah laju

pertumbuhan sel tumor tidak terinfeksi virus oncolytic dengan sel tumor terinfeksi

virus oncolytic.

2.2 Analisis Matematik Model Penyebaran Sel Tumor dengan Terapi Virus
Oncolytic

2.2.1 Analisis Sistem Persamaan Diferensial Penyebaran Sel Tumor dengan
Terapi Virus Oncolytic
Definisi 1
Turunan fungsi f adalah fungsi lain f' (dibaca “f aksen”) yang nilainya pada

sebarang bilangan c adalah



17

fle+h)—1() (2.16)
h

f'(e) = lim
asalkan limit ini ada dan bukan oo atau —oo (Varberg, Purcell dan Rigdon, 2007:100).
Definisi 2

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu (atau
beberapa) fungsi yang tak diketahui (Finizio dan Ladas, 1988:1).

Meskipun persamaan seperti itu seharusnya disebut “persamaan turunan”,
namun istilah “persamaan diferensial” (aeoquatio differentialis) yang diperkenalkan
oleh Leibniz (1676) sudah umum digunakan. Sebagai contoh,

1)y +xy =3

2SS0 =6 —ICosk

3)y" =1 +y?)(x*+y?)

adalah persamaan-persamaan diferensial. Dalam persamaan (1)-(3) fungsi yang tidak
diketahui dinyatakan y dan x dianggap sebagai satu peubah bebas, yaitu y = y(x).
Argumen x dalam y(x) (dan turunan-turunannya) biasanya dihilangkan untuk
penyederhanaan notasi. Lambang y'dan y’’ dalam persamaan (1)-(3) berturut-turut
menyatakan turunan pertama dan kedua dari fungsi y(x) terhadap x. Dalam

persamaan (4) fungsi yang tak diketahui u dianggap sebagai fungsi dua peubah bebas

2 2
t dan x, yaitu u = u(t, x), ZT’; dan ZTZ berturut-turut adalah turunan parsial kedua dari

fungsi u(t, x) terhadap t dan x. Persamaan (4) memuat turunan-turunan parsial dan

disebut persamaan differensial parsial. Persamaan-persamaan (1)-(3) memuat
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turunan biasa dan disebut persamaan differensial biasa (Finizio dan Ladas, 1988:1).
Sehingga model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic yang ditunjukkan

oleh persamaan berikut:

dX P (1 X+ Y) bXy (2.17)
ac K X+Y

dY (1 P o Y) N bXY » (2.18)
dc 2 K x+y ©

adalah persamaan diferensial biasa. Dimana fungsi yang tidak diketahui dinyatakan

dengan X dan Y sedangkan t dianggap sebagai suatu peubah bebas, yaitu X(t) dan

Y (¢).

2.2.2 Analisis Kelinieran Sistem Persamaan Diferensial Penyebaran Sel Tumor
dengan Terapi Virus Oncolytic

Definisi 3
Suatu persamaan diferensial linier biasa orde n, dengan variabel terikat y dan

variabel bebas x adalah persamaan yang dapat disajikan dalam bentuk

G2+ a, () 2+ o+ a1 (D) 2+ a,(0)y = b(), (219)
dimana a, # 0 (Ross, 1984:5).
Definisi 4
Suatu persamaan orde-n adalah pesamaan yang berbentuk
an (Y™ + @y ()Y + o+ a1 ()Y + ag()y = f(x) (2.20)

Di sini dimisalkan bahwa koefisien-koefisien a, (x), a,,_1(x), ..., ag(x) dan fungsi

f(x) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada selang | dan bahwa koefisien
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pertama a, (x) # 0 untuk setiap a € I. Selang | disebut selang definisi (selang asal)
dari persamaan diferensial itu. Jika fungsi f identik dengan nol, persamaan (2.20)
disebut persamaan diferensial linier homogen. Jika f(x) tidak identik dengan nol,
persamaan (2.20) disebut persamaan diferensial linier takhomogen. Jika semua
koefisien a,(x),a,_1(x), ..., ag(x) adalah tetap, persamaan (2.20) dikatakan sebagai
persamaan diferensial linier dengan Kkoefisien konstanta. Dilain pihak, adalah
persamaan diferensial dengan koefisien-koefisien peubah. Berikut ini adalah contoh-
contoh persamaan diferensial linier:

Dxy —2y=x3x+0

2)y" +2y"+3y =cosx

Jyt—y=0

Persamaan (1) adalah suatu persamaan diferensial linier takhomogen orde 1
dengan koefisien konstanta. Persamaan (2) adalah persamaan diferensial linier tak
homogen orde 2 dengan koefisien konstanta. Persamaan (3) adalah persamaan
diferensial linier homogen orde 4 dengan koefisien konstanta. Istilah linier berkaitan
dengan kenyataan bahwa tiap suku dalam persamaan diferensial itu, peubah-peubah
y,y', ..., y™ berderajat satu atau nol (Finizio dan Ladas, 1988:58).
Definisi 5
Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persamaan diferensial biasa yang

tidak linier (Ross, 1984 dalam Azizah, 2012:9).

Contoh:
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2

d d

d_§+ 52 +6y7 =0 (2.21)
X

d? dy\®

S+ (d_;f) F6y=0 (2.22)
X

d’y _ dy
X

Persamaan (2.21), (2.22) dan (2.23) merupakan contoh-contoh persamaan diferensial
biasa nonlinier. Persamaan (2.21) dikatakan nonlinier karena mengandung 6y? yang

berarti peubah tak bebas y berderajat lebih dari 1. Persamaan (2.22) mengandung
turunan % yang berderajat lebih dari 1, dan persamaan (2.23) mengandung perkalian

peubah y dengan turunannya (Ross, 1984 dalam Azizah, 2012:10). Sehingga
berdasarkan definisi di atas maka model penyebaran sel tumor dengan terapi virus

oncolytic, yaitu

ax 7 (1 X+ Y) bXY (2.24)
T K ) X+Y

av (1 X+ Y) N bXY > (2.25)
dr  ? kK ) x+y ¢

adalah persamaan diferensial biasa nonlinier. Persamaan (2.24) dan (2.25) jika

diuraikan akan menjadi

dX X%+ r XY bXY (2.26)
ac ! K X+Y
ay XY +1,Y? bXY (2.27)
—=1nY - —aY
dt K X+Y
Persamaan (2.26) dikatakan persamaan diferensial nonlinier karena mengandung rllfz

yang berarti peubah tak bebas X berderajat lebih dari 1, begitu juga dengan
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persamaan (2.27) dikatakan persamaan diferensial nonlinier karena mengandung Tllrz
yang berarti peubah tak bebas Y berderajat lebih dari 1.
2.2.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 6
Misalkan
! d1n (2.28)
A ( A )
anq ... dpn

adalah matriks n x n dengan elemen dari R. Misalkan ada bilangan A € R dan vektor
taknol v € R"™ maka Jv = Av. Maka dikatakan bahwa A adalah nilai eigen dari
matriks J dan v vektor eigen yang berhubungan dengan nilai eigen A (Chen, 2008:2).

Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks J yang berordo n X n, dan v adalah
vektor eigen yang berhubungan dengan nilai eigen A. Maka Jv = Av = Alv, dimana I
adalah matriks identitas yang berordo n x n. Sehingga (J — Al)v = 0. Karena
v € R™ adalah taknol, ini menunjukkan bahwa dimiliki

det(J —AI) =0 (2.29)

dengan kata lain, dimiliki

all - /1 alz o aln
azq Ayp — A - Qzn
det : = . : =0
an1 Ano o Apn — A

Catatan bahwa (2.29) adalah sebuah persamaan polinomial. Selesaian persamaan
(2.29) memberikan nilai eigen dari matriks J, dengan kata lain, untuk beberapa nilai

eigen A dari matriks J, himpunan
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{veR™(J —ADv = 0} (2.30)
adalah ruangnol dari matriks J — AI, subruang dari R™ (Chen, 2008:2).
Definisi 7

Polinomial (2.29) disebut polinomial karakteristik dari matriks J. Untuk
beberapa akar A dari (2.29), ruang (2.30) disebut ruang eigen yang berhubungan

dengan nilai eigen A (Chen, 2008:3).

2.2.4 Titik Tetap dan Analisis Kestabilan Titik Tetap
Diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut
= [ (TP, =), (1, %2, ...) ER" (2.31)
suatu titik x* yang memenuhi f(x*) = 0 disebut titik kesetimbangan atau titik tetap
dari sistem (Strogatz dalam Hikmah Rahmah, 2009:2).
Diberikan sistem persamaan diferensial sebarang,
x = f(x) €ER" (2.32)
analisis kesetabilan titik tetap dilakukan melalui matriks jacobian, yaitu matriks J.
Penentuan kesetabilan titik tetap didapat dengan melihat nilai-nilai eigennya, yaitu 4;
dengan i = 1,2, 3, ...,n yang diperoleh dari det (J — AI) = 0.
Secara umum kestabilan titik tetap mempunyai tiga perilaku sebagai berikut:
1. Stabil, jika:
a. Setiap nilai eigen real adalah negatif, Re(4;) < 0 untuk semua i
b. Terdapat Re(4;) = 0 untuk sembarang j dan Re(4;) < 0 untuk semua i # j

2. Tak stabil, jika terdapat paling sedikit satu j dimana Re(4;) > 0
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3. Sadel, jika perkalian dua buah nilai eigen real sembarang adalah negatif (1;, 4; <
0 untuk i dan j sembarang ). Titik tetap sadel ini bersifat tak stabil

(Guckenheimer, 1983 dalam Pratama, 2008:3).

2.3 Persamaan Beda

Persamaan beda adalah suatu persamaan yang menghubungkan angggota-
anggota yang berbeda dari barisan bilangan {yq, ¥1,¥2,...,n, ...} dimana nilai y,
dari barisan tidak diketahui nilainya dan nilai tersebut yang akan dicari (Farlow, 1994
dalam Pratama, 2008:3).

Menurut Meyer (1985:326-327), persamaan beda secara umum dapat disajikan
dalam persamaan yang berbentuk

x(t+1) —x(t) =yx(),t) t=0,1,2, ... (2.33)
atau dapat ditulis

Xep1 — X = Y(%;, ) (2.34)

yang mana y adalah beberapa fungsi dari dua variabel. Dalam beberapa kasus,
biasanya fungsi y mungkin tidak melibatkan x;, t,atau yang lain. Seperti pada

contoh 1 pada persamaan (2.35) dan (2.36) berikut:

Contoh 1
Xepp — X =1 (2.35)
Xepp — X =t+1 (2.36)
Xep1 — Xp = [x¢]? + 23 (2.37)

Xe4q1 — X = sin(x; + 2t) (2.38)
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untukt =0,1,2,. . ..
Definisi 8

Barisan bilangan ay,a4,a,, . . .adalah solusi dari persamaan (2.34) jika
ditetapkan x, = a,, x; = a, dan seterusnya. Dan hasilnya memenuhi masing-masing
nilai dari persamaan (2.34) dengan mensubstitusikan nilai t = 0,1, 2, ... (Meyer,
1985:327).

Jika ditetapkan sebagai kondisi awal, beberapa nilai untuk barisan pertama.
Katakan x(0) = x,, maka ada suatu solusi tunggal tertentu untuk persamaan beda
(2.34).

Teorema 1
Ada satu dan hanya satu solusi untuk suatu persamaan beda dari persamaan
berbentuk
Xepq — Xg = y(x¢, t) (2.39)
untuk t = 0,1, 2, ..., yang memenuhi kondisi awal x(0) = x,.
Bukti:
Bagian pertama, x(0) dari beberapa solusi diharuskan menjadi x,. Tetapi
substitusi t = 0 dalam persamaan (2.39), didapatkan
X1 = X9 + y(x0,0)

yang berarti bahwa nilai dari x; ditetapkan saat x, diketahui dan y adalah

fungsi yang diketahui. Kemudian dengan mensubstitusikan t =1 dalam

persamaan (2.37), maka didapatkan

Xy =X +y(xq,1)
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Ini menunjukkan bahwa x, ditentukan. Sehingga cara ini dapat digunakan
untuk menentukan nilai dari x, untuk t = 0,1,2, . ..

Jadi, terbukti bahwa teorema ini dapat digunakan untuk menghitung beberapa

nilai awal dari solusi persamaan beda untuk suatu nilai awal yang ditentukan (Meyer,

1985:327).

2.3.1 Titik Tetap dan Analisis Kestabilan Titik Tetap
Definisi 9

Sebuah persamaan beda berbentuk

Xer1 — X¢ = Y(%¢) (2.40)

memiliki x* sebagai titik kesetimbangan jika y(x*) = 0. Dalam hal ini fungsi
konstan x, = x* adalah sebuah solusi dari persamaan beda tersebut dan disebut solusi
kesetimbangan (Meyer, 1985:346).

Jika diberikan sistem persamaan beda sebagai berikut:

filxn, -, 20) = Xn4a

fZ(xn""'Zn) = Yn+1

fn(xnr X Zn) = Zn+1 (2.41)

dapat diperoleh matrikss Jacobian:



26

[9h . Ok
0x 0z
J={: =~ i}
% ok
ox 0z

sehingga diperolen persamaan polynomial nilai eigen (A1) dari persamaan
karakteristik |J] — AI| = 0, yaitu
PA) ="+ a A"+ A" %+ . +a, A + a,.
Agar titik tetap stabil cukup memenuhi:
1. Bl =gl G, e G Gt
2. (-D"P(-1) =(C-D"(-D"+a;(-D)" '+ ... +a,_ (-1 +a,] >0

(Edelstein dalam Febrian Pratama, 2008).

2.4 Model Kontinu dan Model Diskrit

Model diskrit adalah model yang menggambarkan perubahan waktu yang
tidak sesaat. Dalam bahasa matematika menggunakan persamaan beda. Sedangkan
model yang menggambarkan perubahan waktu yang sesaat disebut model kontinu.
Dalam bahasa matematika dinyatakan dalam persamaan diferensial, di mana turunan-
turunannya menunjukkan laju perubahan sesaat (Meyer, 1985:324-325).

Perubahan model kontinu yang disajikan dalam persamaan diferensial
menjadi model diskrit yang disajikan dalam persamaan beda memberikan suatu
solusi. Contohnya pada metode Euler. Metode Euler adalah algoritma yang paling

sederhana untuk mencari solusi numerik dari persamaan diferensial. Metode ini
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memberikan hasil yang paling kurang akurat, tetapi memberikan dasar pemahaman

yang cukup baik. Perhatikan persamaan berikut:

2 = r(®)y () (2.42)

yang mana r(t) adalah fungsi yang diketahui. Dari definisi turunan

dy  y(t+At) —y()
— = lim
dt At—0 At

Jika pertambahan waktu At dipilih sekecil mungkin, turunan tersebut dapat diganti
dengan aproksimasi

dy _ y@E+AD)-y(©)
el w— (2.43)

diasumsikan bahwa sisi kanan dari persamaan (2.42) tetap konstan terhadap interval

waktu (t, t + At), dan persamaan (2.42) diganti dengan mengikuti aproksimasi

y(E+80 —y(©) _
N = r(@®y®

atau
y(t + At) = y(t) + r(t)y(t)At (2.44)
dengan memberikan At yang semakin kecil akan lebih akurat dengan dua asumsi
yang diberikan pada persamaan (2.44). Metode Euler adalah teknik untuk mengganti
persamaan diferensial dengan persamaan beda. Pertanbahan At adalah ukuran
langkah.
Persamaan (2.44) dapat ditulis dalam bentuk persamaan berikut
Y(tee1) = y(&) + r(t)y (At (2.45)
yang mana t,,, = t; + At. Secara umum metode Euler untuk persamaan y = f(t,y)

adalah sebagai berikut
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Y(trr) = y(ti) + Atfty, y(t)] (2.46)
dengan mengubah At = h maka persamaan (2.46) dapat ditulis

Y(tis1) = y(tie) + hf[te, y ()] (2.47)

(Palm, 2000:117).

2.5 Kajian Ke-Islaman tentang Kesehatan dan Pendekatan Model Matematika

Quraish Shihab dalam bukunya “Wawasan Al-Qur’an” (2007) menyebutkan
bahwa Islam menetapkan tujuan pokok kehadirannya untuk memelihara agama, jiwa,
akal, jasmani, harta dan keturunan. Hal ini sejalan dengan kesepakatan ulama yang
menyatakan bahwa Islam bertujuan untuk memelihara lima hal pokok, yakni agama
(hifdh diin), kehidupan (hifdh al-nafs), keturunan (hifdh al-nasl), akal (hifdh al- ‘ag/)
dan harta (hifdh al-maal) (Soularto, 2010:1).

Melindungi agama (hifdh diin) pada dasarnya meliputi ibadah dalam arti yang
luas dan setiap usaha manusia merupakan bagian dari ibadah. Bentuk pokok ibadah
fisik sebagai pilar Islam ada 4 itu adalah shalat, puasa, haji dan jihad. Tubuh yang
sakit atau lemah tidak dapat melakukan ibadah sesuai dengan ketentuan.
Keseimbangan kesehatan mental penting bagi pemahaman agidah dan menghindari
gagasan salah yang menyimpang dari agidah, maka menjaga kesehatan mental
memberikan kontribusi pada ibadah. Kesehatan masyarakat umum mempunyai
hubungan khusus dengan jihad. Jika kesehatan populasi masyarakat memprihatinkan,
maka tidak cukup untuk merekrut pemuda menjadi sumber daya manusia yang

memadai untuk pembangunan maupun pertahanan. Juga tidak cukup untuk
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menyediakan material dan logistik bagi kesehatan pekerja yang diperlukan untuk
keberhasilan peperangan. Jika kewajiban jihad tidak terpenuhi, komunitas muslim
akan kalah dan ditaklukkan oleh orang lain yang tidak akan memberikan kebebasan
pada kaum muslim mengamankan agamanya (Soularto, 2010:1-2).

Tujuan utama pengobatan adalah memenuhi tujuan kedua syari‘at, melindungi
hidup, hifdh al nafs. Pengobatan tidak bisa mencegah atau mengundurkan kematian
karena perkara-perkara itu hanya di tangan Allah SWT. Tetapi menjaga kualitas
tinggi hidup sampai ditetapkannya waktu kematian. Pengobatan memberikan
kontribusi untuk melindungi dan menjaga kelanjutan kehidupan dengan fungsi gizi
yang baik (Soularto, 2010:2).

Dalam Islam, kesehatan termasuk hal utama. Hal ini didukung dengan
kenyataan bahwa banyak ayat Al-Qur’an dan hadits yang berkaitan dengan kesehatan.
Sejak Islam pertama kali diterimakan kepada Nabi Muhammad SAW, yakni pada
ayat kedua surat Al-‘Alaq sudah terkandung masalah kejadian manusia

Artinya:

“Dia yang menciptakan manusia dari segumpal darah” (QS. Al-Alaq:2).

Kemudian berkembang menjadi ilmu mudighah (embriologi), ilmu faal
(fisiologi), ilmu urai (anatomi), ilmu jaringan (histologi) dan seterusnya. Wahyu
kedua yang dibawakan Jibril adalah ayat 1-5 Surat Al-Muddatsir, wahyu tersebut
belum mengenai shalat, puasa dan zakat tetapi perintah untuk berdakwah dan

mengenai kesucian (kebersihan) dan menjauhi kekotoran.
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Artinya:

“Hai orang yang berselimut, bangkitlah lalu beri peringatan, Tuhanmu agungkanlah,
dan pakaianmu sucikanlah dan tinggalkanlah segala macam kekotoran / dosa” (QS.
Al-Mudatstsir:1-5).

Pada ayat tersebut tampak bahwa kebersihan yang menjadi pangkal kesehatanlah
yang disinggung dalam wahyu kedua yang diturunkan kepada Nabi. Tidak heran
kalau kebersihan umumnya merupakan salah satu kewajiban yang selalu
diperintahkan Nabi Muhammad SAW dan dijadikan sendi dasar dalam kehidupan
sehari-hari (Soularto, 2010:6).

Begitu pentingnya menjaga kesehatan dalam Islam sebagimana yang dijelaskan
pada uraian di atas. Salah satu bentuk upaya untuk menjaga kesehatan yaitu dengan
menganalisis masalah kesehatan tersebut dalam bentuk model matematika. Dalam
menganalisis model matematika dapat dinyatakan dalam model diskrit dan model
kontinu.

Model diskrit adalah model yang melibatkan perubahan waktu yang tidak
sesaat. Dalam bahasa matematika menggunakan persamaan beda. Sedangkan model
yang melibatkan perubahan waktu yang sesaat disebut model kontinu. Dalam bahasa
matematika dinyatakan dalam persamaan diferensial, di mana turunan-turunannya
menunjukkan laju perubahan sesaat (Meyer, 1985:324-325). Dengan adanya model
ini diharapkan dapat mempermudah dalam menyajikan, memahami dan menganalisis
suatu permasalahan.

Sebagaimana firman Allah dalam surat Al-Insyirah ayat 5-6:
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Artinya:
“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan. Sesungguhnya sesudah
kesulitan itu ada kemudahan”.
Ayat tersebut menjelaskan bahwa sesungguhnya Allah SWT menyertakan
kemudahan setelah adanya kesulitan. Allah SWT memberikan janji akan ada
kemudahan ketika kesulitan itu datang dengan anjuran untuk terus berusaha, tidak
hanya asal berusaha akan tetapi berusaha dengan sungguh-sungguh sepenuh hati
dengan keyakinan bahwa Allah SWT akan memberikan kemudahan.

Memang benar bahwa agama Islam itu mudah. Akan tetapi kemudahan yang
diberikan Allah SWT, bukan berarti diperbolehkan untuk meninggalkan kewajiban-
kewajiban yang dibebankan, melainkan menyeru untuk mempermudah dalam
kehidupan yang dijalani. Seiring dengan itu, dengan menganalisis persoalan nyata
dalam kehidupan sehari-hari dalam bentuk model matematika yaitu model diskrit dan
kontinu ini dapat mempermudah dalam menghadapi permasalahan duniawi.

Waktu adalah sesuatu yang tak akan pernah kembali, maka harus dipergunakan
dengan sebaik-baiknya. Al-Qur’an memerintahkan umatnya untuk memanfaatkan
waktu semaksimal mungkin, bahwa dituntutnya umat manusia untuk mengisi seluruh
‘ashr (waktu)-nya dengan berbagai amal dengan menggunakan semua daya yang
dimilikinya (Shihab, 2007:731).

Sebagaimana Firman Allah SWT:
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Artinya:
“Demi masa, Sesungguhnya manusia itu benar-benar dalam kerugian, kecuali
orang-orang yang beriman dan mengerjakan amal saleh dan nasehat menasehati
supaya mentaati kebenaran dan nasehat menasehati supaya menetapi
kesabaran”(QS. Al-‘Ashr:1-3).
Ayat di atas menjelaskan bahwa manusia memang benar-benar berada dalam
kerugian apabila tidak memanfaatkan waktu yang telah diberikan oleh Allah secara
optimal untuk mengerjakan perbuatan-perbuatan baik. Manfaatkanlah waktu untuk
berbuat kebaikan agar tidak ada penyesalan di kemudian hari.

Waktu adalah modal utama manusia. Apabila tidak diisi dengan kegiatan,
waktu akan berlalu begitu. Ketika waktu berlalu begitu saja, jangankan keuntungan
diperoleh modalpun telah hilang. Jika demikan, waktu harus dimanfaatkan. Apabila
tidak diisi, yang bersangkutan sendiri yang akan rugi. Bahkan jika diisi dengan hal-

hal yang negatif, manusia tetap diliputi oleh kerugian (Shihab, 2007:739). Perhatikan

firman Allah SWT berikut ini:

P T S TR

Artinya:

“Hai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dan hendaklah setiap
diri memperhatikan apa yang telah diperbuatnya untuk hari esok (akhirat); dan
bertakwalah kepada Allah, Sesungguhnya Allah Maha mengetahui apa yang kamu
kerjakan” (QS. Al-Hasyr:18).
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Ayat tersebut menjelaskan bahwa setiap sesuatu yang dilakukan waktu demi
waktu merupakan langkah menuju kematian. Waktu yang dijalani hidup di dunia ini
sangat singkat, karena itu betapa meruginya apabila dijalani dengan sesuatu yang
tidak berharga. Menyia-nyiakan waktu dan kesempatan hidup di dunia ini, dengan
melakukan hal-hal yang tidak membawa kemaslahatan dunia akhirat, atau waktu
hanya digunakan untuk kemaslahatan dunia saja dan melupakan kemaslahatan

akhirat.
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PEMBAHASAN

3.1 Model Penyebaran Sel Tumor dengan Terapi Virus Oncolytic
Model kontinu penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic adalah

sebagai berikut

dx B _ Bxy (3.1)
dr_x(l (x +)) x+y
4y Lot — By _ (3.2)
dT—VJ’(l (x+y))+x+y Sy

dengan

x : populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic

y : populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic

p : daya dukung lingkungan dari laju penggandaan virus dengan sel tumor tidak
terinfeksi virus oncolytic

6 : laju kematian alami sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic

y : laju pertumbuhan sel tumor tidak terinfeksi virus oncolytic dengan sel tumor

terinfeksi virus oncolytic.

3.1.1 Diskritisasi Model
Pertama dilakukan diskritisasi model pada persamaan (3.1). Prosesnya adalah

sebagai berikut:

dx Bxy
E—x(l—(x+y))—x+y

34
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fim x(r+AT)—x(T)_x(1_(x+ )) (

AT—0 AT

X+ y) o

Jika dinyatakan dalam persamaan beda, maka persamaan (3.3) dapat dinyatakan
sebagai berikut

x(t + At) — x(r)
At

Bx(D)y(r) (3.4)
x(7) + y(7)

x@(1 - @@ +»®) -

Karena At = h maka persamaan (3.4) dapat ditulis menjadi

x(t+h) — x(r) Bx(2)y(z)
A x(M(1 - @@ +0G ))—m
2 pr@y@ )  @5)
x(t+h)—x(t)=h (x(r) (1 u (X(T) + J’(T))) - m)

Selanjutnya mentransformasikan persamaan (3.5) ke dalam fungsi diskrit, yaitu

dengan x(t) = x, dan x(t + h) = x,4,, Sehingga persamaan (3.5) dapat ditulis

sebagai
XnYn
Xn+1 — —h<xn(1_(xn+yn))_x +y )
n n
h nn
Xn+1 = Xn =7 hxn(l > (xn + yn)) [i ):_;/
Bhy, (3.6)
Xpp1 — OB (L h(l - (xn + yn)) u = +1; )
n n

Selanjutnya dilakukan diskritisasi pada persamaan (3.2). Prosesnya sama

dengan diskritisasi pada persamaan (3.1), yakni sebagai berikut

dy _ Bxy
= Vy(l—(x+y))+—y—5y
i 2V o By (37)

AT—0 AT x+y
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Jika dinyatakan dalam persamaan beda, maka persamaan (3.7) dapat dinyatakan

sebagai berikut

y(t + A7) — y(7) Bx(1)y(7) (3.8)
o= GO0+ YO
Karena At = h maka persamaan (3.8) dapat ditulis menjadi
y(@+h) —y(0) Bx(0)y(7)
- =1y@ (1= (@ +y@)) + 3575 = 9
Bx(1)y () (3.9)
y(+h)—y@) =h <VJ/(T) (1 —(x(@+ }’(T))) 5 ) Lot 5)’(T)>

Selanjutnya mentransformasikan persamaan (3.9) kedalam fungsi diskrit, yaitu

dengan y(t) =y, dan y(t + h) = y,,,, sehingga persamaan (3.9) dapat ditulis

sebagai
BxXnYn
n Y = h( n il n n i 0 n)
Yn+1 = Y Yyn(1 = (x +y))+xn+yn y

Bhxny

Yn+1 =Yn T hVYn(l = (xn + yn)) = - Shy,
Xn + Yn

Bhx (3.10)

Yn+1 :yn(l + h)/(l - (xn + yn)) + —— 6h)

Xn t Yn

Dengan demikian, dari tranformasi model kontinu ke dalam bentuk model
diskrit dari model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic diperoleh

model diskrit sebagai berikut:

Bhyn (3.11)
= 1+ h(1- -
Xusr = Xn (L (1= G+ yn) = =70
Bhx 3.12
Ymsr =yn(L+ hy(1 = (n + 3)) + 20 s (3.12)
xn+Yn

dengann =1,2,3,...,k untuk k € N dan h - 0.
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3.1.2 Analisis Perbandingan Pola Perkembangan Variabel pada Model Diskrit
dan Model Kontinu

Analisis perbandingan pola perkembangan variabel pada model diskrit dan
model kontinu dilakukan untuk validasi model diskrit yang telah dikontruksikan oleh
model kontinunya. Model kontinu dengan selang waktu tertentu akan didekati oleh
model diskrit dengan membagi selang waktu tersebut dengan titik-titik diskrit yang
berinterval tetap (h).

Interval h  yang diberikan  nilainya  mendekati  nol, yaitu
h =0.1,0.01,0.001,0.0001 dengan selang waktu kontinu 0 <t <20 hari.
Parameter yang digunakan adalah g = 1.5; § = 0.3 dan y = 2.5 dengan pemberian
nilai awal X, = 0.1 dan Y, = 0.1. Perbandingan perkembangan variabel pada model
kontinu persamaan (3.1) dan (3.2) dengan model diskrit persamaan (3.11) dan (3.12)

dapat dilihat pada gambar 3.1 berikut ini
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Gambar 3.1 Grafik Diskrit dan Kontinu Model Penyebaran Sel Tumor dengan
Terapi Virus Oncolytic dengan Parameter 8 = 1.5; § = 0.3,y = 2.5,
Nilai Awal (X,,Y;) = (0.1,0.1) dan 0 < t < 20.

(Hasil olahan Matlab R2008a)
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Perkembangan variabel pada model diskrit ditunjukkan oleh Gambar 3.1
bagian (1.a), (1.b), (1.c) dan (1.d). Dari grafik tersebut terlihat bahwa terdapat
beberapa perilaku dari setiap variabel. Perkembangan X menunjukan bahwa dalam
selang waktu 0 < t < 20 hari populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic
mengalami penurunan yang sangat signifikan dari hari ke hari hingga menuju kenilai
kestabilannya yaitu nol. Sedangkan populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic
(V) langsung naik hingga mencapai titik maksimumnya kemudian stabil di titik
kesetimbangannya. Hal ini terjadi karena pada saat dilakukannya terapi pengobatan
dengan virus oncolytic, virus tersebut sudah dapat menginfeksi sel tumor dengan
jumlah sel tumor yang terinfeksi semakin banyak hingga mencapai nilai
maksimumnya dan kemudian stabil di titik kesetimbangannya.

Selanjutnya untuk perkembangan variabel model kontinu ditunjukkan oleh
Gambar 3.1 bagian (2.a), (2.b), (2.c) dan (2.d) dengan waktu pengamatan 20 hari.
Grafik model kontinu juga menunjukkan beberapa perilaku dari setiap variabelnya.
Sebagaimana perkembangan variabel yang ditunjukkan dalam model diskrit. Hal
yang sama juga ditunjukkan pada perkembangan variabel pada model kontinu. Yaitu
perkembangan X menunjukan bahwa dalam selang waktu 0 < t < 20 hari populasi
sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic mengalami penurunan yang sangat
signifikan dari hari ke hari hingga menuju ke nilai kestabilannya yaitu nol.
Sedangkan populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic (Y) langsung naik
hingga mencapai titik maksimumnya kemudian stabil di titik kesetimbangannya . Hal

ini terjadi karena pada saat dilakukannya terapi pengobatan dengan virus oncolytic,
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virus tersebut sudah dapat menginfeksi sel tumor dengan jumlah sel tumor yang
terinfeksi semakin banyak hingga mencapai nilai maksimumnya dan kemudian stabil
dititik kesetimbangannya.

Grafik tersebut juga menunjukkan bahwa dengan pemberian interval sebesar
h = 0.1 grafik model diskrit sudah menunjukkan adanya osilasi meskipun
lintasannya masih menyebar, kemudian dengan pemberian h = 0.01 titik-titik
pengamatan semakin banyak dan semakin sempit sehingga dapat mewakili keadaan
model kontinunya. Begitu juga dengan pemberian interval h = 0.001 dan h =
0.0001 grafik model diskrit lebih dapat mewakili keadaan model kontinunya. Jadi,
dengan pemberian interval yang semakin kecil maka titik-titik pengamatan semakin

banyak dan sempit sehingga lebih dapat mewakili keadaan model kontinunya.

3.1.3 Analisis Perbandingan Pengaruh Infeksi Virus Oncolytic terhadap Sel
Tumor pada Model Diskrit dan Kontinu

Penginfeksian virus oncolytic terhadap sel tumor pada model diskrit dan
kontinu dapat diamati di sekitar titik kesetimbangannya. Pertama menganalisis titik
kesetimbangan pada model kontinu, kemudian menganalisis infeksi virus oncolytic
terhadap sel tumor pada model kontinu dan menganalisis infeksi virus oncolytic
terhadap sel tumor pada model diskrit. Langkah tersebut dilakukan untuk
membandingkan infeksi virus oncolytic pada model diskrit dan model kontinu.

Titik kesetimbangan persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh pada saat sistem

dalam keadaan setimbang, yaitu pada saat % = 0 dan % = 0. Sehingga diperoleh
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Bxy
1_ —_—_ =
x(1=(x+y)) pay 0
& x = 0 atau (3.13)
l—x—y-— By _, (3.14)
xX+y
Bxy
1_ —_— — =
yy( (x+y))+x+y Sy =0
& y=0atau (3.15)
Bx - (3.16)
Yy —yx yy+x+y o=

Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (3.13) pada persamaan (3.16) maka

diperoleh
B(0)
=0 —v(0) — ——~ _§ =
x=0=y-y(0) Vy+0+y 6§=0
o ¢
_y-9¢
'C 4

Lalu mensubstitusikan persamaan (3.15) pada persamaan (3.14) diperoleh

y=0=>1—x—(0)—fg_03)=0
x=1

Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan E; = (0,0)E, = (O,VY;&), E; =

(1,0).
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Dengan nilai parameter yang dibatasi pada g = 1.5; § = 0.3 dan y = 2.5,
maka titik kestimbangan pada persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh E; = (0,0),E, =
(0,0.88), E5 = (1,0).

Selanjutnya menganalisis kestabilan pada titik kesetimbangan yang telah
diperoleh. Untuk titik kesetimbangan yang pertama yaitu E; = (0,0) maka diperoleh

matriks Jacobian sebagai berikut

By B
]:(1_2x_y_<x+y>2 L a? \
By px
\ RENCTE)E V‘V"‘Zyy+m‘5/

Ton= ((1) S 0 5) (3.17)

Kestabilan titik kesetimbangan E; dapat diperoleh dengan mengamati nilai eigen

pada matriks J, ) dengan persamaan karakteristik | J0,00 — M | = 0, yaitu

|((1) yga)"l(cl) D=0
|((1> yga)‘(g D=0

1—-2
| 0 St

0
y—6—24
sehingga diperoleh persamaan karekteristik
1-ADy—-86-1)=0 (3.18)

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen A, = 1atau 1, = y — 4.
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Untuk nilai parameter § = 1.5, = 0.3 dan y = 2.5 maka diperoleh nilai eigen
A1 =1 dan A, = 0. Berdasarkan teorema kestabilan, nilai eigen yang diperoleh
memiliki dua kemungkinan yaitu 1, = 1 > 0 dan 1, = 0 maka E; tak stabil.
Kemudian untuk titik kesetimbangan yang kedua E, = (0,0.88) diperoleh matriks

Jacobian sebagai berikut

](0,0.88) = (g1522 _(2)_2)

Kestabilan titik tetap E;, diperoleh dengan mengamati nilai eigen pada matriks J¢o, o gs)

dengan persamaan Karakteristik |/ .88y — 4| = 0, yaitu

Gsz —22)-( =0
|—1.2 -2 0
352 -22-2

|=0
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik
(-12-1)(-22-1)=0 (3.19)
Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen A; =—-1.2 dan A, = —2.2.
Berdasarkan teorema kestabilan, nilai eigen yang diperoleh memiliki kemungkinan
yaituA; = —1.2 < 0dan 4, = —2.2 < 0 maka E, bersifat stabil.
Analisis selanjutnya pada titik kesetimbangan E; = (1,0), diperoleh matriks

Jacobian sebagai berikut

Jan =y 15)

Kestabilan titik tetap E5 diperoleh dengan mengamati nilai eigen pada matriks /4,

dengan persamaan karakteristik |J 1 oy — AI| = 0, yaitu
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o 5 -G D=0
|—1—/1 —25 | _
0 1.2—-1

0
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik
=1-A12-2)=0 (3.20)

Dari persamaan tersebut diperoleh nilai eigen 4; = —1 dan 1, = 1.2. Berdasarkan
teorema kestabilan, nilai eigen yang diperoleh memiliki kemungkinan yaitu A; =
—1 < 0dan4, = 1.2 > 0 maka E5 bersifat sadel.

Selanjutnya menganalisis pengaruh infeksi virus oncolytic terhadap sel tumor
di sekitar titik kesetimbangan pada model kontinu. Dengan memberikan infeksi virus
oncolytic @ — 0 pada variabel X dan Y sehingga titik kesetimbangan baru diperoleh

(X*+ a, Y+ a). Titik kesetimbangan sebelum dan sesudah terinfeksi oncolytic

ditunjukkan pada Gambar 3.2 berikut ini.
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Gambar 3.2 Grafik Dinamika Populasi Model Kontinu Sel tumor Sebelum dan Sesudah
Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan.
(Hasil olahan Matlab R2008a)
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Berdasarkan Gambar 3.2 di atas, dapat diketahui bahwa dengan memberikan
infeksi virus yang sangat kecil dapat memberikan pengaruh yang signifikan terhadap
populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic. Gejala ini dapat dilihat pada titik
kesetimbangan (X*,Y*) = (0,0) dan (X*,Y*) = (1,0) dengan pemberian infeksi
virus yang sangat kecil dapat memberikan pengaruh yang cukup signifikan. Hal ini
karena pada saat pemberian infeksi virus oncolytic terhadap sel tumor, virus dapat
menginfeksi sel tumor hingga mencapai jumlah yang maksimum kemudian akan
stabil di titik kesetimbangannya. Sedangkan untuk titik kesetimbangan kedua yaitu
(X*,Y*) = (0,0.88001) pemberian infeksi virus tidak memberikan pengaruh yang
cukup berarti karena pada saat tersebut penginfeksian virus terhadap sel tumor sudah
mencapai titik maksimum dan sistem sudah dalam keadaan stabil sehingga pemberian
tambahan virus tidak cukup berpengaruh.

Selanjutnya akan dianalisis penginfeksian virus oncolytic terhadap sel tumor
di sekitar titik kesetimbangan pada model diskrit. Perbandingan dinamika populasi
sebelum terinfeksi virus dan setelah terinfeksi virus oncolytic ditunjukkan pada

Gambar 3.3 berikut ini
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Gambar 3.3 Grafik Dinamika Populasi Model Diskrit Sel Tumor Sebelum dan Sesudah
Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan.
(Sumber:Hasil olahan Matlab R2008a)
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Berdasarkan Gambar 3.3 di atas, dapat diketahui bahwa dengan memberikan
infeksi virus yang sangat kecil dapat memberikan pengaruh yang signifikan terhadap
populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic. Gejala yang sama juga ditunjukkan
pada model diskrit sel tumor dengan terapi virus oncolytic dengan pemberian interval
sebesar h = 0.01. Gejala ini dapat dilihat pada titik kesetimbangan (X*,Y*) = (0,0)
dan (X*,Y*) = (1,0) dengan pemberian infeksi virus yang sangat kecil dapat
memberikan pengaruh yang cukup signifikan. Hal ini karena pada saat pemberian
infeksi virus oncolytic terhadap sel tumor, virus dapat menginfeksi sel tumor hingga
mencapai jumlah yang maksimum kemudian akan stabil di titik kesetimbangannya.
Sedangkan untuk titik kesetimbangan kedua yaitu (X*,Y*) = (0,0.88001) pemberian
infeksi virus tidak memberikan pengaruh yang cukup berarti karena pada saat tersebut
penginfeksian virus terhadap sel tumor sudah mencapai titik maksimum dan sistem
sudah dalam keadaan stabil sehingga pemberian tambahan virus tidak cukup

berpengaruh.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan bahwa
dari proses diskritisasi model diperoleh model diskrit dari penyebaran sel tumor

dengan terapi virus oncolytic:

Bhyn
n = Xn 1 h(1— n n’)) )
Xpt1 x<+ (1—(n+0) oy
Bhx
Yn+1 =Yn(1+ h.]/(l = (xn + Yn)) + X, + T}l’n — 6h)

dengan n € N dan h — 0. Untuk menganalisis model kontinu dan model diskrit pada

model penyebaran sel tumor dengan terapi virus oncolytic diperoleh tiga titik
kesetimbangan yaitu E, = (0,0),E, = (0, %6),& = (1,0). Dengan

mensusbtitusikan parameter f = 1.5; § = 0.3 dan y = 2.5, maka diperoleh titik
kesetimbangan E; = (0,0), E, = (0,0.88), E5; = (1,0). Titik kesetimbangan yang
pertama bersifat tak stabil, titik kesetimbangan kedua bersifat stabil sedangkan untuk
titik kesetimbangan yang ketiga bersifat sadel. Kecenderungan kurva perkembangan
dinamika populasi pada model kontinu dan diskrit hampir sama, yaitu saat kondisi
tidak adanya terapi semua populasi berosilasi stabil. Sedangkan saat kondisi adanya
terapi yang sempurna, populasi sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic pada
awalnya meningkat kemudian mencapai titik kesetimbangannya seiring dengan

menurunnya jumlah populasi sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic.
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4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk dapat melanjutkan studi

diskritisasi model pada model matematika yang lain.
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LAMPIRAN

Lampiran 1
Program MATLAB untuk Grafik Diskrit pada Gambar 3.1 bagian (1.a), (1.b), (1.c),
(1.d):

cle,clear

fOormAt Shorc

fl=inlim= (" (1+h* (1={x+7) =1.5*h*y/ (x+7) ) *x'):

fZ=inline (" (142.5"h" (1= (x+y) ) +1.5"h*x/ (x+y)=0.3*h) *y' ) ;

tn=20;

h-...L % beda h vang diberikan={0.1, 0.01, 0.001, 0.0001}
x({1)=0.1;

yi1)=0.1;

-lfor i=l:tn/h-1
hi=£1 (h, = (i), 7{(1i)):
h2=£2 (h, = (i), v{(i}):
®x({i+1)=h1;
gi{i+l)=h2;

end

disp(" iterasi Nilai X Nilai ¥')
disp([[1:1i+1]" intEd(x) " incéd(vl ']}
disp([[1:i+1]"' o T'1)

i=h:h:ctn;
plot{di,x,".',1,7,'.")
grid on

wlabel('t'):ylabel ("X, T'):
legend{'X', ' T')
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Lampiran 2
Program MATLAB untuk Grafik Kontinu pada Gambar 3.1 bagian (2.a), (2.b), (2.c),
(2.d):

- function kentinu
t=0:0.1:20
inicialx=0.1;
inictialy=0.1;
[t,x)]=od=45 (Bkk,t, [indtialx; inictialy] ) ;

Plot(t,xl:i 1), 'b." e ,xli,2)s"9.");
legend ('X','T")
xlabel{'t'):ylabel('X,Y");

grid on

Jfunction dxde=kkit,x)
dxdrl= (1= (% (1) +x(2) ) ) *® (1) =1.5%x% (1) *x (2} F (% (1) +x(2) )
dxdr2=2 , 5%% (2} * (1= (% (1) +x(2) ) ) +1.5%% (1) =% (2) / (X (1) +x(2) ) =0.3%x(2);

dxde=[dxdcl; dxdez] ;
= and
and
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Lampiran 3
Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Kontinu Sebelum dan

Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan pada Gambar 3.2

(a.1) dan (b.1):
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Lampiran 4
Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Kontinu Sebelum dan

Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan pada Gambar 3.2

(a.2) dan (b.2):
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Lampiran 5

Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Kontinu Sebelum dan

Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan pada Gambar 3.2

(a.3) dan (b.3):

xdo=[dxdcl;dxdc2] ;
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Lampiran 6

Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Diskrit Sebelum dan
Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan dengan h =

0.01 pada Gambar 3.3 (a.1) dan (b.1):

o=
= B i

disp([[1:1i+1]" incéEd(x) "’ incE4(y)'])
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Lampiran 7
Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Diskrit Sebelum dan
Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan dengan h =

0.01 pada Gambar 3.3 (a.2) dan (b.2):

=]
T - 1
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Lampiran 8
Program MATLAB untuk Grafik Dinamika Populasi Model Diskrit Sebelum dan
Sesudah Terinfeksi Virus Oncolytic di Sekitar Titik Kesetimbangan dengan h =

0.01 pada Gambar 3.3 (a.3) dan (b.3):

+
non

o
n n oo

for i=1:tn/h=-1
hi=fl(h,x (i} ,7(i))
hZ2=f2 (h,x (i} ,7(1))
®x({i+l)=hl;
v({i+l)=h2;

disp
disp({[[1:1i+1]" ineEd (x) ' ine&4(v)"'])

disp({[[1:1i+1]"
i=h:h:tn;

grid
axis ([0 20 D 2]
#label('t'):vlabel

legend('X',
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