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ABSTRAK

Handayani, Fitri Ana. 2013. Barisan Pada Ruang Norm-2. Skripsi. Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.

Pembimbing: (1) Hairur Rahman, M.Si
(1) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Kata Kunci: Barisan Konvergen, Ruang Hasil Kali Dalam, Ruang Norm-2, Ruang
Vektor

Analisis merupakan salah satu cabang matematika yang terus menerus
mengalami perkembangan, yaitu dari analisis klasik dan berkembang menjadi analisis
modern. Analisis klasik salah satunya berbicara tentang kekonvergenan suatu barisan.
Sedangkan analisis modern berbicara tentang konsep yang bersifat abstrak yang bekerja
pada konsep ruang. Salah satu yang dibahas dalam analisis modern adalah analisis
fungsional yaitu merupakan studi tentang ruang bernorma. Konsep tentang ruang norm-2
pertama kali di perkenalkan oleh Gahler pada pertengahan tahun 1960-an dan ruang hasil
kali dalam-2 pertama kali diperkenalkan oleh Diminnie, Gahler dan White pada tahun
1970. Konsep dari ruang norm-2 adalah bahwa ruang norm-2 merupakan ruang norm.
Selanjutnya berdasarkan sifat-sifat pada ruang norm-2, akan dibuktikan [? pada ruang
norm-2 dan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2 serta ketunggalan limitnya.
Berdasarkan masalah tersebut, maka penelitian ini bertujuan untuk mengetahui [? pada
ruang norm-2 dan barisan pada ruang norm-2.

Penelitian ini menggunakan kajian literatur dengan menampilkan argumentasi
penalaran keilmuan dari berbagai sumber literatur tersebut dan hasil pemikiran peneliti
mengenai penggabungan definisi-definisi dan teorema-teorema yang berhubungan dengan
barisan dan ruang norm-2.

Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa [? merupakan ruang norm-2, setiap
ruang bernorma merupakan ruang metrik terhadap metrik d, barisan pada ruang norm-2
terbukti konvergen dan limitnya tunggal.
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ABSTRACT

Handayani, Fitri Ana. 2013. Sequence In Norm-2 Space. Thesis. Department of
Mathematics Faculty of Science and Technology. Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University of Malang.
The Advisors: (1) Hairur Rahman, M.Si
(11) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Keywords: Convergent Sequence, Inner Product Spaces, Norm-2 Space, Vector Space

Analysis is a branch of mathematics that continues to experience growth, that of
classical and evolved analysis into modern analysis. Classical analyses, one of them
talked about the convergence of a sequence, while the concept of modern analysis talking
about which works on the concept space and abstract. One of the discussion in modern
analysis is the analysis of the functional, it means, as tudy of norm space.

The conception of a norm-2 was first introduced by Gahler in the mid1960s, and
the inner product space-2 was first introduced by Diminnie, Gahler, and White in 1970.
The concept of a norm-2 is that a norm-2 is a norm space. Furthermore, based on the
properties of the space will be proved [? in norm-2 space, and convergence in space
norm-2 sequence to singularity limit. Based on these problems, the study aims to
determine 12 on the space norm-2 and ranks on a norm-2.

This study uses literature review presents the argument with scientific reasoning
from a variety of sources such literature and the results investigators thinking about
merging the definitions and theorems related to the line and a norm-2.

These results indicate that 2 is a norm-2, every norm space is a metric space toa
metric d, sequence on a norm-2 proved to be convergent and single limit.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya dapat dilihat dalam Al-Qur’an. Alam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena alam. Namun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketahui oleh orang-orang yang
benar-benar mengerti arti kebesaran Allah SWT.

Matematika lahir dari tuntutan kebutuhan hidup. Tak heran, apabila ilmu
hitung memegang peranan yang amat penting dalam kehidupan manusia. Berkat
matematika, manusia dapat melakukan aktivitas perdagangan, mengukur tanah
serta  memprediksi peristiwva dalam astronomi. “Angka-angka mengatur
segalanya,” ujar Phytagoras, ahli matematika Yunani. Hal ini sejalan dengan
firman Allah SWT dalam surat Al-Qomar ayat 49 yang berbunyi :

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”
(Q.S.Al-Qomar: 49).

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat An-Nur ayat 39 yang berbunyi:
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Artinya: “Dan orang-orang kafir amal-amal mereka adalah laksana fatamorgana
di tanah yang datar, yang disangka air oleh orang-orang yang dahaga,
tetapi bila didatanginya air itu, dia tidak mendapatinya sesuatu
apapun. dan didapatinya (ketetapan) Allah disisinya, lalu Allah
memberikan kepadanya perhitungan amal-amal dengan cukup dan
Allah adalah sangat cepat perhitungan-Nya” (Q.S.An-Nur: 39).

Dalam kehidupan sehari-hari sering dijumpai permasalahan yang berkaitan
dengan matematika. Hal ini dapat dilihat dari banyaknya permasalahan yang dapat
dianalisis menggunakan matematika. Oleh karena itu diperlukan pemahaman
khusus pada matematika.

Matematika sebagai sarana ilmiah merupakan salah satu disiplin ilmu yang
tidak hanya terdapat satu keilmuan saja di dalamnya. Akan tetapi masih terdapat
ilmu-ilmu lain yang menjadi sarana keilmuan bagi disiplin ilmu lain. Untuk
mengetahui semua itu maka sebagai pelajar mempunyai kewajiban untuk
mempelajari berbagai ilmu sedalam-dalamnya. Matematika sebagai disiplin ilmu
dikenal sebagai Queen of Science, dan mempunyai cabang keilmuan seperti ilmu
analisis maupun ilmu terapan. Matematika bukanlah pengetahuan menyendiri
yang dapat sempurna karena dirinya sendiri, tetapi adanya matematika itu untuk
membantu manusia dalam memahami dan menguasai permasalahan sosial,
ekonomi, danalam.

Matematika juga dapat dikaitkan dengan permasalahan dalam ilmu agama.
Permasalahan yang dimaksud disini adalah hubungan antara lawan jenis dalam
agama Islam. Dalam matematika dikenal istilah limit yang artinya mendekati, jika
dikatakan lim x - 0 (dibaca limit x mendekati 0) artinya x akan selalu
mendekati nol, tetapi tidak akan pernah sama dengan nol. Begitu juga yang

diajarkan agama Islam dalam berinteraksi dengan lawan jenis, seseorang boleh



berteman dengan lawan jenis, tetapi tetap ada batas-batasnya dan tidak akan saling

bersentuhan seperti limit dalam matematika. Sebagaimana hadits Rasulullah SAW
WO Y 8 Gad U La AT A e S8 FOATIERG, BY oR) (3 o)
Artinya: “Dari Ma’qil bin Yasar dari Nabi SAW, beliau bersabda . Sesungguhnya
ditusuknya kepala salah seorang diantara kamu dengan jarum besi itu
lebih baik daripada ia menyentuh wanita yang tidak halal baginya”

(HR. Thabrani dan Baihagqi).

Tidak jauh beda dengan sains, matematika dapat dibagi dalam berbagai
rumpun, misalnya rumpun aljabar, analisis, terapan, komputer, dan statistik. Lebih
lanjut, rumpun aljabar terbagi lagi dalam berbagai bidang antara lain aljabar
abstrak, aljabar linier, aljabar geometri dan lain sebagainya. Demikian juga
rumpun analisis masih terbagi dalam berbagai bidang, misal analisis riil, analisis
kompleks, dan analisis fungsional. Analisis merupakan salah satu cabang
matematika yang terus-menerus mengalami perkembangan, yaitu dari analisis
klasik dan berkembang menjadi analisis modern. Analisis klasik berbicara tentang
sistem bilangan, kekonvergenan suatu barisan maupun deret, kekontinuan,
pendiferensialan, serta pengintegralan. Sedangkan analisis modern berbicara
tentang konsep yang bersifat abstrak yang bekerja pada konsep ruang. Salah satu
yang dibahas dalam analisis modern adalah analisis fungsional yaitu merupakan
studi tentang ruang bernorma (Hidayani, 2002:1).

Konsep matematika tentang limit merupakan dasar dalam memahami
kalkulus diferensial, konsep kekonvergenan sebagai dasar analisis diperkenalkan
melalui limit dan barisan. Barisan bilangan riil adalah suatu fungsi dari himpunan

bilangan asli N ke himpunan bilangan riil R (Bartle & Sherbert, 1994:67).



Misal X = (xn) adalah barisan bilangan riil. Suatu bilangan riil x
dikatakan limit dari X, jika untuk masing-masing lingkungan V dari x terdapat
suatu bilangan asli K sehingga untuk semua n > K, maka x, adalah anggota V
(Bartle & Sherbert, 1994:70).

Para matematikawan menyadari terdapat barisan yang mempunyai sifat

semakin besar n maka nilai x,, akan mendekati nilai L. Sebagai contoh Y =
(i,n € N). Semakin besar n maka y, akan mendekati nol, tetapi tidak pernah

mencapai nol. Jika x,, mendekati L seiring membesarnya n, kemudian dinotasikan
¢ sebagai jarak antara x, dengan L, dengan mudah dapat diketahui nilai & akan
semakin kecil jika n membesar. Begitu pula sebaliknya, € akan membesar jika n
mengecil.

Penggabungan konsep dasar barisan dan kekonvergenan akan menjadi
konsep kekonwvergenan barisan. Hal ini  mengakibatkan pembahasan
kekonvergenan barisan tidak hanya akan berkutat pada ruang vektor saja, akan
tetapi ruang vektor dalam pembahasan skripsi ini akan dikhususkan lagi pada
ruang norm-2.

Ruang vektor V adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan dua buah operasi, yaitu penjumlahan vektor dan perkalian dengan skalar
riil. Di ruang vektor, dikenal konsep panjang dari suatu vektor atau sebagai jarak
antara vektor x dengan vektor nol yang disebut norm vektor. Norm-2 adalah
fungsi ||.,. |l: X X X - R yang memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:

I. |lx,yll = 0jikadan hanya jika x ,y bergantung linier

ii. |lax,yll = |alllx, y|l untuk semua x,y € X,a € R



iii.  |lx, vl = lly, x|| untuk semua x,y € X
iv. |lx,y+z]| < |lxyl| + |Ix 2| untuk semua x, y, z € X
Selanjutnya pasangan (X, ||.,.||) disebut ruang norm-2 (Rafflesia, 2007:334).
Konsep tentang ruang norm-2 pertama kali diperkenalkan oleh Gahler
pada pertengahan tahun 1960-an dan ruang hasil kali dalam-2 pertama kali
diperkenalkan oleh Diminnie, Gahler dan White pada tahun 1970. Sementara
perumuman untuk n > 2 dikembangkan oleh Misiak pada tahun 1989. Sejak saat
itu banyak peneliti yang mencoba mengkaji lebih jauh tentang ruang norm-2
tersebut, Seiring dengan dikemukakannya berbagai hasil tentang sifat-sifat ruang
norm itu sendiri. Pada tahun 2001, H. Gunawan, M. Mashadi mempelajari
hubungan antara ruang Banach-2 dengan ruang Banach dan membuktikan teorema
titik tetap dengan mendefinisikan suatu norm baru dengan menggunakan dua buah
vektor basis. Konsep dari ruang norm-2 adalah bahwa ruang norm-2 merupakan
ruang norm/merupakan ruang hasil kali dalam yang dilengkapi dengan norm-2
standar. Selanjutnya berdasarkan sifat-sifat dan fakta yang ada pada ruang norm-
2, akan dibuktikan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2 dan ketunggalan
limitnya. Oleh karena itu, berdasarkan latar belakang masalah di atas penulis

tertarik untuk melakukan penelitian dengan judul ”Barisan pada Ruang Norm-2”,

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, dapat dirumuskan permasalahan
sebagai berikut:

1. Bagaimana [? pada ruang norm-2?



2. Bagaimana kekonvergenan barisan pada ruang norm-2?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang diuraikan di atas, maka tujuan yang
ingin dicapai dalam penelitian ini adalah:
1. Untuk mengetahui [? pada ruang norm-2.

2. Untuk mengetahui kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah dapat mengetahui {2 pada ruang
norm-2, kekonvergenan barisan pada ruang norm-2 dan ketunggalan limitnya

yang mana pada prosesnya akan diperlihatkan sifat-sifat ruang norm-2.

1.5 Batasan Masalah
Pembahasan dalam penelitian ini agar tidak meluas, maka peneliti akan
membahas dengan batasan masalah sebagai berikut:
1. Dimensi hingga pada ruang norm-2 dan sifat-sifatnya.
2. Norm-2 pada [2.

3. Kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode “studi

literatur”, karena skripsi ini merupakan bentuk kajian. Pengumpulan data



dilakukan dengan mencari bahan-bahan kepustakaan sebagai landasan teori yang
berhubungan dengan permasalahan yang dijadikan obyek penelitian. Pembahasan
dilakukan dengan mempelajari berbagai literatur seperti buku-buku cetak, e-book,
karya tulis yang disajikan dalam bentuk jurnal, laporan penelitian serta konsultasi
dengan dosen pembimbing. Kemudian data yang didapatkan akan dianalisis dan
ditarik kesimpulan.

Dalam penelitian ini ada beberapa tahapan yang dilakukan, yaitu:
1. Mengumpulkan bahan kajian dari literatur- literatur.
2. Menyusun konsep atau definisi dan teorema.
3. Menjelaskan dari ruang norm ke ruang norm-2.
4. Menunjukkan sifat-sifat ruang norm-2.
5. Memberikan contoh untuk ruang norm-2.
6. Membuktikan teorema ruang norm.
7. Membuktikan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.
8. Memberikan contoh untuk kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.

9. Membuktikan teorema dan lema tentang barisan pada ruang norm-2.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah dan memahami skripsi ini secara keseluruhan maka
penulis menggambarkan sistematika pembahasannya yang terdiri dari empat bab

dan masing-masing akan dijelaskan sebagai berikut:



Bab I

Bab Il

Bab Il

Bab IV

Pendahuluan

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, batasan masalah, metodelogi penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini berisi tentang limit fungsi, barisan, determinan, ruang vektor,
basis dan dimensi, ruang metrik, ruang hasil kali dalam, ruang norm,
ruang [, dan konsep matematika dalam Al-Qur’an.

Pembahasan

Bab ini berisi tentang definisi ruang norm, ruang norm ke ruang norm-2,
menunjukkan sifat-sifat ruang norm-2, membuat contoh mengenai ruang
norm-2 dan menyelesaikannya, membuktikan teorema ruang [? pada
ruang norm-2, membuktikan kekonvergenan barisan pada ruang norm-2,
membuktikan teorema dan lema yang berkaitan dengan barisan pada
ruang norm-2 dan juga kajian analisis dalam AlQur’an.

Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dan

saran yang berkaitan dengan penelitian ini.



BAB II

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai teori-teori yang berhubungan
dengan skripsi ini, sehingga dapat dijadikan sebagai landasan berfikir dan akan

mempermudah dalam pembahasan hasil utama pada bab berikutnya.

2.1 Limit Fungsi

Pada materi kalkulus, telah dipelajari fungsi-fungsi yang terdefinisi pada
garis riil R, selain itu juga dipelajari tentang limit fungsi, yang mana didefinisikan
sebagai berikut:
Definisi 2.1

Diketahui fungsi f:A € R - R dan a titik limit himpunan A. Jika ada
bilangan [ € R sehingga untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan 6 > 0
sedemikian sehingga jika x € An Ng(a) dan 0 < |x — a| < &, maka berlaku

lf(x)—ll<e
Pertidaksamaan 0 < |x — a|l menunjukkan bahwa x # a, sehingga jika x € AN
Ng(a) berakibat f(x) € N.(). Sehingga diperoleh |[f(x)—1I|<e¢, biasa
dituliskan dengan
lim, ,,f(x) =1

Jika [ adalah limit fungsi dari fungsi f di ¢ maka dapat dikatakan f konvergen ke
Ldic.Ditulis I = lim, . f(x)atau [ =lim,_, f.

(Bartle & Sherbert, 2000:98).
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Contoh 2.1

Tunjukkan bahwa lim, . k = k, dengan k konstandan c € R
Selesaian:

Misal f(x) = kuntuk setiap x € R, akan ditunjukkan bahwa lim,_ . k = k.
Diberikan ¢ > 0 pilih § = 1 sedemikian sehingga 0 < |x — c| < 1 maka |f(x) —
k| = |k — k| = 0 < &. Karena untuk sebarang & > 0, dari definisi 2.1, didapatkan

lim f(x)=k

Teorema 2.1

Jika lim,_,, f (x) ada maka nilainya tunggal.
Bukti:
Misalkan lim,_, f(x) =L dan lim,_,f(x) = K. Akan ditunjukkan bahwa
L=K
Ambil sebarang € > 0, maka terdapat §,,6, > 0 sehingga,
i If(x)—-Ll< % untuk setiap x € A dengan 0 < |x —al < &,
i. |f(x)—K|< % untuk setiap x € A dengan 0 < |x — al < &,
Apabila diambil 6 = min {§,,6,}, maka untuk setiap x € A dengan 0 <
|x —al < & berlaku:

IL—K| <|L—f()|+1f(x) —K| <e¢

Diperoleh |L — K| < §+§< P
Hal ini berarti L = K.

(Parzynski & Philip, 1982:71).



Contoh 2.2

X tidak ada.

x=0

Tunjukkan bahwa lim

Selesaian:

Untuk x > 0, lim,_,o 2 = lim,_, %=1

Untuk x < 1, limx_,oli—| = limx_,O_Tx =-1

Karena nilai limitnya tidak tunggal, maka lim,, _,, 'i—' tidak ada.

Teorema 2.2

Misalkan lim,_, f (x) = K dan lim,_, g(x) = L maka berlaku:
1. lim,_,(af)(x) = a.lim,_, f(x) = a. K untuk sebarang konstanta a.
Al SO gl )i=Nim., O lin, 5, Va0 ) I KRt

3. lim,,(fg)(x) = lim,_, f(x).lim,_, g(x) = KL.

4. lim, , L(x) = e=al X ika ], 0.

=X E - limy_,q 9(x) —
Bukti:
Diberikan € > 0 sebarang, maka terdapat § > 0.

1. Untuk sebarang a, maka diperoleh:

jim (@GO = a.lim £()

=a.K
2. lim,_,(f +g9)(x)=lim,_ {f(x) + g(x)}
= lim,_, f(x) +lim,_, g(x)

=K+L

11
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3. lim,_,(fg)(x) =lim,_ {f(x).g(x)}
= chi_r)r(llf (x).lim, , g(x)

=KL

4, lim,_, g(x) = lim, _,, (i) (x)

_lim,,, f(x)
lim, _,, g(x)

=§denganL * 0.

(Bartle & Sherbert, 2000:106).
Teorema 2.3 (Teorema Apit)
Misalkan x,, <y, <z, untuk setiap n € N. Jika x, > L dan z, » L
untuk n — oo, maka y,, — L untuk n — oo.
Bukti:
Ambil sebarang € > 0, pilih N € N sedemikian sehingga n > N, maka berlaku
lx, — Ll <edan|z, —L| < ¢
atau
L-—e<x,<L+edainl—-e<z,<L+te
Akibatnya, untuk n > N, didapatkan
L—e<x,<y,<z,<L+e¢
sehingga |y, — L| < ¢
Ini menunjukkan bahwa y,, — L untuk n — oo.
(Gunawan, 2011:20).
Definisi 2.2

Fungsi f: A € R — R dikatakan
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a. Kontinu di jika ¢ € A. Fungsi f: A = R dikatakan kontinu di ¢ € A dengan ¢
titik limit A, jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan § > 0
sehingga jika x € AN N;(c) dan |x —c| < & berakibat f(x) € N.(f(c))
maka

lfG) —fo)l<e
atau
lim f(x) = f(c)

b. Fungsi f dikatakan kontinu pada jika B < A. Fungsi f kontinu di setiap titik
di B.

(Bartle & Sherbert, 2000:120).

Dari definisi tersebut, secara implisit mensyaratkan tiga hal agar fungsi f kontinu

di c, yaitu:

1. f(c) ada atau terdefinisi

2. }Ci_rpcf(x) ada

3. lim,_, f(x) = f(c)

Jika salah satu syarat ini tidak terpenuhi, maka f tak kontinu (diskontinu) di c.

Teorema 2.4

Misalkan fungsi f dan g kontinu disuatu ¢ € A dan k € R maka

a. f + gkontinudic.

b. kf kontinu dic
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Bukti:

a.

Karena f dan g kontinu di ¢ maka

f(c) =1lim f dan g(c) =lim g

(f +9)(c) = f(c) + g(c) = lim f +1lim g =lim (f + g)
X—C X—>C X NYE

Jadi f + g kontinu di c.

b. Karena f kontinudi c dan k € R maka f(c) = Llinc f

(kf)(c)=kf(c) = klim f =lim kf

x—c¢ x—c
Jadi kf kontinu di c.
(Bartle & Sherbert, 2000:125).
Teorema 2.5
Misalkan fungsi f dan g kontinu pada A € R dan k € R maka

a. f + gkontinu pada A.
b. kf kontinu pada A.
Bukti:
a. Seperti pembuktian pada teorema 2.4, karena f dan g kontinu di setiap titik di

Aatau Vc € 4, maka f + g kontinu di setiap titik c € A.

Jadi f + g kontinu pada A.
b. Seperti pembuktian pada teorema 2.4, karena f kontinu di setiap titik di A

atau Vc € A dan fungsi konstan k kontinu pada R, maka kf kontinu di setiap
titik ¢ € A.
Jadi kf kontinu pada A.

(Bartle & Sherbert, 2000:126).
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2.2 Barisan
Definisi 2.3
Barisan bilangan riil dapat diartikan sebagai suatu daftar bilangan riil
XXy, X5,...X,,. Tepatnya, barisan bilangan riil adalah suatu fungsi yang
didefinisikan pada himpunan N dengan range dalam R, atau dapat diartikan juga
sebagai aturan yang mengaitkan setiap bilangan asli n dengan suatu bilangan riil
tunggal x,,. di mana setiap n € N nilai fungsi X (n) biasa ditulis dengan,
X(n) = x(n)
Di sini x, disebut sebagai suku ke-n barisan tersebut. Notasi (x,,) menyatakan
barisan dengan suku ke-n x,, adalah:
X, x(n), (x,;n € N)
(Bartle & Sherbert, 2000:126).
Contoh 2.3 (beberapa barisan dan cara penulisannya)
a. X =(24,6,8,...) merupakan barisan bilangan genap, dapat juga ditulis
sebagai X = (2n,n € N).
b. ¥ =(,77,..) dapat juga ditulis Y= (%n € N). Dalam beberapa
keperluan praktis, barisan didefinisikan secara rekursif atau induktif sebagai

berikut:

{xl, X3 e, Xy, diberikan

X = f(X0 X0, X))
c. Barisan Fibonacci adalah barisan yang berbentuk F = (1,1,2,3,5,8,...).
Barisan ini dapat ditulis secara rekursif sebagai berikut:

x,=Lx,=1x,=x, + x, ,untukn=>3

1 n-y’
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Himpunan {x,;n € N} disebut daerah nilai barisan (x,). Barisan (x,,)
dikatakan terbatas (terbatas di atas atau terbatas di bawah) apabila daerah nilainya
terbatas (terbatas diatas atau terbatas di bawah). Jadi (x,)) terbatas jika dan hanya
jika terdapat K > 0 sedemikian sehingga |x,| < K untuk setiap n € N.

(Gunawan, 2011:5).
Definisi 2.4 (Limit Barisan)

Diketahui (x,,) barisan bilangan riil. Suatu bilangan riil x dikatakan limit
barisan (x,), jika untuk setiap ¢ > 0 terdapat K(¢) € N sedemikian sehingga
untuk setiap n € N dengan n = K (¢) berlaku [x,, — x| < e.

Jika x adalah limit suatu barisan (x,,), maka dikatakan (x,,) konvergen ke x atau
(x,,) mempunyai limit x. Dalam hal ini ditulis sebagai berikut:
lim,, . (x,) = x atau lim(x,,) = x atau x,, - x.

Jika (x,) tidak konvergen (tidak mempunyai limit), maka (x,) dikatakan
divergen.

(Riyanto, 2008:39).
Contoh 2.4
Tunjukkan bahwa barisan X = (14+(—1)" |[n€ N) = (0,2,0,2,0,...) tidak
konvergen ke 0.
Selesaian:
Untuk menunjukkan bahwa X tidak konvergen ke 0, maka perlu ditemukan suatu
e > 0, tetapi tidak ada K € N, sehingga berlaku |x,, — 0] < ¢, jikan > K
Pilih e = 1 > 0, berapapun nilai K dipilih, maka akan ada n bilangan asli genap

dengann > K
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Karena n genap, maka x,, = 2
Hal ini berarti bahwa |x, — 0| =[2-0|=2>1=¢
Hal ini berarti bahwa 0 bukan limit dari Z.
Definisi 2.5

Barisan (x,) dikatakan konvergen ke L (L € R) apabila untuk setiap
€ > 0 terdapat bilangan asli N (yang bergantung hanya pada &) sedemikian
sehingga jika n > N, maka |x,, — L| < e.
Secara intuitif, (x,,)dikatakan konvergen ke L apabila x,, semakin mendekati L
ketika n semakin besar.

(Gunawan, 2011:8).

Bilangan L dalam hal ini sebagai limit barisan (x,,) dan dituliskan sebagai berikut:

lim x, =L

atau
X, = Lbilan — oo
Untuk setiap n € N, bilangan x,, dapat dianggap sebagai hampiran untuk L (dan
sebaliknya L merupakan hampiran untuk x,). Jarak |x, — L| antara x, dan L
menyatakan kesalahan pada penghampiran tersebut (dengan € sebagai kesalahan
maksimumnya).
Pernyataan di atas menyatakan bahwa kesalahan tersebut dapat dibuat sekecil-
kecilnya dengan memilih n cukup besar.
(Gunawan, 2011:9).
Sifat barisan konvergen. Misalkan {a,} dan {b,} masing-masing barisan

konvergen dan k suatu konstanta, maka didapatkan,
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a. lim,_,ka, =k lim q,

n-—-oo

b. lim (a,t b,) = lim a, t lim b,
n—-oo n—-»oo

n—oo

c. lim (a,.b,) = lim a,.lim b,

L Gn _ e n :
d. lim &= 22— asakan limb, # 0

—oco b lim b —00
n n nooo M w

Teorema 2.6

Suatu barisan bilangan riil hanya dapat mempunyai satu limit. Dengan
kata lain, jika suatu barisan (x,,) konvergen, maka limitnya tunggal.
Bukti:

Andaikan lim (x,) =x’" dan lim (x,) =x" dengan x'# x". Maka untuk
n-—-oo n-oo

sebarang € > 0 terdapat K' sedemikian sehingga [x, — K'| < 2 untuk setiap

n > K' dan terdapat K" sedemikian sehingga |x,, — K| < guntuk setiap n = K".

Pilih K = max{K',K"'} dengan menggunakan ketidaksamaan segitiga, maka
untuk n > K diperoleh

!

o == e e |

<x' = x|+ |x" —x,]

Karena berlaku untuk setiap € > 0, maka x’ —x’" = 0 yang berarti x’ = x". Hal
ini kontradiksi dengan pengandaian. Jadi, terbukti bahwa limitnya tunggal.

(Riyanto, 2008:39).
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Teorema 2.7

Jika (x,) konvergen, maka (x,,) terbatas.
Bukti:
Ambil sebarang (x,) konvergen ke L, pilih N € N sedemikian sehingga untuk
n > N berlaku

o, s
Akibatnya, untuk n > N, berlaku
|Xp| < | — LI +]L] <1+ |L]
Pilih K = maks {|x,|, ..., [x,|, 1 + |L[}.
maka jelas bahwa |x,| < K, untuk setiap n € N. Ini menunjukkan bahwa (x,)
terbatas.
(Gunawan, 2011:13).

Kekonvergenan barisan (x,,) ditentukan oleh pola suku-suku yang sudah
jauh berada di ujung. Walaupun pada awalnya suku-suku barisan berfluktuasi
cukup besar namun bila pada akhirnya suku-suku ini mengumpul di sekitar titik
tertentu maka barisan ini tetap konvergen.
Definisi 2.6

Misalkan barisan X : (x,x5, x3,...X,,...) dipotong pada suku ke-m dan
dibentuk barisan baru, yaitu:

Xm = Kt Xz, )

Maka barisan X,,, disebut ekor ke-m barisan X.

(Muhtar, 2010:5).
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Contoh 2.5

. . 1
Tunjukkan bahwa lim (Z) =0
Selesaian:

Untuk menunjukkan hal ini, ambil sebarang € > 0, maka é >0

Sesuai sifat Archimedes, maka terdapat K € N dengan K > é

Berarti untuk setiap bilangan asli n dengan n > K, maka diperoleh n > é
Jadi~<e.

Berarti jika n > K maka |%— 0| = %< e

Karena € > 0 diambil sebarang, berarti untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli

K sehingga untuk setiap n > K, maka E— 0| = %< E.

Jadi terbukti bahwa lim (i) =20

2.3 Determinan
Definisi 2.7 (Matriks)

Sistem bilangan yang disusun dalam bentuk baris dan kolom ini dikenal
dengan sebutan matriks. Matriks m x n adalah suatu susunan bilangan berbentuk

persegi yang terdiri atas m baris dan n kolom. Sebuah matriks A biasanya

dituliskan dalam bentuk:
a;y Q4 Qg3
a21 azz a23 a
A=| . : : 2

ajp A Qi3 Qg
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Setiap bilangan a;, pada matriks disebut unsur atau elemen, dengan indeks j dan k
berturut-turut menunjukkan unsur yang terletak pada baris ke-j dan kolom ke-k
matriks yang bersangkutan.

Jika banyaknya baris m sama dengan banyaknya kolom n, dikenal matriks
bujur sangkar berukuran n X n atau berorde n. Suatu matriks yang hanya terdiri
satu baris dinamakan matriks baris. Sebaliknya, sebuah matriks yang hanya terdiri
darisatu kolom dinamakan matriks kolom.

(Imrona, 2002:1).
Definisi 2.8 (Determinan)

Suatu hasil kali elementer dari suatu matriks A, dimana n X n adalah hasil
kali dari n entri dari A yang tidak satu pun berasal dari baris atau kolom yang
sama.

(Anton & Rorres, 2004:92).

Determinan, biasa ditulis det(A) atau |ajk|. Determinan matriks A ditulis sebagai

o Coine = O
det(A) = %1 @3z - 3k,

Jika matriks A dengan det (A) = 0, A disebut matriks singular. Sebaliknya, jika
det(A) # 0, A disebut matriks taksingular.

Contoh 2.6

Hitunglah determinan dari A = [2 _12]

Selesaian:

det(4) = (3)(-2) - (D(4) = -10
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Menurut Imrona (2002 :52) sifat-sifat determinan meliputi:

1.

10.

Nilai determinan tidak berubah apabila baris dan kolomnya dipertukarkan.
Jadi, det(A) = det(A)T.

Jika semua unsur dari suatu baris atau kolom adalah nol, determinan matriks
itu sama dengan nol.

Jika semua unsur dari suatu baris atau kolom adalah nol, kecuali satu unsur,
determinannya sama dengan hasil kali unsur itu dengan kofaktornya.
Pertukaran dua baris atau dua kolom sembarang akan mengubah tanda
determinan.

Jika semua unsur dalam suatu baris atau kolom dikalikan dengan sebuah
bilangan, determinannya juga dikalikan dengan bilangan itu.

Jika dua baris atau kolom sama, determinannya sama dengan nol.

Jika setiap unsur dalam suatu baris atau kolom sebuah determinan merupakan
jumlah dua suku, determinannya dapat dinyatakan sebagai jumlah dua
determinan yang berukuran sama.

Jika unsur-unsur suatu baris atau kolom dikalikan dengan sebuah bilangan
kemudian dijumlahkan dengan unsur-unsur yang bersesuaian dengan suatu
baris atau kolom yang lain, nilai determinannya tetap.

Jika A dan B dua matriks bujur sangkar yang berukuran sama, maka
det(AB) = det(A) + det(B)

Jumlah dari hasil kali unsur-unsur dalam suatu baris atau kolom dengan
kofaktor-kofaktornya dari baris atau kolom lainnya adalah nol. Secara

matematis Yx_, a,, A, = 0 atau Xi_; a Ay, =0, jikap # q.
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Jika p = q, hasilnya sama dengan det A.

2.4 Ruang Vektor

Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dari objek-objek sebarang,
dimana dua operasi didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan
bilangan skalar. Operasi penjumlahan didefinisikan sebagai suatu aturan yang
mengasosiasikan setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu objek u + v,
yang disebut jumlah dari u dan v. Operasi perkalian skalar (scalar multiplication)
dapat diartikan sebagai suatu aturan yang mengasosiasikan setiap skalar k dan
setiap objek u pada V dengan suatu objek ku, yang disebut kelipatan skalar
(scalar multiple) dari u oleh ku. Jika aksioma-aksioma berikut terpenuhi oleh
semua objek u, v, dan w pada V dan semua skalar k dan [, maka V' disebut sebagai
ruang vektor (vector space) dan disebut objek-objek pada V sebagai vektor.
Definisi 2.9

Diberikan X himpunan tak kosong untuk setiap objek-objek, dengan dua
operasi yaitu penjumlahan dan perkalian skalar disebut ruang vektor jika X
memenuhi aksioma berikut ini:
1. u+rv=v+u (Sifat komutatif pada operasi penjumlahan)
2. (u+v)+w=u+w+w) (Sifatassosiatif pada operasi penjumlahan)
3. Terdapat 8 € X maka u + 6 = u (6 merupakan vektor nol)
4. Untuk setiap u € X terdapat -umaka u + (—u) = 6

(—u invers u pada operasi penjumlahan)
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Jika a adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang pada V maka au
terdapat pada V.

(aP)u = a(Bu) (Sifat assosiatif pada operasi perkalian)

(@ +B)u=au+ pu

a(u+v) =au+ av

lu=u

Dimana u,v,w € X dan a, 8 € R.

(Anton & Rorres, 2004:228).

Teorema 2.8

Diberikan X ruang vektor, u vektor di X dan a skalar, maka:

1. Ou=246
2. af =0
3. (-Du=-u
4. Jkaau=60maka a =0 atauu = 6
Bukti:
1. ou=(0+0)u
=0u+ Ou
Ou + (—0u) = (Ou + Ow) + (—0u)
Ou — Ou = Ou + (Ou — Ow)
6 =0u
Terbukti bahwa Ou = 6
2. a8 =a(6+0)

=af + ab
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ab + (—af) = (ab + ab) + (—ab)
ab —ab = ab + (ab — ab)
0 =ab
3. u=1u
u+(—Du=1lu+(-Du
=(1+(-D)u

= Qu

Berdasarkan pembuktian no.1 maka terbukti bahwa au = 6.
(Bishop & Bridges, 1985:239).

Definisi 2.10 (Bebas Linear)

Jika § = {v,,v,, ..., v} adalah himpunan tak kosong vektor-vektor, maka
persamaan vektor

kv, +k,v, + ..+ kv,=0
memiliki paling tidak satu solusi, yaitu:
k,=0k,=0,..,k. =0

Jika ini satu-satunya solusi, maka S disebut himpunan bebas linier. Jika terdapat
solusi-solusi lain, maka S disebut himpunan tidak bebas linier.

(Anton & Rorres, 2004:249).
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2.5 Basis dan Dimensi
Definisi 2.11 (Basis)

Jika V ruang vektor dan S = {v,,v,,v,,...,v,} adalah himpunan vektor-
vektor di V, maka S dinamakan basis untuk V jika kedua syarat di bawah ini
terpenuhi, yaitu:

1. S bebas linear.
2. S membangun V.

(Imron, 2007:76).
Definisi 2.12 (Dimensi Hingga dan Tak Hingga dari Ruang Vektor)

Suatu ruang vektor X dikatakan berdimensi hingga jika terdapat suatu
bilangan positif n sedemikian sehingga X terdiri dari n+ 1 himpunan yang
bergantung linier dan dim X =n. Jika X berdimensi tidak hingga, maka X
dikatakan berdimensi tak hingga.

(Aryanto, 2010:10).
Definisi 2.13

Suatu ruang vektor tak nol V' dinamakan berdimensi berhingga jika V
berisi himpunan vektor berhingga yaitu {v,, v,, vs, ..., v,,} yang merupakan basis.
Jika tidak himpunan seperti itu, maka V berdimensi tak hingga. Ruang vektor nol
dinamakan berdimensi berhingga.

(fmron, 2007:76).
Definisi 2.14
Dimensi dari suatu vektor V yang berdimensi terhingga, dinotasikan

dengan dim (V), didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor pada suatu basis
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untuk V. Selain itu, didefinisikan ruang vektor nol sebagai dimensi nol.

(Anton & Rorres, 2004:269).

2.6 Ruang Metrik

Jarak dapat dipandang sebagai “ukuran” dari suatu vektor, jika jarak dari
suatu titik dimisalkan dengan d yang mana d(x,y) = |x — y| untuk setiap
x,y €R.
Perhatikan gambar berikut ini,

< 5 >

3 8
Gambar 1. Jarak di R.

d38)=13-8/=5

Dalam analisis fungsional dipelajari jarak pada ruang yang lebih umum
dan fungsi yang didefinisikan pada ruang tersebut. Metode yang digunakan untuk
jarak dan fungsi pada garis riil R akan sangat membantu dalam memahami jarak
dan fungsi pada ruang yang lebih umum.

(Aryanto, 2010:6).

Definisi 2.15 (Metrik dan Ruang Metrik)

Misalkan X adalah ruang vektor dan didefinisikan fungsi d: X x X = R.
Fungsi d disebut metrik pada X jika setiap x,y, z € X berlaku:
1. dlx,y)=0
2. d(x,y) =0jikadanhanya jika x =y
3. d(x,y)=d(y.x) (simetris)

4. d(x,y) <d(x,z)+d(zy) (ketaksamaan segitiga)
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Ruang vektor X yang dilengkapi dengan fungsi d dinamakan ruang metrik dan
ditulis dengan (X, d) atau X.
(Aryanto, 2010:7).
Definisi 2.16 (Kekonvergenan dari Suatu Barisan, Limit)
Suatu barisan (x,) dari suatu ruang metrik X = (X,d) dikatakan
konvergen jika terdapat x € X dan n € N sedemikian sehingga untuk setiap n >N,

lim d(x,,x) =0

n—»oo

Jika x merupakan limit dari (x,,) maka ditulis,

lim x,, = x
n—o0o

dan (x,,) konvergen ke x maka ditulis,

W 3w

(Aryanto, 2010:7).
Definisi 2.17 (Barisan Cauchy)

Suatu barisan (x,,) dari suatu ruang metrik X = (X, d) dikatakan sebagai
barisan Cauchy jika untuk setiap &> 0 terdapat bilangan asli N = N(¢)
sedemikian sehingga

d(x,, x,) < €
untuk setiap m,n > N.
(Aryanto, 2010:8).
Definisi 2.18
Ruang metrik (X,d) dikatakan komplit jika setiap barisan Cauchy di X

konvergen ke suatu titik di X.

(Bartle & Sherbert, 1994:368).
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2.7 Ruang Hasil Kali Dalam
Definisi 2.19
Misalkan V suatu ruang vektor riil. Suatu hasil kali dalam di V adalah
suatu fungsi dari V x V ke bilangan riil, biasa dilambangkan sebagai {,) yang
memenubhi,
a. (u,v)=(v,u)untuk setiap u,v € V
b. (ku,v) = k(u, v)untuk setiap u,v € V dank € R
c. (u;+u,v)=_(u,,v)+(u, ) untuk setiap u,,u,,v €V
d. (v,v) = 0 untuk setiap v € V dan (v, v) = 0 jika dan hanya jika v = 0
(Aryanto, 2010:12).
Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil
kali dalam. Hasil kali dalam pada X mendefinisikan suatu norm pada X yang

didefinisikan dengan,

lxll = /{x, x)
Ini berarti bahwa ruang hasil kali dalam adalah ruang bernorm. Adapun
norm pada suatu ruang hasil kali dalam memenuhi persamaan parallelogram (lihat
gambar) sebagai berikut:

(Aryanto, 2010:13)

lx + y112 + llx = ylI* = 2(lxl1? + llyll*)

y Xty

X

Gambar 2. Parallelogram dengan Sisi x dan y di Bidang



Bukti:
lx + ylI* + llx —yll?={x+y,x+y)+{(x—y,x—y)

= x+y)+yx+y)+{x,x—y) +{(=y,x—y)

=(x+y,x)+{x+yy)+{x—y,x)—(y,x —y)

=(x,x) + (y,x) + {(x,y) +{(y, ) +{x, x) + (=y,x) —

(x =y,

= 2(x, x) + (¥, x) + {x,y) +{¥,¥) — (¥, x) — {x,¥) —

(=y,y)

= 2(x,x) + (¥, ) + (¥, ¥)

= 2(x,x) + 2(y, y)
= 2((e,x) + (y,))
=2({x, x) + (¥, ¥))

= 2(llx11Z + llyll*)

30

Secara geometri, jumlah kuadrat dari dua diagonal pada suatu

parallelogram adalah sama dengan jumlah kuadrat dari keempat sisinya. Jadi jika

suatu norm tidak memenuhi persamaan parallelogram, maka norm tersebut tidak

dapat diperoleh dari induksi hasil kali dalam. Ini berarti bahwa tidak semua ruang

bernormadalah ruang hasil kali dalam

(Aryanto, 2010:14).
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2.8 Ruang Norm
Definisi 2.20

Misalkan X suatu ruang vektor atas R. Norm pada X didefinisikan sebagai
fungsi yang dinotasikan oleh ||.|l: X - R yang memenuhi sifat-sifat sebagai
berikut:
1. |lx|]| = 0;]lx]]| =0 x =0, untuk semua x € X
2. llaxll = |lalllx|l,Vx € X,a € R
3. lx+yll < llxll + llyll untuk semua x,y € X
Selanjutnya pasangan (X, || ||) disebut ruang norm.

(Muhtar, 2010:10).

Definisi 2.21

Misalkan X adalah suatu ruang wvektor berdimensi d, 1<d<
00, X(X1,X5, .., Xq) € X.
Norm (llxIl,), C llxll,), (llxll,,) dan (llx]l ) atas X didefinisikan sebagai berikut:

a  lxll =leg |+ |y | + -+ |xg4l
2 2 2 :
b. x|l = Clxg[? + [x,1* + - + |x41%)2

. llxll, = Clagl? + |x, [P + - + delp)%,p € Ndenganl sp< o
d. lxlle = max {Ix|,[x,1, ..., [x413
(Rafflesia, 2007:333).
Definisi 2.22
Misalkan X adalah ruang vektor berdimensi d,2 < d < oo, norm-2 pada X
adalah suatu fungsi ||.,.|[: X x X —» R dan untuk Vx,y,z € X memenuhi sifat-

sifat sebagai berikut:
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1. |lx,yll = 0jika dan hanya jika x ,y bergantung linier

2. llax,yll = lalllx, yll untuk semua x,y € X,a € R

3. lx,yll = lly, x|l untuk semua x,y € X

4, |lx,y+ 7| < ||x,y|| ~ llx,z|| untuk semua x,y,z € X

Selanjutnya, pasangan (X, ||.,.]]) disebut ruang norm-2. Perlu dicatat bahwa

secara geometris ||x,y|| menyatakan luas jajar genjang yang direntang oleh x dan
y.
(Rafflesia, 2007:334).

Definisi 2.23

Misalkan x dan y adalah vektor—vektor di dalam ruang linier yang
bernorma. Jarak antara x dan y didefinisikan sebagai bilangan ||lx — y/||.
Contoh 2.7
Di dalam ruang vektor R? dengan norma ||.[l,, misalkan x = (x,,x,) dan

y = (v,,¥,). Jarak antara x dan y adalah panjang dari x — y .

e = yll; =/ 0 = y)? + (= 3,)?
Ini adalah rumus standar yang digunakan di dalam geometri analitik untuk jarak
antara dua titik di dalam bidang.
(Leon, 2001:207).
Teorema 2.9

Jika V' sebuah ruang hasil kali dalam, maka persamaan

llv|l = +/{v, v) untuk semua v € V

mendefinisikan sebuah norm pada V.
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Bukti:
lu +vl[? =(u+v,u+v)
= (u,u) + 2(u, v) + (v, v)
< [lull? + 2llull llv]] + llv]l? (Cauchy Schwarz)
= (lfull + llvlD?
Jadi,

llu + vl < llull + vl
Ini memungkinkan didefinisikan banyak norm yang berbeda pada ruang

vektor yang diberikan. Sebagai contoh di R™ dapat didefinisikan sebagai berikut:

n
Ielly = ) 1l
i=1

Untuk setiap x = (x4,x,, x5, ..., X,,). dapat dengan mudah diperiksa bahwa
II. [l; mendefinisikan sebuah norm pada R™. Norm lainnya yang penting pada R™
adalah norm uniform atau norm tak terbatas, yang didefinisikan dengan,
lIxlle = max |x;|

Secara umum, sebuah norm pada R™ dapat didefinisikan dengan,

1

il = (iw)p

i=1

Untuk setiap bilangan riil p > 1. Secara khusus, jika p = 2, maka

el = (Zw) = V)

Norm ||. ||, adalah norm pada R™ yang diturunkan dari hasil kali dalam.

(Leon, 2001:208).
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2.9 Ruang 1
Definisi 2.24
Ruang I* merupakan ruang linier pada barisan riil (x, ) sedemikian hingga

= _1lx,| < oo. Berdasarkan norm-1 maka,

oo
Ixlly = ) Izl
n=1

untuk semua x = (x,,).
(Alsina, dkk, 1990:5).
Definisi 2.25
Ruang [* merupakan ruang linier pada semua barisan riil terbatas, maka
norm aslinya didefinisikan sebagai berikut:
lIxlle, = supflx,|:n =1}
untuk setiap barisan riil terbatas x = (x,). Norm ini terbatas untuk subruang c
pada semua barisan riil konvergen dan untuk subruang c, pada semua barisan riil
konvergen ke 0.
(Alsina, dkk, 1990:5).
Definisi 2.26
Ruang [P ,1 < p < . Persamaan klasik a®h'" % < aa + (1 — a)b untuk
a pada (0,1) dan a, b = 0, termasuk persamaan Holder
- N VER
DA (me) (Zwv)
n=1 n=1 n=1

Pada saat %+$ =1,1 < p < oo dan barisan riil (x,) dan (y,), maka diperoleh

persamaan Minkowskinya adalah:
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Dbyl < Dbl |+ Yl
n=1 n=1 n=1

dimana 1 < p < +oo, sehingga ruang [P (1 < p < o) pada barisan infinite (x,,)
sedemikian hingga ditunjukkan pada norm . |x,|” < oo yang didefinisikan

sebagai berikut:

1

> .

14

lxll,, = <§ |xn|v)
n=1

untuk semua x = (x,,).

(Alsina, dkk, 1990:6).

2.10 Konsep Matematika dalam Al-Qur’an

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya dapat dilihat dalam Al-Qur’an. Alam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena alam. Namun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketahui oleh orang-orang yang
benar mengerti arti kebesaran Allah SWT.

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan Allah SWT dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti,
dengan perhitungan-perhitungan yang mapan dan dengan rumus-rumus serta

persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).
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Dalam Al-Qur’an surat Al-Qamar ayat 49 disebutkan

- PRI . g A 4
S - Lals > & .
() andl> o [ S0
-

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”
(Q.S.Al-Qomar: 49).

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Al-Furganayat 2 yang berbunyi:

o 7420 » - < Lo o BT G2 o _E e PRSP ¢ L - K2
G5 T sld ) (S8R5 1005 A 305 oo el el L Gl

P PP

A 2 G2 4%
7= - N ENY
\LQE;/} ﬁy\.ﬂ.} JOJ.;\_Q.Q ;_/‘.9-0
z

Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam
kekuasaan(Nya), dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia
menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya” (Q.S.Ak
Furgan: 2).

Matematika merupakan suatu ilmu yang mengkaji tentang cara berhitung
dan mengukur sesuatu dengan angka, simbol, atau jumlah. Pokok kajiannya
meliputi aljabar, logika, geometri, analisis, statistika, dan lain-lain. Matematika
tidak lepas dari kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak
langsung. Peranannya sangat dibutuhkan, karena matematika itu sendiri sering
disebut Queen of Science yang artinya setiap cabang ilmu pengetahuan banyak
yang berkaitan dengan matematika demi memudahkan dalam mempelajari ilmu
tersebut.

Berbicara ilmu pengetahuan, AFQur’an telah memberikan kepada manusia
kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan
untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan
mengetahui keajaiban dari dunia ini (Rahman, 1992:12). Tidak diragukan lagi

bahwa Al-Qur’an dengan anjuran memperhatikan dan berfikir yang diulanginya
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beberapa kali menjadikan aktivitas studi dan penelitian dalam berbagai bidang
sebagai sebuah keharusan bagi umat Islam. Karena itu, Islam memerintahkan
manusia untuk beribadah dan berfikir.

Dalam AlQur’an diberikan sebuah motivasi untuk mempelajari

matematika sebagaimana yang ada dalam surat Yunus ayat 5 yang berbunyi:

el 336 1,208 B 5385 04 a1l e T eanl Jir gl e
T & e 28,2 < 2 a5 7 S 1t
2 Osedarsa) eVl oy G0N ZUS DGl U Ol

Artinya: “Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya
dan ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi
perjalanan bulan itu, supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan
perhitungan (waktu). Allah tidak menciptakan yang demikian itu
melainkan dengan hak. Dia menjelaskan tanda-tanda (kebesaran-
Nya) kepada orang-orang yang mengetahui” (QS. Yunus: 5).

Dari ayat di atas tampaklah bahwa Allah SWT memberikan dorongan
untuk mempelajari ilmu perhitungan yaitu matematika. Maka dari itu sangat rugi
jikalau kecermerlangan dan kedahsyatan otak yang diberikan oleh Allah SWT
tidak diasah untuk mampu berhitung. Sebuah keberuntungan bagi seseorang yang
suka terhadap ilmu hitung-menghitung ini.

Salah satu contohnya seperti yang terkandung dalam surat Al-Bagarah ayat

261 sebagai berikut:

-

’m»;f; PP /’G"

- P = _
@,“19@) 4 :uwx”_@ s Al “>

Artinya: “Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) orang-orang yang
menafkahkan hartanya di jalan Allah adalah serupa dengan sebutir
benih yang menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiap bulir seratus biji.
Allah melipat gandakan (ganjaran) bagi siapa yang Dia kehendaki.
dan Allah Maha Luas (karunia-Nya) lagi Maha mengetahui” (Q.S.Al-
Bagarah: 261).
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Pada surat Al-Bagarah ayat 261 tersebut, nampak jelas bahwa Allah
menetapkan pahala menafkahkan harta di jalan Allah dengan rumus matematika.
Pahala menafkahkan harta adalah tujuh ratus kali. Secara matematika, diperoleh
persamaan

y=700x
dengan x menyatakan nilai nafkah dan y menyatakan nilai pahala yang diperoleh
(Abdussakir, 2007:81). Sebenarnya sejak dahulu dalam Al-Qur’an telah
terkandung konsep-konsep matematika, hanya saja orang-orang yang berilmulah

yang dapat mengambil pelajaran.
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PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan ditunjukkan sifat-sifat ruang norm dan ruang norm-2
serta kelengkapannya, sehingga akan memenuhi definisi ruang norm dan ruang
norm-2. Selanjutnya akan diberikan teorema-teorema dan lema yang berkaitan
dengan ruang norm-2 dan juga akan diberikan contoh yang berkaitan dengan

ruang norm-2.

3.1 Ruang Norm
Definisi 3.1

Dipandang fungsi norm ini sebagai perumuman dari konsep nilai mutlak di
sistem bilangan riil. Nilai [|x|| dapat dipandang sebagai panjang vektor x atau
sebagai jarak antara vektor x dengan vektor nol. Ruang vektor yang dilengkapi
dengan norm dinamakan ruang bernorm. Panjang suatu vektor x sering disebut

sebagai norm x dan dinyatakan dengan,

Ixll = 27 = /%)
Jika X suatu ruang vektor, maka norm pada X adalah fungsi dari X ke R yang
dinotasikan dengan ||. ||: X = R yang memenubhi sifat-sifat sebagai berikut:
L x|l =0; llxl]| =0 =x=0
ii. |lax|l = |a]llx]|, untuk semua x € X,a € R
iii. x4+ yll < x|l + [lyll untuk semua x,y € X

Dapat dilihat bahwa norm ||. || dapat menginduksi metrik sebagai berikut:

39



40

d(x,y) = llx —yll
Selanjutnya pasangan (X, ||. |[) disebut ruang norm.
(Daners, 2006:17).
Dari sifat (iii) di atas, diperoleh ketaksamaan sebagai berikut:
llx — yll < llx|l = |lyll untuk semua x,y € X. (Iv)
Bukti:
Perhatikan ketaksamaan berikut ini:
llx + yll < llxll + liyll
llx =yl < llxll = Iyl
Ketidaksamaan sifat (iv) ini berimplikasi pada kekontinuan norm, yaitu sesuai
dengan sifat berikut ini:
Sifat: pemetaan x ~ ||x|| bersifat kontinu.
Bukti:
Misalkan ambil sebarang € > 0 dan § > 0, maka akan berlaku
Ix =yl <6 =ce=|lxll - llylll < e
(Muhtar, 2010:1).
Contoh 3.1

Untuk setiap x = (x4, ..., x,) € R", didefinisikan

1
n 2
Iell = ( D 1l
i=1

Selesaian:

1
Lo lxll, = Gy lx1®)2 =0

llxll, =0



1
(Xiqlx®z =0
1
Cly I + x> + -+ |x;1%)2 =0

loe 124l |24 4 |x 2 =0

al,
2. Nlaxll, = G ,lax;|%)?
2 2 :
llax|l, = (XT=lal*lx;[%)z
2 2 =
= (lal* XX, Ix;1%)?
1 1
= (la|®)2 Q%L |x;1?)?

1
= lal (X 1x;1%)2

= lalllx|l,
3. lx+yll, = G~ lx; +y;1>)z untuk setiap x,y € R"
1
= (X7 U 2+ 201y, | + ly;1#))2
1
O A AD)E
1
1 1
< g lx Dz + iy ly 12z

= ”xllz + Ily”z

Fungsi |[x]|, ini mendefinisikan suatu norm di R™.

41
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3.2 Ruang Norm ke Ruang Norm-2
Berdasarkan definisi 3.1 ruang norm di atas, telah dijelaskan bahwa norm

x dinyatakan dengan,

Iell = ()7 = /()
Jika X suatu ruang vektor, maka norm x memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
L lixl =0 llxl=0=x=0
2. lax|l = lalllxl,Vx € X,a € R
3. lx + yll < x|l + [lyll untuk semua x,y € X.
Pasangan (X, |. ||) disebut ruang norm.
(Daners, 2006:17).

Sedangkan untuk norm-2 juga diperoleh dari hasil kali dalam. Misalkan
(X,(.,.)) ruang hasil kali dalamdengan dimensi d > 2 yang didefinisikan sebagai
berikut:

1/2

K x) (x,y)

I, vl = (x, ) (v,

Definisi 3.2

Misalkan X adalah ruang vektor riil dengan dim(X) > 2. Suatu fungsi
bernilai riil ||.,.]]: X x X - R, disebut norm-2 di X jika memenuhi sifat-sifat di
bawah ini:
a. |lx,yll =0, jika dan hanya jika x , y bergantung linier
b. llax,yll = |al|lx, y|l untuk semua x,y € X, dana € R
c. |lx,yll =Illy, x|l untuk semua x,y € X

d. |lx,y +z|l < llx,yll + llx, z|| untuk semua x,y,z € X
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Pasangan (X, |l.,.||) disebut suatu ruang norm-2.
(Rafflesia, 2007:334).

Dari penjelasan di atas sudah jelas bahwa yang membedakan antara ruang
norm dengan ruang norm-2 adalah variabel atau dimensinya. Ruang norm hanya
memiliki 1 variabel dan ruang norm-2 memiliki 2 variabel.
Teorema 3.1

1?2 merupakan ruang norm-2, di mana [ didefinisikan dengan ||x,y|l =

] =il ]y]

Bukti:

Diketahui bahwa [ menjadi sebuah ruang hasil kali dalam dengan produk

(x,y) = =1 x;y; yang dapat dilengkapi dengan norm-2 sebagai berikut:
llx, yll = [det( W )% ’f’)]
XXy XY
Dengan sifat determinan ke-5 maka dimiliki,
/Z Z" y,\ Xj Yj
det | zxjdet Zkak Zy’%
S Jor )75 2

]

X Vi
=2, 2 ety 5)
ik
Pada saat yang sama diperoleh,
/ Z Z ,y,\ Z 2 z
Zyjdet - -
zxyj ny j Xj Yj
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Jj k
- z Z —x,.y;det )
ik

Oleh karena itu, didapatkan

/Z zxy’\ Xy
2det|\z o) 2 /I sz:(xjyk—kaj)det(xk yk)

Sehingga didapatkan norm-2 pada (2 adalah sebagai berikut:

pet= {13 Y faec (3
T

N[

(Gunawan, 2000:3).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (% adalah ruang norm-2.

Bukti:

Untuk membuktikan [? adalah ruang norm-2, maka [? harus memenuhi
sifat-sifat ruang norm-2 sebagai berikut:
a. |lx,yll =0, jika dan hanya jika x,y € I? bergantung linier

Bukti:
1
2

llx, yll = I%Z]Zk |det(;j ;:)rl

r [ Z Dk (x YR) (xky])l ] =0

i m o) )
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N |-

233 o))

bergantung linier.

2
l =0, jika dan hanya jika x;,y;, %,y €1

llax, yll = lalllx,yll, untuk semua x,y € 1 dan a € R

Bukti:

N | =

llx, yll = Ezjzk |det(;2 ;:)rl

1
2

N |-

AR g AT i

BT X xe\ 2
- e[tz e 5]
ll, vl = lly, x|l untuk semua x,y € 12

Bukti:

Berdasarkan pembuktian (b) maka didapatkan,

233 faee 57 5]

N | =

-z nan) 5]
- 1125, 5 e () 2]

1
2]2

_ |1 Yi Yk
_ [;z,. 5 e ()
llx,y + zl| < llx, yll + llx, z|| untuk semua x,y,z € 12

Bukti:

Dengan menggunakan sifat determinan maka didapatkan,
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N |-

I 1=|is s faec( 9
X,y + 2l =152 2 |de Vi+z Yitzg

]

- 25, 20 O+ 2] - [y + DI

IA

%Z] Zk'([xjyk + szk] + [xkyj S kajD|2]E

il
_%Zj Zkl(ij’k + X2 + x5+ xkzj)|2]2

IA

IA

%Zi Yl (lxjyie + 2095 + [x2, + kalez];

IA

1
:%Zj Y| (i + kaj)|2] + EZ,- X (22 + kaj)|2]E
= [l, Il + llx, zII
Jadi terbukti bahwa
Ix,y + zIl < llx, yll + llx, ]|

Dari hasil pembuktian sifat-sifat norm-2 di atas, maka [? merupakan ruang
norm-2.
Contoh 3.2
Tunjukkan bahwa [P merupakan ruang norm-2 untuk 1<p < oo, jika [P

didefinisikan dengan

e, yll,, = [%ZZ |det (gj N
]

Selesaian:
Untuk menunjukkan [P adalah ruang norm-2, maka [P harus memenuhi sifat-sifat

ruang norm-2 sebagai berikut:



a.

lx, yll = 0, jika dan hanya jika x, y € [P bergantung linier

Bukti:

1
e,y = (25, faer G 5[ T

i 1
Xk

Bz fdee(y) ST = 2 ZulGomd) - eI

47

55 .50 p

bergantung linier.
l|ax, yll = |al|llx, yll, untuk semua x,y € [P dan a € R

Bukti:

l
el = [, 2 Jaet () 5[ T
1 1
3 laee) ST = 5% facer (i) 3T
= la [}, % der () )] ]
[, yIl = ly, x|| untuk semua x, y € IP

Bukti:

Berdasarkan pembuktian (b) maka didapatkan,

Ex ey YT = f2m]enae() 391

=|-1] EZ,- 2 |det(3c]j ii)r

1

»

SR

<R
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1
N Yi Yi\|PTp
"[Ezf2k|det(x; xk)|]
d. lx,y +z|| < llx, yll + llx, z|| untuk semua x,y, z € IP

Bukti:

Dengan menggunakan sifat determinan maka didapatkan,

=15, 5[ 0 + 201 - Gy + DI

1

:%Zj Zkl([xjyk + ijk] Vv [kaj + kaj])lp];

I T S e b il
0,y + 2zl = |7 X Xy |det v+ vtz

IA

IA

i £
_%Z]’ Zkl(ijk + Xz + XY+ kaj)lp]p

1

%21 Zk'([ij’k 1 kaj] + [ijk 3 kaj])|p];

IA

2 Sl Gy + )| + (2 2l Gz + 22|

IA

= |lx, yIl + llx, zII
Jadi terbukti bahwa
I,y + zIl < llx, ¥Il + lIx, zI|
Dari hasil pembuktian sifat-sifat dari ruang norm-2 di atas, maka [?
merupakan ruang norm-2.
Contoh 3.3

Diberikan X = R? dengan norm-2 berikut

X ve
eyl = [det (31 12))

X21 X2

Dimana x; = (x;4,x;5), i € {1,2} merupakan ruang norm-2.



Tunjukkan bahwa ||x,,x, || memenuhi ruang norm-2
Selesaian:

a. |lx,x,|l >0, jika dan hanya jika x,y € X

Bukti:
X11 X12
X, %, || = |det( )|
1263, 2, X21 Xpp
= |x11%55 — X15%5]
>0
b. llaxy,x,|l = |elllxy,x,]|, untuk semua x,y € X dan a € R
Bukti:
X1 X1z
X1, %, || = |oc.det( )|
x4, x, |l Xpy g
X11 X12
a2
la] X21 X2
= |=1|x11255 — 215X
= |x11%55 = X15%5]
5% X
_ det( 11 12)|
| X21 X2
c. |lxy, 2,0l = llx,, x4 || untuk semua x,y € X
Bukti:
X111 X12
xX.,%,|| = |det( )|
2, o

= X141 X55 — X15% ]
= x55%57 — X33 X1,

Jae(52 )

X2 Xp2

= |lx,, x4l

49
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d. g + x5, x50l < g, x5l + x5, x5 ]| untuk semua x,y,z € X
Bukti:

Dengan menggunakan sifat determinan maka didapatkan,

X + x X + x
”x1 » xz,x3|| ul |det( 11 21 12 22)|
X31 X3

= |35 (341 + 2x31) — %39 (%45 + x5,)
= |(x33%11 + X35%51) — (X31%45 + X3,%5)

< |(%32%01 —X33X45) + (X33%57 + x55%3)]

< |det(x11 x12)| b |det(x21 x22)|

X31 X33 X371 X3
< |lxg, x5l + llx5, x5l
Jadi terbukti bahwa

[, [l B | (Sl , ]

3.3 Teorema Ruang Norm
Teorema 3.2

Setiap ruang bernorma (X, || ||) merupakan ruang metrik terhadap metrik

d(x,y) = llx =yl
untuk setiap x,y € X.
Bukti:
Ruang bernorma (X, || ||) merupakan ruang metrik terhadap metrik d

tersebut karena,



Untuk setiap x, y € X benar bahwa
dx,y)=llx—-yll 20
Menurut definisi 3.1 (i) bahwa
lIxll = 0; [Ix]l =0 x =0
maka,
dlx,y) =llx—yll =0
Sx—-y=0
Sx =y
Untuk setiap x, y € X benar bahwa
d(x,y) = d(y,x)

Menurut definisi 3.1 (ii) di atas diperoleh,

llax|| = |e||lx]||, untuk semua x € X dana € R
maka,
d(x,y) = llx = yll
=IO -2l
= [=1llly — x|l
= ly —xll
=d(y,x)

Untuk setiap x, y € X benar bahwa
d(x,y) < d(x,z) +d(y,2)
Menurut definisi 3.1 (iii) di atas diperoleh,
llx + yll < llx]| + |lyl| untuk semua x,y € X.

maka,

51
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d(x,y) = llx — yll
=lx=2)+ -yl
<lx=2)+ -yl
=d(x,z) +d(y, z)

Berdasarkan teorema 3.2 di atas, yaitu setiap ruang bernorma merupakan
ruang metrik, maka semua konsep, sifat-sifat, dan teorema-teorema yang berlaku
pada ruang metrik, maka akan berlaku juga pada ruang bernorma dengan
pengertian sebagai berikut:

d(x,y) = llx — yll
Teorema 3.3

Misalkan (X,]|[.,.]]) suatu ruang norm-2. Untuk setiap x,y,z € X,

dan a € R, maka:

a |lxyl=0

b. llx,y + axll = |lx, yll

c. Jika x,y, z bergantung linier maka,

llx,y + zll = llx, yIl + llx, zll

atau
lx,y = zll = lix, ¥l = lix, zI|
(Rafflesia, 2007:335).
Bukti:
Misalkan (X, ||.,.]|) suatu ruang norm-2. Untuk setiap x,y,z € X,dana € R.

a. Akandibuktikan |[x,y|l = 0

Jelas bahwa ||x, y|| = 0, jika x dany bebas linier.
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Dari definisi ruang norm-2, jika x dany bergantung linier, maka
llx, ¥l =0
Akibatnya ||x,yll > 0.
b. Akandibuktikan |[x,y + ax|| = |[x,yll, yaitu dengan menunjukkan bahwa:
llx, y + ax|l = llx,yll
dan
I,y + axl|l < llx, yll
Bukti:
il yll = lx,y + ax — ax||
<|lx,y+ ax|| + [|x, —ax||
||, —ax]|| = 0 karena x, —ax bebas linier maka,
<l|lx,y+ax||+0
< |lx,y + ax||

Jadi ||, y + ax|| = lIx, yl

i e,y +ax|l < lx, vl + lx, ax]|
< llx,yll +0

||, ax]|| = 0 karena x, ax bebas linier

maka, 0 < ||x,yl|

Jadi ||x,y + ax|l < llx, yl

c. Misal x,y, z bergantung linier
Akandibuktikan [|x,y + z|| = llx, yll + llx, z|
atau

llx,y — zll = llx, yll + lIx, z|
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Bukti :
i. Akan dibuktikan |lx,y+ z|| = ||lx,y|l + ||lx,z|, yaitu dengan
menunjukkan |lx, y + z|l < llx, yll + lIx, z||
dan
I, yII + llx, zll < llx, y + Il
a. Daridefinisi norm-2 diperoleh
lx, v + zI| < llx, vl + lIx, z| (persamaan 1)
b. Akanditunjukkan |lx, y|| + llx, z|l < llx,y + z||
Karena x, y, z bergantung linier, maka y = ax ,z = fx
Akibatnya,
I, yII + llx, zIl < llx, x| + llx, x|l = 0
Pilih |lx,y +z|[ = 0
Sehingga, |lx,y[l + llx, zIl < |lx,y + zI| (persamaan 2)
Daripersamaan 1 dan 2 diperoleh:
I,y + zIl < llx, ¥Il + lIx, zI| (persamaan 1)
e, vl + llx, z|| < llx, v + z| (persamaan 2)
Sehingga dari kedua persamaan tersebut diperoleh :
e,y + zll = lix, il + lix, zll
ii. Akandibuktikan ||x,y — z|| = llx, yll + llx, z||, yaitu menunjukkan
llxx, y =zl < llx, ¥l + llx, z|
dan

llx, yIl + llx, Il < llx, y — zI|
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Bukti :
a. Daridefinisi norm-2 diperoleh
lx,y = zIl < llx, yIl + llx, || (persamaan 3)
b. Akanditunjukkan |lx, y|| + llx, z|l < |lx,y — z||
Karena x, y, z bergantung linier, maka y = ax ,z = fx
Akibatnya,
e, yIl + llx, zIl < llx, x|l + |lx, x|l = 0
Pilih |lx,y —z|| = 0
Sehingga, ||x,yll + llx, z|| < [lx,y — z|| (persamaan 4)
Daripersamaan 3 dan 4 diperoleh:
I, y =zl < llx, yIl + llx, 2l (persamaan 3)
I, vl + llx, zIl < lx,y — zll (persamaan 4)
Sehingga dari kedua persamaan tersebut diperoleh:

Iz, vy = zIl = llx, yll + llx, z|

3.4 Kekonvergenan Barisan pada Ruang Norm-2
Definisi 3.3
Misalkan barisan X = (x,,) di ruang norm-2. X dikatakan konvergen ke x di
X. Jika untuk setiap € > 0, terdapat N, € N sedemikian sehingga untuk setiap
n = N,, maka akan berlaku
llx —x,ll <e

atau dengan kata lain, lim x, = x.
n-— oo

(Rafflesia, 2007:335).
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Dengan menggunakan definisi ruang norm-2, barisan (x,,) di ruang norm-

2 (X, ] ., .| dikatakan konvergen ke x dalam norm-2, jika dan hanya jika untuk
setiap z € X maka,

lim,, L llx, —x,z|l =0
Dengan kata lain x disebut limit barisan dari x,,. Apabila untuk setiap z € X dan
untuk setiap € > 0, terdapat N, € N sedemikian sehingga

|lx,, — x, z|| < e, dimana untuk setiap n > N,.

Barisan (x,) dikatakan Cauchy apabila untuk setiap z € X dan setiap

€ > 0 terdapat N, € N sedemikian sehingga,

o, — x,, 2zl < €
dimana untuk setiap m,n > N,
Jika setiap barisan Cauchy di (X, || ., . ||) konvergen ke x di X, maka X dikatakan
lengkap.
Contoh 3.4
Didefinisikan (x,,) pada ruang norm-2 (X, [I.,. ||) oleh
EOSxY) ;i =1, neN

n

(0,0) ;untuk yang lain
dan misalkan x = (0,0) dan z = (z,,z,)
Akan ditunjukkan bahwa (x,,) pada ruang norm-2 konvergen.
Selesaian:
Ambil untuk setiap & >0 terdapat N, € N sedemikian hingga untuk setiap

n = N, dan z € X maka diperoleh,



57

€ N: c 11 ey ™y s
n Xy —X,Z|| 2 € 15030

atau dengan kata lain lim,,_, ., [lx,, — x,z|[ = 0
sehingga terbukti bahwa (x,,) konvergen pada ruang norm-2.
Definisi 3.4
Misalkan X adalah ruang norm-2. Suatu barisan (x,) di X dikatakan

konvergenke x di X jika dan hanya jika lim [[x,, —x,y|l = 0 untuk setiap y € X
n-—-oo

atau dengan kata lain lim x, = x.

n— oo

(Rafflesia, 2007:336).

Lema 3.4
Limit dari suatu barisan konvergen tunggal
Bukti:
Misalkan (x,,) adalah barisan konvergen. Andaikan bahwa limit (x,) tidak
tunggal.
Ambil sebarang (x,,) konvergen pada dua titik dimana x,y € X dan x # y maka,
(x,,) konvergen ke x berarti untuk setiap ¢ > 0 terdapat N, € N, sehingga untuk
setiap n > N, maka berlaku
llxc,, = x, z|| untuk setiap z € X.

(x,,) konvergen ke y berarti untuk setiap € > 0 terdapat N, € N, sehingga untuk
setiap n = N, maka berlaku

llx,, — v, z|l untuk setiap z € X.
Pilih € = %IIx — y, z|| untuk setiap z € X dengan ||x — y,z|| #0

Perhatikan bahwa untuk n > N dengan N = maks{N,,N,} maka:
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Ix =y, zll = llx = x, + x, =y, zll
< llx = xpzll + llx,, — v, zll
<Zllx =y zll + llx — y, Il
<llx =y zll
Jelas tidak mungkinbahwa |lx — y, z|| < |[x — v, z||
Jadi, haruslah (x,) konvergen ke suatu titik, sehingga limit (x,,) tunggal. Hal ini
berarti limit barisan konvergen adalah tunggal.
Misalkan (X, ||.,.]l) suatu ruang norm-2 yang berdimensi d dengan
2 <d < oo. Misalkkan {u,,u,,us,..,u,} adalah basis untuk X, maka diperoleh
beberapa lema seperti berikut ini:
Lema 3.5
Suatu barisan (x,,) di X dikatakan konvergen ke x di X jika dan hanya jika
iiirolo”x” — x,u;|| = 0 dimana untuk setiap i =1, ...,d.
Bukti:
(=) ambil sebarang (x,,) konvergen ke x di X, akan ditunjukkan
lim ||x,, — x,u;|[=0
n—co
Dari definisi 3.4 7111_I)I010 ||lc,, — x, yI| = 0 untuk setiap y € X

Karena {u,,u,, us, ..., u,} adalah basis untuk X
maka u,,u,, us, ..., Uy € X
Akibatnya 71}ig}ollxn —x,ull=0.
(<) Ambil sebarang Ai_r)rolollxn —x,u;ll =0, maka akan ditunjukkan (x,,)

konvergen ke x di X.
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Karena {u,,u,, us, ..., u,} adalah basis untuk X

maka untuk setiap y € X dapat ditulis y = a,u, + a,u, + -+ a,u,
untuk a,, a,, ...,a, € R

Perhatikan bahwa :

111_{{.10 llx,, = x, ¥l = 711_r)rolo llx,, — x, a uy, ..., agugll

< lim {laglllx, = x,u ll + o+ laglllx, —x,ugyll}
= |a,|lim [|x,, — x, u |l + ... + |ayl lim [lx, —x, u,ll
n—-o0o n—oo
Diketahui lim [|lx, — x,u;||=0 .Vi=1,...,d
n—oo
Maka lim ||x, —x,u |l = .= lim|[|x,, —x,u,l[ =0
n—oo n—-oo
Akibatnya, lim ||x, —x,y|[ <0 (persamaan 5)
n— oo

Daridefinisidiperoleh [[x,, — x, y|| > 0

Sehingga, lim |[x, —x,y|l = 0 (persamaan 6)
n— oo
Daripersamaan 5 dan 6 dapat disimpulkan bahwa lim [|x,, —x,y|| = 0
n— oo

Ini berarti (x,,) di X konvergen ke x di X.

Lema 3.6

Suatu barisan (x,,) di X konvergen ke x di X jika dan hanya jika

lim [[x, —x|l, =0
n—-oo

Bukti:
(=) Misal (x,,) konvergen ke x di X

Akan ditunjukkan lim |[x, — x||, =0
n— oo

Karena (x,,) konvergen ke x di X dari lema 3.5 diperoleh,
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lim |[x,, —x,u;l[=0
n— oo
Akibatnya, lim maks {l[x,, — x,u;ll. Vi=1,..,d}=0
n—o0o

Perhatikan bahwa, maks {|lx,, — x,u;|l. Vi=1,..,d} = llx,, — x|l

Maka, ,}iigollx“ — x|l = Aiﬁrrgomaks {lx, —x,ull. Vi=1,..,d}=0
Jadi, rli_r)rolollxn —x|l, = 0.

(<) Misal 71i_{£10||xn —x|l,=0
Akan ditunjukkan (x,,) konvergen ke x di X

Perhatikan bahwa,

Lim||x, — x|l,, = lim maks {||x,, —x,u;|l. Vi=1,...,d}
n—-0o

n-w
=ulim ||lx,, — x,2;]| =0
n—w
Dari lema 3.5 telah terbukti bahwa (x,) konvergen ke x di X, sehingga,
pada lema 3.6 ini, terbukti bahwa barisan (x,,) di X konvergen ke x di X jika dan

hanya jika lim ||x, — x|, = 0.
n—00

3.5 Kajian Analisis dalam Alquran

Analisis memberikan pengertian bahwa meneliti setiap bagian dan
menjelaskan setiap bagian tersebut, sehingga ketika digabungkan menjadi satu
akan membentuk pengertian yang dapat dipahami kebenarannya. Skripsi ini
memberikan penjelasan bahwa ruang norm-2 merupakan ruang norm. Dikatakan
ruang norm-2 apabila sifat-sifatnya telah terpenuhi dan di dalam teorema telah

dijelaskan bahwasanya ruang norm-2 konvergen dan limitnya tunggal.
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Melalui proses pembuktian di atas, memberikan gambaran bahwasanya
manusia diberikan akal untuk memikirkan segala sesuatu yang diciptakan oleh
yang Maha Kuasa, agar segala sesuatu yang ada di alam semesta ini akan tampak
jelas akan kebesaran-Nya dengan pembuktian-pembuktian secara ilmiah. Allah
SWT sudah memerintahkan kepada manusia untuk memikirkan sesuatu dengan
kelebihan yang telah diberikan-Nya.

Seperti dalam salah satu ayat Al-Qur’an surat Al-Bagarah ayat 44 berikut:

i

A = }*5: /fic// 20 ﬂ,:aﬂi/,ﬂ,:“i/,,:/waw P ;2:
(T 05k M) STl 055 Lly Al G5y 2L uldl 0y 06

Artinya: “mengapa kamu suruh orang lain (mengerjakan) kebaktian, sedang
kamu melupakan diri (kewajiban) mu sendiri, Padahal kamu membaca
Al kitab (Taurat)? Maka tidaklah kamu berpikir? (Q.S. Al-Bagarah:
44)”

Ayat di atas menunjukkan bahwa Allah memerintahkan untuk berpikir
menggunakan akal yang sehat agar mendapatkan kebenaran yang jelas. Jadi suatu
hal dikatakan valid jika ada bukti nyata, dan pembuktian ini merupakan suatu
prosedur yang dibentuk untuk membuktikan suatu realita yang tidak terlihat
melalui suatu proses deduksi dan konklusi yang hasil akhirnya dapat diterima oleh
semua pihak.

Konsep matematika tentang norm juga dijelaskan dalam surat An-Najm

ayat 9 berikut:

A
\

1 G333 Gy OB U85

Artinya: “Maka jadilah Dia dekat (pada Muhammad sejarak) dua ujung busur
panah atau lebih dekat (lagi) (Q.S. An-Najm: 9).”

Dalam ayat di atas terdapat pengukuran panjang atau jarak menggunakan

satuan ukur ujung busur panah, walaupun secara matematika tidak dijelaskan
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berapa panjang atau satuan ukur yang digunakan, akan tetapi secara tidak
langsung sudah terindikasi menuju pengukuran. Seperti pada definisi 1 telah
dijelaskan bahwa nilai ||x|| dapat dipandang sebagai panjang vektor x atau sebagai
jarak antara vektor x dengan vektor nol, dari ayat di atas norm atau jarak
ditunjukkan dalam dua ujung busur panah.

Begitu pula dengan keteraturan sifat-sifat ruang norm-2 diibaratkan
dengan seseorang yang mempunyai kesempurnaan iman. Hal ini sudah Allah

SWT jelaskan dalam firman-Nya dalam surat Al-Anfaal ayat 2-4 berikut ini:

%
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Artinya: “Sesungguhnya orang-orang yang beriman ialah mereka yang bila
disebut nama Allah gemetarlah hati mereka, dan apabila dibacakan
ayat-ayat-Nya bertambahlah iman mereka (karenanya), dan hanya
kepada Tuhanlah mereka bertawakkal. (yaitu) orang-orang yang
mendirikan shalat dan yang menafkahkan sebagian dari rezki yang
Kami berikan kepada mereka. Itulah orang-orang yang beriman
dengan sebenar-benarnya. mereka akan memperoleh beberapa derajat
ketinggian di sisi Tuhannya dan ampunan serta rezki (nikmat) yang
mulia (Q.S. Al-Anfaal: 2-4).”

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa orang-orang yang beriman adalah
mereka yang apabila disebut nama Allah SWT gemetar hatinya, apabila ayat-ayat
AlQur’an dibacakan maka bertambahlah imannya, dan hanya kepada Allah SWT
mereka bertawakal. Orang-orang dengan kesempurnaan iman ini akan
mendapatkan derajat yang tinggi di sisi Allah SWT serta dia akan diampuni dosa-
dosanya dan mendapatkan rezeki yang mulia dari Allah SWT. Dari penjelasan ini

diketahui bahwa seseorang bisa dikatakan beriman apabila syarat-syaratnya sudah
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terpenuhi, seperti halnya ruang norm-2 memiliki keteraturan sifat-sifat yang harus
terpenuhi, apabila salah satu sifatnya tidak terpenuhi, maka tidak akan menjadi
ruang norm-2.

Setelah sifat-sifat ruang norm-2 terpenuhi barulah ditunjukkan contoh,
teorema, dan lema yang mendukung, hal ini sudah diatur secara rapi dalam
pembahasan ini. Sebagaimana dijelaskan dalam salah satu ayat Al-Qur’an berikut
ini:
surat Al-Qomar ayat 49
3, Wil L K0

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran (Q.S.
Al-Qomar: 49).”

Dan surat Al-Furgon ayat 2
Je= a5 AT 3 Sld A 5 35 1005 a2 (o3 NTs wopidl Sl 4 (ol
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Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya),
dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya (Q.S. Al-Furgon: 2).”

Oleh sebab itu, pembaca dapat melihat keteraturan ruang norm-2 dan
teorema-teorema serta lemanya dalam pembahasan ini sebagai salah satu bentuk

keagungan Allah SWT yang telah dijelaskan dalam Al-Qur’an.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Pada ruang norm-2 telah diuraikan sifat-sifat ruang norm. Dari definisi
ruang norm-2 didapatkan beberapa teorema dan lema, sehingga berdasarkan
pembahasan di atas, maka dapat disimpulkan sebagai berikut:
1. [% merupakan ruang norm-2.
2. Setiap ruang bernorma (X, || ||) merupakan ruang metrik terhadap
metrik d.
3. Dengan menggunakan sifat-sifat dari ruang norm-2 tersebut, terbukti
kekonvergenan barisan pada ruang norm-2.

4. Limit dari suatu barisan konvergen adalah tunggal.

4.2 Saran

Skripsi ini diharapkan dapat menginformasikan dan memberikan ilmu,
wawasan, serta pengetahuan kepada lembaga akan pentingnya pengkajian lebih
lanjut mengenai ruang norm. Bagi peneliti selanjutnya diharapkan dapat
mengembangkan dari bentuk ruang norm ke bentuk ruang norm-n dan dapat

mengembangkan ke dalam bentuk Banach.
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