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ABSTRAK

Arif, Alfiatin. 2013. Estimasi Parameter Fungsi Produksi Cobb-Douglas
dengan Iterasi Nonlinear Least Square. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Abdul Aziz, M.Si (II) Dr. H. Ahmad
Barizi, M.A

Kata kunci: Estimasi parameter, Regresi Tak Linier, Fungsi Produksi Cobb-

Douglas, Nonlinear Least Square, Deret Taylor, Iterasi Gauss
Newton.

Regresi merupakan alat utama ekonometrika. Analisis regresi mempunyai dua
jenis yaitu regresi linier dan regresi tak linier. Sifat tak linier dalam suatu model
dapat terjadi dalam parameter, variabel, atau keduanya. Model yang bersifat linier
dan juga tak linier salah satunya adalah fungsi produksi Cobb-Douglas.

Estimasi parameter fungsi produksi Cobb-Douglas diperoleh dengan mengunakan
metode nonlinear least square dengan mengestimasi fungsi produksi Cobb-
Douglas dengan pendekatan deret Taylor orde satu sehingga diperoleh iterasi
Gauss Newton untuk estimasi £ .

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa bentuk umum dari estimasi
parameter model regresi tak linier Cobb-Douglas dengan iterasi Gauss Newton
adalah:

n+1 n 1 n & n 7188
B ):ﬂ()—5(2<’8()) Z(/}”)) a([,f') "
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ABSTRACT

Arif, Alfiatin. 2013. Paramater Estimation of Cobb-Douglas Production
Function by Nonlinear Least Square Iterations. Thesis. Mathematics
Departement Faculty Science and Technology The State of Islamic University
Maulana Malik Ibrahim Malang. Promotor: (I) Abdul Aziz, M.Si (1) Dr. H.

Ahmad Barizi, M.A
Keywords: Parameters Estimation, Nonlinear Regretions, Cobb-Douglas
Production Function, Nonlinear Least Square methods, Taylor
Series, Gauss Newton Iterations.

Regression is the primary tools for econometric. Regression analysis has two
types, namely linear regression and nonlinear regression. Nonlinear properties of a
model can occur in parameters, variables, or both. The model which can be a
linear and nonlinear in parameter is Cobb-Douglas production function.

Parameter estimation of Cobb-Douglas production function is obtained by using a
nonlinear least square methods with estimate Cobb-Douglas production function
in order of Taylor series approximation so obtained Gauss Newton iterations for
Based on the results of the research showed that the general form of the estimated
parameter nonlinear Cobb-Douglas regression model with a Gauss Newton
iteration Is:

i, sl AT oS
ﬂ( ):ﬁ()_E(Z<IB()) Z(ﬁ())) %ﬂ(n)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Qur’an adalah kitabullah yang di dalamnya memuat segala sesuatu
yang berhubungan dengan kehidupan. Al-Qur’an tidak hanya membahas tentang
masalah agama saja, akan tetapi juga membahas tentang masalah sosial, sains dan
masalah-masalah yang lainnya. Dalam bidang matematika, Al-Qur’an

meyinggung tentang estimasi, lebih jelasnya adalah sebagai berikut:

Artinya:“Dan Kami utus Dia kepada seratus ribu orang atau lebih” (QS. Ash-
Shaaffat[37]:147).
Surat Ash-Shaaffat ayat 147 tersebut menjelaskan bahwa Nabi Yunus

diutus kepada umatnya yang jumlahnya 100.000 orang atau lebih. Jika membaca
ayat tersebut secara seksama, maka terdapat rasa atau kesan ketidakpastian dalam
menentukan jumlah umat Nabi Yunus. Bukankah Allah SWT Maha Mengetahui
segala sesuatu, termasuk jumlah umat Nabi Yunus? Jawaban terhadap pertanyaan
tersebut adalah contoh estimasi. Estimasi adalah keterampilan untuk menentukan
sesuatu tanpa melakukan proses perhitungan secara eksak (Abdussakir, 2006:90).
Banyak masalah praktis yang berhubungan dengan statistika salah satunya
adalah mengenai regresi yang merupakan metode statistika yang paling umum
digunakan. Menurut Gujarati (2007:115), menyatakan bahwa analisis regresi
menyangkut studi tentang hubungan antara satu variabel terikat atau variabel yang

dijelaskan dan satu atau lebih variabel lain yang disebut variabel bebas atau
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variabel penjelas. Selanjutnya model ini dapat digunakan untuk memprediksi nilai
variabel terikat apabila diberikan nilai dari variabel bebas. Oleh karena itu,
estimasi model yang didapatkan sebaiknya memenuhi kriteria model yang baik
sehingga mampu digunakan sebagai prediksi error yang terkecil.

Statistika, demikian menurut Turmudi dan Harini (2008:05), adalah ilmu
yang mempelajari suatu proses dalam merencanakan, mengumpulkan,
menganalisis, menginterpretasi, dan mempresentasikan data. Statistika pada
mulanya berkembang karena kebutuhan pemerintah dan pihak penguasa untuk
mengumpulkan informasi yang berkaitan dengan data perekonomian,
kependudukan dan politik suatu Negara. Karena statistika bertolak pada cara
berfikir probabilistik, hasil pengolahan data yang menggunakan metode statistik
bukanlah hasil pasti, tetapi merupakan hasil estimasi.

Gujarati (2010:19), memaparkan bahwa regresi adalah alat utama
ekonometrika. Analisis regesi mempunyai dua jenis yaitu regresi linier dan regresi
tak linier. Sifat tak linier dalam suatu model dapat terjadi dalam parameter, tak
linier dalam variabel, atau keduanya. Contoh model yang bersifat linier dan juga
bersifat tak linier adalah fungsi produksi Cobb-Douglas.

Seperti halnya model linier, estimasi parameter model tak linier didasarkan
pada minimisasi atau maksimisasi fungsi objektif yaitu sum squared errors dan
likelihood function. Perbedaannya terletak pada proses estimasi parameter model
tak linier yang memerlukan penyelesaian yang relatif rumit. Hal ini disebabkan
banyaknya pertimbangan yang harus dilibatkan dalam static optimization yaitu

proses menentukan titik optimum secara statis. Estimasi parameter model tak
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linier dapat menghasilkan nilai yang berbeda untuk estimator yang sama karena
random error-nya mempunyai power function.

Pada penelitian ini, dilakukan estimasi pada model regresi nonlinear. Dari
uraian di atas maka penelitian ini membahas tentang “Estimasi Parameter
Fungsi Produksi Cobb-Douglas dengan Iterasi Nonlinear Least Square.”

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahannya adalah:
Bagaimana bentuk estimasi parameter fungsi produksi Cobb-Douglas dengan
iterasi nonlinear least square?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah untuk menjelaskan analisis dari bentuk
estimasi parameter fungsi produksi Cobb-Douglas dengan iterasi nonlinear least
square.

1.4 Batasan Masalah

Peneliti memberikan batasan pada model nonlinear fungsi produksi Cobb-
Douglas dengan metode estimasi numerik secara iterasi Gauss Newton.

1.5 Manfaat Penelitian
1. Bagi Peneliti

Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan
pengetahuan tentang estimasi fungsi produksi Cobb-Douglas dengan metode
nonlinear least square. Merupakan pelajaran sangat berharga juga dalam
mengaktualisasi diri sebagai mahasiswa dalam menerapkan pengalaman serta

teori-teori ilmu pengetahuan yang telah diperoleh selama menjalani pendidikan
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hingga dapat melakukan penelitian ini khususnya dalam materi mata kuliah
Ekonometrika.
2. Bagi Lembaga

Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan kepustakaan yang
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan Kkhususnya di Jurusan
Matematika untuk mata kuliah Ekonometrika.
3. Pengembangan lImu Pengetahuan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan diharapkan memberikan
konstribusi bagi pengembangan ilmu pengetahuan terutama dalam pengembangan
ilmu matematika ekonomi yang dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari dan
berbagai disiplin ilmu.
1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
perpustakaan atau kajian pustaka. Adapun analisa model dilakukan dengan:
1. Menentukan variabel-variabel, yaitu variabel bebas dan terikat

2. Menentukan model regresi nonlinear

3. Menganalisis fungsi sehingga diperoleh estimasi parameter ﬂ setelah
diketahui parameter ﬂ dengan pendekatan taylor peneliti menentukan
persamaan Iterasi Gauss-Newton dalam persamaan nonlinear least square
dengan pendekatan S( ,[j’)

4. Merumuskan model regresi Cobb Douglas dengan metode Gauss Newton.



1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini terarah dan memudahkan pembaca dalam
memahami penelitian ini, penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri
dari empat bab, yakni sebagai berikut:

Pada bab I terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.

Pada bab Il terdiri dari konsep estimasi dalam Al-Qur’an dan Hadits,
estimasi parameter, analisis regresi, nonlinear least square, dan deret Taylor.

Dalam bab 111 terdiri dari estimasi parameter iterasi Gauss Newton, sifat-
sifat estimasi yang telah diestimasi dan integrasi dengan Al-Qur’an dan Hadits.

Untuk bab 1V menyajikan kesimpulan yang merupakan jawaban atas

rumusan masalah yang telah dipaparkan pada bab pertama dan beberapa saran.
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KAJIAN PUSTAKA

2.1 Konsep Estimasi dalam Al-Qur’an dan Hadits

2.1.1 Tafsir Al-Qur’an tentang Estimasi

Ao -
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Artinya:

Atau apakah (kamu tidak memperhatikan) orang yang melalui suatu
negeri yang (temboknya) telah roboh menutupi atapnya. Dia berkata:
"Bagaimana Allah menghidupkan kembali negeri ini setelah hancur?" Maka
Allah mematikan orang itu seratus tahun, kemudian menghidupkannya kembali.
Allah bertanya: "Berapakah lamanya kamu tinggal di sini?" la menjawab: "Saya
tinggal di sini sehari atau setengah iari. ”(QS. Al-Bagarah [2]:259)

Ayat di atas adalah salah satu ayat dalam Al-Qur’an yang menyinggung

tentang estimasi, bisa dilihat dari jawaban yang menggunakan dugaan, yaitu “Aku

hidup sehari atau setengah hari”.

Dalam Tafsir Al-Qurthubi disebutkan (2007: 640-641) bahwa:

Firman Allah SWT &l &8 J& “Allah bertanya: ‘Barapakah lamanya kamu
tinggal di sini?’.” Para ulama’ berbeda pendapat mengenal siapa yang
bertanya pada firman ini. Beberapa ulama’ berpendapat bahwa yang
bertanya adalah Allah SWT. Beberapa ulama’ lainnya berpendapat bahwa
orang tersebut mendapat sumber suara di atas langit. Ulama’ lainnya
berpendapat bahwa yang bertanya adalah malaikat Jibril. Ada Juga yang
mengatakan bahwa ia adalah seorang Nabi. Firman Allah (a=sisl L &id Ja
e la menjawab: “Saya telah tinggaldi sini sehari atau setengah hari.”
Orang tersebut mnjawab seperti ini karena berdasarkan pemikiran atau
perkiraannya. Dengan demikian ia tidak dianggap orang yang berbohong
kepada Allah SWT, karena mereka mengatakan apa yang mereka ketahui
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saja, seakan mereka mengatakan: sejauh yang saya ketahui atau perkiraan
saya adalah saya tinggal sehari atau kurang dari sehari saja.

Dalam Tafrsir At-Thabari (2007: 522-523) dijelaskan bahwa:

Adapun makna firman-Nya &40 € kata & dalam bahasa arab merupakan
kata tanya untuk menanyakan jumlah bilangan. Ayat ini dibaca nashab
sebab kalimat <, dan penakwilannya: Allah berfirman kepadanya:
berapa lama waktu kamu tinggal di sini dalam keadaan mati sebelum aku
bangkitkan dari kematianmu dalam keadaan hidup? Orang yang
dibangkitkan setelah kematiannya menjawab: “Aku tinggal di sini dalam
keadaan mati sampai Engkau bangkitakan aku dalam keadaann hidup
selama satu hari atau setengah hari”. Hanya saja orang itu berkata Lo il
e (=33l “Saya telah tinggal di sini sehari atau setengah hari” karena
Allah  Ta’ala mencabut ruhnya di pagi hari, kemudian Allah
mengembalikan ruhnya di sore hari setelah seratus tahun, maka ditanyakan
kepadanya <id:& J6 dia menjawab L &id jtu karena dia melihat
matahari sudah tenggelam maka menurutnya satu hari; karena ruhnya
dicabut pada pagi hari dan ketika ia ditanya tentang berapa lama tinggal di
sini dalam keadaan mati adalah pada sore hari dan sedangkan dia melihat
matahari sudah tenggelam, maka ia menjawab: “Aku tinggal di sini selama
satu hari”, kemudian dia melihat sebagian sisa matahari masih ada belum
tenggelam, maka ia menjawab: .3 (=<3, dengan arti: sebenarnya
setengah hari, sebagaimana Allah 7a’ala berfirman call 48l L) Al
&3%335 “Dan Kami utus dia kepada seratu orang atau lebih.” (QS. Ash-
Shaffat [37]:147) dengan makna sebenarnya mereka lebih. Maka firman-
Nya: o5 O=ssl “Atau setengah hari” merupakan pengembalian dari
firman-Nya: “Saya telah tinggal di sini sehari”.

Hal tersebut di atas merupakan salah satu contoh estimasi yang tercantum

dalam Al-Qur’an. Konsep estimasi ini sama halnya dengan konsep estimasi yang
ada dalam statistika, yang mana dalam mengestimasi suatu parameter berarti
mengestimasi nilai parameter tersebut. Jika hasil dari estimasi tersebut
diaplikasikan dalam kehidupan nyata nilai yang sesungguhnya, maka nilai
estimasi tersebut adalah mendekati nilai sebenarnya atau berkisar di sekitar nilai
tersebut. Konsep-konsep tentang estimasi ini sudah tertulis dalam Al-Qur’an.
2.1.2 Hadits tentang Estimasi

Hadits Shahih Bukhari no0.21888 berikut merupakan hadits yang

berhubungan dengan estimasi, hadits tersebut berbunyi:
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Artinya:

“Dari Malik, dari Nafi’, dari Ibnu Umar, dari Zaid bin Tsabit ra,
“sesungguhnya Rasulullah SAW memberi keringanan kepada mereka yang
mempunyai ariyah untuk menjualnya dengan kira-kira (ditaksir)”(HR. Shahih
Bukhari: 2188).

Para ulama salaf berbeda pendapat. Apakah anggur atau selainnya masuk

kategori kurma dalam hal ariyah? Sebagian mengatakan tidak diikutkan dari
madzhab Azh-Zhahiri. Sebagian pendapat lagi mengatakan diikutkan, pendapat
ini adalah pendapat yang masyhur dalam madzhab Syafi’i. Ada yang berpendapat
bahwa semua buah-buahan dan semua yang dapat disimpan lama dapat diikutkan
di dalamnya, ini adalah pendapat madzhab Maliki (Al-Asgalani, 2007:312).

Dari potongan hadits di atas yaitu L’e-gaf)'sgt’e-iag;oi“untuk dijual sesuai
estimasinya”. Ath-Thabrani menambahkan dari Ali bin Abdul Aziz. Dari Al-
Qa’nabi (guru Imam Bukhari dalam riwayat ini), < “berdasarkan takaran”.
Imam Muslim juga meriwayatkan dari Yahya bin Yahya, dari Malik <l e lea’sy
“berdasarkan estimasi setelah menjadi kurma kering”. Imam Muslim juga
meriwayatkan hal serupa dari Sulaiman bin Bilal, dari Yahya bin Sa’ad dengan
lafadz

Ul i 0 17598 laa iy el ST b MG 45 00 s (el

Artinya:

“Memberi keringanan dalam jual beli Ariyah, diambil oleh penghuni
rumah berdasarkan estimasinya setelah menjadi kuma kering yang mana mereka
memakannya dalam keadaan masih basah”

Yahya berkata, “Ariyah adalah seorang membeli kurma kering dan

menukarnya dengan kurma basah miliknya dengan memperkirakan atau



9
mengestimasi berapa banyak jumlahnya setelah kering.” Dari konsep hadits jual
beli Ariyah, yang mana membeli kurma yang kering kemudian ditaksir dengan
kurma basah yang dimilikinya, hal ini mengandung konsep estimasi yaitu suatu
perkiraan tentang harga kurma kering dibeli dengan kurma basah dengan jalan
memperkirakan banyaknya kurma basah tersebut ketika sudah kering.

Konsep estimasi ini sama halnya dengan konsep estimasi yang ada dalam
statistika, yang mana dalam mengestimasi suatu parameter berarti mengestimasi
nilai parameter tersebut. Jika hasil dari estimasi tersebut diaplikasikan dalam
kehidupan nyata nilai yang sesungguhnya, maka nilai estimasi tersebut adalah
mendekati nilai sebenarnya atau berkisar di sekitar nilai tersebut.

2.2 Estimasi Parameter
2.2.1 Pengertian Estimasi Parameter

Dengan statistika populasi berusaha untuk disimpulkan. Untuk ini
kelakuan populasi dipelajari berdasarkan data yang diambil baik secara sampling
ataupun sensus. Dalam kenyataannya, mengingat berbagai faktor, untuk keperluan
tersebut diambil sebuah sampel yang representatif, kemudian berdasarkan pada
hasil analisis terhadap data sampel, kesimpulan mengenai populasi dibuat.
Kelakuan populasi yang akan ditinjau disini hanyalah mengenai parameter
populasi dan sampel yang digunakan adalah sampel acak. Data sampel dianalisis,
nilai-nilai yang perlu, yaitu statistik hitung, dan dari nilai-nilai statistik ini
disimpulkan bagaimana parameter bertingkah laku. Cara pengambilan kesimpulan
tentang parameter yang pertama kali akan dipelajari ialah sehubungan dengan

cara-cara mengestimasi harga parameter (Sudjana, 2005:198).
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Parameter adalah nilai yang mengikuti acuan keterangan atau informasi
yang dapat menjelaskan batas-batas atau bagian-bagian tertentu dari suatu sistem
persamaan. Sedangkan estimasi (pendugaan) adalah proses yang menggunakan
sampel statistik untuk menduga atau mengestimasi hubungan parameter populasi
yang tidak diketahui. Estimasi merupakan suatu pernyataan mengenai parameter
populasi yang diketahui berdasarkan populasi dari sampel, dalam hal ini sampel
random, yang diambil dari populasi yang bersangkutan. Jadi dengan estimasi ini,
keadaan parameter populasi dapat diketahui (Hasan, 2002: 111).

Menurut Yitnosumarto (1990:211-212), estimator adalah anggota peubah
acak dari statistik yang mungkin untuk sebuah parameter (anggota peubah
diturunkan). Besaran sebagai hasil penerapan estimator terhadap data dari semua
contoh disebut nilai duga.

Abdussakir (2007:155-156), juga mengatakan dalam bukunya bahwa
estimasi adalah keterampilan untuk menentukan sesuatu tanpa melakukan proses
perhitungan secara eksak. Dalam matematika terdapat tiga jenis estimasi yaitu
estimasi banyak atau jumlah (numerositas), estimasi pengukuran dan estimasi
komputasional. Sebagaimana dijelaskan dalam uraian berikut ini:

a. Estimasi Banyak atau Jumlah
Estimasi banyak adalah menentukan banyaknya objek tanpa menghitung
secara eksak. Objek di sini maknanya sangat luas. Objek dapat bermakna

orang, uang, kelereng, titik, dan mobil.
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b. Estimasi Pengukuran
Estimasi pengukuran adalah menentukan ukuran sesuatu tanpa menghitung
secara eksak. Ukuran di sini maknanya sangat luas. Ukuran dapat bermakna
waktu, panjang, luas, usia dan volume. Ketika melihat orang berjalan tanpa
menanyakan tanggal lahirnya, pembaca dapat menebak atau mengestimasi
usianya. Atau pembaca mengestimasi waktu yang diperlukan untuk
melakukan perjalanan dari Malang ke Jakarta menggunakan sepeda motor.
Pembaca juga dapat mengestimasi benda hanya melihat suatu bentuknya.
c. Estimasi Komputasional
Estimasi komputasional adalah menentukan hasil suatu operasi hitung tanpa
menghitungnya secara eksak. Ketika dimintai menentukan hasil 97 x 23 dalam
waktu sepuluh detik, seorang mungkin akan melihat puluhannya saja,
sehingga memperoleh hasil 90x20=1800 inilah estimasi komputasional.
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa seseorang mungkin akan
menghitung dengan cara membulatkan kepuluhan terdekat.
2.2.2 Macam-macam Estimasi Parameter
Murray dan Larry (2007:166) menyatakan terdapat dua jenis estimasi
parameter, yaitu:
a. Estimasi Tunggal
Estimasi dari sebuah parameter populasi yang dinyatakan oleh bilangan
tunggal disebut sebagai estimasi titik dari parameter tersebut. Sebuah nilai yang

diperoleh dari sampel dan digunakan sebagai estimasi dari parameter yang

nilainya tidak diketahui. Misalkan X;, X,,..., X, merupakan sampel acak
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berukuran n dari X , maka statistik yang berkaitan dengan , dinamakan estimasi
dari p. Setelah sampel diambil, nilai-nilai yang dihitung dari sampel itu
digunakan sebagai estimasi titik bagi 3 .

b. Estimasi Interval

Estimasi dari parameter populasi yang dinyatakan dengan dua bilangan. Di
antara posisi parameternya diperkirakan berbeda, sehinggga disebut estimasi
interval. Estimasi interval mengindikasikan adanya tingkat kepresisian atau
akurasi dari sebuah estimasi sehingga estimasi interval akan dianggap semakin
baik jika mendekati estimasi titik.
2.2.3 Sifat-sifat Estimasi
Adapun sifat-sifat estimasi titik adalah sebagai berikut:
a. Tak Bias

Wibisono (2005:362) dalam bukunya menyatakan bahwa estimator tak

bias bagi parameter g, jika E(ﬁ’):/} dan dikatakan estimator bias bagi

parameter g, jika E(ﬁ’);ﬁﬂ, namun estimator bias dapat diubah menjadi

estimator tak bias jika ruas kanan dikalikan atau ditambahkan dengan konstanta
tertentu.
b. Konsisten

Damodar N. Gujarati (2007:98) menerangkan estimator parameter S
dikatakan konsisten bila nilai-nilainya mendekati nilai parameter yang sebenarnya

meskipun ukuran sampelnya semakin besar.
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c. Efisien

Jika distribusi sampel dari dua statistik memiliki mean atau ekspektasi
yang sama, maka statistik dengan variansi yang lebih kecil disebut sebagali
estimator efisien dari mean, sementara statistik yang lain disebut estimator tak
efisien. Adapun nilai-nilai yang berkorespondensi dengan statistik-statistik ini
masing-masing disebut sebagai estimasi efisien dan estimasi tak efisien.
2.3 Analisis Regresi

Istilah regresi diperkenalkan pertama kali oleh Francis Galton (Firdaus,
2004:22), dalam makalahnya yang berjudul “Family Likeness in Stature”.
Analisis regresi adalah teknik analisis yang mencoba menjelaskan bentuk
hubungan antara peubah-peubah yang mendukung sebab akibat. Prosedur
analisisnya didasarkan atas distribusi probabilitas bersama peubah-peubahnya.
Bila hubungan ini dapat dinyatakan dalam persamaan matematika, maka dapat
dimanfaatkan untuk keperluan-keperluan yang lain misalnya peramalan. Secara
umum, dapat dikatakan bahwa analisis regresi berkenaan dengan studi
ketergantungan suatu variabel, yaitu variabel tak bebas (dependent variable), pada
satu atau lebih variabel yang lain, yaitu variabel bebas (independent variable),
dengan maksud mengestimasi dan atau meramalkan nilai rata-rata hitung (mean)
atau rata-rata (populasi) dari variabel tak bebas, dipandang dari segi nilai yang
diketahui atau tetap (dalam pengambilan sampel berulang) dari variabel bebas.

Tujuan utama dari analisis regresi adalah mendapatkan estimasi dari suatu

variabel dengan menggunakan variabel lain yang diketahui. Analisis regesi
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mempunyai dua jenis yaitu regresi linier dan regresi tak linier. Namun yang akan
dibahas dalam penelitian ini mengenai regresi tak linier.

2.3.1 Regresi Tak Linier

Analisis regresi merupakan analisis yang menyangkut studi tentang
hubungan antara satu variabel yang disebut variabel terikat atau variabel yang
dijelaskan dan satu atau lebih variabel yang lain yang disebut variabel bebas atau
variabel penjelas (Gujarati, 2007:115).

Tujuan dari analisis regresi adalah untuk memprediksi besarnya variabel

terikat (Y') yang dipengaruhi oleh variabel bebas ( X ) (Hasan, 2002:115).

Sedangkan menurut Supranto (1994:262) hubungan fungsi antara dua
variabel X dan Y tidak selalu bersifat linear, akan tetapi juga tak linier. Diagram
pencar dari hubungan yang linear akan menunjukkan suatu pola yang dapat
didekati dengan garis lurus, sedangkan yang bukan linear harus didekati dengan
garis lengkung.

2.4 Nonlinear Least Square

Metode estimasi least square merupakan salah satu teknik estimasi
parameter dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat sisaan. Metode yang
dikembangkan oleh Carl Friedrich Gauss (Firdaus, 2004:30) ini dapat digunakan
untuk mengestimasi nilai rata-rata (central moments) dari peubah acak. Gauss
adalah yang pertama mengaplikasikan perataan kuadrat terkecil dalam hitungan

masalah astronomi sehingga metode least square ini menjadi populer.
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Bentuk umum model statistik tak linier yang menyatakan hubungan antar

variabel adalah:
y=1(X,p)+¢ (2.1)
dengan fungsi tak linier dalam parameter f dane ~ N (y, 02) .
Estimasi g dengan metode nonlinear least square bertujuan untuk

mendapatkan nilai 4 yang meminimumkan residual sum of squares(S ).

S=¢'¢ 22)
=(y=1(X.8) (y=f(X.5)) |
syarat perlu untuk minimalisasi adalah
0S
—=0 2.3
e (23)

Bila f (X, /3)adalah fungsi tak linier, dalam arti kata koefisiennya, maka

untuk mengstimasi nilai £yang meminimumkan objective function tidak dapat

diperoleh secara langsung sebagaimana pada model linier. Dengan kata lain, yang

dimaksud dengan mengestimasi g dari model tak linier adalah mencari solusi
persamaan (2.3) yang memberikan global minimum dari persamaan (2.2)
(Sanjoyo, 2006:5-6).

Ada dua cara untuk mengestimasi £ dengan metode nonlinear least
square, yaitu:

1. f(X,p)diaproksimasi dengan deret Taylor orde 1
2. S(B)=(y-f (X,ﬂ’))T (y— f (X, ))diaproksimasi dengan deret Taylor orde

2.
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Cara penaksiran pertama dikenal sebagai iterasi Gauss-Newton, sedangkan
cara penaksiran kedua dikenal sebagai iterasi Newton Rapshon (Aziz, 2010:55-
56).
2.5 Deret Taylor

Deret Taylor merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam
metode numerik terutama penyelesaiaan persamaan diferensial. Jika perhitungan
dengan fungsi yang sesungguhnya menghasilkan solusi sejati, maka perhitungan
dengan fungsi hampiran menghasilkan solusi hampiran (Munir, 2008:18-23).

s (8-(6-8") (5-1"))
dg'dg o 21

(2.4)

S(8)=S(8Y)+ 1,0 (B-87)+ 2(5-5)

1. Orde Nol
Apabila hanya diperhitungkan satu suku pertama dari ruas kanan maka

persamaan (2.4) dapat ditulis dalam bentuk:
s(8)~s(8") (2.5)
pada persamaan (2.5) yang disebut sebagai perkiraan order nol, nilai S pada
titik () sama dengan nilai (3") .
2. Orde Satu

Bentuk deret Taylor orde satu, yang memperhitungkan dua suku pertama, dapat

ditulis dalam bentuk:

o (8-8%) (2.6)



17

3. Orde Dua

ds

as (82" (5-1"))
+_
ds

s(p)~s(4") aFap 2i (27)

o (B-8Y) 45 (55"

2.6 Model Fungsi Produksi Cobb-Douglas
Model awal fungsi produksi Cobb-Douglas adalah sebagai berikut (Aziz,

2010:128-129):
Q=f(L,C)=yLC”* (2.8)
dimana:

Q = Output jumlah produksi (Quantity of Product)
L = Input tenaga kerja (Labour of Product)
C = Input modal (Capital of Product)

y,a, = Parameter positif yang konstan

Fungsi produksi Cobb-Douglas dibuat oleh matematikawan Charles W.
Cobb dan ekonom Faul H. Douglas sekitar tahun 1928. Fungsi produksi Cobb-

Douglas dapat memiliki beberapa bentuk, antara lain:

Pertama, Q = 5,”2C”¢ . Bentuk ini dapat ditransformasikan dalam bentuk fungsi

linier menjadi INQ=Ing +4,InL+£,InC+Ine, sehingga dapat diestimasi
dengan teknik statistik linier.
Kedua, Q= B L”*C” +¢. Bentuk ini tidak dapat ditransformasikan dalam

bentuk fungsi linier. Dengan kata lain fungsi tersebut adalah fungsi produksi
Cobb-Douglas tak linier sehingga harus diestimasi dengan teknik statistik tak

linier (Sanjoyo:1-2).
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2.7 Fungsi Distribusi
2.7.1 Distribusi Normal

Distribusi normal merupakan model distribusi peluang yang paling banyak
digunakan dalam statistika, terutama dalam berbagai penelitian di bidang ilmu-
ilmu biologi, fisika, sosial dll. Selain itu distribusi normal juga merupakan salah
satu pendekatan penyelesaian yang cukup baik bagi distribusi-distribusi lain,
seperti binomial dan poisson.

Wibisono (2005:290-291) mengatakan bahwa distribusi normal pertama
kali diperkenalkan oleh Abraham De  Moivre seorang ahli matematika
kebangsaan Perancis. Distribusi normal mempunyai model kurva berbentuk
simetris setangkup, menyerupai genta di sekitar satu nilai yang bertepatan dengan
puncak kurva yang menjulur ke Kiri dan menjulur ke kanan mendekati sumbu
datar sebagai asimtotnya. Distribusi normal adalah fungsi distribusi peubah acak

normal, dengan rataan x dan variansic?®. Bila X menyatakan suatu peubah acak
kontinu normal dengan parameter populasi zdan simpangan baku o, maka

fungsi yang menentukan kurva galat normal dengan rata-rata dan simpangan baku

adalah:

efi(x;ﬂ) (2.9)
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3.1 Estimasi Parameter lterasi Gauss Newton

Model awal fungsi produksi Cobb-Douglas(CD)adalah:
= —leC’
Q—f(L,C)—yLC 3.1)

misalkan fungsi produksi Cobb-Douglas persamaan (3.1):
y=p, a=pdan f=p,
maka model regresi fungsi produksi Cobb-Douglasmenjadi:
Q=pBL%C» +¢ (3.2)
dengan:
[L C]= X
maka persamaan (3.2) dapat ditulis sebagai:
Q=f(X.5)
Approksimasi f (X, 4)di sekitar f (X,ﬂ(l)) dengan nilai awal A" yang

ditentukan dengan menggunakan deret Taylororde 1, yaitu:

f(X.5)

Q

) :

f(x,ﬂ“)+T|ﬁm (B-A)

6f(X,,B) af(X,ﬂ)
0BT op"

=f (X,ﬂ(l))+ |ﬂ“) p— |ﬂ(1) 13(1) (3'3)
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Misalkan z (5 )adalah of (x,ﬂ)‘ . maka
6/7” O
y=f(X,B)+¢
n of (X, of (X, .

= (X’ﬂ()) (gﬂT )lmﬂ_ (ﬂT )‘ﬂmﬁ()"'g

:f( )+Z(ﬂ )B-Z(B) B0 +e (3.4)
atau

_f(x’ﬁ(l))JrZ(ﬁ(l))ﬂ(l):Z(ﬁ(l))ﬂ+g
y' (BY)=2(BY)B+¢ (3.5)

Bentuk persamaan di atas dikenal sebagai model pseudo-linier. Dari

bentuk ini, A4 dapat diestimasi dengan metode least square:

y(5)-2(5")
2(5°) v (8°)=2(6") 2(5°)s

(2(52) 2(5%) 2(8°) v (8)=(2(5) 2(6)) 2(5°) 2(5)5

(2(8) 2(87)) 2(8°) v (87)=1 (36)

setelah didapat akan dicari fungsi dari y"(8%)=2(8%)B sebagai berikut:

p=(2(8") 2(8")) 2(8°) v (87)

~(2(0) 2(8%) 2(°) (31 (x.8%)+2 (") ")

(2087 2(6)) 2 (80) y=(2(6°) 2(6%)) 2(5°) 1 (x.5°)
(2(7) 2057 2(5°) 25"

(2087 28] 25" v (208 2(87) 20 1 (X870
=(2(67) 2(8")) 2(8) (v-1(x.57)) 5"
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Karena dengan penyelesaian numerik susah dilakukan, maka setelah mendapat

fungsi g dengan menggunakan pendekatan Gauss Newton dimana dilakukan

estimasi pada g yang dinamakan g iterasi ke-2.

ﬂ(z):ﬂ(l)—{—(Z(ﬂ(l))TZ(ﬁ(l))) Z(ﬂ(l))T(y—f(X,,B(l)))

Approksimasi (X, 8) di sekitar f (X, 2?)adalah

., (X, B) :
fOA)= HX, )+ 52 o (5-5)

= (X, +2(8?)p-2(8?)p? (3.8)

sehingga didapatkan fungsi y adalah:

y="f(X.f%)+e
= f(X,8)+Z(B?)B-2(B?) B +& (3.9)

atau

y=fOGAN+Z(B2) B2 =2 (5 B+e

Y (8?)=2(8)p+e (3.10)
Setelah didapatkan £ iterasi ke-2 sehingga £ diestimasi kembali dengan metode

Ordinary Least Square sebagai berikut:

-1

(

(

() (2 (57) 2(5) 205 1 (x5
(%) 2(5)p°
(

(

ﬂ(2>)T(y_ f (X,ﬂ(Z))JFZ(ﬂ(Z))ﬂ(Z))
(

R

N

(82 )T 7 (ﬂ@)))lz(ﬂ@) )T (X, 42)+pO
! (y— £ (X,IB(Z)))JFIB(Z)
(y-1(x.87)) (3.11)



22

Inilah yang dinamakan dengan iterasi ke-3,
§0 =5 +(2(57) 2(57)) (5 (3-1(x.57)
Sehingga, secara umum diperoleh iterasi sebagai berikut:
p =+ (2(07) 2(87) 2(87) (v=1(x,87) 22

Iterasi diatas akan dilakukan terus-menerus sehingga didapatkan sifat £ yang

konvergen yaitu:

Fa & 17 (3.13)
sehingga didapat

Z(,B(”))T(y—f(x,ﬂ‘”))):o (3.14)
atau

Z(Bus) (Y= (X, Bys))=0 (3.15)

Persamaan terakhir ini merupakan pememenuhan syarat firts order condition

(FOC). Untuk mendapatkan nilai gyang dapat meminimumkan nilaisum of

squares error(S). Ditunjukkan dengan cara sebagai berikut:

(s

nx1 nx1

nx1 xn nx1

(
Ty—y" (X, 8)- (X, 8) y+ ' (X,B8)f(X,B)

Ixn  nx1

=y’ y—2[fT(X,ﬁ)y)+fT(X,ﬁ)f(X,ﬂ)

Ixn  nx1 nx1 1x
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menimumkan fungsi S terhadap /3 sebagai berikut:

%:0—2(f:(x,ﬂ)yj+(fT(X,ﬂ)"‘;(X'ﬂ)J+[fT(x’ﬁ)fT(x'ﬁ)jT

Ixi

_—Z(f:(x,ﬂ)y]+(f:(X,,B)nl:l(X,/J’)}{i: (X,ﬂ)ni(xlﬂ)]

1xi nx1 1x

:_g(f:(X,ﬂ)yj+2(fT(X"B)L(X'ﬁ)j

1x

nx1 Ixn 1xn 1xn

nx1 1Ixn

:asz(x,ﬂ)(Y-f(Xﬁﬂ)]

:_Zaa;|ims (y— f (XlﬂNLS))

—E7. (ﬂNLS)T (y— f (X'ﬂNLS))

& (3.16)

dengan demikian, maka persamaan (3.14) terbukti bahwa dengan iterasi ini
dijamin kekonvergenan suatu fungsi yang modelnya non linier dapat terpenuhi.

Sehingga untuk estimasi parameter fungsi produksi Cobb-Douglas

dengan modelQ = f (X,,B):ﬂlLﬂZCﬁS +&dengan menggunakan iterasi secara Gauss

Newtondidapat estimasi pada /3 adalah sebagai berikut:

'B(ml) _ ﬂ(n) —;(Z (ﬂ(n) )T 7 (,B(n) ))_1 @a(ﬂﬂ_) |ﬁ(”’ (3.17)

3.2 Sifat-sifat Estimasi

Salah satu cara menentukan sifat-sifat estimasi model fungsi regresi Cobb-
Douglas dengan iterasi Gauss Newton adalah dengan menentukan sifat-sifat dari
parameter 5.

3.2.1 Tak Bias (Unbias)

Estimatorﬂ(”“) adalah estimator tak bias dari parameter g karena

E(ﬂ(””))zﬂ.
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Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut:

-1

£(5)- €[5+ [2(5°) 2(87)) 2(5°) y-1(x ,m]j
(R R RN R e v

—E| g1 g p" +((Z(ﬂ("))T A (ﬂ(n)))i & ('B(n) )Tjgj

_ E(ﬂ(”)+ﬁ_ﬂ(n))
E(B)
p (3.18)

Sehingga terbukti bahwa persamaan (3.18)adalah estimator tak bias (unbias).
3.2.2 Konsisten

Estimasi yang konsisten adalah:
E(ﬂ(ml) ) E(ﬂ(nu)))z —0 jika n—>o0

Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut:

T

E (ﬂ(”*l) A= (ﬂ(”*l}))z =2 [(ﬂ(“ﬂ) 1 (ﬁ(”*l))) (ﬂ(”*l) _E (ﬂ(”*l))):l

Dari persamaandi atasdiperoleh E( ﬁ(”*l))z B, maka:

-0 (3.19)
Dari persamaan (3.19) diperoleh E( A E( ,3<"+1)))2 _o, makauntuk "

merupakanestimasi yang konsisten.
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Dikatakan estimatorefisien apabila mempunyai variansi yang kecil. Hal ini

dapat dijelaskan sebagai berikut:

() €] - 33 -e()

_ E[( B0 _ ey )T ( B _ ﬁ(mﬂ

Karena

var(ﬂ(”*l)): E (ﬁ
(

J (g <o)
ﬂm))}

) _g (g0 ¥
A -0 (B
(EERE)]
[calofatooy
: ") z(p") z
e

-E [Z(ﬁ

:(z
2(2

e

7 (ﬂm)))lj[(z (ﬁ(m)T 7 (ﬂ(n))jl
(4
7 (ﬂm))z (ﬁm))T (z (ﬂ(m)T 7 (ﬂ(n)))f o2

2

ks

)
B
(n
B
)

n
n
T
o

)

(2(s
Ta(o)
) (n ))

(n )
ﬂ(n )Tz(ﬂ )

(
(

Untuk mendapatkan [J’("“) yang efisien maka o harus sekecil mungkin.

N
—_
=
=
=
2

3]
N—
—_ 1

. ))1] (ng)[( z(p" )T z( ﬂ(m))l z(p" )T H

(3.20)
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3.3. IntegrasiAl-Qur’andengan Sains

Estimasi merupakan keterampilan untuk menentukan sesuatu tanpa
melakukan proses perhitungan secara eksak. Makna estimasi yang tertulis dalam
surat Al-Bagarah ayat 259 yaitu terdapat pada potongan ayat yang artinya “Satu
atau setengah hari”. Potongan ini mengandung unsur estimasi, karena dalam ayat
tersebut jawaban ‘“atau”yang diucapkan laki-laki tersebut tidak memberikan
kepastian kepada Malaikat yang bertanya mengenai berapa hari dia tinggal. Di
sini berarti hanya memperkirakan atau menduga-duga jumlah hari yang telah
dilaluinya. Hal ini sama dengan estimasi yang ada dalam statistika. Jika diketahui
ada suatu model tertentu yang belum diketahui parameternya, maka untuk mencari
nilai parameter tersebut dengan cara mengestimasi parameternya.

Ibnu Katsir (1989:1/432-434) memaparkan dalam tafsirnya yaitu sebagai
berikut:Penekanan maksud firman Allah ini ialah: “Atau seperti orang yang
melalui suatu negeri yang sunyi yang (temboknya) telah roboh menutupi
atapnya. "Para ulama’ ber-ikhtilaf mengenai siapa orang yang melintasi ini.
Apakah Uzair, atau Khidzir, atau Armiya bin Khalgiya, atau Hagin bin Bawar,
atau dia seseorang dari Bani Israel? Boleh jadi dia adalah Uzair. Pendapat yang
masyhur mengtakan bahwa yang dimaksud dengan negeri itu adalah Baitul
Mugaddas. Dia melintasinya setelah dihancurkan oleh Bukhatunnashir yang juga
membunuh penduduknya. “Sedang dia sunyi”, maksudnya tidak ada seorang pun
di negeri itu.

Firman Allah Ta’ala, “Dan (temboknya) telah roboh menutupi atapnya,”

yakni atap dan dinding rumah di negeri itu runtuh ke tanah. Orang itu berhenti
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sambil merenungkan mengapa menjadi demikian setelah sebelumnya ramai dan
besar. Dia berkata, “Bagaimana Allah akan menghidupkan kampung ini setelah ia
mati?” Hal itu diucapkannya setelah dia melihat kehancurannya demikian dahsyat
dan sangat sulit untuk menjadi ramai seperti sedia kala. Maka Allah berfirman
“Maka Allah mematikan orang itu seratus tahun, kemudian menghidupkannya
kembali.” Setelah kematiannya melewati 70 tahun, negeri itu menjadi ramai
kembali, penduduknya membangunnya kembali, dan Bani Israel pun kembali ke
sana. Setelah seratus tahun, Allah membangkitkannya dari kematiannya. Anggota
tubuh yang pertama kali dihidupkan-Nya ialah kedua matanya agar dia dapat
melihat perbuatan Allah, bagaimana Dia menghidupkan tubuhnya. Setelah dia
hidup secara utuh, Allah “berfirman” kepadanya melalui perantara malaikat,
“Berapa lama kamu tinggal?” dia menjawab, “Satu atau setengah hari.” Hal itu
disebabkan kematiannya terjadi pada awal siang dan peristiwa pembangkitannya
setelah serstua tahun terjadi pada akhir siang. Maka ketika dia melihat matahari
masih bersinar, dia menduganya sebagai matahari pada hari yang sama, sehingga
dia mengatakan “Atau setengah hari”.

Kemudian disebutkan pula dalam hadits yang diriwayatkan oleh Bukhari
tentang masalah estimasi vyaitu ‘“sesungguhnya Rasulullah SAW memberi
keringanan kepada mereka yang mempunyai ariyah untuk menjualnya dengan
kKira-kira (diestimasi)”. Arti kata mengira-ngira dalam hadits ini dalam statistika
dapat diartikan sebagai estimasi. Menjual buah berdasarkan takaran, kaitanya
dengan estimasi bahwasanya buah tersebut dijual dengan cara diestimasi atau

dengan memperkirakan. Dalam artian buah kurma yang masih berada di atas
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pohon dijual dengan cara diestimasi (dikira-kira) seharga atau sejumlahdengan
buah kurma kering dan begitu juga dengan buah anggur basah dijual dengan cara
diestimasi (dikira-kira) seharga atau sejumlah dengan buah anggur kering. Jadi
konsep estimasi sudah tertulis dalam Al-Qur’an dan Hadits sebagaimana yang

telah dijelaskan di atas.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Bentuk estimasi parameter fungsi produksi Cobb-Douglas yang diestimasi
menggunakan metode nonlinear least square dengan iterasi Gauss Newton

adalah:

o N Pl e s 05
B — gl )_E(Z(ﬂ( )z (B ))) %wm -
4.2 Saran
Dalam penelitian ini peneliti menggunakan fungsi produksi Cobb-
Douglasyang diestimasi menggunakan iterasi nonlinear least square yaitu iterasi
Gauss Newton. Bagi pembaca yang ingin melakukan penelitian serupa, peneliti
menyarankan untuk membandingkannyadenganiterasi yang lain seperti iterasi

Newton Rapshon, Marquardt-Levenberg, Quadratic-Hill Climbing.
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