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 ABSTRAK 

Afifa, Khusnul. 2015. Keterkaitan Antara Modul Bebas dengan Modul Dilihat 

dari Sifat-sifat Homomorfisme Modul. Skripsi. Jurusan Matematika 

Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (II) Dr. H. 

Munirul Abidin, M.Ag. 

 

Kata kunci: ring, basis, modul, modul bebas, homomorfisme modul 

 

Suatu 𝑅-modul dapat dipandang sebagai ruang vektor atas skalar 

gelanggang 𝑅. Tidak seperti halnya ruang vektor, tidak semua 𝑅-modul memiliki 

basis. Dalam hal suatu 𝑅-modul memiliki basis, maka 𝑅-modul tersebut disebut 

modul bebas. Dalam skripsi ini dibahas tentang cara untuk mengetahui suatu 𝑅-

modul adalah modul bebas atau bukan dengan memanfaatkan suatu modul bebas 

sebagai 𝑅-modul melalui media homomorfisma modul. 

Penelitian ini menggunakan metode kajian kepustakaan (library research), 

yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh data-data dan informasi serta objek 

yang digunakan dalam pembahasan masalah tersebut.  

Berdasarkan pembahasan dapat diperoleh bahwa suatu 𝑅-modul 

merupakan modul bebas jika 𝑅-modul tersebut isomorfik dengan suatu modul 

bebas sebagai 𝑅-modul. Artinya, suatu 𝑅-modul merupakan modul bebas jika 

terdapat suatu isomorfisma dari 𝑅-modul tersebut ke suatu modul bebas yang juga 

merupakan suatu 𝑅-modul. Lebih jauh lagi, jika suatu 𝑅-modul adalah modul 

bebas, maka 𝑅-modul tersebut isomorfik dengan 𝑅𝑛, dimana 𝑛 adalah kardinalitas 

dari basis bagi 𝑅-modul tersebut. 

Dalam studi modul, dikenal pula modul notherian. Untuk penelitian 

selanjutnya, dapat mengkaji tentang bagaimana mengetahui suatu modul adalah 

modul notherian atau bukan, metodenya mungkin melalui media homomorfisma 

modul juga, atau mungkin menggunakan media yang lain. 
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ABSTRACT 

Afifa, Khusnul. 2015. Relationship Between Free Module with Module Seen 

from Module Homomorphism. Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, Islamic State University of Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dr. Abdussakir, M.Pd (II) Dr. H. 

Munirul Abidin, M.Ag. 

 

Keywords: ring, basis, module, free module, module homomorphism 

 

𝑅-module can be considered as vector space over ring scalar 𝑅. Different 

from vector space, not all of 𝑅-module have basis. If 𝑅-module has basis, then the 

𝑅-module is called as free module. In this thesis, the way to know whether 𝑅-

module is free module or not will be discussed by using free module as 𝑅-module 

through module homomorphism media. 

In this research, the author used library research, which is conducting the 

research to obtain data and information about object that used in the discussion. 

Based on the discussion, it was obtained that 𝑅-module was free module if 

the 𝑅-module was isomorphic to free module as 𝑅-module. It means that 𝑅-

module was free module if there is isomorphism from the 𝑅-module to the free 

module which is an 𝑅-module. Furthermore, if an 𝑅-module was free module, 

then the 𝑅-module would be isomorphic with 𝑅𝑛, where 𝑛 is cardinality from 

basis for the 𝑅-module. 

In module study, there is notherian module. For the next research, it was 

expected to study about how to determine wether a module was notherian module 

or not. The method might be also through homomorphism media or might use 

other media.   
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 ملخّص

. التعليق بين وحدة القياس المستقلّ ووحدة القياس مطالعة من صفات ٥١٠٢العفيفة، حسن. 
، قسم الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعيهومومورفسمي وحدة القياس. بحث 

الحكومية مولانا مالك إبراهيم مالانج. المشرف الأول: الدكتور عبد امعة اإسلاممية الج
 الشاكر، والمشرف الثاني: الدكتور الحاج منير العابدين.

 
وحدة القياس، وحدة القياس المستقلّ، هومومورفسمي وحدة الخاتم، القاعدة،  : رئيسيةالكلمات ال

 . القياس
 

خامفا  .Rكمساحة ناقامت خامل حلقة العددية   القياس وحدة  -R ويمكن الاطامع على
 القياس وحدة  -R في حالة وجود. لديها قاعدة القياس وحدة  -R الفضاء ناقامت، وليس كل

في هذه الأطروحة لوف تناقش حول  . وحدة مجانية القياس حدة  -R لديها قاعدة، ثم يسمى
هي وحدة مجانية أو عدم الالتفادة من وحدة نمطية المجانية  القياس وحدة -Rكيفية العثور على 

 .وحدة القياس mohohomomoh   اإسعامملائل من و  القياس وحدة  -R باعتبارها

منهج البحث المستخدم هو بحث مكتبي يعني تنفيذ البحث للحصول على المعلومات، 
 واإسخبار، والموضوع المستخدم في بيان تلك المشكلة.

 - Rهو وحدة مجانية إذا وحدة القياس -R إلى المناقشة يمكن الحصول عليها أنوالتنادا 
وحدة  - Rوهذا هو. وحدة القياس -R غير متماثل إلى وحدة نمطية المجانية كما وحدة القياس

 -Rإلى وحدة نمطية الحرة التي هي  وحدة القياس -R هو وحدة خالية إذا كان هناك تماثل القياس
مع  ,𝑅𝑛 هو وحدة خالية، ثم تماثلية  وحدة القياس -R وعاموة على ذلك، إذا كان. وحدة القياس

𝑛  هو أصل من الألاس لمثلR- وحدة القياس. 
هناك ما المعروف بوحدة القياس المستقل، والمعروف أيضا بوحدة  وحدة القياس،في درالة 

 وحدة القياس، هل تكونفللبحث التالي، أن يبحث عن كيفية معرفة أيّ . Notherian القياس
Notherian هومومورفسمي وحدة القياس، أو بالوليلة لا، والمنهج المستخدم أيضا بوليلة  مأ

 .الأخرى
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BAB I 

PENDAHULUAN  

1.1 Latar Belakang 

Dewasa ini perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi (IPTEK) tidak 

pernah terlepas dari peran serta ilmu matematika. Hal itu disebabkan karena 

matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai macam 

ilmu yang lain dan selalu menghadapi berbagai macam fenomena yang semakin 

kompleks, serta matematika merupakan bahasa proses, teori dan aplikasi ilmu yang 

memberikan suatu bentuk dan kemanfaatan. Perhitungan matematika menjadi dasar 

bagi desain ilmu teknik, fisika, kimia maupun disiplin ilmu yang lainnya. Para ahli 

dari berbagai disiplin ilmu, menggunakan matematika untuk berbagai keperluan 

yang berkaitan dengan keilmuan mereka. Para ahli fisika menggunakan matematika 

untuk mengukur kuat arus listrik, merancang pesawat ruang angkasa, menganalisis 

gerak, mengukur kecepatan, dan lain-lain (Ghofur, 2008:1). 

Manusia diciptakan dengan kelebihan akal, serta mempunyai peranan 

penting untuk dapat menggali dan memanfaatkan segala bentuk ciptaanNya. 

Dengan segala kelebihannya manusia berperan untuk mengembangkan ilmu 

pengetahuan. Sehingga melalui aktivitas studi dan penelitiannya manusia 

diharuskan mampu memahami kebenaran al-Quran.  

َاللَّهََلََاَدََِوَليَِ عْلَمََ َمِنَْرَبِّكََفَ يُ ؤْمِنُ وْاَبهَِِفَ تُخْبِتََقُ لُوْبُ هُمَْوَاِنَّ َءَامَنُواَإِلَىَالْذِيْنََاوُْاتوُاَالْعِلْمََانََّهَُالَْْقُّ الَّذِيْنَ
سْتَقِيْمٍَ ٥٤َصِراَطٍَمُّ  

“Dan agar orang-orang yang telah diberi ilmu, meyakini bahwasanya al-quran 

itulah yang hak dari Tuhan-mu lalu mereka beriman dan tunduk hati mereka 
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kepadanya dan sesungguhnya Allah adalah pemberi petunjuk bagi orang-orang 

yang beriman kepada jalan yang lurus” (QS. al-Hajj/22:54). 

 

Telah banyak sekali ditemukan mukjizat ilmu pengetahuan dalam al-Quran 

secara garis besar, termasuk matematika. Al-Quran tidak mengangkat metode baru 

atau teknik baru dalam masalah ini, melainkan telah menunjukkan tentang adanya 

eksistensi dari sesuatu yang ada di balik alam semesta dengan cara yang sama 

seperti yang ia tunjukkan mengenai eksistensi dari alam semesta itu sendiri 

(Rahman, 1992:15). 

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya, ada 

rumusnya, atau ada persamaannya. Rumus-rumus yang ada sekarang bukan 

diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan 

dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir, 2007:79-80). 

Aljabar merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika. Sedangkan 

cabang dari ilmu aljabar itu sendiri antara lain aljabar abstrak dan aljabar linier. 

Aljabar abstrak merupakan bidang matematika yang mengkaji struktur aljabar. 

Beberapa bagian dari struktur aljabar yang memuat operasi biner yang memenuhi 

sifat-sifat tertentu adalah grup, ring, lapangan, dan modul. Grup merupakan struktur 

aljabar dengan satu operasi biner yang memenuhi syarat-syarat tertentu. Ring 

merupakan struktur aljabar dengan dua operasi biner yang memenuhi syarat-syarat 

tertentu (Raisinghania & Aggarwal, 1980:313). 

Sedangkan struktur aljabar yang dikembangkan dalam dua himpunan yang 

tidak kosong dengan dua operasi biner dan memenuhi syarat tertentu, yaitu 

distributif kanan, distributif kiri, assosiatif, dan mempunyai elemen identitas 

disebut dengan modul (Wildaniati, 2009:4). 
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Modul sendiri juga dapat dikembangkan menjadi beberapa sub pembahasan 

di antaranya adalah homomorfisme. Seperti halnya ring di dalamnya dibahas 

mengenai homomorfisme ring, maka di dalam modul juga dibahas mengenai 

homomorfisme modul. Homomorfisme modul merupakan suatu pemetaan dari 

suatu modul 𝑀 ke modul 𝑁 yang mengawetkan kedua operasi yang ada dalam 

modul. Homomorfisme modul dibedakan menjadi 3, yaitu homomorfisme yang 

merupakan pemetaan satu-satu (one to one/ injektif) disebut monomorfisme modul, 

homomorfisme yang merupakan pemetaan pada (onto/ surjektif) disebut 

epimorfisme modul, dan homomorfisme yang mempunyai sifat kedua-duanya 

(injektif dan surjektif) atau yang dikenal dengan istilah bijektif disebut isomorfisme 

modul (Khusniyah, 2007:2). 

Suatu modul yang memiliki basis atau himpunan pembangun disebut modul 

bebas. Jika 𝑀 adalah 𝑅-modul dan terdapat 𝑋 ⊆ 𝑀 dengan 𝑋 merupakan basis 

untuk 𝑀, maka 𝑀 disebut modul bebas (Wijna, 2009:27). 

Penelitian sebelumnya yang dilakukan Khusniyah pada tahun 2007, 

mengkaji tentang homomorfisme modul dan sifat-sifatnya yang dinyatakan dalam 

teorema dasar isomorfisme modul. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mengkaji 

tentang cara mengetahui suatu 𝑅-modul adalah modul bebas atau bukan dengan 

memanfaatkan suatu modul bebas sebagai 𝑅-modul melalui media homomorfisme 

modul, dengan judul penelitian “Keterkaitan Antara Modul Bebas dengan Modul 

Dilihat dari Sifat-sifat Homomorfisme Modul”. 

 

 

 



4 
 

 
 

1.2 Rumusan Masalah 

Sesuai latar belakang yang telah diuraikan di atas, maka permasalahan yang 

dapat dirumuskan adalah bagaimana keterkaitan antara modul bebas dengan modul 

dilihat dari sifat-sifat homomorfisme modul? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah yang telah dijelaskan di 

atas, maka tujuan pembahasan skripsi ini adalah untuk mengetahui dan 

menganalisis keterkaitan antara modul bebas dengan modul dilihat dari sifat-sifat 

homomorfisme modul. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

1. Bagi Penulis 

Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan 

dengan homomorfisme modul dan modul bebas. 

2. Bagi Lembaga 

Sebagai tambahan bahan kepustakaan untuk rujukan penelitian dan bahan 

perkuliahan khususnya mata kuliah aljabar abstrak. 

3. Bagi Pembaca 

Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan lebih lanjut mengenai aljabar 

abstrak. 
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1.5 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian 

kepustakaan (library research), yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh 

data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan dalam pembahasan 

masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan argumentasi penalaran 

keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai suatu permasalahan atau 

topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian ini.  

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam 

membahas penelitian ini adalah: 

1. Mendefinisikan kembali tentang modul, modul bebas, dan homomorfisme 

modul serta membuat contohnya dan contoh yang salah 

2. Mendefinisikan monomorfisme modul, epimorfisme modul, dan isomorfisme 

modul  

3. Membuat contoh dan contoh yang salah dari monomorfisme modul, 

epimorfisme modul, dan isomomorfisme modul dengan menggunakan domain 

modul bebas dan kodomainnya modul 

4. Dari poin 3 didapatkan dua teorema baru dan membuktikan teorema tersebut 

serta memberikan contohnya. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Agar dalam pembahasan skripsi ini sistematis, mudah ditelaah dan 

dipahami, maka digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. 

Masing-masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai 

berikut: 
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Bab I Pendahuluan 

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep yang mendukung bagian 

pembahasan. Konsep-konsep tersebut di antaranya fungsi, operasi 

biner, grup, ring, modul, modul bebas, serta kajian keislaman tentang 

modul dan modul bebas. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini penulis mengkaji tentang pembahasan yang berisi 

pembuktian suatu 𝑅-modul merupakan modul bebas jika terdapat 

suatu isomorfisma dari 𝑅-modul tersebut ke suatu modul bebas yang 

juga merupakan suatu 𝑅-modul. 

Bab IV Penutup  

Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan 

saran untuk peneliti selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Fungsi  

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B didefinisikan sebagai aturan 

yang memasangkan masing-masing anggota A dengan tepat satu anggota B. Jika 

𝑎 ∈ 𝐴 oleh f dipasangkan dengan 𝑏 ∈ 𝐵, maka ditulis 𝑓(𝑎) = 𝑏. Himpunan A 

disebut domain dari f, dan ditulis dengan 𝐷𝑓. Range dari f, ditulis 𝑅𝑓, didefinisikan 

dengan 𝑅𝑓 = {𝑏 ∈ 𝐵|(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓, untuk suatu a ∈ 𝐴}.  

Definisi 1  

Suatu fungsi dari himpunan S ke T adalah aturan yang mengaitkan setiap 

anggota S dengan tepat satu anggota T. Anggota S disebut domain dari 

fungsi, dan himpunan T disebut kodomain (Durbin, 1992:12). 

Contoh: 

Misal 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dan 𝐵 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} 

Fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 seperti pada diagram sebagai berikut: 

 𝐴   

  𝐵 

 

 

  

 

Maka 𝑓(𝑎) = 𝑧, 𝑓(𝑏) = 𝑥, 𝑓(𝑐) = 𝑧, 𝑓(𝑑) = 𝑦 

 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑓 
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Definisi 2 

Fungsi 𝑓: 𝑆 → 𝑇 dikatakan satu-satu atau injektif, jika untuk setiap 𝑥1 dan 

𝑥2 di S yang dipetakan sama oleh f, yaitu 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2), berlaku 𝑥1 = 𝑥2 

(Arifin, 2000:8). 

Contoh: 

Misalkan 𝑓: 𝑅 → 𝑅 dengan 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2. Akan ditunjukkan bahwa f fungsi 

satu-satu. 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, dengan 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

Karena 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦), maka 

3𝑥 + 2 = 3𝑦 + 2  

3𝑥 + 2 − 2 = 3𝑦 + 2 − 2  

   3𝑥 = 3𝑦 .............. ruas kanan dan kiri dikalikan 
1

3
. 

     𝑥 = 𝑦    

Karena untuk sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, dengan 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) berlaku 𝑥 = 𝑦, maka 

disimpulkan f satu-satu. 

Definisi 3 

Fungsi 𝑓: 𝑆 → 𝑇 dikatakan pada atau surjektif , jika untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑇 

terdapat 𝑥 ∈ 𝑆 yang memenuhi 𝑓(𝑥) = 𝑦 (Arifin, 2000:8). 

Contoh: 

Misalkan 𝑓: 𝑅 → 𝑅 dengan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 4. Akan ditunjukkan bahwa f surjektif. 

Ambil sebarang 𝑏 ∈ 𝑅∃𝑎 ∈ 𝑅, dengan 𝑓(𝑎) = 𝑏  

Sehingga 𝑎 =
𝑏−4

2
  

Sedemikian sehingga 𝑓(𝑎) = 2 (
𝑏−4

2
) + 4  
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  = 𝑏 − 4 + 4  

𝑓(𝑎) = 𝑏  

Karena untuk ∀𝑏 ∈ 𝑅∃𝑎 ∈ 𝑅 berlaku 𝑓(𝑎) = 𝑏, maka disimpulkan f surjektif. 

Definisi 4 

Fungsi 𝑓: 𝑆 → 𝑇 dikatakan bijektif atau korespondensi satu-satu jika dan 

hanya jika f injektif dan surjektif (Whitelaw, 1995:51). 

Contoh: 

Misalkan 𝐴 = {𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧} dan 𝐵 = {1,2,3,4} 

Fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 seperti pada diagram berikut: 

 𝐴 𝑓 𝐵 

   

 

 

  

 

𝑓(𝑤) = 3, 𝑓(𝑥) = 4, 𝑓(𝑦) = 1, 𝑓(𝑧) = 2  

Maka 𝑓 adalah fungsi satu-satu dan pada (bijektif). 

 

2.2 Operasi Biner 

Definisi 5 

Operasi + pada suatu himpunan tidak kosong 𝐺 adalah biner jika dan 

hanya jika 𝑎 ∈ 𝐺, 𝑏 ∈ 𝐺 maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐺, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.  

Sifat tersebut dari operasi di 𝐺 dikatakan tertutup dan jika sifat ini 

memenuhi operasi + di 𝐺 (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:27)..  

1 

2 

3 

4 

𝑤 

𝑥 

𝑦 

𝑧 
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Misal (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 × 𝑆 maka bayangan dari pasangan terurut (𝑎, 𝑏) di S di 

bawah pemetaan + ditulis 𝑎 + 𝑏. Dengan kata lain operasi biner + memasangkan 

setiap 𝑎 dan 𝑏 dari himpunan S  dengan suatu 𝑎 + 𝑏 elemen dari himpunan S. 

Selanjutnya + dikatakan sebagai operasi biner pada S. Salah satu contoh operasi 

biner adalah penjumlahan, pengurangan, dan perkalian pada bilangan real ℝ, 

sebab 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ , maka 𝑎 + 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 − 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ ℝ (Khusniyah, 2007:17). 

Definisi 6 

Suatu operasi biner + pada suatu himpunan G dikatakan komutatif jika 

dan hanya jika untuk setiap 𝑎 , 𝑏 ∈ 𝐺, maka 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 (Whitelaw, 

1995:63). 

Contoh: 

𝑍 adalah himpunan bilangan bulat. 

(𝑍,+) adalah grup. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, sehingga 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

Jadi, berlaku sifat komutatif terhadap operasi +.  

Definisi 7 

Suatu operasi biner + pada suatu himpunan G bersifat assosiatif jika dan 

hanya jika setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

(Whitelaw, 1995:62). 

Contoh: 

𝑍 adalah himpunan bilangan bulat 

(𝑍,+) adalah grup. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍, sehingga (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

Jadi, berlaku sifat assosiatif terhadap operasi +. 



11 
 

Definisi 8  

Suatu operasi biner + pada suatu himpunan 𝐺 dikatakan mempunyai 

elemen identitas jika dan hanya jika ada 𝑒 ∈ 𝐺 sehingga berlaku 𝑒 + 𝑎 =

𝑎 + 𝑒 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝐺 (Raisinghania & Aggarwal, 1980:28). 

Contoh: 

𝑍 adalah himpunan bilangan bulat 

(𝑍,+) adalah grup 

Ambil 𝑎 ∈ 𝑍 

Dan 𝑒 ∈ 𝑍 dimana 𝑒 adalah identitas 

Maka 𝑎 + 𝑒 = 𝑎 

𝑎 + 𝑒 − 𝑎 = 𝑎 − 𝑎  

   𝑒 = 0  

Sehingga diperoleh 𝑒 = 0, dimana 0 ∈ 𝑍 

Jadi, 0 adalah identitas pada (𝑍,+). 

Definisi 9  

Jika himpunan 𝐺 terhadap operasi biner + mempunyai elemen identitas 𝑒, 

maka suatu elemen 𝑏 ∈ 𝐺 dikatakan invers dari 𝑎 ∈ 𝐺 jika dan hanya jika 

𝑏 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑒 (Raisinghania & Aggarwal, 1980:29). 

Invers dari 𝑎 terhadap operasi biner ditulis 𝑎−1 (dibaca “invers a”). 

Contoh: 

𝑍 adalah himpunan bilangan bulat 

(𝑍,+) adalah grup 

Ambil 𝑎, 𝑎−1 ∈ 𝑍 

Dimana 𝑎−1 adalah invers dari a 
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Sehingga 𝑎 + 𝑎−1 = 𝑒 

Dimana e adalah identitas 

Maka ∀𝑎 ∈ 𝑍 

Pasti memiliki 𝑎−1 ∈ 𝑍 

Dimana a + (–a) = 0 

Jadi, 0 adalah identitas 𝑍 pada operasi +. 

 

2.3 Grup  

Salah satu struktur aljabar yang paling sederhana adalah grup. Grup 

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner 

yang memenuhi beberapa aksioma, di antaranya, assosiatif, memiliki elemen 

identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak terpenuhi 

maka bukan grup. 

Definisi 10  

Misalkan 𝐺 adalah suatu himpunan tak kosong dan pada 𝐺 didefinisikan 

operasi biner +. Sistem aljabar (𝐺,+) disebut grup jika memenuhi 

aksioma-aksioma: 

a. Operasi + bersifat assosiatif  di 𝐺 

(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺  

b. 𝐺 mempunyai unsur identitas terhadap operasi + 

Misalkan 𝑒 unsur di 𝐺 sedemikian hingga  

𝑎 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑎 , ∀𝑎 ∈ 𝐺 maka 𝑒 disebut unsur identitas. 
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c. Setiap unsur di 𝐺 mempunyai invers terhadap operasi + 

Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 ada a−1∈ 𝐺 yang disebut sebagai invers dari a, 

sehingga 𝑎−1 + 𝑎 = 𝑎 + 𝑎−1 = 𝑒, dimana e adalah unsur identitas di 𝐺 

(Raisinghania dan Anggarwal, 1980:31). 

Contoh: 

Selidiki apakah (𝑍, +) merupakan grup? 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑍.  

1. Ambil 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍, maka (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎(𝑏 + 𝑐) 

jadi operasi penjumlahan bersifat assosiatif di 𝑍. 

2. ∃0 ∈ 𝑍 sehingga 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎 , ∀𝑎 ∈ 𝑍 

jadi 0 adalah identitas penjumlahan 

3. Untuk masing-masing 𝑎 ∈ 𝑍 ada (−𝑎) ∈ 𝑍, sehingga 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 =

0 

Jadi invers dari 𝑎 adalah – 𝑎 

Maka (𝑍,+) adalah grup. 

Definisi 11 

Grup (𝐺, +) dikatakan grup komutatif jika untuk setiap unsur 𝑎 dan 𝑏 di 𝐺 

berlaku 𝑎 + 𝑏 =  𝑏 + 𝑎 (Arifin, 2000:36). 

Contoh: 

Selidiki apakah (𝑁, +) merupakan grup komutatif. 

Diketahui (𝑁,+) adalah grup 

misal 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁, maka 𝑚+ 𝑛 = 𝑛 +𝑚 

Jadi (𝑁,+) adalah grup komutatif. 
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2.4 Ring  

2.4.1 Definisi Ring   

Pada bagian ini dikembangkan suatu struktur aljabar yang terdiri dari satu 

himpunan tak kosong dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring 

(Raisinghania & Aggarwal, 1980:313). 

Definisi 12 

𝑅 adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner  yang 

dilambangkan dengan + dan × (penjumlahan  pada operasi pertama dan 

perkalian pada operasi kedua) disebut ring jika memenuhi syarat-syarat 

sebagai berikut: 

i. (𝑅,+) adalah grup komutatif 

ii. Operasi × bersifat asssosiatif 

(𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  

iii. Operasi × bersifat distributif terhadap + di 𝑅, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 

(𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = (𝑎 × 𝑐) + (𝑏 × 𝑐)           (distributif kanan) 

𝑎(𝑏 + 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐)            (distributif kiri) 

(Dummit & Foote, 1991:225). 

Sebenarnya operasi yang digunakan tidak harus sama seperti itu, masih 

bisa menggunakan operasi yang lain, hanya saja pada penulisan skripsi ini penulis 

menggunakan operasi + dan ×. Selanjutnya untuk notasi ring dengan operasi + 

dan × dapat dituliskan dengan (𝑅,+,×). 

Contoh: 

Diberikan (𝑍,+,×), dengan ℤ adalah himpunan bilangan bulat. Selidiki apakah 

(𝑍,+,×) adalah ring. 
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Berdasarkan definisi ring, diselidiki sebagai berikut: 

i. (𝑍,+) adalah grup komutatif  

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍 maka 𝑎 × b ∈ 𝑍 

ii. Operasi × bersifat assosiatif di 𝑍 yaitu untuk sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍 berlaku 

𝑎 × (b × c) = (a × b) × c  

iii. Operasi × bersifat distributif terhadap operasi + di 𝑍 yaitu untuk sebarang 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍 berlaku  

𝑎 × (b + c) = (a × b) + (a × c)  

(𝑎 + 𝑏) × c = (a × c) + (b × c)  

Definisi 13 

(𝑅,+,×) disebut ring komutatif jika ring tersebut memenuhi hukum 

komutatif terhadap operasi kedua atau berlaku 𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

(Dummit & Foote, 1991:225). 

Contoh: 

Bilangan bulat 𝑍 merupakan suatu ring komutatif terhadap operasi penjumlahan 

dan perkalian.  

(𝑍,+) merupakan grup komutatif. 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍, maka (𝑍,+,×) memenuhi: 

i. tertutup 

𝑎 × 𝑏 ∈ 𝑍, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍  

ii. assosiatif 

𝑎 × (𝑏 × 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) × 𝑐, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍  

iii. distributif 

𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍  
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iv. komutatif  

𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍  

maka 𝑍 merupakan ring komutatif. 

Definisi 14 

Suatu ring 𝑅 dengan operasi pada ring dilambangkan dengan (𝑅, +,×) 

disebut memiliki pembagi nol (zero divisor), jika ada dua elemen a dan b 

anggota 𝑅 dengan 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0 sedemikian sehingga 𝑎 × 𝑏 = 0 

(Raisinghania & Aggarwal, 1980:314). 

Contoh: 

Misalkan (𝑍8, +,×) merupakan ring himpunan bilangan bulat modulo 8. Tentukan 

pembagi nol dari 𝑍8 tersebut! 

𝑍8 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅}  

0̅ = 8̅ = 16̅̅̅̅ = 24̅̅̅̅ = 32̅̅̅̅ = 40̅̅̅̅ = 48̅̅̅̅ = 56̅̅̅̅ = 64̅̅̅̅   

2̅ pembagi nol karena ∃2̅ ∋ 2.̅ 4̅ = 8̅ = 0 

4̅ pembagi nol karena ∃4̅ ∋ 4.̅ 2̅ = 8̅ = 0 

Jadi pembagi nol dari 𝑍8 adalah 2̅ dan 4̅. 

Definisi 15 

Misal (𝑅,+,×) adalah ring. Jika ada 𝑥 ∈ 𝑅 sehingga 𝑥 × 𝑦 = 𝑦 × 𝑥 = 𝑦. 

Maka 𝑥 disebut unsur satuan di 𝑅 dan ditulis 1. Maka ring yang memuat 

unsur satuan disebut ring satuan (Hidayanto & Irawati, 2000:11). 

Contoh: 

Selidiki apakah (𝑅, +,×) dengan 𝑅 bilangan real adalah ring dengan unsur satuan? 

a. (𝑅, +) adalah grup komutatif karena 

1. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅  
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Jadi 𝑅 tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

2. Ambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, maka (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

Operasi penjumlahan bersifat assosiatif di 𝑅. 

3. ∃0 ∈ 𝑅 sehingga 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝑅 

0 adalah identitas penjumlahan. 

4. Untuk masing-masing 𝑎 ∈ 𝑅 ada (−𝑎) ∈ 𝑅, sehingga 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) +

𝑎 = 0 

invers dari 𝑎 adalah – 𝑎 

5. Operasi + bersifat komutatif di 𝑅 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

b. Operasi × bersifat assosiatif di 𝑅 

(𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  

c. Operasi × bersifat distributif terhadap + 

(𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = (𝑎 × 𝑐) + (𝑏 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  

𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  

d. Memuat unsur satuan 

Misal 𝑎 ∈ 𝑅, sehingga 𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 = 𝑏 

Maka unsur satuannya 1. Selanjutnya untuk 𝑎 ∙ 𝑏 ditulis 𝑎𝑏 saja. 

Jadi (𝑅,+,×) merupakan ring satuan. 

2.4.2 Homomorfisme Ring 

Definisi 16 

  Misalkan 𝑅 dan 𝑆 adalah ring. Homomorfisme ring adalah pemetaan 

 𝜑:𝑅 → 𝑆 jika memenuhi syarat-syarat berikut: 

i. 𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 
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ii. 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 (Dummit & Foote, 1991:239). 

Jika pemetaan 𝑅 ke 𝑆 tersebut bersifat satu-satu (injektif) maka disebut 

monomorfisme, jika pemetaan tersebut bersifat kepada (surjektif) maka disebut 

epimorfisme, sedangkan pemetaan 𝑅 ke 𝑆 tersebut bersifat injektif dan surjektif 

maka disebut isomorfisme (Hartley & Hawkes, 1970:19). 

Contoh:  

Misal 𝜑 adalah homomorfisme dari suatu pemetaan 𝜑:𝑅 → 𝑅1 yang didefinisikan 

𝜑(𝑥) = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑅. Akan ditunjukkan 𝜑 adalah homomorfisme ring. 

Ambil 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 

𝜑(𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)  

= (𝑎) + (𝑏)  

= 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏)  

Selanjutnya 

𝜑(𝑎𝑏) = (𝑎𝑏)  

= (𝑎) (𝑏)  

= 𝜑(𝑎) 𝜑(𝑏)  

Jadi 𝜑(𝑅) adalah homomorfisme di 𝑅. 

 

2.5 Modul 

2.5.1 Definisi Modul 

Definisi 17 

Misalkan (𝑅,+,×) adalah ring. 𝑅-modul di 𝑅 adalah himpunan 𝑀 yang 

memenuhi: 

i. (𝑀,+) adalah grup komutatif 
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ii. Diberikan pemetaan 𝑅 ×𝑀 → 𝑀, dimana 𝑟𝑚, ∀𝑟 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ 𝑀 yang 

memenuhi: 

a. Distributif kanan 

(𝑟 + 𝑠)𝑚 = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑚, ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ 𝑀  

b. Distributif kiri 

𝑟(𝑚 + 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑟𝑛, ∀𝑟 ∈ 𝑅,𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀  

c. Assosiatif 

(𝑟𝑠)𝑚 = 𝑟(𝑠𝑚), ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ 𝑀  

Jika R mempunyai unsur identitas 1 maka 

d. 1𝑚 = 𝑚, ∀𝑚 ∈ 𝑀 (Dummit & Foote, 1991:315). 

Contoh: 

Diketahui 𝑍5 adalah himpunan modulo 5, yaitu  (𝑍5 = {0,1,2,3,4}). 

Diketahui (𝑍5, +) adalah grup komutatif dan (𝑍,+,×) adalah ring. 

Akan dibuktikan 𝑍5 adalah 𝑍-modul, sehingga harus  memenuhi:   

i. (𝑍5, +) adalah grup komutatif 

ii. Diberikan pemetaan 𝜑: 𝑍 × 𝑍5 → 𝑍5, dimana 𝑧𝑟 ∈ 𝑍 , ∀𝑧 ∈ 𝑍, 𝑟 ∈ 𝑍5 yang 

memenuhi: 

a. Operasi penjumlahan bersifat distributif kanan 

(𝑧1 + 𝑧2)𝑟 = 𝑧1𝑟 + 𝑧2𝑟 , ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑍, 𝑟 ∈ 𝑍5  

(𝑧1 + 𝑧2)𝑟 = 𝑟 + 𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟⏟            
𝑧1+𝑧2

  

= 𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟⏟        
𝑧1

+ 𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟⏟        
𝑧2

  

= 𝑧1𝑟 + 𝑧2𝑟  
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b. Operasi perkalian bersifat assosiatif 

(𝑧1 × 𝑧2)𝑟 = 𝑧1(𝑧2𝑟), ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑍, 𝑟 ∈ 𝑍5  

  = 𝑟 + 𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟⏟            
𝑧1×𝑧2

  

  = 𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟 ⏟         
𝑧2

𝑟 + 𝑟 +⋯+ 𝑟⏟         
𝑧2

 𝑟 + 𝑟 + ⋯+ 𝑟⏟        
𝑧2⏟                            

𝑧1

  

= 𝑧1(𝑧2𝑟)  

c. Operasi penjumlahan bersifat distributif kiri 

𝑧(𝑟1 + 𝑟2) = 𝑧𝑟1 + 𝑧𝑟2 , ∀𝑧 ∈ 𝑍, 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑍5  

𝑧(𝑟1 + 𝑟2) = 𝑧 + 𝑧 + 𝑧 +⋯+ 𝑧⏟            
𝑟1+𝑟2

  

 = 𝑧 + 𝑧 +⋯+ 𝑧⏟        
𝑟1

+ 𝑧 + 𝑧 +⋯+ 𝑧⏟        
𝑟2

  

 = 𝑧𝑟1 + 𝑧𝑟2  

d. 𝑍5 mempunyai unsur identitas 1 

1 ∙ 𝑟 = 𝑟 , ∀𝑟 ∈ 𝑍5  

Jadi 𝑍5 adalah suatu 𝑍-modul. 

2.5.2 Sub Modul 

Definisi 18 

Misal 𝑅 adalah ring dan 𝑀 adalah 𝑅-modul. 𝑅-submodul di 𝑅 adalah 𝑁 

subgrup dari 𝑀 yang bersifat tertutup terhadap elemen-elemen ring, yaitu 

𝑟𝑛 ∈ 𝑁, ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ 𝑁 (Dummit & Foote, 1991:315). 

Teorema 1 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan 𝑀 adalah 𝑅-modul. Subset 𝑁 di 𝑀 adalah 

submodul di 𝑀 jika dan hanya jika: 

a. 𝑁 ≠ ∅ 
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b. 𝑥 + 𝛼𝑦 ∈ 𝑁, ∀𝛼 ∈ 𝑅, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁 (Dummit & Foote, 1991:320). 

Bukti 

a. Jika 𝑁 adalah submodul di 𝑀 maka 0 ∈ 𝑁 jadi 𝑁 ≠ ∅. 

b. 𝑁 bersifat tertutup terhadap operasi penjumlahan 

Misal 𝛼 = −1, maka 

𝑥 + (−1)𝑦 = 𝑥 + (−𝑦)  

= 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑁  

Maka 𝑥 + 𝛼𝑦 ∈ 𝑁, ∀𝛼 ∈ 𝑅, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁. 

2.5.3 Homomorfisme Modul 

Definisi 19 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan misalkan 𝑀 dan 𝑁 adalah 𝑅-modul. Pemetaan 

𝜑:𝑀 → 𝑁 disebut homomorfisme modul jika pemetaan itu memenuhi 

syarat sebagai berikut: 

a) 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀  

b) 𝜑(𝛼𝑥) = 𝛼𝜑(𝑥), ∀𝛼 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 (Dummit & Foote, 1991:322). 

Contoh: 

Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝑀 = 𝑁 = 𝑅 adalah 𝑅-modul atas dirinya sendiri, dengan 

pemetaan 𝜑:𝑀 → 𝑁 yang didefinisikan dengan 𝜑(𝑥) = 2𝑥 adalah homomorfisme 

modul, karena: 

a) 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 2(𝑥 + 𝑦) 

= 2𝑥 + 2𝑦  

= 2(𝑥) + 2(𝑦)  

= 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦)  
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b) 𝜑(𝛼𝑥) = 2(𝛼𝑥) 

= 2𝛼(𝑥)  

= 𝛼2𝑥  

= 𝛼(2(𝑥))  

= 𝛼𝜑(𝑥)  

 

2.6  Modul Bebas 

2.6.1 Definisi Modul Bebas 

Definisi 20 

Diketahui 𝑀 adalah 𝑅-modul. Jika terdapat 𝑋 ⊆ 𝑀 dengan 𝑋 merupakan 

basis untuk 𝑀, maka 𝑀 disebut modul bebas (Wijna, 2009:27). 

2.6.2 Basis  

Definisi 21 (Kombinasi Linier) 

Misalkan 𝑀 suatu R-modul dan 𝑋 ⊆ 𝑀. Unsur 𝑦 ∈ 𝑀 dikatakan 

kombinasi linier dari 𝑋 jika untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dapat diungkapkan dalam 

bentuk  

𝑦 = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 

 dimana 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 adalah skalar (Anton, 1987:145). 

Definisi 22 (Merentang) 

Misalkan 𝑀 suatu R-modul dan 𝑋 ⊆ 𝑀. Jika untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dapat 

dinyatakan sebagai kombinasi linier maka dikatakan bahwa 𝑋 merentang 

𝑀 (Anton, 1987:146). 

Definisi 23 (Bebas Linier) 

Misalkan 𝑀 suatu R-modul dan 𝑋 ⊆ 𝑀. Maka persamaan  
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𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 

Mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni 

𝛼1 = 0, 𝛼2 = 0,… , 𝛼𝑛 = 0 

Jika ini adalah satu-satunya pemecahan, maka 𝑋 dinamakan himpunan 

bebas linier. Jika ada pemecahan lain, maka 𝑆 dinamakan himpunan tak 

bebas linier (Anton, 1987:151).  

Definisi 24 (Basis) 

Diketahui 𝑀 adalah 𝑅-modul dan 𝑋 ⊆ 𝑀. Himpunan 𝑋 dikatakan basis 

untuk 𝑀 jika dan hanya jika: 

a. 𝑋 merentang 𝑀 

b. 𝑋 bebas linier (Anton, 1987:158). 

Contoh: 

1. Diketahui 𝑅3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅}. Misalkan 𝑢1 = (1,0,0), 𝑢2 =

(0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1). Tunjukkan bahwa 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ⊆ 𝑅
3 adalah basis 

dari 𝑅3! 

Penjelasan: 

Diketahui 𝑅3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅}  

Misalkan 𝑢1 = (1,0,0), 𝑢2 = (0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1)  

Akan ditunjukkan 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ⊆ 𝑅
3 adalah basis dari 𝑅3. 

Berdasarkan definisi basis, 𝑆 dikatakan basis dari 𝑅3 jika: 

i. 𝑆 merentang  𝑅3  

Untuk memperlihatkan bahwa 𝑆 merentang 𝑅3, maka harus diperlihatkan 

bahwa sebarang vektor 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ∈ 𝑅
3 dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier dari vektor-vektor pada 𝑆, dapat dituliskan sebagai 
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𝑏 = 𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2 + 𝛼3 ∙ 𝑢3  

menjadi 

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = 𝛼1(1,0,0) + 𝛼2(0,1,0) + 𝛼3(0,0,1)  

Secara ekuivalen menjadi 

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)  

Sehingga terbukti bahwa 𝑆 merentang 𝑅3. 

ii. 𝑆 bebas linier 

Berdasarkan definisi bebas linier, 𝑆 dikatakan bebas linier jika: 

𝑢1 = (1,0,0), 𝑢2 = (0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1) pada 𝑅3. Ruas komponen persamaan 

vektor  

𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2 + 𝛼3 ∙ 𝑢3 = 0  

menjadi 

𝛼1(1,0,0) + 𝛼2(0,1,0) + 𝛼3(0,0,1) = (0,0,0)  

Secara ekuivalen menjadi 

(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) = (0,0,0)  

Jadi 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 0, sehingga 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) bebas linier. 

Maka terbukti bahwa 𝑆 merupakan basis dari 𝑅3. 

 

2.7 Kajian Keislaman Tentang Modul dan Modul Bebas  

2.7.1 Kajian Keislaman Tentang Modul 

Al-Quran bukan hanya berbicara ilmu agama yaitu halal dan haram, pahala 

dan dosa, surga dan neraka, lebih dari itu di dalamnya terdapat banyak hal yang 

berkaitan dengan masalah keduniawian, mulai masalah sains dan teknologi, sosial, 

politik, ekonomi, hukum, dan sebagainya. Ada banyak sumber kajian tentang itu 
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semua yang menjadikan al-Quran sebagai acuannya. Oleh karena itu disini akan 

dibuktikan bahwa al-Quran tidak hanya membahas tentang ilmu agama saja akan 

tetapi membahas tentang masalah ilmu aljabar juga. 

Aljabar abstrak merupakan salah satu cabang dari ilmu aljabar. Diantara 

konsep penting pada aljabar abstrak adalah modul dan modul bebas. Yang mana 

di dalamnya dibahas tentang himpunan dan operasinya serta mempunyai syarat-

syarat atau aksioma-aksioma yang berbeda. Dalam al-Quran kajian tentang modul 

dan modul bebas salah satu diantaranya yaitu tentang himpunan. 

Himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan-pembahasan 

mengenai aljabar abstrak. Himpunan juga merupakan kumpulan benda atau objek-

objek atau lambang-lambang yang mempunyai arti yang dapat didefinisikan 

dengan jelas mana yang merupakan anggota himpunan dan mana yang bukan 

anggota himpunan.  

Di dalam al-Quran konsep himpunan telah tercantum. Seperti halnya 

kehidupan manusia di dunia terbagi menjadi beberapa kelompok, dimana 

kelompok-kelompok tersebut merupakan himpunan yang terdiri dari beberapa 

manusia yang disebut sebagai objek-objek yang terdefinisi dan memiliki sifat-sifat 

khusus. Jika dikaitkan dengan konsep Islam yaitu seperti yang terdapat dalam 

salah satu ayat dalam al-Quran Surat al-Waqi’ah ayat 7-10 yang berbunyi: 

 وَأَصْحاَبُ الْمَشْئَمَةِ مَاأَصْحَابُ  ٨فأََصْحَابُ الْمَيْمَنَةِ مَاأَصْحَابُ الْمَيْمَنَةِ  ٧وكَُنْتُمْ أزَْوَاجًا ثَلاثَةًَ 

ابِقُ  ٩الْمَشْئَمَةِ  ابقُِوْنَ السَّ ١وْنَ وَالسَّ  
“Dan kamu menjadi tiga golongan 7). Yaitu golongan kanan. Alangkah mulianya 

golongan kanan itu 8). dan golongan kiri. Alangkah sengsaranya golongan kiri 

itu 9). dan orang-orang yang beriman paling dahulu 10)” (QS. al-Waqi’ah/56:7-

10). 
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Maksud dari ayat al-Quran di atas dijelaskan bahwasanya pada hari kiamat 

Allah membagi manusia menjadi tiga golongan, yaitu: 

1. Golongan kanan adalah mereka yang menerima buku catatan amal dengan 

tangan kanan, golongan ini merupakan golongan yang sangat mulia. 

2. Golongan kiri adalah mereka yang menerima buku catatan amal dengan tangan 

kiri, golongan ini merupakan golongan yang amat sengsara. 

3. Orang-orang yang beriman paling dahulu. 

Kata golongan kanan dan kiri pada ayat di atas pada konsep aljabar dapat 

diartikan sebagai suatu modul. Sebab modul merupakan suatu himpunan dengan 

operasinya yang memiliki sifat-sifat khusus. Jika suatu modul merupakan modul 

kanan dan modul kiri, maka secara umum disebut modul. 

2.7.2 Kajian Keislaman Tentang Modul Bebas 

 Al-Quran merupakan kitab Allah Swt yang di dalamnya terkandung ilmu-

ilmu Allah Swt, untuk mendapatkan ilmu tersebut perlu mengkaji al-Quran secara 

mendalam. Konsep modul bebas dalam al-Quran juga tercantum surat al-Anfal 

ayat 2 yang berbunyi: 

اَ الْمُؤْمِنُ وْنَ الَّذِيْنَ  مْ إنََّّ إِذَا ذكُِراَللَّهُ وَجِلَتْ قُ لُوْبُ هُمْ وَإِذَا تلُِيَتْ عَلَيْهِمْ ءَايَ تُهُ زاَدَتْ هُمْ إِيْْاَنَاً وَعَلىَ رَبِّهِ
لُوْنَ      ٢ يَ تَ وكََّ

“Sesungguhnya orang-orang yang beriman ialah mereka yang bila disebut nama 

Allah gemetarlah hati mereka, dan apabila dibacakan ayat-ayatNya 

bertambahlah iman mereka (karenanya), dan hanya kepada Tuhanlah mereka 

bertawakkal” (QS. al-Anfal/8:2). 

 

Maksud dari ayat diatas menjelaskan bahwa orang yang beriman adalah 

mereka yang memiliki tiga sifat seperti diuraikan berikut ini: pertama, mereka 

yang apabila ingat kepada Allah, mengakui kebesaranNya, serta mengingat janji 

dan ancamanNya, maka timbullah ketakutan dalam jiwanya. 
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Kedua, mereka yang apabila dibacakan atau membaca al-Quran yang 

diturunkan kepada Muhammad, maka bertambahlah imannya, berangsur-angsur 

sempurnalah keyakinannya, dan meningkatlah kesungguhan beramal. 

Ketiga, mereka sepenuhnya menyerahkan diri kepada Allah, tidak kepada 

sesuatu yang lain. Mereka bertawakkal dan beramal dengan sesungguh hati, di 

samping mengerjakan ibadah agama. Ketiga sifat yang sudah disebut ini 

merupakan sifat-sifat hati atau berkaitan dengan hati.  

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma takwa tidak 

cukup berbekal kemampuan intelektual semata, tetapi perlu didukung secara 

bersama dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif dan 

logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan imajinatif 

serta mengembangkan pendekatan rasional empiris dan logis. 

Seringkali dijumpai dalam masyarakat umum sebuah pandangan bahwa 

konsep agama dan matematika tidak memiliki relasi yang setara. Agama yang 

diekspresikan oleh para pemeluknya di satu sisi cenderung memfokuskan diri 

pada kegiatan yang bersifat ritual suci dan ukhrawi, sedangkan matematika 

memiliki corak yang kental. Namun, dalam sejarah dapat dicermati bahwa agama 

ternyata memiliki peran yang signifikan dalam membangunkan umatnya dalam 

tidur panjangnya untuk mengkaji ilmu matematika lebih mendalam. 

Seperti halnya modul dan modul bebas juga merupakan ilmu matematika 

yang perlu dikaji. Modul bebas juga merupakan modul, tetapi tidak setiap modul 

memiliki himpunan pembangun. Jika suatu modul memiliki himpunan 

pembangun, maka terdapat sifat pada himpunan pembangun tertentu yang disebut 

basis. Secara umum suatu modul yang memiliki basis disebut modul bebas. 
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Sehingga jika dikaitkan dengan ayat al-Quran di atas bahwasannya 

manusia yang berkarakter orang beriman mempunyai sifat-sifat khusus yang dapat 

membangun manusia menjadi orang yang beriman. Sehingga membuahkan 

kemuliaan dan kekuatan dalam menjalankan dan menjaga keimanannya kepada 

Allah Swt. 
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 BAB III 

PEMBAHASAN 

Apabila selama ini dikenalkan suatu konsep aljabar mengenai ruang 

vektor, maka modul merupakan perumuman dari ruang vektor. Pada modul, syarat 

skalar diperumum menjadi elemen pada suatu ring dan bukan lapangan. Dengan 

demikian ruang vektor merupakan suatu kasus khusus dari modul dan karena sifat 

modul yang lebih luas dari ruang vektor maka ada berbagai sifat-sifat trivial pada 

ruang vektor menjadi non-trivial pada modul.  

Modul merupakan struktur aljabar yang dikembangkan dalam dua 

himpunan yang tidak kosong dengan dua operasi biner dan memenuhi syarat 

tertentu. Dalam teori modul tidak terlepas dari struktur grup dan ring, yang dalam 

hal ini grupnya adalah grup komutatif dan ring dengan elemen satuan.  

Di dalam bab ini akan diulas kembali tentang definisi beserta contoh dan 

contoh yg salah dari modul, modul bebas, dan homomorfisma modul. Kemudian 

dibahas tentang  cara untuk mengetahui suatu 𝑅-modul adalah modul bebas atau 

bukan dengan memanfaatkan suatu modul bebas sebagai 𝑅-modul melalui media 

homomorfisma modul. 

 

3.1 Modul 

Definisi 25 

Misalkan (𝑅, +,×) adalah ring. 𝑅-modul di 𝑅 adalah himpunan 𝑀 yang 

memenuhi: 

1. (𝑀, +) adalah grup komutatif 
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2. Diberikan pemetaan 𝑅 × 𝑀 → 𝑀, didefinisikan (𝑟, 𝑚) → 𝑟𝑚, ∀𝑟 ∈

𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀 jika memenuhi: 

a) Distributif kanan 

(𝑟 + 𝑠)𝑚 = 𝑟𝑚 + 𝑠𝑚, ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀  

b) Distributif kiri  

𝑟(𝑚 + 𝑛) = 𝑟𝑚 + 𝑟𝑛, ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀  

c) Assosiatif  

(𝑟𝑠)𝑚 = 𝑟(𝑠𝑚), ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀  

Jika 𝑅 mempunyai unsur identitas 1 maka 

d) 1𝑚 = 𝑚, ∀𝑚 ∈ 𝑀 (Dummit & Foote, 1991:315). 

Contoh: 

1. Misalkan (𝑅, +,×) adalah ring. Diberikan 𝑅𝑛 adalah himpunan 𝑛-tuple yang 

didefinisikan dengan 𝑅𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)|𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}, ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛. 

Akan ditunjukkan 𝑅𝑛 adalah 𝑅-modul. 

Penjelasan: 

Berdasarkan definisi modul, 𝑅𝑛 dikatakan 𝑅-modul jika: 

i. (𝑅𝑛, +) adalah grup komutatif 

Akan ditunjukkan 𝑅𝑛 adalah grup komutatif terhadap operasi penjumlahan 

yaitu memenuhi: 

a) Operasi + tertutup di 𝑅𝑛 

Ambil sebarang 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

maka 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) 

 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) ∈ 𝑅𝑛  

Jadi 𝑅𝑛 tertutup terhadap operasi penjumlahan. 
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b) Operasi + bersifat assosiatif di 𝑅𝑛 

Ambil sebarang 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

maka (𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) + 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 + (𝑦𝑖 + 𝑧𝑖)  

(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) + 𝑧𝑖 = [(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)] + (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)  

= (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)  

= (𝑥1 + 𝑦1 + 𝑧1, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)  

= (𝑥1 + (𝑦1 + 𝑧1), 𝑥2 + (𝑦2 + 𝑧2), … , 𝑥𝑛 + (𝑦𝑛 + 𝑧𝑛))  

= (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1 + 𝑧1, 𝑦2 + 𝑧2, … , 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛)  

= (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + [(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) + (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛)]  

= 𝑥𝑖 + (𝑦𝑖 + 𝑧𝑖) ∈ 𝑅𝑛  

Jadi 𝑅𝑛 bersifat assosiatif terhadap operasi +. 

c) 𝑅𝑛 mempunyai elemen identitas terhadap operasi + 

Ambil sebarang 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

maka 𝑥𝑖 + 0 = 𝑥𝑖  

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (0,0, … ,0) = (𝑥1 + 0, 𝑥2 + 0, … , 𝑥𝑛 + 0)  

 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑛  

Jadi 𝑅𝑛 mempunyai elemen identitas terhadap operasi + yaitu 0. 

d) 𝑅𝑛 mempunyai invers terhadap operasi +  

Ambil sebarang 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

Invers dari 𝑥𝑖 = −𝑥𝑖  

maka 𝑥𝑖 + (−𝑥𝑖) = 0  

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (−𝑥1, −𝑥2, … , −𝑥𝑛) = (𝑥1 − 𝑥1, 𝑥2 − 𝑥2, … , 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛)  

= (0,0, … ,0)  

= 0 ∈ 𝑅𝑛  
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Jadi 𝑅𝑛 mempunyai invers terhadap operasi +. 

e) Operasi + bersifat komutatif di 𝑅𝑛 

Ambil sebarang 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

maka 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖 + 𝑥𝑖  

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)  

= (𝑦1 + 𝑥1, 𝑦2 + 𝑥2, … , 𝑦𝑛 + 𝑥𝑛)  

= (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) + (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

= 𝑦𝑖 + 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛   

Jadi 𝑅𝑛 komutatif terhadap operasi + 

Sehinggga 𝑅𝑛 merupakan grup komutatif. 

ii. Diberikan pemetaan 𝜑: 𝑅 × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 yang didefinisikan (𝑟, 𝑥𝑖) → 𝑟𝑥𝑖  , ∀𝑟 ∈

𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 yang memenuhi: 

a) Operasi + bersifat distributif kanan  

Ambil sebarang 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

(𝑟 + 𝑠) × 𝑥𝑖 = (𝑟 + 𝑠) × (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

= ((𝑟 + 𝑠)𝑥1, (𝑟 + 𝑠)𝑥2, … , (𝑟 + 𝑠)𝑥𝑛)  

= ((𝑟𝑥1 + 𝑠𝑥1), (𝑟𝑥2 + 𝑠𝑥2), … , (𝑟𝑥𝑛 + 𝑠𝑥𝑛))  

= (𝑟𝑥1, 𝑟𝑥2, … , 𝑟𝑥𝑛) + (𝑠𝑥1, 𝑠𝑥2, … , 𝑠𝑥𝑛)  

= 𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + 𝑠(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

= 𝑟𝑥𝑖 + 𝑠𝑥𝑖  

b) Operasi + bersifat distributif kiri 

Ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

𝑟 × (𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) = 𝑟[(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)]  

 = 𝑟(𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)  
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 = (𝑟(𝑥1 + 𝑦1), 𝑟(𝑥2 + 𝑦2), … , 𝑟(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛))  

 = ((𝑟𝑥1 + 𝑟𝑦1), (𝑟𝑥2 + 𝑟𝑦2), … , (𝑟𝑥𝑛 + 𝑟𝑦𝑛))  

 = (𝑟𝑥1, 𝑟𝑥2, … , 𝑟𝑥𝑛) + (𝑟𝑦1, 𝑟𝑦2, … , 𝑟𝑦𝑛)  

 = 𝑟(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + 𝑟(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  

 = 𝑟𝑥𝑖 + 𝑟𝑦𝑖  

c) Operasi × bersifat assosiatif  

Ambil sebarang 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

(𝑟 × 𝑠)𝑥𝑖 = (𝑟 × 𝑠) × (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

= ((𝑟 × 𝑠)𝑥1, (𝑟 × 𝑠)𝑥2, … , (𝑟 × 𝑠)𝑥𝑛)  

= (𝑟𝑠𝑥1, 𝑟𝑠𝑥2, … , 𝑟𝑠𝑥𝑛)  

= 𝑟(𝑠𝑥1, 𝑠𝑥2, … , 𝑠𝑥𝑛)  

= 𝑟(𝑠(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛))  

= 𝑟(𝑠𝑥𝑖)  

d) 𝑅𝑛 mempunyai elemen identitas 

Ambil sebarang 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

1𝑥𝑖 = 1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

  = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

  = 𝑥𝑖  

Jadi 𝑅𝑛 adalah 𝑅-modul. 

2. Diberikan (𝑅, +,×) adalah ring. Tunjukkan apakah 𝑅  adalah 𝑅-modul! 

 Penjelasan: 

i) Karena 𝑍 subring dari 𝑅, maka (𝑍, +) adalah grup komutatif 

ii) Diberikan pemetaan 𝑅 × 𝑍 → 𝑍, didefinisikan (𝑟, 𝑧) → 𝑟𝑧, ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑧 ∈ 𝑍, 

maka terdapat (√3, 𝑧) ∈ 𝑅 × 𝑍 untuk sebarang 𝑧 ∈ 𝑍 berlaku √3. 𝑧 ∉ 𝑍. 
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Artinya terdapat elemen di 𝑅 × 𝑍 yang tak memiliki peta di 𝑍. Jadi pemetaan 

𝑅 × 𝑍 → 𝑍 bukan merupakan suatu fungsi yang well-defined. 

Dari poin ii), maka dapat disimpulkan bahwa 𝑍  bukan 𝑅-modul. 

 

3.2 Modul Bebas 

Tidak setiap modul memiliki himpunan pembangun. Jika suatu modul 

memiliki himpunan pembangun, maka terdapat sifat pada himpunan pembangun 

tertentu yang disebut dengan basis. Berikut akan dibahas mengenai basis dan 

modul bebas. 

Definisi 26 (Basis) 

Diketahui 𝑀 adalah 𝑅-modul dan 𝑋 ⊆ 𝑀. Himpunan 𝑋 dikatakan basis 

untuk 𝑀 jika dan hanya jika memenuhi: 

a. 𝑋 merentang 𝑀 

b. 𝑋 bebas linier (Anton, 1987:158). 

Contoh: 

1. Diketahui 𝑅 adalah ring satuan dan 𝑅3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅}. Misalkan 𝑢1 =

(1,0,0), 𝑢2 = (0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1). Tunjukkan bahwa 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ⊆ 𝑅3 

adalah basis dari 𝑅3! 

Penjelasan: 

Diketahui 𝑅3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅}  

Misalkan 𝑢1 = (1,0,0), 𝑢2 = (0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1)  

Akan ditunjukkan 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ⊆ 𝑅3 adalah basis dari 𝑅3. 
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Berdasarkan definisi basis, 𝑆 dikatakan basis dari 𝑅3 jika: 

i. 𝑆 merentang 𝑅3  

Untuk memperlihatkan bahwa 𝑆 merentang 𝑅3, maka harus diperlihatkan 

bahwa sebarang vektor 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ∈ 𝑅3 dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier dari vektor-vektor pada 𝑆, dapat dituliskan sebagai 

𝑏 = 𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2 + 𝛼3 ∙ 𝑢3  

menjadi 

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = 𝛼1(1,0,0) + 𝛼2(0,1,0) + 𝛼3(0,0,1)  

Secara ekuivalen menjadi 

(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)  

Sehingga terbukti bahwa 𝑆 merentang 𝑅3. 

ii. 𝑆 bebas linier 

Berdasarkan definisi bebas linier, 𝑆 dikatakan bebas linier jika: 

𝑢1 = (1,0,0), 𝑢2 = (0,1,0), 𝑢3 = (0,0,1) pada 𝑅3. Ruas komponen persamaan 

vektor  

𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2 + 𝛼3 ∙ 𝑢3 = 0  

menjadi 

𝛼1(1,0,0) + 𝛼2(0,1,0) + 𝛼3(0,0,1) = (0,0,0)  

Secara ekuivalen menjadi 

(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) = (0,0,0)  

Jadi 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼3 = 0, sehingga 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) bebas linier. 

Maka terbukti bahwa 𝑆 merupakan basis dari 𝑅3. 

2. Diketahui 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅}. Misalkan 𝑣1 = (1, −2), 𝑣2 = (−2,4). 

Tunjukkan apakah 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2} ⊆ 𝑅2 adalah basis dari 𝑅2! 
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Penjelasan:  

Diketahui 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅} 

Misalkan 𝑣1 = (1, −2), 𝑣2 = (−2,4) 

Akan dianalisis apakah 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2} adalah basis dari 𝑅2. 

Untuk variabel 𝛼1, 𝛼1 ∈ 𝑅, Tinjau persamaan  

𝛼1 ∙ 𝑣1 + 𝛼2 ∙ 𝑣2 = 0 

menjadi 

𝛼1(1, −2) + 𝛼2(−2,4) = (0,0) 

Secara ekuivalen menjadi 

(𝛼1, −2𝛼1) + (−2𝛼2, 4𝛼2) = (0,0)  

(𝛼1 − 2𝛼2, −2𝛼1 + 4𝛼2) = (0,0)  

Dengan menyamakan komponen yang bersesuaian akan memberikan 

 𝛼1 − 2𝛼2 = 0  

−2𝛼1 + 4𝛼2 = 0  

Maka dapat dipilih 𝛼1 = 2 ≠ 0 dan 𝛼2 = 1 ≠ 0 sehingga memenuhi sistem 

persamaan di atas. Karena terdapat 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑅 dengan 𝛼1 ≠ 0 ≠ 𝛼2, yaitu 𝛼1 = 2 

dan 𝛼2 = 1 yang memenuhi   

𝛼1 ∙ 𝑣1 + 𝛼2 ∙ 𝑣2 = 0 

Maka 𝑆 bukan himpunan bebas linear. Akibatnya 𝑆 bukan basis dari 𝑅2. 

Definisi 27 (Modul Bebas) 

Diketahui 𝑀 adalah 𝑅-modul. Jika terdapat 𝑋 ⊆ 𝑀 dengan 𝑋 merupakan 

basis untuk 𝑀, maka 𝑀 disebut modul bebas (Wijna, 2009:27). 
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Contoh: 

1. Misalkan (𝑅, +,×) adalah ring. 𝑅2 adalah himpunan vektor-vektor di ruang 2 

yang didefinisikan dengan 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅}. Diberikan 𝑢1 = (1,0), 𝑢2 =

(0,1) dan 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2) ⊆ 𝑅2. Akan ditunjukkan 𝑅2 adalah modul bebas. 

Penjelasan: 

Misalkan 𝑅2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅}  

Diketahui 𝑢1 = (1,0), 𝑢2 = (0,1) dan 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2) ⊆ 𝑅2. 

Akan ditunjukkan 𝑅2 adalah modul bebas. 

Berdasarkan definisi modul bebas, 𝑅2 dikatakan modul bebas jika:  

i. 𝑅2 adalah ring 

Berdasarkan definisi ring, 𝑅2 dikatakan ring jika: 

1) (𝑅2, +) adalah grup komutatif 

a) Operasi + tertutup di 𝑅2 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅2, maka 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)     

  = (𝑎 + 𝑐 , 𝑏 + 𝑑) ∈ 𝑅2  

b) Operasi + bersifat assosiatif di 𝑅2 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑), 𝑧 = (𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅2, maka 

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = ((𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)) + (𝑒, 𝑓)  

   = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑) + (𝑒, 𝑓)  

   = (𝑎 + 𝑐 + 𝑒, 𝑏 + 𝑑 + 𝑓)  

   = (𝑎 + (𝑐 + 𝑒), 𝑏 + (𝑑 + 𝑓))  

   = (𝑎, 𝑏) + (𝑐 + 𝑒, 𝑑 + 𝑓)  
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   = (𝑎, 𝑏) + ((𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓))  

   = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

c) 𝑅2 mempunyai elemen identitas terhadap operasi + 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2, maka 

𝑥 + 0 = 𝑥. 

𝑥 + 0 = (𝑎, 𝑏) + (0,0)  

     = (𝑎 + 0, 𝑏 + 0)  

     = (𝑎, 𝑏) 

     = 𝑥   

Jadi 𝑅2 mempunyai elemen identitas operasi + yaitu 0. 

d) 𝑅2 mempunyai invers terhadap operasi + 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2, maka 

Invers dari 𝑥 = −𝑥, maka 

𝑥 + (−𝑥) = 0  

𝑥 + (−𝑥) = (𝑎, 𝑏) + (−𝑎, −𝑏)  

      = (𝑎 − 𝑎, 𝑏 − 𝑏)  

      = (0,0)  

      = 0 ∈ 𝑅2  

Jadi 𝑅2 mempunyai invers terhadap operasi +. 

e) Operasi + bersifat komutatif di 𝑅2 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅2, maka 

𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥   

𝑥 + 𝑦 = (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)  

  = (𝑎 + 𝑐 , 𝑏 + 𝑑)  
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  = (𝑐 + 𝑎 , 𝑑 + 𝑏)  

  = (𝑐, 𝑑) + (𝑎, 𝑏)  

  = 𝑦 + 𝑥 ∈ 𝑅2.  

Jadi 𝑅2 komutatif terhadap operasi +. 

Jadi 𝑅2 terbukti grup komutatif. 

2) Operasi × bersifat assosiatif di 𝑅2 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑), 𝑧 = (𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅2, maka 

(𝑥 × 𝑦) × 𝑧 = 𝑥 × (𝑦 × 𝑧)  

(𝑥 × 𝑦) × 𝑧 = ((𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑)) × (𝑒, 𝑓)  

  = (𝑎 × 𝑐, 𝑏 × 𝑑) × (𝑒, 𝑓)  

  = (𝑎 × 𝑐 × 𝑒, 𝑏 × 𝑑 × 𝑓)  

  = (𝑎 × (𝑐 × 𝑒), 𝑏 × (𝑑 × 𝑓))  

  = (𝑎, 𝑏) × (𝑐 × 𝑒, 𝑑 × 𝑓)  

  = (𝑎, 𝑏) × ((𝑐, 𝑑) × (𝑒, 𝑓))  

  = 𝑥 × (𝑦 ×× 𝑧)  

3) Operasi × bersifat distributif terhadap operasi + di 𝑅2 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑), 𝑧 = (𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅2, maka 

(𝑥 + 𝑦) × 𝑧 = (𝑥 × 𝑧) + (𝑦 × 𝑧)  

(𝑥 + 𝑦) × 𝑧 = ((𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)) × (𝑒, 𝑓)  

  = ((𝑎, 𝑏) × (𝑒, 𝑓)) + ((𝑐, 𝑑) × (𝑒, 𝑓))  

  = (𝑥 × 𝑧) + (𝑦 × 𝑧)  (distributif kanan) 

𝑥 × (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 × 𝑦) + (𝑥 × 𝑧)  

𝑥 × (𝑦 + 𝑧) = (𝑎, 𝑏) × ((𝑐, 𝑑) + (𝑒, 𝑓))  
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  = ((𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑)) + ((𝑎, 𝑏) × (𝑒, 𝑓))  

  = (𝑥 × 𝑦) + (𝑥 × 𝑧)  (distributif kiri) 

Jadi 𝑅2 terbukti ring. 

ii. 𝑅2 adalah modul. 

Berdasarkan definisi modul, 𝑅2 dikatakan 𝑅2-modul jika: 

1) (𝑅2, +) adalah grup komutatif. 

2) Diberikan pemetaan 𝑅 × 𝑅2 → 𝑅2, didefinisikan (𝑟, 𝑥) → 𝑟𝑥, ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈

𝑅2 yang memenuhi: 

a) Operasi + bersifat distributif kanan  

Ambil sebarang 𝑟 = (𝑟1, 𝑟2), 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑅, 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2, maka 

(𝑟 + 𝑠) × 𝑥 = (𝑟 × 𝑥) + (𝑠 × 𝑥)  

(𝑟 + 𝑠) × 𝑥 = ((𝑟1, 𝑟2) + (𝑠1, 𝑠2)) × (𝑎, 𝑏)  

  = ((𝑟1, 𝑟2) × (𝑎, 𝑏)) + ((𝑠1, 𝑠2) × (𝑎, 𝑏))   

  = (𝑟 × 𝑥) + (𝑠 × 𝑥)  

b) Operasi + bersifat distributif kiri 

Ambil sebarang 𝑟 = (𝑟1, 𝑟2) ∈ 𝑅, 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅2, maka 

𝑟 × (𝑥 + 𝑦) = (𝑟 × 𝑥) + (𝑟 × 𝑦)  

𝑟 × (𝑥 + 𝑦) = (𝑟1, 𝑟2) × ((𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑))  

   = ((𝑟1, 𝑟2) × (𝑎, 𝑏)) + ((𝑟1, 𝑟2) × (𝑐, 𝑑))   

   = (𝑟 × 𝑥) + (𝑟 × 𝑦)  

c) Operasi × bersifat assosiatif 

Ambil sebarang 𝑟 = (𝑟1, 𝑟2), 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2) ∈ 𝑅, 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2, maka 

(𝑟 × 𝑠) × 𝑥 = 𝑟 × (𝑠 × 𝑥)  
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(𝑟 × 𝑠) × 𝑥 = ((𝑟1, 𝑟2) × (𝑠1, 𝑠2)) × (𝑎, 𝑏)  

  = (𝑟1 × 𝑠1 × 𝑎, 𝑟2 × 𝑠2 × 𝑏)  

  = (𝑟1, 𝑟2) × (𝑠1 × 𝑎, 𝑠2 × 𝑏)  

  = (𝑟1, 𝑟2) × ((𝑠1, 𝑠2) × (𝑎, 𝑏))  

  = 𝑟 × (𝑠 × 𝑥)  

d) 𝑅2 mempunyai elemen identitas 1 

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2, maka 

1𝑥 = 𝑥  

1𝑥 = (1,1)(𝑎, 𝑏)  

= (𝑎, 𝑏)  

= 𝑥  

Jadi 𝑅2 adalah 𝑅-modul. 

iii. 𝑅2 memiliki basis, maka: 

Misalkan (𝑅2, +,×) adalah ring 

Diketahui 𝑅2 adalah 𝑅-modul 

Diketahui 𝑢1 = (1,0), 𝑢2 = (0,1)  

Akan ditunjukkan 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2) ⊆ 𝑅2 adalah basis dari 𝑅2.  

Berdasarkan definisi basis, 𝑆 dikatakan basis dari 𝑅2 jika: 

a) 𝑆 merentang 𝑅2 

Untuk memperlihatkan bahwa 𝑆 merentang 𝑅2, maka harus diperlihatkan 

bahwa sebarang vektor 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2) ∈ 𝑅2 dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier dari vektor-vektor pada 𝑆, dapat dituliskan sebagai 

𝑒 = 𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2  
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menjadi 

(𝑒1, 𝑒2) = 𝛼1(1,0) + 𝛼2(0,1)   

Secara ekuivalen menjadi 

(𝑒1, 𝑒2) = (𝛼1, 𝛼2)  

Sehingga terbukti bahwa 𝑆 merentang 𝑅2. 

b) 𝑆 bebas linier 

Berdasarkan definisi bebas linier, 𝑆 dikatakan bebas linier jika: 

Persamaan homogen dengan variabel 𝛼1, 𝛼2 pada 𝑅2, yaitu  

𝛼1 ∙ 𝑢1 + 𝛼2 ∙ 𝑢2 = 0  

Hanya memiliki solusi trivial, yaitu 𝛼1 = 𝛼2 = 0 

Persamaan homogen diatas ekivalen dengan 

𝛼1(1,0) + 𝛼2(0,1) = (0,0)  

Secara ekuivalen menjadi 

(𝛼1, 𝛼2) = (0,0)  

Jadi 𝛼1 = 𝛼2 = 0, sehingga 𝑆 = (𝑢1, 𝑢2) bebas linier. 

Maka terbukti bahwa 𝑆 merupakan basis dari 𝑅2. 

Sehingga 𝑅2 sebagai 𝑅-modul bebas. 

2. 𝑍2 adalah 𝑍-modul, namun bukan modul bebas. 

Penjelasan: 

Satu-satunya pembangun di 𝑍2, yaitu {1} tak bebas linear, karena terdapat 

2 ∈ 𝑍 dimana 2 ≠ 0, berlaku 2 ∙ 1 = 0 di 𝑍2. Oleh karena itu 𝑍2 tak memiliki 

basis, jadi 𝑍2 bukan modul bebas. 
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3.3 Homomorfisme Modul 

Homomorfisme modul merupakan pemetaan dari suatu modul ke modul 

yang lain yang mengawetkan kedua operasi yang ada dalam modul tersebut. 

Berikut definisi yang digunakan untuk penelitian ini agar mendapatkan suatu 

teorema baru dari hasil penelitian ini. 

Definisi 28 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan misalkan 𝑀 dan 𝑁 adalah 𝑅-modul. Pemetaan 

𝜑: 𝑀 → 𝑁 disebut homomorfisme modul jika pemetaan itu memenuhi 

syarat sebagai berikut: 

a) 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀  

b) 𝜑(𝛼𝑥) = 𝛼𝜑(𝑥), ∀𝛼 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 (Dummit & Foote, 1991: 322). 

Contoh: 

1. Diberikan 𝑅 dan 𝑅2 sebagai 𝑅-modul. Melalui pemetaan 𝜑: 𝑅2 → 𝑅 yang 

didefinisikan dengan 𝜑(𝑥) = 0𝑅. Akan ditunjukkan 𝜑 adalah homomorfisme 

modul. 

Penjelasan: 

𝑅 dan 𝑅2 adalah 𝑅-modul: 

Pemetaan 𝜑: 𝑅2 → 𝑅 yang didefinisikan dengan 𝜑(𝑥) = 0𝑅. 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2, akan ditunjukkan bahwa 𝜑 adalah homomorfisme 

modul. 

Berdasarkan definisi homomorfisme modul, 𝜑 dikatakan homomorfisme modul 

jika memenuhi sifat-sifat berikut: 

i. 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦)  

𝜑(𝑥 + 𝑦) = 0𝑅 ( berdasarkan definisi 𝜑, karena 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑅2 ) 
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Di lain pihak, 

𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) = 0𝑅 + 0𝑅 = 0𝑅  

Jadi 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 

ii. 𝜑(𝛼𝑥)  = 𝛼𝜑(𝑥)    

𝜑(𝛼𝑦) = 0𝑅 ( berdasarkan definisi 𝜑, karena 𝛼𝑦 ∈ 𝑅2 ) 

Di lain pihak, 

𝛼𝜑(𝑦) = 𝛼0𝑅 = 0𝑅  

𝜑(𝛼𝑥) = 𝛼𝜑(𝑥)  

Jadi 𝜑 terbukti homomorfisme modul. 

2. Diberikan 𝑅 dan 𝑅2 adalah 𝑅-modul. Dengan pemetaan 𝜑: 𝑅2 → 𝑅 yang 

didefinisikan dengan 𝜑(𝑥) = (𝑥1 + 𝑥2)2, dimana 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2). Apakah 𝜑 

adalah homomorfisme modul! 

Penjelasan: 

Diketahui 𝑅 dan 𝑅2 adalah 𝑅-modul 

Pemetaan 𝜑: 𝑅2 → 𝑅 yang didefinisikan dengan 𝜑(𝑥) = (𝑥1 + 𝑥2)2  

Ambil sebarang 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) anggota 𝑅2 dan 𝛼 anggota 𝑅, maka 

𝜑(𝛼𝑥) = (𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2)2  

  = 𝛼2(𝑥1 + 𝑥2)2  

  = 𝛼2𝜑(𝑥)  

Karena 𝛼2𝜑(𝑥) = 𝛼𝜑(𝑥) hanya berlaku untuk 𝛼 = 0 atau 𝛼 = 1 atau 𝑥 = (0,0). 

Dengan kata lain 𝜑(𝛼𝑥) = 𝛼𝜑(𝑥) tidak berlaku untuk sebarang 𝛼 di  𝑅 dan 𝑥 di 

𝑅2. Oleh karena itu,  𝜑 bukan homomorfisme modul. 

Pada dua contoh di atas, meskipun keduanya memakai modul yang sama, 

hanya dengan pendefinisian pemetaan yang berbeda dapat menyebabkan hasil 
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yang berbeda, yaitu 𝜑 bisa merupakan homomorfisme modul, dilain pihak 

menyebabkan sebaliknya. 

Secara garis besar, homomorfisme modul dibedakan menjadi tiga, yaitu 

monomorfisme, epimorfisme, dan isomorfisme.  

Definisi 29 (Monomorfisme Modul) 

Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝑀 dan 𝑁 adalah 𝑅­modul,  jika  homomorfisme  

modul  dari  𝑀  ke  𝑁  bersifat  injektif  (satu­satu)  maka  disebut  

monomorfisme modul (Dummit & Foote, 1991: 322).  

Contoh:  

Diberikan 𝑍 dan 𝑍 × 𝑍2 sebagai 𝑍-modul. Pemetaan 𝜑 ∶  𝑍 →  𝑍 × 𝑍2 

didefinisikan sebagai 𝜑(𝑥) = (𝑥, 0). Pemetaan 𝜑 ini adalah pemetaan 

monomorfisme. 

Penjelasan: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 dan 𝛼 ∈ 𝑍, maka 

1. 𝜑(𝑥 + 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 0) = (𝑥, 0) + (𝑦, 0) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 

2. 𝜑(𝛼𝑥) = (𝛼𝑥, 0) = (𝛼𝑥, 𝛼0) = 𝛼(𝑥, 0) = 𝛼𝜑(𝑥) 

Dari 1 dan 2, dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah suatu homomorfisme modul. 

Kemudian, untuk sebarang 𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦) ∈ 𝑅𝜑 dengan 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦), berlaku  

0 = 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦) = (𝑥, 0) − (𝑦, 0) = (𝑥 − 𝑦, 0) 

Oleh karena itu, 𝑥 − 𝑦 = 0. Dengan kata lain 𝑥 = 𝑦. Jadi 𝜑 adalah pemetaan 1-1. 

Di lain pihak, terdapat (1,1) ∈ 𝑍𝑥𝑍2 Sehingga (1,1) ≠ 𝜑(𝑥) untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑍. 

Jadi 𝜑 bukan pemetaan pada.  

Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah monomorfisme modul. 
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Definisi 30 (Epimorfisme Modul) 

Misal 𝑅 adalah ring, 𝑀 dan 𝑁 adalah 𝑅­modul, jika homomorfisme modul  

dari  𝑀  ke  𝑁  bersifat  surjektif  (pada/onto),  maka  disebut  epimorfisme 

modul (Dummit & Foote, 1991:322).  

Contoh:  

Diberikan 𝑍 dan 𝑍2 sebagai 𝑍-modul. Pemetaan 𝜑 ∶  𝑍 →  𝑍2 didefinisikan 

sebagai 𝜑(𝑥) = 𝑥 (𝑚𝑜𝑑2). Pemetaan 𝜑 ini adalah pemetaan epimorfisme. 

Penjelasan: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 dan 𝛼 ∈ 𝑍, maka 

1. 𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 (𝑚𝑜𝑑2) = 𝑥 (𝑚𝑜𝑑2) + 𝑦 (𝑚𝑜𝑑2) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 

2. 𝜑(𝛼𝑥) = 𝛼𝑥 (𝑚𝑜𝑑2) = 𝛼(𝑥 (𝑚𝑜𝑑2)) = 𝛼𝜑(𝑥) 

Dari 1 dan 2, dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah suatu homomorfisme modul. 

Kemudian, untuk sebarang 𝑧 ∈ 𝑍2, maka 

i) Untuk 𝑧 = 0, maka terdapat 0 ∈ 𝑍 sehingga 𝜑(0) = 0 

ii) Untuk 𝑧 = 1, maka terdapat 3 ∈ 𝑍 sehingga 𝜑(3) = 1 

Jadi 𝜑 adalah pemetaan pada. 

Di lain pihak, terdapat 1,3 ∈ 𝑍 dengan 1 ≠ 3, tetapi 𝜑(3) = 1 = 𝜑(1). Jadi 𝜑 

bukan pemetaan 1-1. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah epimorfisme modul. 

Definisi 31 (Isomorfisme Modul) 

 Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝑀 dan 𝑁 adalah 𝑅-modul, jika homomorfisme 

modul dari 𝑀 ke 𝑁 bersifat bijektif (satu-satu) dan surjektif (pada), dengan 
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kata lain homomorfisme modul dari 𝑀 ke 𝑁 bersifat bijektif, maka disebut 

isomorfisme modul. Jika terdapat suatu isomorfisme dari 𝑀 ke 𝑁, maka 𝑀 

isomorfik dengan 𝑁 atau 𝑁 isomorfik dengan 𝑀 (Dummit & Foote, 1991: 

322). 

Contoh: 

Diberikan 𝑍4 dan 𝑀 = {(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) |𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22 ∈ 𝑍} adalah 𝑍-modul. 

Pemetaan 𝜑 ∶  𝑀 →  𝑍4 didefinisikan sebagai 

𝜑(𝑎) = (𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22) 

dimana 𝑎 = (
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
). Pemetaan 𝜑 ini adalah pemetaan isomorfisme. 

Penjelasan: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 dan 𝛼 ∈ ℤ, maka 

i) 𝜑(𝑥 + 𝑦) = (
𝑥11 + 𝑦11 𝑥12 + 𝑦12

𝑥21 + 𝑦21 𝑥22 + 𝑦22
) 

= (𝑥11 + 𝑦11, 𝑥12 + 𝑦12, 𝑥21 + 𝑦21, 𝑥22 + 𝑦22)  

= (𝑥11, 𝑥12, 𝑥21, 𝑥22) + (𝑦11, 𝑦12, 𝑦21, 𝑦22)  

= 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦)  

ii) 𝜑(𝛼𝑥) = 𝜑 ((
𝛼𝑥11 𝛼𝑥12

𝛼𝑥21 𝛼𝑥22
)) 

= (𝛼𝑥11, 𝛼𝑥12, 𝛼𝑥21, 𝛼𝑥22)  

= 𝛼(𝑥11, 𝑥12, 𝑥21, 𝑥22)  

= 𝛼𝜑(𝑥)  

Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah suatu homomorfisme modul. 



48 
 

Kemudian, untuk sebarang (𝑚11, 𝑚12, 𝑚21, 𝑚22) ∈ 𝑍, maka terdapat 𝑚 =

(
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
) anggota 𝑀 sehingga 𝜑(𝑚) = (𝑚11, 𝑚12, 𝑚21, 𝑚22). 

Jadi 𝜑 adalah pemetaan pada. 

Di lain pihak, untuk sebarang 𝜑(𝑥), 𝜑(𝑦) ∈ 𝑅𝜑 dengan 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦), 

berlaku  

0 = 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)  

 = (𝑥11, 𝑥12, 𝑥21, 𝑥22) − (𝑦11, 𝑦12, 𝑦21, 𝑦22)  

 = (𝑥11 − 𝑦11, 𝑥12 − 𝑦12, 𝑥21 − 𝑦21, 𝑥22 − 𝑦22)  

Oleh karena itu, 𝑥𝑖𝑗 − 𝑦𝑖𝑗 = 0 untuk setiap 𝑖, 𝑗 = 1,2. Dengan kata lain 𝑥𝑖𝑗 = 𝑦𝑖𝑗 

untuk setiap 𝑖, 𝑗 = 1,2. Sehingga diperoleh 𝑥 = 𝑦. Jadi 𝜑 adalah pemetaan 1-1. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah isomorfisma modul. 

Pada contoh monomorfisme dan epimorfisme, domainnya adalah 𝑍 sebagai 

𝑍-modul. Telah diketahui bahwa 𝑍 sebagai 𝑍-modul adalah Modul bebas dengan 

basis {1}. Pada contoh epimorfisme, mudah diketahui bahwa 𝑍2 sebagai 𝑍-modul 

bukan modul bebas disebabkan satu-satunya pembangun di 𝑍2, yaitu {1} tak bebas 

linear, karena terdapat 2 ∈ 𝑍 dimana 2 ≠ 0, berlaku 2 ∙ 1 = 0 di 𝑍2. Jadi 

epimorfisme bukan jaminan untuk kodomain merupakan modul bebas saat 

domain modul bebas. Selanjutnya, pada contoh monomorfisme, 𝑍 × 𝑍2 juga 

bukan modul bebas hal ini akan dibuktikan dengan teorema terakhir pada bab ini. 

Jadi monomorfisme bukan jaminan untuk kodomain merupakan modul bebas saat 

domain modul bebas. Terakhir, pada contoh ketiga, yaitu isomorfisme, 𝑍4 sebagai 

𝑍-modul adalah modul bebas dengan basis {(1,1,1,1)}. Begitu pula dengan 𝑀 

sebagai 𝑍-modul juga merupakan modul bebas dengan basis 
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{(
1 0
0 0

) , (
0 1
0 0

) , (
0 0
1 0

) , (
0 0
0 1

)}. Dari contoh isomorfisme ini, ada 

kemungkinan bahwa isomorfisme bisa jadi jaminan untuk kodomain modul bebas 

saat domain adalah modul bebas. Hal ini dijawab oleh teorema berikut. 

Teorema 2 

Misalkan 𝑀 dan 𝐹 adalah 𝑅-modul. Jika 𝑀 adalah modul bebas dan 𝑀 

isomorfik dengan 𝐹, maka 𝐹 modul bebas. 

Bukti. 

Misalkan 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} adalah basis untuk 𝑀 dan 𝜑 adalah isomorfisme dari 

𝑀 ke 𝐹. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑉 = {𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑥1), … , 𝜑(𝑥𝑛)} 

adalah basis bagi 𝐹. 

i) 𝑉 membangun 𝐹 

Ambil 𝑦 ∈ 𝐹. Karena 𝜑 pemetaan pada, maka terdapat 𝑚 ∈ 𝑀 sehingga 

𝜑(𝑚) = 𝑦. Karena 𝑀 modul bebas, maka terdapat 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅 sehingga 

𝑚 = ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2 + 𝑟3𝑥3 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑥𝑛

𝑛

𝑖=1

 

Selain itu, karena 𝜑 suatu homomorfisme, maka 

𝜑(𝑚) = 𝜑(∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 )  

 = 𝜑(𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2 + ⋯ + 𝑟𝑛𝑥𝑛)  

 = 𝜑(𝑟1𝑥1) + 𝜑(𝑟2𝑥2) + ⋯ + 𝜑(𝑟𝑛𝑥𝑛)  

 = 𝑟1𝜑(𝑥1) + 𝑟2𝜑(𝑥2) + ⋯ + 𝑟𝑛𝜑(𝑥𝑛)  

 = ∑ 𝑟𝑖𝜑(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1   

 = 𝑦  

Jadi 𝑉 membangun 𝐹 
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ii) 𝑉 bebas Linear 

Berikutnya, persamaan ∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1 𝜑(𝑥𝑖) = 0𝐹 dimana 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛 ∈ 𝑅,  

dapat dituliskan menjadi 𝜑(∑ 𝑠𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = 0𝐹. Karena 𝜑 pemetaan 1-1, maka 

prapeta dari 0𝐹 adalah 0𝑀. Dengan kata lain ∑ 𝑠𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0𝑀. Karena 𝑋 adalah 

basis bagi 𝑀, maka persamaan ∑ 𝑠𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0𝑀 hanya dipenuhi oleh 𝑠1 = 𝑠2 =

⋯ = 𝑠𝑛 = 0. Oleh karena itu persamaan ∑ 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1 𝜑(𝑥𝑖) = 0𝐹 hanya dipenuhi 

oleh skalar  𝑠1 = 𝑠2 = ⋯ = 𝑠𝑛 = 0.  

Jadi 𝑉 bebas linear. 

Oleh karena itu, 𝑉 basis bagi 𝐹. Jadi 𝐹 adalah modul bebas. 

Teorema di atas adalah jaminan mengetahui suatu modul adalah modul bebas 

dengan memanfaatkan modul bebas yang lain melalui isomorfisme. Namun, 

masih diperlukan cara untuk menentukan modul pada domain (atau  kodomain ) 

tersebut modul bebas atau bukan, tentu saja tidak dengan memanfaatkan 

kebebasan dari modul pada kodomain ( atau domain ) karena tentu saja hal ini 

seperti berputar ditempat yang sama. Teorema berikut dapat dijadikan sebagai 

prosedur untuk mengetahui apakah suatu 𝑅-modul adalah modul bebas atau 

bukan. Teorema ini menjadi teorema penutup pada bab pembahasan ini. 

Teorema 3 

Misalkan 𝑀 adalah 𝑅-modul. Jika 𝑀 adalah modul bebas maka 𝑀 

isomorfik dengan 𝑅𝑛, dimana 𝑛 adalah kardinalitas dari basis 𝑀. 

Bukti 

Misalkan 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} adalah basis untuk 𝑀. Maka setiap 𝑚 di 𝑀 dapat 

dituliskan secara tunggal sebagai 𝑚 = ∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  untuk suatu 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑛 ∈ 𝑅. 

Sekarang, misalkan pemetaan 𝜑: 𝑀 → 𝑅𝑛 didefinisikan sebagai 
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𝜑(𝑚) = (𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑛) 

dimana 𝑚 = ∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  untuk 𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑛 ∈ 𝑅. 

Ambil sebarang 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑀 dan 𝛼 ∈ 𝑍, maka 

i) 𝜑(𝑧 + 𝑦) = (∑ (𝑧𝑖 + 𝑦𝑖)𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) 

= (𝑧1 + 𝑦1, 𝑧2 + 𝑦2, 𝑧3 + 𝑦3, … , 𝑧𝑛 + 𝑦𝑛)  

= (𝑧1, 𝑧, … , 𝑧𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  

= 𝜑(𝑧) + 𝜑(𝑦)  

ii) 𝜑(𝛼𝑦) = 𝜑(∑ (𝛼𝑦𝑖)𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) 

= (𝛼𝑦1, 𝛼𝑦2, 𝛼𝑦3, … , 𝛼𝑦𝑛)  

= 𝛼(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛)  

= 𝛼𝜑(𝑦)  

Dari (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah suatu homomorfisme modul. 

Kemudian, untuk sebarang (𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑛) ∈ 𝑅𝑛, maka terdapat 𝑚 =

∑ 𝑚𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  anggota 𝑀 sehingga 𝜑(𝑚) = (𝑚1, 𝑚2, … , 𝑚𝑛). Jadi 𝜑 adalah 

pemetaan pada. 

Di lain pihak, untuk sebarang 𝜑(𝑧), 𝜑(𝑦) ∈ 𝑅𝜑 dengan 𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑦), berlaku  

0 = 𝜑(𝑧) − 𝜑(𝑦)  

 = (𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛) − (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  

 = (𝑧1 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑦2, 𝑧3 − 𝑦3, … , 𝑧𝑛 − 𝑦𝑛)  

Oleh karena itu, 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 = 0 untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, dengan kata lain 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 

untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Sehingga diperoleh 𝑧 = 𝑦, jadi 𝜑 adalah pemetaan 1-1. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝜑 adalah isomorfisme modul. Oleh karena itu, 𝑀 

isomorfik dengan 𝑅𝑛. 
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Akibat dari Teorema 2 

Jika 𝑀 isomorfik dengan 𝑅𝑛 dan 𝑀 adalah modul bebas, maka 𝑅𝑛 modul 

bebas. 

Contoh :   

Diberikan 𝑍 × 𝑍2 sebagai 𝑍-modul. Akan ditunjukkan 𝑍 × 𝑍2 bukan modul bebas.  

Penjelasan: 

Untuk menunjukkan 𝑍 × 𝑍2 bukan modul bebas, akan dimanfaatkan kontraposisi 

dari teorema 3 di atas. Misalkan pemetaan 𝜑: 𝑍 × 𝑍 → 𝑍 × 𝑍2 didefinisikan 

sebagai 

𝜑(𝑥) = (𝑓(𝑦), 𝑔(𝑧)(𝑚𝑜𝑑2)) 

dimana 𝑥 = (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑍 × 𝑍 serta 𝑓 dan 𝑔 suatu isomorfisme dari 𝑍 ke 𝑍. 

Karena 𝑔 suatu isomorfisme, maka terdapat 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑍 dengan 𝑧1 ≠ 𝑧2 

sehingga 𝑔(𝑧1) = 2 dan 𝑔(𝑧2) = 4. Dari sini diperoleh 

𝑔(𝑧1)(𝑚𝑜𝑑2) = 0 = 𝑔(𝑧2)(𝑚𝑜𝑑2) 

Jadi, dapat dikatakan bahwa terdapat  

𝑔(𝑧1)(𝑚𝑜𝑑2) = 0 = 𝑔(𝑧2)(𝑚𝑜𝑑2) 

Oleh karena itu, terdapat 𝑡 = (𝑦, 𝑧1), 𝑡̅ = (𝑦, 𝑧2) ∈ 𝑍 × 𝑍 dengan 𝑥 ≠ 𝑥̅ tetapi 

𝜑(𝑡) = (𝑓(𝑦), 𝑔(𝑧1)(𝑚𝑜𝑑2)) = (𝑓(𝑦), 0) = (𝑓(𝑦), 𝑔(𝑧2)(𝑚𝑜𝑑2)) = 𝜑(𝑡)̅ 

Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝑍 × 𝑍2 tidak akan pernah isomorfik dengan 𝑍 × 𝑍. 

Dengan kata lain, 𝑍 × 𝑍2 bukan modul bebas. 

 

3.4 Kajian Keislaman 

 Teorema 2 dan Teorema 3 menyatakan bahwa untuk mengetahui suatu 𝑅-

modul adalah modul bebas atau bukan, dapat diketahui dengan memanfaatkan 

modul bebas yang juga sebagai 𝑅-modul melalui homomorfisma. Hal ini sejalan 
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dengan hadits Nabi SAW bersabda “Khairunnas anfa’uhum linnas” yang artinya 

“Sebaik-baik manusia diantara kalian adalah yg paling banyak manfaat bagi orang 

lain”. Hadits ini seakan-akan mengatakan bahwa jika ingin mengukur sejauh 

mana derajat kemuliaan akhlak kita maka ukurlah sejauh mana nilai manfaat diri 

ini.  

Perlu diungkapkan bahwa cara beragama umat muslim hendaknya jangan 

egois, yaitu beragama yang hanya berdampak baik bagi umat muslim. Karena 

Nabi Muhammad diutus untuk menjadi “rahmat” (kasih sayang) bagi seluruh 

alam semesta. Konsekuensi logisnya, umat yang mengikutinya pun harus dapat 

menempatkan dan memposisikan dirinya menjadi rahmat bagi alam semesta yang 

terdiri dari banyak manusia dengan latar belakang berbeda dan juga kepercayaan 

yang berbeda. Nabi Muhammad juga menjadi pelindung bagi orang-orang kafir 

dzimmy dan beliau juga melakukan pembelaan hak-hak orang kristen maupun 

yahudi yang tidak memerangi kaum muslim. Contoh tauladan lain adalah Umar 

ibn Al-Khatthab sebagai khalifah kedua yang memenangkan orang Yahudi dalam 

kasus penggusuran tanah miliknya yang direncanakan akan didirikan masjid di 

atasnya. Banyak lagi bukti-bukti kasus masa lalu yang menunjukkan betapa 

anggunnya Islam. Jadi dalam hal ini orientasi kaum muslim dalam melakukan 

segala sesuatunya akan lebih baik dan bijak jika untuk kebaikan bersama. Atau 

bisa istilahkan sebagai “And muslim for all”, umat Muslim harus bermanfaat 

kepada semuanya sebagai bentuk tanggung jawabnya menjadi umat “wasathan” 

dan“khairu ummah ukhrijat linnâs”. 

Adapun istilah dari Emha Ainun Nadjib yaitu: “tanyakanlah pada diri ini 

apakah kita ini manusia wajib, sunat, mubah, makruh atau malah manusia 
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haram?”. Apa itu manusia wajib? Manusia wajib ditandai jika keberadaan sangat 

dirindukan, bahkan perilakunya membuat hati orang disekitarnya tercuri. 

Tanda-tanda yang nampak dari seorang ‘Manusia Wajib’, diantaranya dia 

seorang pemalu yang jarang mengganggu orang lain, sehingga orang lain merasa 

aman darinya. Perilaku kesehariannya lebih banyak kebaikannya, ucapannya 

senantiasa terpelihara, ia hemat betul kata-katanya, sehingga lebih banyak berbuat 

daripada hanya berbicara. Sedikit kesalahannya, tidak suka mencampuri yang 

bukan urusannya, dan sangat nikmat kalau ia berbuat kebaikan. Hari-harinya tidak 

lepas dari menjaga silaturahmi, sikapnya penuh wibawa, penyabar, selalu 

berterima kasih, penyantun, lemah lembut, bisa menahan dan mengendalikan diri, 

serta penuh kasih sayang. Oleh karena itu sesungguhnya hidup ini, jiwa raga ini 

adalah milik umat bukan milik kita secara pribadi. Tidak sepantasnya seorang 

mukmin mempunyai sifat egois, karena dunia adalah tempat singgah sementara 

dan kehidupan sesungguhnya nanti adalah di akhiratnya, dan semoga surga adalah 

tempat kita bersemayam selamanya. 

Kalau dunia yang serba menipu ini kita utamakan, maka terlalu naif bagi 

kita. Apa bedanya dengan mereka yang selalu membanggakan dunia, selalu 

menuruti hawa nafsu setan, dan mengira bahwa dunia adalah miliknya dan tidak 

mempedulikan kehidupan sesungguhnya di akhirat kelak. Dunia ini diberikan 

kepada mereka dengan mudahnya, karena memang dunia  tiada artinya, bagaikan 

comberan, karena itu Allah memberikan percuma saja kepada mereka, namun 

sekali-kali tidak akan menikmati kenikmatan surga bagi mereka yang wahn (cinta 

dunia dan takut mati).  
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Al-Quran mengajarkan umat muslim untuk menjadi atau berfungsi sebagai 

lebah yang dapat menghasilkan madu, satu jenis minuman yang sangat 

bermanfaat bagi manusia. Hal ini terlukis jelas dalam salah satu ayat al-Quran 

surat Al-Nahl ayat/16:68-69 yang berbunyi: 

ذِى مِنَ الْْبَِ  جَرِ وَمِمَّ يَ عْرشُِوْنَ وَأوَْحَى رَبًّكَ إِلََ النَّحْلِ أَنِ تََِّّ ثَُُّ كُلِيْ مِنْ كُلِّ  ٦٨الِ بُ يُ وْتاً وَمِنَ الشَّ
ْ ذَلِكَ الثَّمَراَتِ فاَ سْلُكِى سُبُلَ رَبِّكَ ذُلُلًا يََْرجُُ مِنْ بطُنُِهَاشَراَبٌ مُُْتَلِفٌ ألَْوَنهُُ فِيْهِ شِفَاءٌ لَّلنَّاسِ   إِنَّ ِِ

رُؤْنَ      ٦٩لََيَةَ لِّقَوْمٍ يَ تَ فَكَّ
 “Dan Tuhanmu mewahyukan kepada lebah: “Buatlah sarang-sarang di bukit-

bukit, di pohon-pohon kayu dan tempat yang dibikin manusia.” Kemudian 

makanlah dari tiap-tiap (macam) buah-buahan dan tempuhlah jalan Tuhanmu 

yang telah dimudahkan (bagimu). Dari perut lebah itu keluar minuman (madu) 

yang bermacam-macam warnanya, di dalamnya terdapat obat yang 

menyembuhkan bagi manusia. Sesungguhnya pada yang demikian itu benar-

benar terdapat tanda (kebesaran Tuhan) bagi orang-orang yang memikirkan” 

(QS. al-Nahl/16:68-69). 
 

Maksud kata “mewahyukan” dalam ayat di atas ialah Allah memberi ilham 

(naluri) kepada lebah bagaimana ia membuat sarang-sarangnya di bukit-bukit, di 

pohon-pohon kayu dan rumah yang dihuni orang, kemudian bagaimana ia 

membuat sarang-sarangnya sedemikian rajin dan artistik dan bagaimana ia 

mencari makannya dari buah-buahan dan bunga-bunga yang tumbuh di ladang-

ladang yang jauh, lembah-lembah yang dalam dan bukit-bukit yang tinggi, lalu 

kembali kesarangnya tiada tersesat ke kanan atau ke kiri untuk menghasilkan 

madu yang beraneka ragam warnanya, putih, kuning, dan merah dan merupakan 

minuman yang lezat serta mengandung obat bagi manusia. 

Terkait dengan ayat tersebut, umat muslim diharapkan dapat memberikan 

manfaat dengan kontribusi yang direalisasikan melalui pikiran atau karya nyata 

lainnya. Jadi karya maupun hasil dari kreativitas kerja muslim hendaklah 

merupakan madu yang menyehatkan dan sangat bermanfaat untuk banyak hal, 
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bukan sampah atau racun yang menyengsarakan apalagi mematikan. Karya dibuat 

dan diberikan dengan tanggungjawab untuk membuat manusia semakin baik. 

Kerja harus dilakukan dengan penuh pengabdian bagi Allah dan kemanusiaan 

serta penuh tanggungjawab kepada Allah dan kemanusiaan. Kalaupun tidak bisa 

berpikir dan berkarya, cukuplah hanya dengan tidak berbuat sesuatu yang dapat 

merugikan manusia yang lainnya karena bagi orang tipe ini diam adalah emas, 

diam menjadi lebih baik baginya daripada berbuat atau berbicara yang justru 

hanya berdampak bagi kerugian di pihak lain.  

Dari hadits dan ayat al-Quran di atas jika dikaitkan dengan modul, modul 

bebas, dan homomorfisma modul dapat diketahui bahwasanya “Manusia yang 

baik adalah manusia yang bermanfaat bagi manusia yang lain” jadi untuk 

mengetahui seseorang (modul) baik atau tidak di lihat dari orang lain (modul lain) 

melalui sebuah kemanfaatan (homomorfisma).  

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 



 
 

 
57 

 

BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Dari pembahasan pada bab 3, dapat disimpulkan bahwa suatu 𝑅-modul 

merupakan modul bebas jika 𝑅-modul tersebut isomorfik dengan suatu modul 

bebas sebagai 𝑅-modul. Artinya, suatu 𝑅-modul merupakan modul bebas jika 

terdapat suatu isomorfisme dari 𝑅-modul tersebut ke suatu modul bebas yang juga 

merupakan suatu 𝑅-modul. Lebih jauh lagi, jika suatu 𝑅-modul adalah modul 

bebas, maka 𝑅-modul tersebut isomorfik dengan 𝑅𝑛, dimana 𝑛 adalah kardinalitas 

dari basis bagi 𝑅-modul tersebut. 

 

4.2 Saran 

Dalam studi modul, dikenal pula modul notherian. Untuk penelitian 

selanjutnya, dapat mengkaji tentang bagaimana mengetahui suatu modul adalah 

modul notherian atau bukan, metodenya mungkin melalui media homomorfisma 

modul juga, atau mungkin menggunakan media yang lain. 
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