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ABSTRAK

Rahmawati, Novia Dwi. 2010. Aplikasi Teorema Matriks-Pohon untuk
Menentukan Banyaknya Pohon Rentangan pada Graf Bipartisi
Komplit (Knyn). Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: I. Abdussakir, M.Pd.

Il. Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Kata kunci : graf bipartisi komplit, matriks derajat, matriks adjacency, matriks

laplacian, teorema matriks-pohon, kofaktor dan pohon rentangan

Salah satu permasalahan dalam topik graf adalah menentukan banyaknya
pohon rentangan dari suatu graf. Pohon rentangan adalah subgraf dari graf G yang
mengandung semua titik dari G dan merupakan suatu pohon. Untuk menentukan
pohon rentangan dari suatu graf terhubung, biasanya dilakukan dengan cara
memotong/memutus sisi-sisi sehingga graf tersebut tidak lagi mengandung sikel.

Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan bentuk umum banyaknya
pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (Kn,) dengan menggunakan aplikasi
teorema matriks-pohon

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adalah metode penelitian
pustaka (library research) dengan langkah-langkah penelitian sebagai berikut: (1)
Menggambar graf bipartisi komplit (Ky,) dengan m =1, 2, 3,4, n>1danm,nel ;
(2) Menentukan matriks adjacency dan matriks derajat dari graf bipartisi komplit
(Kmn); (3) Mencari nilai selisih dari matrik derajat dan matriks adjacency (matrik
laplacian) dari graf bipartisi komplit (Km_n); (4) Mencari nilai kofaktor dari matrik
laplacian dari graf bipartisi komplit (Km’n); (5) Melihat pola banyaknya pohon
rentangan dari graf bipartisi komplit (Km’n); (6) Merumuskan pola ke dalam teorema;
(7) Membuktikan teorema.

Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperolen bahwa bentuk umum
banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K, ) denganm =1, 2, 3, 4,
n>1 dan m,nel] adalah

t (Kpn) = m¥ 1. nm?

Penggunaan teorema matriks-pohon untuk menentukan banyaknya pohon
rentangan pada graf bipartisi komplit (Kn,n) ini masih terbuka bagi peneliti lain untuk
digunakan pada jenis-jenis graf yang lain seperti graf lintasan, graf sikel dan lain
sebagainya.



ABSTRACT

Rahmawati, Novia Dwi. 2010. Application of Matrix-Tree Theorem for
Determining Spanning Tree Number of Complete Bipartite Graph.
Thesis Mathematic Department of Science and Technology Faculty of State
Islamic University Maulana Malik Ibrahim of Malang. Advisor: ()
Abdussakir, M.Pd. (1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Keywords: complete bipartite graph, the degree matrix, the adjacency matrix, the
incidence matrix, the laplacian matrix, the matrix-tree theorem, cofactor,
spanning tree.

One main problem in graph topic is to determine spanning tree number at
graph. Spanning tree is subgraph of graph G which contain all spot from G that part
of a tree. To determining spanning tree of connected graph, it usually done cut sides
therefore those not bring along the sikel.

The objection of this research is to observe spanning tree number of complete
bipartite graph (Kn ) by application of matrix-tree theorem.

Method of this research was using library research method which the step are:
(1) Drawing complete bipartite graph (Ky,) wherem=1,2,3,4,n>1and m,n € N
: (2) Determining adjacency matrix and degree matrix of complete bipartite graph
(Kmn); (3) Observing the different between degree matrix and adjacency matrix
(laplacian matrix) from complete bipartite graph (Knn); (4) Observing cofactor value
of laplacian matrix from complete bipartite graph (Knn); (5) Observing spanning tree
number pattern from complete bipartite graph (Knr); (6) Forming the formula within
theorem; (7) Proving the theorem

According to the result of this research can be concluded that the general form
spanning tree number in complete bipartite graph (Kynn) withm=1,2, 3,4, n>1
where m,n € N is

t (Kpn) = m¥ 1. nm?
Application of matrix-tree theorem is to determine spanning tree number of

complete bipartite graph (Km) thus, this theorem is still open for another researcher
to aplly it in other kind of graph, such as path graph, sycle graph etc.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan perhitungan-
perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan yang seimbang
dan rapi (Abdusysyakir, 2007:79).

Allah berfirman dalam Al Qur’an surat Al Qamar / 54 ayat 49:

o7 027

4 s
& 3 z
S K z

A=

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”

(Q.S. Al-Qamar / 54: 49).

Menurut Shihab (2003:482) dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar
tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena ayat
tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah, maka
adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah
ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu aspeknya

saja. Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya.

1



Dalam ayat lain juga disebutkan:

z 2 - > 28 - < A - z 7 2 z- T ,Esﬁd/ g
NESNIE TO NN TO TP P R Y A A5 e el

P -

_z c- 4 g
o, UL A
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Artinya: "Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya),
dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furqaan / 25: 2).

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada
ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli
matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya
menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang ada sekarang bukan
diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan dan
menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdusysyakir, 1997:80).

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan model matematika maupun
penalaran matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan permasalahan yang
dihadapi dalam berbagai disiplin ilmu. Teori graf merupakan salah satu cabang
matematika yang penting dan banyak manfaatnya karena teori-teorinya dapat
diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Dengan

mengkaji dan menganalisa model atau rumusan teori graf dapat diperlihatkan peranan

dan kegunaannya dalam memecahkan permasalahan. Permasalahan yang dirumuskan



dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan
dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto, 1998:1).

Salah satu materi dalam teori graf adalah pohon (tree). Pohon (tree)
didefinisikan sebagai graf tak-berarah terhubung yang tidak memuat sirkuit. Menurut
definisi tersebut, ada dua sifat penting pada pohon (tree) yaitu terhubung dan tidak
memuat sirkuit (Chartrand dan Lesniak, 1986:67).

Konsep pohon (tree) merupakan konsep yang paling penting karena konsep
ini mampu mendukung penerapan graf dalam berbagai bidang ilmu. Kirchoff (1824 —
1887) mengembangkan teori-teori pohon untuk diterapkan dalam jaringan listrik.
Selanjutnya Arthur Cayley (1821-1895) mengembangkan graf jenis ini sewaktu
mencacah isomer hoidrokarbon jenuh C,Ha,+2. Sekarang pohon (tree) digunakan luas
dalam linguistik dan ilmu komputer (Sutarno, 2005:104).

Misalkan G graf dan H subgraf dari G. H disebut subgraf rentangan (spanning
subgraph) dari graf G jika order H sama dengan order G, atau dengan kata lain jika
V(H) = V(G). Subgraf rentangan H dari graf G dapat dengan mudah diperoleh dengan
cara menghapus satu atau lebih dari sisi di G. Dengan demikian, jika F adalah
himpunan bagian dari E(G), maka graf G — F pasti merupakan subgraf rentangan dari
G (Chartrand dan Lesniak, 1986:8).

Berkaitan dengan subgraf rentangan, maka permasalahan yang menarik untuk
dikaji adalah menentukan banyaknya subgraf rentangan yang berbentuk pohon dari
suatu graf, yang dikenal dengan sebutan banyaknya pohon rentangan (spanning tree

number).



Misalkan G graf dengan order p (p >1) dan ukuran q serta himpunan titik

V G = v,V,,..,v, . Matriks keterhubungan titik (atau matriks keterhubungan)

P
dari graf G , dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p x p) dengan unsur pada

baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v, terhubung langsung dengan titik v,

serta bernilai O jika titik v, tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata

lain, matriks adjacency dapat ditulis A G =|a; |,1<i, j< p, dengan

1 ,jikavy,eE G

0 ,jikavyv;¢E G
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur O
dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks

diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari v,, i=1,2,3,...,p
Jika D G :[dij],lsi, j<p,maka d; =deg v, dan d; =0 untuk i= j . Matriks

T(G) = D(G) - A(G), disebut matriks Laplacian dan sebarang kofaktor dari T(G) sama
dengan banyaknya pohon rentangan (spanning tree number) pada G, yaitu ©(G)
(Agnarsson dan Greenlaw, 2007:112).

Untuk menentukan pohon rentangan dari suatu graf terhubung, biasanya
dilakukan dengan cara menghapus sisi-sisi sehingga graf tersebut tidak lagi
mengandung sikel. Akan tetapi, cara ini memerlukan waktu yang lama, sehingga

diperlukan suatu cara atau rumusan baku untuk menentukan banyaknya pohon



rentangan dari suatu graf, yaitu dengan cara direpresentasikan dalam bentuk matriks.
Bentuk graf yang dinyatakan dalam suatu matriks kemudian diselesaikan dengan
metode-metode yang berlaku pada matriks.

Penelitian mengenai banyaknya pohon rentangan yang sudah atau sedang
dilakukan adalah menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf komplit. Oleh
sebab itu, dalam penelitian ini penulis tertarik untuk meneliti mengenai banyaknya
pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (Km,n) yang dikemas dalam judul
penelitian “Aplikasi Teorema Matriks-Pohon untuk Menentukan Banyaknya

Pohon Rentangan pada Graf Bipartisi Komplit (K,,,)”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam penulisan
skripsi ini antara lain:

1. Bagaimana cara menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi
komplit (K, ) dengan aplikasi teorema matriks-pohon?
2. Bagaimanakah bentuk umum banyaknya pohon rentangan graf bipartisi

komplit (Km’n) dengan aplikasi teorema matriks-pohon?



1.3 Tujuan Penelitian
Beujuanrdasarkan rumusan masalah di atas, maka Tujuan penulisan skripsi ini
antara lain:
1. Menjelaskan cara menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf
bipartisi komplit (Km,n) dengan aplikasi teorema matriks-pohon.
2. Menentukan bentuk umum banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi

komplit (K,,,) dengan aplikasi teorema matriks-pohon.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Bagi peneliti, untuk memperdalam dan mengembangkan wawasan disiplin ilmu
yang telah dipelajari untuk mengkaji permasalahan tentang aplikasi teorema
matriks-pohon untuk menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi
komplit (K, ).

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang matematika,
khususnya teori graf mengenai aplikasi teorema matriks-pohon untuk menentukan
banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (Km,n)-

3. Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan yang dijadikan sarana
pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk mata

kuliah teori graf.



1.5 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian pustaka

(Library research), yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai

sumber seperti buku, jurnal, atau makalah-makalah. Penelitian dilakukan dengan

melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf dan jurnal-jurnal atau makalah-
makalah yang memuat topik tentang banyaknya pohon rentangan pada suatu graf.

Langkah selanjutnya adalah menentukan banyaknya pohon rentangan dari beberapa

contoh graf bipartisi komplit(K,, ,)-

Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh peneliti dalam membahas
penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini.

2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku,
jurnal, artikel, diktat kuliah, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan
permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini.

3. Memahami dan mempelajari konsep banyaknya pohon rentangan.

4. Menerapkan konsep tersebut, yaitu:

a) Menentukan matriks adjacency dan matriks derajat dari graf bipartisi

komplit (Kpmr) -

b) Mencari nilai selisih dari matriks derajat dan matriks adjacency (matriks
laplacian) dan nilai kofaktor matriks laplacian dari graf bipartisi komplit(Kr, n)

c) Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditentukan.



d) Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.

e) Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti secara deduktif.

1.6 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka

digunakan sistematika pembahasan yeng terdiri dari empat bab. Masing-masing bab

dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

BAB |

BAB Il

BAB Il

BAB IV

PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.
TINJAUAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian
pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang
pengertian graf, graf bipartisi komplit, graf terhubung, pohon, pohon
rentangan, definisi matriks, determinan, kofaktor, matriks adjacency,
matriks derajat, teorema matriks-pohon dan representasi graf dalam Islam.
PEMBAHASAN

Dalam bab ini dipaparkan bagaimanakah aplikasi teorema matriks-pohon
untuk menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi
komplit (K ).

PENUTUP

Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dan saran.



BAB Il

LANDASAN TEORI

2.1. Graf

2.1.1. Definisi Graf

Definisi 1
Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda di G yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan
dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan
banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G)
dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari
G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).
Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G)

seperti berikut ini.
V(G) ={vy, vy, v3,04}

E(G) = {(v1,v2), (V2,V3), (V2,V4), (V3,V4), (Va, 1)}
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10

Vo

V3

V4

Gambar 2.1 Graf G
Graf G mempunyai 4 titik sehingga order G adalah p = 4. Graf G mempunyai 5 sisi

sehingga ukuran graf G adalah g =5.

Definisi 2
Sisi e=(u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e =(u,v) adalah

sisi dari graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacend), u dan e
serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi

e=(u,v) akan ditulis e =uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Dari definisi di atas, maka dapat digambarkan sebagai berikut

ue o\

Gambar 2.2 Graf G dengan Sisi e = (u,v) Menghubungkan Titik u dan v
Karena e = (u,v) sisi di G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent).

Sedangkan e dan u serta e dan v disebut terkait langsung (incident).
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Dalam Islam, definisi adjacent dan incident dapat direpresentasikan untuk
menggambarkan peristiwa Sa’i dalam ibadah haji. Dalam Al-Quran dijelaskan dalam

surat Al-Bagarah / 2 ayat 158 yang berbunyi:

P

. £ >

CEm M Jezel ol e 0T 5o b m,wwgﬁjb

-

”m-A‘ /ﬁl—w;&‘db‘j\}&}jﬁ’uﬁv LQ.GJ\J}E:

Artinya: “Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar Allah.
Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau berumrah,
Maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara keduanya. dan
barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan dengan kerelaan hati.
Maka Sesungguhnya Allah Maha Mensyukuri kebaikan lagi Maha
Mengetahui”. (QOs. Al-Bagarah / 2: 158)

C ‘\
\p—

Sa’i merupakan salah satu rukun haji dan umrah, dilakukan setelah selesai
melakukan thawaf. Sa’i adalah lari kecil-kecil yang dilakukan antara bukit Shafa dan
Marwa. Terkait dengan kejadian di atas, maka kejadian tersebut dapat

direpresentasikan pada graf yang terdiri dari 2 titik dan 1 sisi.

V1 V2
o o
Marwa
Shafa

Gambar 2.3 Representasi Graf Terhadap Ibadah Sa’i
Dari Gambar 2.3 di atas merupakan salah satu contoh dari bentuk graf komplit
K, yang terdiri dari dua titik dan satu sisi. Titik-titiknya adalah bukit shafa dan

marwa sedangkan sisinya adalah perjalanan sa’i itu sendiri. Jadi bukit shafa (Vv,)
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dengan perjalan sa’i (sisi) adalah incident sedangkan bukit Shafa (v,) bukit Marwa

(v,) adalah adjacent.

2.1.2. Derajat Suatu Titik

Definisi 3
Derajat dari suatu titik v pada sebuah graf G adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung dengan v yang ditulis dengan degg(v). Dengan kata lain,
jumlah sisi yang memuat v sebagai titik ujung. Titik v dikatakan genap atau
ganjil tergantung dari jumlah degs(v) genap atau ganjil (Chartrand dan
Lesniak, 1986:7).

Contoh:
Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik

V(G) =4{v,,Vv,,V,,V,,V:} dan himpunan sisi E(G) ={e,,e,,€;,€,,6:}

Gambar 2.4 Graf dengan Derajat Titik

Berdasarkan Gambar 2.4, diperolah bahwa:
deg(v,) =1

deg(v,) = 3
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deg(v,) =2
deg(v,) =3
deg(vy) =1
Titik v, dan v, adalah titik ganjil, titik v, adalah titik genap, titik v, dan v, adalah

titik ujung. Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan

banyak sisi, yaitu g, adalah

> deg(v) = 2q.

veG

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut:
Teoremal

Jika G adalah suatu graf dengan order p dan size q serta

p
V(G)={%,V,,....v,}. Maka Y deg(v;)=2q (Chartrand dan Lesniak,

j=1t
1986:7).
Bukti:

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 Kkali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika
menghitung derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian
diperoleh bahwa jumlah semua derajad titik di G sama dengan 2 kali jumlah
sisi di G.

Terbukti bahwa

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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> deg(y) = 29

Berdasarkan hubungan tersebut, maka banyak titik ganjil dalam suatu graf selalu

genap. Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.

Akibat 1

Bukti:

Banyaknya titik ganjil dalam suatu graf selalu genap (Chartrand dan Lesniak,

1986: 7).

Misalkan G graf. Misalkan X adalah himpunan titik genap di G dan Y adalah

himpunan titik ganjil di G. Maka

> deg(v) = > deg(v)+ > deg(v) =2q

veG veX veY

Karena X adalah himpunan titik genap maka Zdeg(v)adalah genap.

veX

Karena 2q adalah bilangan genap dan Zdeg(v)juga genap maka Zdeg(v)

veX veY

haruslah bilangan genap.

Karena Y himpunan titik ganjil dan Zdeg(v) adalah bilangan genap, maka

veY

banyak titik di Y haruslah genap, sebab jika banyak titik di Y haruslah genap,

sebab jika banyak titik di Y ganjil maka Zdeg(v) adalah ganijil.

veY

Terbukti bahwa banyaknya titik ganjil di G adalah genap.
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Definisi 4
Misalkan G graf. Graf H dikatakan subgraf dari graf G jika setiap titik di H
adalah titik di G dan setiap sisi di H adalah sisi di G. Dengan kata lain, graf H
adalah subgraf dari G jika V(H) < V(G) dan E(H) < E(G). Jika H adalah
subgraf dari G, maka dapat ditulis H < G. Jika H adalah subgraf dari G tetapi
H # G, maka H disebut subgraf sejati dari G, dan ditulis dengan H c G. Pada
kasus H adalah subgraf G, maka G disebut supergraf dari H (Chartrand dan

Lesniak, 1986: 8).

Contoh :
Vo V3
G: %
V1 Vg
V3 V V
Gl i Vg Gs:
Vs V1 Vs

Gambar 2.5 Graf G dengan Subgraf

Subgraf dari graf G dapat diperoleh dengan menghapus titik atau sisi pada G.

Jika veV(G) dan ’V G ‘22, maka graf G—v merupakan subgraf dari G dengan

himpunan titik V. G — v dan himpunan sisinya adalah semua sisi di G yang tidak
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terkait langsung dengan v. Jika ee E G , maka G—e merupakan subgraf dari G

dengan himpunan titik V. G dan himpunansisi E G — e .

Contoh:

Gambar 2.6 Graf G dengan Subgraf yang diperoleh dengan menghapus titik atau sisi
Definisi 5
Misalkan G graf dan H subgraf dari G. H disebut subgraf rentangan (spanning

subgraph) dari graf G jika order H sana dengan order G, atau dengan kata lain

jika V. H =V G . Subgraf rentangan H dari graf G dapat dengan mudah

diperoleh dengan cara menghapus satu atau lebih sisi di G. Dengan demikian,

jika F adalah himpunan bagian dari E G , maka graf G — F pasti merupakan

subgraf rentangan dari G (Chartrand dan Lesniak, 1986: 8).
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Contoh:

Vi Vi

V4

V3 V3
Gambar 2.7 Graf G dengan Subgraf Rentangan
2.1.3. Graf Bipartisi Komplit
Definisi 6
Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah Graf bipartisi dengan
himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik di X dihubungkan
dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika |X|=m dan |Y|=n,

maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan Ky, , (Purwanto, 1998:22).

Vy v, v, V, - v, Vs
u, u, u, u, u

Kis K23 Kszs

Contoh:

3

Gambar 2.8 Graf Bipartisi Komplit
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Pada Gambar 2.8 akan dijelaskan sebagai berikut:

K13 adalah graf bipartisi komplit dengan

X ={u}, IX]=1

Y ={v,,v,,v,}, IY|=3
K3 adalah graf bipartisi komplit dengan

X ={u,,u,}, X|=1

Y ={v,,v,,v,}, IY|=3
K33 adalah graf bipartisi komplit dengan

X ={u,,u,,u,}, X] =1

Y ={v,,v,,V,}, a -

Dalam Islam, definisi graf bipartisi komplit dapat dipresentasikan untuk
menggambarkan rukun Islam yang menjadi dasar bagi umat Islam. Ibarat sebuah
rumah, rukun Islam merupakan tiang-tiang atau penyangga bangunan kelslaman
seseorang. Di dalamnya tercakup hukum-hukum Islam yang mengatur seluruh aspek
kehidupan manusia. Rukun Islam terdiri dari lima perkara, yaiu: mengucap dua
kalimat syahadat dan menerima bahwa Allah itu tunggal dan Nabi Muhammad SAW
itu rasui Allah, menunaikan shalat fima kali sehari, mengeluarkan zakat, Berpuasa
pada bulan Ramadhan, dan menunaikan Haji bagi mereka yang mampu

(http://materitarbiyah.wordpress.com/2008/03/15/rukun-islam/).


http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Syahadatain&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Syahadatain&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Syahadatain&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/wiki/Sholat
http://id.wikipedia.org/wiki/Zakat
http://id.wikipedia.org/wiki/Puasa
http://id.wikipedia.org/wiki/Ramadhan
http://id.wikipedia.org/wiki/Haji
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Hal ini berdasarkan hadist Bukhari Muslim

(8 BT adde Al Ta afll Uil O gl AR MJJA;J.\\QE.’}

"»‘”w"’

f\m d}in:) Jdeaa u} 4 Y\ ‘\S\ Y u\ 9.3\./@.;» BL A GS&: eJu}\ C§/
(4dle (3ite) (i s sy il s SIS 5L 35Ul AT

Artinya: “Dari ~ Ibnu’Umar  radiallahuanhuma  bahwasanya  Rasulullah
Shallallahu’alaihi wasallam bersabda : “Islam dibangun diatas lima
perkara, yaitu bersaksi bahwa tiada ilah yang berhak untuk diibadahi
selain Allah dan bahwa Muhammad adalah Rasul Allah, mendirikan
shalat, mengeluarkan zakat, berhaji, dan berpuasa dibulan Ramadhan.

( Muttafaq ’alaih)
Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa Rasulullah SAW bersabda (yang
artinya), "Islam dibangun atas 5 perkara".
1. "Syahadat (persaksian) bahwa tiada sesembahan yang berhak disembah
selain Allah dan Muhammad adalah utusan Allah".
Yaitu kita mengikrarkan dengan penuh keimanan juga diwujudkan dalam
tindakan kehidupan kita bahwa tiada sesembahan yang berhak dan benar
selain Allah dan kita bersaksi bahwa Muhammad adalah utusan Allah serta
Kita wajib menaati Rasulullah SAW dalam agama Allah ini.
2. "Dan menegakkan Sholat".
Yaitu menegakkan Sholat terutama sholat 5 waktu, dengan menunaikan
rukun-rukun, kewajiban-kewajiban, dan khusu’ di dalamnya serta bersungguh

sungguh dalam mempelajari ibadah sholat sehingga dalam pelaksanaanya

sesuai dengan tuntunan Rasulullah SAW.
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"Memberikan Zakat".

Zakat fitrah adalah zakat yang wajib bagi setiap muslim yang termasuk
kedalam golongan wajib zakat, selain itu wajib bagi seorang muslim bila ia
memiliki 85 gram emas atau uang yang senilai dengannya dalam masa
kepemilikan 1 tahun. Besar zakat ini adalah 2,5 %. Adapun zakat selain dalam
bentuk uang mempunyai ukuran tertentu.

"Dan haji ke Baitullah".

Menjalankan Haji ini bagi orang yang mampu menunaikannya. Mampu
dalam hal ilmu, harta dan fisik, hukumnya menjadi yang mampu.

"Berpuasa di bulan Ramadhan".

Puasa di bulan radmadhan adalah termasuk puasa yang wajib, berdosa besar
bagi muslim yang tidak melaksanakannya, puasa adalah mencegah diri dari
makan minum dan seluruh perkara yang membatalkannya dari fajar sampai
tenggelam matahari disertai dengan niat puasa.

Rukun Islam menjadi landasan operasional dari Rukun Iman. Belum cukup

dikatakan beriman hanya dengan megerjakan Rukun Islam tanpa ada upaya untuk

menegakkannya. Rukun Islam merupakan training/pelatihan bagi orang mukmin

menuju mardhotillah/keridhoan Allah SWT.

» Syahadat adalah agreement (perjanjian) antara seorang muslim dengan
Allah SWT [7:172]. Seseorang yang telah menyatakan Laa ilaaha ilallaah
berarti telah siap untuk fight (bertarung) melawan segala bentuk ilah di luar

Allah SWT di didalam kehidupannya [29:2].
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» Shalat adalah training sebagai latihan agar setiap muslim di dalam
kehidupannya adalah dalam rangka sujud (beribadah) kepada Allah SWT
[6:162]

» Zakat adalah training, yaitu sebagai latihan agar menginfakkan hartanya,
karena setiap harta seorang muslim adalah milik Allah SWT [57:7, 59:7].
“Engkau ambil zakat itu dari orang-orang kaya mereka dan engkau

kembalikan kepada orang-orang fakir mereka” (HR Mutafaqun ‘alahi).

Shaum adalah training, yaitu sebagai latihan pengendalian kebiasaan pada

jasmani, yaitu makan dan minum dan ruhani, yaitu hawa nafsu [2:185]

Haji adalah training, yaitu sebagai latihan dalam pengorbanan jiwa dan
harta di jalan Allah SWT, mengamalkan persatuan dan persamaan derajat
dengan sesama manusia [22:27-28].

Rukun Islam dapat direpresentasikan dalam suatu graf yang terdiri dari 6 titik
yang dipartisi menjadi 2 bagian, dan masing-masing titik pada suatu partisi terhubung

langsung dengan semua titik pada partisi yang lain.

Rukun Islam

Syahadat Shalat Zakat Puasa Haji
Gambar 2.9 Representasi Graf Terhadap Rukun Islam

Dari Gambar 2.9 diatas merupakan salah satu contoh dari bentuk graf bipartisi
komplit K; s yang terdiri dari dari 6 titik yang dipartisi menjadi 2 bagian, dan masing-

masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik pada partisi
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yang lain. Titik yang terletak pada partisi pertama adalah Rukun Islam, sedangkan
titik-titik yang terletak pada partisi kedua adalah Syahadat, Shalat, Zakat, Puasa dan

Haji.

2.2. Graf Terhubung

Definisi 7
Sebuah jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W :
U = Uo, €1, U, €, . . ., Up1, €n, Uy =V Yyang berselang seling antara titik dan
sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengane, =u,_,u;
untuk i = 1, 2, . . ., n adalah sisi di G. ugp disebut titik awal, u, disebut titik
akhir, uy, uy, ..., ung disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W
(Chartrand dan Lesniak, 1986: 26).

Definisi 8
Jalan u-v disebut tertutup jika u =v dan terbuka jika u=v (Chartrand dan
Lesniak, 1986: 26).

Contoh:

Gambar 2.10 Jalan Terbuka dan Jalan Tertutup
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Dari gambar 2.10 barisan dari a,b,c,ae,d,a,d,b,a adalah jalan tertutup,

sedangkan b,c,b,c,b,c,a,d adalah jalan terbuka.

Definisi 9
Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trail u-v (Chartrand dan
Lesniak, 1986: 26).

Definisi 10
Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v.
Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak, 1986:
26).

Teorema 2
Setiap jalan u-v pada suatu graf selalu memuat lintasan u-v (Chartrand dan

Lesniak, 1986: 27).

Bukti:
Misalkan W adalah jalan u-v di graf G. Jika W tertutup, maka jelas W memuat
lintasan trivial di G. Misalkan
W:iu=v,,v,V,,...V,,V, =V
adalah jalan u-v terbuka. Jika tidak ada titik yang berulang di W, maka W adalah

lintasan u-v. Jika ada titik yang berulang di W, misalkan i dan j adalah bilangan bulat

positif berbeda dengan i< j sehingga v, =v;. Maka, suku v,,V,

i+l

,V; dihapus dari
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W. Hasilnya sebut W,, yakni jalan u-v yang baru yang panjangnya kurang dari
panjang W . Jika pada W, tidak ada titik yang berulang, maka W, adalah lintasan u-v.
Jika pada W, ada titik yang berulang, maka lakukan proses penghapusan seperti

seelumnya, sampai akhirnya diperoleh jalan u-v yang merupakan lintasan u-v.
Definisi 11
Suatu titik u yang membentuk lintasan (path) u-u disebut jalan trivial
(Chartrand dan Lesniak, 1986: 26).
Dari definisi 12 dapat diambil pengertian bahwa setiap jalan yang memiliki >
2 titik adalah jalan tak trivial.
Definisi 12
Suatu jalan tertutup (closed trail) yang tak-trivial pada Graf G disebut Sirkuit
G (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28).
Definisi 13
Sirkuit v, €1, Vo, €2, V3, . . ., Va1, €n-1, €n, Vi, V1 dengan n>3 dan v; berbeda
untuk setiap i disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28).

Contoh:

b d
Gambar 2.11 Trail, Lintasan, Sirkuit dan Sikel
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Dari gambar 2.11 jalan f,c,a,e,b,d,e,c,d, f disebut trail, jalan a,c,e,b,d, f
disebut lintasan, jalan a,e,b,d,e,c,a disebut sirkuit, sedangkan jalan a,c, f,d,b,e,a

disebut sikel.

2.3. Pohon

2.3.1. Definisi Pohon

Definisi 14
Pohon adalah graf tak-berarah terhubung yang tidak mengandung sirkuit.
Menurut definisi tersebut, ada dua sifat penting pada pohon yaitu terhubung

dan tidak mengandung sirkuit (Chartrand dan Lesniak, 1986:67).

Contoh :

V1 \%)
V3 Vg
Vg Ve

Gambar 2.12 Pohon
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2.3.2. Pohon Rentangan (spanning tree)

Definisi 15
Misalkan G = (V, E) adalah graf tak-berarah terhubung yang bukan pohon,
yang berarti di G terdapat beberapa sirkuit. G dapat diubah menjadi pohon T =
(V1, E1) dengan cara memutuskan sirkuit-sirkuit yang ada. Caranya, mula-
mula dipilih sebuah sirkuit, lalu hapus satu buah sisi dari sirkuit ini. G akan
tetap terhubung dan jumlah sirkuitnya berkurang satu. Bila proses ini
dilakukan berulang-ulang sampai semua sirkuit di G hilang, maka G menjadi
sebuah pohon T, yang dinamakan pohon rentangan (spanning tree) (Rinaldi
Munir. 2005:447).
Disebut pohon rentangan karena semua simpul pada pohon T sama dengan

semua simpul pada graf G, dan sisi-sisi pada pohon T < sisi-sisi pada graf G.

contoh:

\%1 \)

Vg V3

Gambar 2.13 Graf G

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Maka pohon rentangan dari graf G adalah

V1 Vo V1 V2
T1: T2: M
Vy V3 4 V3
Y2 \ Vo

Tha: T4: >4
Vg V3 V4 V3

Gambar 2.14 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf G

2.4, Matriks
2.4.1. Definisi Matriks
Definisi 16
Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks
(Howard Anton,1997:22).
Ukuran matriks dijelaskan dengan menyatakan banyaknya baris (garis
horisontal) dan banyaknya kolom (garis vertikal) yang terdapat dalam matriks

tersebut.
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Contoh:
1 2 2 7 e .
01, 21 0, 3 10,[3] 4
-1 4 0 0 0

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom sehingga
ukurannya adalah 3 kali 2 (yang ditulis 3 x 2). Angka pertama selalu menunjukkan
banyaknya baris dan angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks
selebihnya dalam contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1 x 3,3 x 3, 2 X

1,dan 1 x 1.

2.4.2. Determinan Matriks
Definisi 17
Jika A adalah suatu matriks n x n, determinan dari A dinyatakan dengan

det(A) atau dinotasikan |A| didefinisikan sebagai

det Z?:lal (D™ det(M,) (2.1)

dan

det(A):de{a“ a”} o aanam (@2
21 a22 a21 a22

Jika A adalah suatu matriks n x n, maka minor entri a;; dinyatakan oleh M;;
dan didefinisikan menjadi determinan submatriks yang tetap setelah baris ke i dan
kolom ke j dicoret dari A. Bilangan (-1) +jMij dinyatakan oleh Cj dan dinamakan

kofaktor entri aj; (Anton,1997:77)
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bll b12 bl3

Jika B=|b,, b, b, | maka

b31 32 b 33

bllb12b13 e
M1, =B = b, bzz bys| = bZl S b,,055 —Dy5by
0., gl D oo

Dengan menggunakan definisi 11 maka

Ci2= (-1)"*det(Mzo)

C12=(-1)° (Dyby —by3by)

C12= (by3b,, — b, by,)

Jika persamaan 2.1 dan 2.2 diterapkan pada matriks A yang berukuran 3 x 3,

dari persamaan 2.1 akan diperoleh

a,; a, aj a,; 3, a;
det(A):det Ay 8y Ay [F@y Ay Ay

a3l a32 a33 a31 a32 a33

a; (_1)1+l det(M,;) +a,, (_1)l+2 det(M,,) +ay; (_1)l+3 det(M,;)

CY 7y V& a, a
a, det[ # ?‘3}+ a,, det{ - 23}+ a, det{ i 22}
a'32 a'33 a‘3l a33 a‘31 a32

selanjutnya dengan menggunakan persamaan 2.2 diperoleh rumus
det(A) =ay (azz Qg — azsa32) —a; (az1a33 - a23a31) +a, (az1a32 - azzas1)

= a'1la'22 a33 + a'12a23a'31 + a'133'213'32
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— ;85383 —8,,8,,833 — Ay385,ay (2-3)

yang terdiri dari enam suku. (Charles G. Cullen dalam Kurniawan, 2009:22)

Contoh:
1 4 -3 1
2 0 6 -3
Hitunglah detB =
4 -1 2 5
1 0 -2 4
0 6 -3 2 6 -3 2 0 -3
det(B) =1detj -1 2 5 |—4detj4 2 5 |-3detj4 -1 5 |-
N Vg [ il =4 L0 @&
A0k 6
1det|4 -1 2
il g (0] =

A 5 =15 -1 2

=1 Odet —6det -3 -
=Y U 0 4 0 -2
2 5 4 5 4 2

4| 2det —6det —3det -
2204 1C4 i =z

-1 5 4 5 4 -1
3 2det —0det —3det -
0 4 1 4 1 0
-1 2 4 2 4 -1
2det —0det +6det
0 -2 1 -2 1 0

=1 0-6(-4—-0)—3(2-0) —4 2(8+10)—6(16—5)—3(-8—2) —

3p(-4-0-0-30+1) }1f2-0)-0+6(0+1)_
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=18-0+33-10=41

Salah satu cara lain dalam menentukan determinan suatu matriks n x n adalah
dengan mereduksi bentuk matriks tersebut menjadi matriks baru yang mempunyai
penghitungan determinan lebih mudah, misalkan dalam bentuk matriks segitiga,
dimana determinan dari matriks segitiga adalah hasil kali entri-entri pada diagonal
utamanya (Anton, 1997: 67)

Untuk mereduksi sebuah matriks, dapat dilakukan dengan operasi baris
elementer (OBE). Operasi baris elementer merupakan operasi aritmatika
(penjumlahan dan perkalian) yang dikenakan pada setiap unsur dalam suatu baris
pada sebuah matriks.

Operasi baris elementer meliputi :

1. Pertukaran baris

2. Perkalian suatu baris dengan konstanta tak nol

3. Penjumlahan suatu baris pada baris yang lain

Secara sederhana, determinan suatu matriks merupakan hasil kali setiap unsur
diagonal pada suatu matriks segitiga atas / bawah. Sehingga operasi baris elementer
pada sebuah matriks akan mempengaruhi nilai determinannya. Pengaruh operasi
baris elementer pada suatu matriks antara lain:

1) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila baris tunggal A dikalikan

oleh konstanta k, maka det(A’) = k det(A)

2) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila dua baris A dipertukarkan,

maka det(A)= - det(A)
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3) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila kelipatan suatu baris A
ditambahkan pada baris lain, maka det(A’) = det(A) (Anton, 1997: 67)
Contoh:

Hitunglah det (A) dimana

Maka dengan meruduksi

) 1 5 68 8

det()=3 -6 9=-o0 1 5 Baris pertama dan baris
i Wa P i kedua A dipertukarkan
1 -23 Faktor bersama sebesar 3 dari baris
= —30 pertama matriks terdahulu diambil
2 ’
melalui tanda det tersebut
ey -2 kali baris pertama dari matriks
=-30 1 5
0 0 5 terdahulu ditambahkan pada baris
ketiga
i -10 kali baris kedua dari matriks
=30 1 > terdahulu ditambahkan pada baris
0 0 -55 ketiga
1 -2 3 Faktor bersama sebesar -55
= (3590 1 5 dari baris terakhir matriks
0 0 1
terdahulu diambil melalui
= (-3)(-55)(1) =165 tanda det
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2.5. Matriks Graf
2.5.1. Matriks Adjacency dan Matriks Incidency
Definisi 18
Misalkan G graf dengan order p (p=1) dan ukuran g serta himpunan titik

V G = v,V,..,vV, . Matrik keterhubungan titik (atau matriks adjacency)

p
dari graf G , dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p x p) dengan unsur

pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v, terhubung langsung
dengan titik v; serta bernilai O jika titik v, tidak terhubung langsung dengan

titik v,. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis

AG :[aij],lsi, J < p,dengan

1 ,jikavyv,eE G

0 ,jikavyv,2E G
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur O
dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak memuat
lup dan tidak memuat sisi pararel (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).
Perhatikan contoh berikut. Misalkan graf G dengan himpunan titik

V G = V,V,,V,,V,

Dan himpunan sisi

E G = vV, vV, V,V;,V,V,,V,V,



Maka, diagram dan matrik keterhubungan dari graf G sebagai berikut:

Vi Vo
Vi Vo V3 Vy
G: vii0 1 0 1
AG): Vo1 0 1 1
v v Vsl0 1 0 1
Val1 1 1 O

Gambar 2.15 Matriks Keterhubungan dari Graf G
Definisi 19
Misalkan G graf dengan order p (p=1) dan ukuran g serta himpunan titik

dan himpunan sisi E G = e,e,,..,e, . Matriks

V G = V11V21"'1V q

p
keterkaitan (atau matriks Incidency) dari graf G , dinotasikan dengan |1 G
adalah matriks (p x q) yang unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan

yang menyatakan berapa kali titik v; terkait langsung dengan sisi e;. Dengan

kata lain, matriks Incidency dapat ditulis 1 G =[¢; ]1<i< p1<j<q

1 ,jika v; terkait langsung dengan e,

0 ,Jikav, tidak terkait langsung dengan e,

matriks Kketerkaitan suatu garaf G adalah matriks dengan unsur O dan 1
(Chartrand dan Lesniak, 1986:74).

Perhatikan contoh berikut. Misalkan graf G dengan himpunan titik
V G = V,V,,V,,V,,V,

dan himpunan sisi

34
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E G = VvV, V\Vg,V,V;,V,V,, V, Ve, V, Vg

Maka, diagram dan matriks keterkaitan dari graf G sebagai berikut.

Vi €1 V2 €1 € €3 € €5 €
vi|l 1 0000

G o \&2 IG):v2 11 01 11 0
v; [0 01 0 0 O

. e \ Va0 0 01 01

; N 4 Vs |01 0 0 1 1.

Gambar 2.16 Matriks Keterkaitan dari Graf G
2.5.2. Matriks Derajat
Definisi 20
Matriks derajat dari matrik G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks

diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari v,

i=1,2,3,..,p.Jika D G =[d; |,1<i,j<p,maka d; =deg v, dan d,=0
untuk i= j (Agnarsson dan Greenlaw, 2007:112)
Perhatikan contoh berikut. Misalkan graf G dengan himpunan titik
V G =v,v,,Vv,,v,
Dan himpunan sisi

E G = vVv,,vV,,V,V;,V,V,,V,V,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Maka, diagram dan matriks derajat dari graf G sebagai berikut:

Vi V2 Vi Vo V3 Vg
v[2 000
G: D@G): Y20 3 00
): Vsi0 0 2 O
V4O 0O O 3
Vg V3

Gambar 2.17 Matriks Derajat dari graf G

2.6. Teorema Matriks-Pohon

Teorema 3

Bukti

Misalkan G adalah graf tanpa loop dan misalkan B_;(G) adalah digraf
matriks insiden dari G yang berkaitan dengan pelabelan yang tetap dari n
titik dan m sisi dari G. Untuk setiap n X (n - 1) submatriks B’ dari B_,(G)
adalah sama sebagai berikut:

l.rank(B)=n-1

2. Pada sisi n - 1 yang sesuai dengan kolom B ' membentuk pohon

merentang dari G.

jika sisi n —1 membentuk pohon merentang dari G, maka rank (B’) =n - 1.

Dilanjutkan dengan induksi pada n > 1. Asumsikan bahwa ey, ...,e,_1
membentuk pohon merentang T dari G. Dengan pelabelan yang sesuai pada
sisi dan titik pada G, maka dapat mengasumsikan bahwa u, adalah daun dari
T yang terhubung ke u, dengan sisi e;, Dalam hal ini B' memiliki + 1 pada
entri ke (1, ), dan O di tempat lain pada baris pertama. Karena jumlah semua

baris dalam B' adalah nol, itu sudah cukup untuk mempertimbangkan (n - 1) x
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(n - 1) submatriks B" dari B', di mana baris ke-n telah dihapus dari B’
(sebenarnya, dapat menghapus semua baris ke i, di mana 2<i<n). Itu sudah
cukup untuk menunjukkan bahwa det (B") = 0. Memperluas determinan di
sepanjang baris pertama, akan memperoleh
det(B") = £ det(B"11)
Dimana B"1; adalah matriks (n - 2) x (n - 2) yang diperoleh dari B" dengan
menghapus baris pertama dan kolom. Sejak sekarang B";: sesuai dengan
pohon pada e,,...,e,_; (kecuali untuk baris terakhir), dengan hipotesis
induksi rank n - 2 dan dengan demikian determinan tidak nol.
Observasi 1
Untuk G graf tanpa loop, didapatkan
A(G)+B_,(G).B_,(G)' =D(G)
Lemma 1

Misalkan X dan Y adalah masing-masing matrik n x m dan m x n. Misalkan

Tc< 1..,m dan misalkan P, adalah matriks diagonal m x m yang entri

diagonal ke i adalah 1 jika 1T dan O sebaliknya. Misalkan M adalah

matriks (m + n) x (m + n) didefinisikan oleh

m=| 7Y
X 0

MisalkanT = {1, ..., m}\T menjadi komplemen dari T. Menggunakan notasi

dari teorema Binet-Chaucy,



Bukti

det(M) = (-1)" det(X ) det(Y,),

TcSce ..,

IT|

n—|7_‘|> himpunan bagian S dari

Semua jumlah diambil alih (

{1, ..., m} yang mengandung T dan memiliki tepat n elemen.

Pertama dicatat bahwa jika n > m, maka baris dari m +1 dengan m + n
dalam M tidak bebas secara linear. jika | T | < m - n, maka baris (atau
kolom) dalam M bersesuaian dengan T linear terikat juga. Oleh karena itu,
dalam kasus ini, lemma berlaku, karena jumlah kosong sama dengan nol.

Kalau dimiliki 0 < m - n <| T |, sehingga dapat memilih sebuah ieT
Dengan memperluas determinan M oleh setiap baris (atau kolom)

bernomor i €T, didapatkan

_PT'i Yi _PT' Y
det(M) = -det ’ + det
X; 0 X 0

Berikut matriks pertama memiliki dimensi (m + n - 1) x (m + n - 1), di

mana P, adalah matriks (m -1) X (m - 1) yang diperoleh dari P, dengan

menghapus nomor baris dan kolom i dan X; (demikian juga, Y;) diperoleh
dari X (demikian juga, Y) dengan menghapus kolom (demikian juga, baris)

nomor i dari X (demikian juga, Y). Demikian pula, kedua matriks memiliki

dimensi(m+n)x(m+n),dimana T'=T\ i

38
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Akan dilanjutkan dengan induksi pada m + | T | dan memperoleh

det(M) = —(=)™* z det(X,) det(Ys,)

TcSic 1...m \(i)

+ (=D Z det(Xs,) det(Ys,)

TU i S, L.m \(i)

Di sini S; berkisar lebih dari semua subset dari {l, ..., m} \ {i} yang berisi
T sebagai subset dan memiliki tepat n elemen, dan S, berkisar atas semua
subset dari {1,. . . m} yang berisi T U {i} sebagai subset dan memiliki
tepat n elemen. Karena setiap S < {1,. . . m} yang berisi T sebagai subset

dan memiliki tepat n mengandung unsur-unsur i atau tidak, didapatkan

det(M) = (D" >, det(X,) det(Y;)

TcSc{l,....m}
Teorema Binet-Cauchy
Teorema 4

Misalkan m,neN di mana m>n. Misalkan X matriks n x m dan Y
matriks m x n. Untuk setiap S = i,...,i. < 1..,m , misalkan X (demikian
juga, Ys) adalah nomor matriks persegi n x n diperoleh dengan memilih
kolom (demikian juga, baris) i, melalui i, dari X (demikian juga, Y ). Dalam
hal ini didapatkan

Det(XY)= > det(X)det(Y;)

Mengambil alih semua jumlah (rg) Subhimpunan S dari 1,..,m vyang

mengandung unsur n tepat.
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Bukti

Perhatikan bahwa
7 20 o= 1
n
dimana |, adalah matriks identitas @ X o untuk oo = m, n. Oleh karena itu,
det[_)l(m g] = det [_(I)m XYY]: (—=1)™ det (XY)
dan karenanya

det(XY) = (=1)™ det [‘)’(m ’5]

Teorema Matriks-Pohon
Teorema 5
Untuk graf G tanpa loop, semua kofaktor D(G) - A(G) adalah sama dengan
7 (G), jJumlah pohon yang merentang di G.
Bukti
Untuk G graf tanpa loop, maka didapatkan
A(G)+B_,(G).B_(G)' =D(G)
Dari pernyataan diatas didapatkan
D(G) - A(G) = B,(G).B,(G)'
Dari sini dicatat bahwa kofaktor ke (i,i) pada D(G) - A(G) adalah matriks yang

diperoleh dengan perkalian matriks B_l;i(G).B_l;i(G)t, dimana B_;(G)

adalah diperoleh dari B_,(G) dengan menghapus baris ke i.



Pada Teorema Binet-Cauchy, didapati bahwa

det B,(G).B,(G)' = D det(B’).det(B")
Di mana B' adalah submatriks tidak singular (n-1) x (n-1) dari B_;(G) _
Dari teorema 3 tepat dengan jumlahnya pohon rentangan, dan setiap jumlah-
jumlah seperti itu sama dengan (+1)% =1
Oleh karena itu, setiap kofaktor ke (i,i) dari D (G) - A (G) sama dengan 7(G)

(Agnarsson dan Greenlaw, 2007:115)
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BAB IlI

PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai aplikasi teorema matriks-pohon untuk
menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K, ) dengan
m =1,2, 3,4, n>1dan m, ne N. Adapun langkah-langkah menentukan banyaknya
pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K,,) dengan m =1,2,3,4, n>1dan
m, ne N adalah sebagai berikut:

1) Menggambar graf bipartisi komplit (K, )

2) Menentukan matriks adjacency dan matriks derajat dari graf bipartisi
komplit (K, )

3) Mencari nilai selisih dari matriks derajat dan matriks adjacency (matriks
laplacian) dari graf bipartisi komplit (K, ,)

4) Mencari nilai kofaktor dari matriks laplacian dari graf bipartisi komplit
(Kimn)

5) Melihat pola banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Km,n)

6) Merumuskan pola ke dalam teorema

7) Membuktikan teorema

Sebelum menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit
(Kmn) dengan m =1, 2, 3, 4, n>1 dan m, ne N dengan menggunakan aplikasi

teorema matriks-pohon, berdasarkan definisi bahwa banyaknya pohon rentangan

42



43

sama dengan nilai setiap kofaktor dari matriks D(Km ) — A(Km,n), maka penulis disini
memilih nilai Cy; untuk menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi

komplit (K, )

3.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K1 )
3.1.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kl,l)

Untuk graf bipartisi komplit (K ) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.1.1 berikut
Vi

Kiq:
Vi1
Gambar 3.1.1 Graf Bipartisi Komplit (K, ;)
Pada graf bipartisi komplit (Km) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

up vqp
uj0 1
AlGu) = V1|:l 0}

dan menghasiikan matriks derajat
u, V1

D)= vy g

01
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka

akan dicari matriks laplacian dan nilai ko

faktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)—- A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Km) adalah sebagai

berikut:
A(Ky,) =
o
D (Ky,) = 1.
T(G) =  D(G)- A(6)
[ 10 01
" 0 J ] L o}
(1 4
Qaa?” |

1 -1
Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ,) adalah [ . 1}

Setelah mendapatkan matriks laplacian

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:
11 -1
Cu1 dari 11 =1

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf

maka selanjutnya akan dicari nilai

bipartisi komplit (K, ;) adalah
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T (Kl,l) =1

3.1.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K1,z)
Untuk graf bipartisi komplit (K1,z) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.1.2 berikut

Vi \)

Uz

Gambar 3.1.2 Graf Bipartisi Komplit (K )

Pada graf bipartisi komplit (K1,z) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Uy vi Vo
U1 L

A(K1‘2)= Vi 1 0 O
Vou o OO

dan menghasilkan matriks derajat

Uy Vi Vo

Uz oo

D(Ky,)= V1|0 10
V2 {0 0 1
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K1,2) adalah

sebagai berikut:

0 1
A(Ki)) = |10
[2 0 0]
D ) = 01
T(G) = D(G) - AG)
2 00 011
T(G) = O™ OFS= 1 00
i L 1 00
Deri t2T
= &AM
10 1
2 -1 -1
Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ,) adalah {-1 1 0
-1 0 1

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:



2 -1 -1
. 2 10
Clldal’l -1 1 0|= -1 det[ }
01
-1 0 1
= 1(1-0)
= i

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (KLZ) adalah

5 (K1,2) =l

3.1.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Km)

Untuk graf bipartisi komplit (K1,3) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.3.1 berikut
V1 V> V3

Uz

Gambar 3.1.3 Graf Bipartisi Komplit (K, 5)

Pada graf bipartisi komplit (K1,3) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

urj0 1 1 1

Vi

1
A(Ky3) = w1
1
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dan menghasilkan matriks derajat

Uy ViV V3
uj3 0 0 O
Vilo 1
V2l0 0
V3|0 O

0
Dy, = .
0

R O O

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) = D(G) - A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kllg) adalah

sebagai berikut:

011 1
1000
e = 1000
10 0 0]
30 0 0]
0100
D (Kaa) = 0010
00 0 1]
T(G) = D(G)- AG)
3000 011 1
"G - 0100 100 0
0010 100 0
0001 100 0
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3 -1 -1 -1

. j-11 0 0

-1 0 1 O

-1 0 0 1
3 -1 -1 -1
- . ] . -1 1 0 O
Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K;3) adalah 0 1 o
-1 0 0 1

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

3 =-1 -1 -1

el Wi =0 04

Cy1 dari = _1%det|0 1 0
-1 0 1 O

0 01
B 0 D

10 oF 0
=1 det - 0 det
0 1 0 1
0 1
+ 0 det
bl

=1
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Km) adalah

T (K1,3) =
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3.1.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (KM)

Untuk graf bipartisi komplit (K ,) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar
3.1.4 berikut

Vi V7 V3 V4

Vi1

Gambar 3.1.4 Graf Bipartisi Komplit (K, ,)

Pada graf bipartisi komplit (KM) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Up Vi Vo V3 Wy

gl Y 4 g
Vil1 0 0 00
A(Ky)= Y2112 0000
Va1 0 0 00
V4l1 0 0 0 0]

dan menghasilkan matriks derajat

Up Vi Vo V3 Wy

YT'4 0 0 0 0]
Vijlo 1 0 0 0
D(Ky)= Y20 010 0
slo 0 0 1 0
Valo 0 0 0 1




o1

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G) — A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (KM) adalah

sebagai berikut:

ke il L |
10000
A(Ky,) = 10000
i [on U4 OB
gl (08 G Ol |
[4 0 0 0 O]
D QOSSN
e = 00100
o 40) fOn 1"
0 000 1]
T(G) =  D(G) - A(G)
F4240~50, =0,; O (001 1 1 1]
0 *rioio e 10000
T(G) = |00100/— 10000
00010 10000
00001 |100 0 0f

(4 -1 -1 -1 -1

AR
o O o
o O -
o - O
R O O O




Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K,,) adalah

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

4 -1 -1 -1 -1]
ST D O

| 2

&y o BRI WG BB - S
b Un Ol i D
| SIN0. I AO B |

1

= 1det|O

0

0 1

+0det|{0 O

00

@ @ @ =

(@)

0
-1 0
0

-1 -1 -1 -1]

-1 1

O Ok O
@ @ @

-0det |0

0

1
0
0

R O O O

- 0 det

0

0
1
0

0

0
0
1

52

dicari nilai

o

o

o — O

(@)

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K1,4) adalah

T (K1,4) =1
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3.1.5 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (KLS)
Untuk graf bipartisi komplit (K;s)dapat digambarkan grafnya seperti

Gambar 3.1.5 berikut

Vi1

Gambar 3.1.5 Graf Bipartisi Komplit (K, 5)

Pada graf bipartisi komplit (KLS) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Ur Vi V2 V3 V4 Vs

i URP LT B IRl

il O~ ¥ 6.\

_ V2)1.000 0 0

A Vi1 0 0 0 0 O
Val1 0 0 0 0 O
Vs|]1 0 0 0 0 0

dan menghasilkan matriks derajat

Up Vi1 Vo V3 Vg Vg

ulf5 0 0 0 0 0
Vilo 1 0 0 0 0
V20 01 0 0 0
D (Kys) = sl o 0 01 00
V40 0 0 0 1 0
Vs)0 0 0 0 0 1]



Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kl,S) adalah

sebagai berikut:

_ = P = = O
O O O O O -
O O O O O -
© @ © © @ [
o O O O O B+
OO O O O O -

D (Kys) =

) @ @ O g®w

O O O o — O
O O O O O
OO O B O O O
O O O O O
R O O O O O

T(G) = D(G)— A@G)
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TG) =

O O © o o O
O O © ©O Fr O
O O ©O B, O O
O O Rm O o O
O B O O O O
m O ©O ©O O O
N e =
O O © o o Bk
O O ©O O o K
O O O ©O O Kk
O O O O O Kk
O O O O o Kk

5 s I FIE e 1
@iy 0 0 O0F /5
S R0 N0 SRONN0
e ol R W1 WO
Ll o QU RTR /Y O
BTN (P NE1 Ol )

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, 5) adalah

L g
11 0 0 0 0
S0 1 0 0
g o = o
10 0 0 1 0
-1 0 0 0 0 1,

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:
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—1]

-1

-1

1 -1
10000
g, b1, '0/'0\0
~1°det|0 0 1 0 0
Ny (0 B0
00001

5

C11 dari

o O O «l

o O «+H O

— O O O

o O O o

-

o O O «

o © gEC

(D) Sla(S) ©

o O O o

Odet[

1

10 0 0]
010 0
0010
00 0 1]

01 00
0 010
0 0 01

T (Kl,S) -

1 det

- 0 det
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K1,s) adalah



Berdasarkan data di atas yaitu banyaknya pohon rentangan dari graf

bipartisi komplit (Ky,) dimana n>1 dan ne N maka diperoleh tabel sebagai berikut

Tabel 3.1.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kl,n)

No | Graf bipartisi komplit (K,,,) | Banyaknya pohon rentangan (K ,,)
1 (Ky1) e TG, 111
2 (Ky2) =
3 (Ky3) 1=18N3
4 (Ky4) L=
5 (Kyis) 1=# 5%

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon rentangan graf bipartisi
komplit (K, ) adalah
Galiafin=r &% *n™ J
3.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kzn)
3.2.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K5, )
Untuk graf bipartisi komplit (Kz,l) dapat digambarkan grafnya seperti

Gambar 3.2.1 berikut
Vi

K2,1 .

Uy Uo

Gambar 3.2.1 Graf Bipartisi Komplit (K5, )
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Pada graf bipartisi komplit (K,,) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Up U Vp

ufo 0 1
A(Ky;)= U0 0 1
VR 1 NG

dan menghasilkan matriks derajat

up Uz Vi

urff1 0 0
D, )" Sr A U2l 4
Vi|0 0 2

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz,l) adalah

sebagai berikut:

A(Kyy) =

= O O
=)
o R K
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1 00
D (K,q) = 010
0 0 2
TG) = D(G) — A(G)
1 00 U0 %
T(G) = O b 04 = ([0 © L
00 2 i & 0
1 0 -1
= o 1 -1
& R
1. «07%-1
Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ) adalah | 0 1 -1
-1 -1 2

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

1 =
) 2 1 i
Cpdari |0 1 -1|= -1 det
L1V 2
= =2

=1
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz,l) adalah

T (Kz,l) =1
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3.2.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kz,z)

Untuk graf bipartisi komplit (Kz_z) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.2.2 berikut

Vi1 Uz

Gambar 3.2.2 Graf Bipartisi Komplit (K ,)

Pada graf bipartisi komplit (Kz,z) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
Up Uz Vi Vo
u {0 0 1 1
Uz |0 0 1 1
Al 1100
V2|11 1 0 O

dan menghasilkan matriks derajat

c
flary
c
N
<
fiy
<
)

Vi]

U2
D (Kz'z) =

O N O O
N O O O

<

i
o O o N
o O N O

V2
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat
maka akan dicari matrik laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari
matriks-matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz,z) adalah

sebagai berikut:

0011

001 1

Al&s) = T oS

| RO

2 0 0 0

0200

2 G-A 00 2 0

000 2

T(G) =  D(G)— A(G)
0 gil0 g 0 %=1
70) o200 o fo¥'T 1
D02 6 10 0
000 2 1100

D——

_ 0 2 -1 -1

- 1 -1 2 0
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2 0 -1 -1
2 -1 -1
-1 -1 2 O
-1 -1 0 2

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K,,) adalah

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

2 4 0\ N
02 1 ki o L1
Cyy dari S GMder =1 2T 20
21 DT 0
LN 0 €2
s Y1 o 2

2 W -1 0 =18 2
= 2 det + det - det
u P2 -1 2 -1 0

2(4-0) + (-2-0) — (0+2)

= 4
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz,z) adalah
2 (10 =14
Secara terperinci pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz_z) dapat

digambarkan sebagai berikut:

V1 Vs Vi V2

Tl T2:

Vg V3 \Z V3
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Vi V2 Vo
T3: T4:

Va Vs V4 V3

Gambar 3.2.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kz,z)

3.2.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K2,3)
Untuk graf bipartisi komplit (K2,3) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.2.4 berikut

V1 Vo V

Uy Uo
Gambar 3.2.4 Graf Bipartisi Komplit (K,3)

Pada graf bipartisi komplit (K2,3) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

U UpVy Vo V3

Ufo 0 1 1 1]

U200 0 1 1 1

A(Ky3)= Vi1 1.0 0 0
V211 1 0 0 0

Vis[1 1 0 0 O]
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dan menghasilkan matriks derajat

Up Uz ViVa Vs
Uif3 0 0 0 0
U2(0 3 0 0 0
D (Ky3) = Vilo 0 2 0 O
V200 0 0 2 O
5lo 0 0 0 2]

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K2,3) adalah sebagai

berikut:
6O | ™71
G0 Y A1
A (Ky3) = 11000
11000
110 0 0
(3 0 0 0 0]
03000
D(K2‘3)= 00 2 00
00020
0 0 0 0 2]
T(G) = D(G) — A(G)
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(30 0 0 O] [0
03000 0

T(G) = 00200 - |1
000 20 1

10 0 0 0 2] 1

I (S [ =
3PN -1

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ) adalah

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

M2 . 0 -1 -1 1]
0 En = LN
Cypdari |-1 -1 2 0 O
el 0 2 0
-1 -1 0 0 2

3 -1 -1 -1
- g2 det -1 2 0 O
-1 0 2 O

-1 0 0 2

= = = O O
o O O - B
o O O - BB
O O O - =

P30 -1 A M
RN B

=
1 —l==g
-1 -1 0

0
2
0

0
0

2
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2 00 100 120
=3det|0 2 O|+det|-1 2 O|-det|-1 0 O
0 0 2 10 2 10 2
120
+det|-1 0 2
-1 00
= 12

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K, ;) adalah
7 (Ky3) =12
3.2.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kz,4)
Untuk graf bipartisi komplit (Kz,4) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.2.5 berikut

\%1 \Z V3 \

Uq Us

Gambar 3.2.5 Graf Bipartisi Komplit (K ,)

Pada graf bipartisi komplit (K,,) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
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Up Uz Vi Vo V3 V4

ufo 0 1 1 1 1
/o001 111
Vil1 1.0 0 0 0
4 (Ks2) = V21 1.0 0 0 0
Va1 1. 0 0 0 0O
Vs (1 @& 0 §O=0p 0/

dan menghasilkan matriks derajat

Uy _Ul U, Vi Vo V3 V4_
400000

U2 |0 4 000 O

Vel o012 10l 1040
D(Ksz)= v, {5 9 0 2 0 0
"0 00020

8 0/ 8 a0 A

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)—- A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K2,4) adalah

sebagai berikut:



ONVIVIN 40 ALISHIAINN DINVTISI 31VLS NIHVAEI MITTVIN VNVINVIA 40

[o0]
©

— 4 O O o o
- 4 © © ©o o
— 4 O © o o
— <+ O O OO
O O o = «— i
_001111_
I
_ T 7 o o o«
I 1
O 0o 0o oo« _ T 7 7 o o o
©O O 0O o o
©O O 0o o N o a B
o = O @ © & S | 7 o N o o
O O O N O o =)
'@ +4 0 o o o < = TR T 7 N o o o
O O N O O o I
O a o ASS I O O N O o o
O < O o o o ~ O41__1__1__1__
— 4 O ©o o o e S S
~ © o o o o S g " “ o = o oo
- 4 O © o o _ L L
O O A « A Il
- Il
O O A «f i S Il 1
L 1 o
< ~
D /F{U\ 7o
= €
—
—~

A (Kys) =
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Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ,) adalah

4 0 -1 -1 -1 -1]
0 4 -1 -1+-1 -1

=1 -1 2 0 0,0
-1 -1 0 2 0 O
-1 =% 0,0 2140
-1 -1 0,0 0,2

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai
kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

R il 84
I N ) 1 A

o =7 U D Y0
Cy1 dari
L il O T
SIER=10 0" £ 2540
=14 0°/ 8 ¥ Q@7 }
4 -1 1 -1 1
B2 B0t
= 1°det|-1 0 2 0 O
-1 0 0 2 O
-1 0 0 0 2]
2 000 -] -1 2 00
0 2 00 -1 2 00 -1 0 0O
=4 det + det - det
0020 -1 0 2 0 -1 0 2 0
0 0 0 2 -1 0 0 2 -1 0 0 2
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-1 2 00 -1 2 00

-1 0 20 -1 0 2 0
+ det - det

-1 0 0O -1 0 0 2

-1 0 0 2 -1 0 0O
= 32

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K, ) adalah

eMI o) = 32

3.2.5 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kz,s)
Untuk graf bipartisi komplit (Kz,s) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.2.6 berikut

Vi \Z V3 Vo Vs

Uy Uo

Gambar 3.2.6 Graf Bipartisi Komplit (K5,5)

Pada graf bipartisi komplit (K2,5) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
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Uz
uz
Vi
A (KZ,S) - VZ
V3
V4
Vs

dan menghasilkan matriks derajat

D (KZ,S) == V2

up; u

0
0
1
1
1
1
1

==

N

O O O©O O O Pk kP L

N

<
w

O O O ©O O k- -

<
~

O O O O©O Ok -

<
o

O O O O Ok -

Ui Upx Vi Vo V3 Vy Vs

5

e o O O _O

@) WO) Oy (OS] (e

@ © ¥Xo CORgowe @)

0

@ O @, R RS

0

S e N O S LS

0

(S (e N = P o (o)

NS @ @ @ © @ @
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka

akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Kz,s) adalah

sebagai berikut:
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- 4 O O O O O
- 4 O O O O O
- 4 O O O O O
- 4 O O O O O
- 4 O O O O O
O O HA dA A A
© O A A A A -
|
I 1
O O O O O o « : |
O O O O O O «
@ © © © (@E ] w=
f 1 ~ O O O O O N o
- 4 O O O O O 0 00 o N O o mu\
O O O O NN O o
" 4 O o o o o e A_n
O O O NN O o o
- 4 O O O o O o o N O O o o \f.u/
O O N O O o o
- 4 O O O O O O b o o o o o rD\
O N O O O O o
- 4 O O O O O 1w oo oo o o
O O A - A A - Il _500000w
O O A - A A I |
L : N o)
L ()
KZ = N\
~— =~ S
N/
Q ~

A(Kys) =



Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ) adalah

-1
-1

o O O O

-/
=il

G} GRROWO

-1
-1

o O o N

—1
-1

(@) (O giiey RO

-1
-1

o O NN O

Sl

(D Oy O

-1
-1

o N O O

=1L
=1

O N O O

]
-1

N O O O O
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Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

'5 0 -1
0 5 -1
-1 -1 2
Cupdari|-1 -1 0
-1 -1 0
-1 -1 0
-1 -1 0

-1
-1

o O O PN

-1
-1

o O N O

-1
-1

OO N O O

—11

N O O O O
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Berdasarkan data di atas yaitu banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi

komplit (K,,) dimana n>1 dan ne N maka diperoleh tabel sebagai berikut

Tabel 3.1.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kz,n)

No | Graf bipartisi komplit (K,,) | Banyaknya pohon rentangan (K ,,)
1 (Ky1) 1B 7%, 177
2 (Kzz) ff= 2=t ¢ "
3 (S 12 =2 3%t
4 (Ky4) 32= 2"\t
5 (Kys5) 80= 2°".5%"

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon rentangan graf bipartisi
komplit (K., ) adalah
1= @ i

3.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K3 n)
3.3.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Ks ;)

Untuk graf bipartisi komplit (Kg’l) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.3.1 berikut

V1

K3'1 .

Uy Us U3
Gambar 3.3.1 Graf Bipartisi Komplit (K5 ;)
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Pada graf bipartisi komplit (K3‘1) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Ui Uz Uz Vi
uu|o 0 0 1
U210 0 0 1

A (K =
(Kz.) Us|0 0 0 1
vifl 1 1 0

dan menghasilkan matriks derajat

Uy U Uz Vq
urff1 0 0 O
u/0 1 0 0

D (K =
(K34) Usio 0 1 O
vij0 0 0 3

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) = D(G) — A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,1) adalah

sebagai berikut:
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0 0 01
0 0 01
A (K =
(K1) 0001
1110
1 00O
01 00
D (K =
(1) 0010
0 0 0 3
REG) = D(G) — A(G)
1 0 0 O 0 00 1
01 00 00 @1
T(G) = k
OM OFE 190 0 0 0 1
000 3 1 NG
iRy o
o OO0 7
0 /08 llle 1]
cukal O
1 0 0 -1
N . . . 1 0 -1
Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K ,) adalah 4 |
-1 -1 -1 3

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

1 0 0 -1

0 1 0 -1 10~

Cq1 dari = ~17% det 0O 1 -1
0O 0 1 -1

-1 -1 3

-1 -1 -1 3
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1 -1 0 -1
=1 det - 0 det
-1 3 -1 3

0 1
- det
5

=1
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,1) adalah
r G (K31)=1
3.3.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K3,2)

Untuk graf bipartisi komplit (K3,2) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar
3.3.2 berikut

V1 Vo

uq Uo Us

Gambar 3.3.2 Graf Bipartisi Komplit (K5 ;)
Pada graf bipartisi komplit (Kglz) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
Up Uz U3 Vi V2

ufo 0 0 1 1]

U

A(Ks,) =

V1

\

c
()
R = O O

R — O O

0
0
1
1

o O B+~ BB
o O - B
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dan menghasilkan matriks derajat

Up Uz Uz V1 V2

Uufo o0 0 0o 0]

uz

D (Ks,) = U3
Vi

o O o o
O O O N
o O N O
o w O o
w O O o

Vo

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,2) adalah

sebagai berikut:

A(Ks,) =

 m, O O O
R P O O O
m B, O O O
O O Rk KB =
O O Rk Rk -

D(Ksz) =

O O O O N
o O O M O
O O NN O O
o W O O O
w O O O o

T(G) = D(G) — A(G)
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T(G)

O O O O N

[ 2
0
0

O O O N O

0
2
0

SINIAT J3- 0
1 1 1 0" 8

0 0 O] i
000
2 0 0] —
0 30
Ganl " i
[
O 1
2 Hwd=

= = O O O

= = O O O

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (Ks,) adalah

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

Cu dari

(2 0
0 2
0 0

—1" A_FEFESE J0

-1 -1 -1 0 3

0
0
2

A =T |
-1 -1
-1 -1

2 0 -1 -1
0o 2 -1 -1
-1 -1 3 0

= 1 °det

-1 -1 0 3

B = O O O
O O Rk Rk
O O R Rk

#2 \8° 0
g 2%
o= g A2
—1 ==t 3
-1 -1 -1 0

0
3

=R 31 |
Rl
= B
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2 -1 -1 0o -1 -1 0o 2 -1

=2det |-1 3 0 |-Odet{-1 3 O |-det|-1 -1 O

-1 0 3 -1 0 3 -1 -1 3
0 2 -1
+det|-1 -1 3
-1 -1 0

= 12
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (Ks,) adalah

T (K3,2) =12

3.3.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K3,3)
Untuk graf bipartisi komplit (K5 ) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.3.3 berikut

V1 v v

Uy u us

Gambar 3.3.3 Graf Bipartisi Komplit (K5 3)
Pada graf bipartisi komplit (K3,3) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

81



U Uz Uz Vi Vo V3

uufo 00111
w00 0111
1o 00111
AKs3)= vily 11 00 0
V21111 0 0 0
Vs 1 oy 1§ ONG O

dan menghasilkan matriks derajat

U Up Uz ViVy V3

U | 3

uz

us

D (K33) = %

\)

SN o of (©
O _O O O (e
O O O w O o
O, © €5 (D)L ()
(@) OO g™ =IO

V3

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)—- A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,3) adalah sebagai

berikut:

82
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-1 -1 -1
-1 -1 -1

0
3

3

0
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o4 4 4 O O o
o4 4 4 O o o
O O O HA A
S @ @ =] e
o o o oA H o
7
I 1 _
5 © & O 6 _ : —
O oo oo m _
5 e & 6 @
_ _ —~ S ORoWS T Nk
a4 4 4 o o o SEONOR DRCORO N
= O oo m o o o
- - « ofdis S 6 & © ks
| S @O © @ &
a4 +d 4 o0 o o 2060 © S« ~ o
,mu\ O M O © O o
©C O O A < - 5 e e S a
aosle SHclE) ™
O O O i «—d «d L
O O O « i - Il Il I
L ]
~
o
o N\
) S —~
N—r — G
a ~ =
=

A (Ks3) =



Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K3 3) adalah

3 0 0 -1 -1 -1]
0 _ i, g1 -1
OO T T ]
-1 -1 -1 3 0 O
=] LN ) 8 0
-1 -1 -1 0 0 3

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai
kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

NOR U =i B ]
Ok s, \ = B/ 4
0"_OulEEN - 10—
R ™ 1 0 W
ShigiSiat’ i ™ 0
S O Y &

Cu dari

(3 0 -1 -1 -1]
0 3 -1 -1 -1
= —1° def [Er =12 §00 Y0
1 -1 0 3 0
A

=81
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,3) adalah

T (K3'3) =81



3.3.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K3,4)

Untuk graf bipartisi komplit (K3, ) dapat digambarkan grafnya seperti gambar

3.3.4 berikut

K3, :

Uy Us Uz
Gambar 3.3.4 Graf Bipartisi komplit (Ks,,)

Pada graf bipartisi komplit (K3,4) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Up Uz Uz Vi Vo V3 Vy

Uz

u2

us

3 #ay,

A (K, )= W
V2

V3

P P P P O O O
e == =)
O O O O F k- Bk
O O O O F - Bk
O O O O F - Bk

P P P P O O
O O O O B~ -

Vg

dan menghasilkan matriks derajat
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Uy Uz Uz ViVa V3 Vg

U _ _
4000000

U210 400000

U 10 040000
D(Kss)= Y110 0 0 3000
V210 0 0 0 3 0 0

Va0 000030

V410 00000 3

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,) adalah

sebagai berikut:

o
W
&
™
~—
I
P PP O O O
P B Pk B O O O
P P PR OO O
O O © O F - .
O O ©O O - - -
O O O O - - =
O O O O - - -
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4 0 000O00O0
0400000
0 040000
0003000
0 0003 0O
0 000O0S3O0
0 00 O0OOS3

D (Ks4)

D(G) — A(G)

T(G)

0=0 UYL 1 I QR
050" 0" A1) 1 4 §1
0001111

1110000
1110000
1110000
1110000

4 0 000 O0O
UNE4ROyi0 o AUR O
0 040000
LRy Vs NUY G
GRG0 Oy 3w 0 80
U VOO e d
DRt &0 80 045

T(G)

P,

0
0
4

0
4
0

4
0
0

b =

=1, =1 =il =l

0
0
3
0

0
3
0
0

e
-1 -1 -1 0O
-1 -1 -1 0
-1 -1 -1 O
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Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K3 ,) adalah

=l =) g 0
1= =1 0N 3,
-1 £ -1 p0 3 O
— I T NOTAOAN Off 3

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

Crndan [E=TR=ls =188 3088 O 740
— LI 1 NGO” 45 N (I
. 1y O =il .U
=il et ANOR 0 U

3 =1 -1 3 O.aDY0
= -1 det
-1 -1-0 3 0 O
-1 -1 0 0 3 0
[=lee=lo@0"" 03|
= 432

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,4) adalah

7 (K3,) =432



3.3.5 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K3,5)

Untuk graf bipartisi komplit (K3,5) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.3.5 berikut

V1 Vo V3 Vg Vs

uj uz us

Gambar 3.3.5 Graf Bipartisi Komplit (K5 5)

Pada graf bipartisi komplit (K3,5) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Ug U, Us Vqy Vo V3 Va Vs

u{o 0 0 1 1 1 1 1]

o 0 01 1 1 11

uyO 0 0 1 1 1 1 1

A(Kys) = VIAILITTAd~8 0 0 O

: V1 1 1 00 0 0O

vil 1 1 00 0 0O

Vy1 1 1 0 0 0 0 O

51 1.1 0 0 0 0 0

89
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dan menghasilkan matriks derajat

Vi Vo V3 V4 V5

ol <
[
o o
N
c
@

1

Vi1
uz
us

Vi

D (K3’5) — Vs
V3

Vg

O O O O O U1 o o
W O O O O O o o

O O O O w o o o

@ @ @ © @ @ ‘=
O O O O O O O
(@) (@ @ (@Y (@ (Ol
(@ (@ (@ (@ (@ @ fo
O W O O O o o

Vs

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) = D(G) — A(G)

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3’5) adalah sebagai

berikut:

M == )
N e == )
N S S A = I o I )
O O O O O F = =
O O O O O - = =
O O O O O K -k -
O O O O O - = =
O O O O O F = =
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Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K3 5) adalah



92

-1 -1 -1 3 0 0 0 O
-1 1T . %0 0 0
ST SRR NS, Oy, 0
ST O OO S, U
Lol SE GNO0F 0,0 3

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai
kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

5 «0. 0 -1 -1, -1 -1°-1
0o 0 18 =18 =1 =4
T Shel B YRR

=A% 5 kE L "0fo
Cyy dari
s LI O 28 (V408 10
= AN e oo
e R _0F upde 3y i
-1 -1 -1¥ 0.0,0 0 3]
N5 0@ 1 <N RN
0 5 -1 -1 -1 -1 -1
=1 -1 3T 0 O
= —1°det|-1 -1 0 3 0 0 O
-1 -1 0 0 3 0 O
-1 -1 0 0 0 3 0
-1 -1 0 0 0 0 3]
= 2025

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K3,5) adalah

7 (Ky5) = 2025
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Berdasarkan data di atas yaitu banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi

komplit (K5 ,) dimana n>1 dan ne N maka diperoleh tabel sebagai berikut

Tabel 3.1.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Kgln)

No | Graf bipartisi komplit (K1) Banyaknya pohon rentangan (K ,)
1 (K1) 1 =3 1
i (K2) I2R=aa R
p (Kss) 8] = 371 3ot
! (K34) 432 = 31 4%
> (Kas) 2025 = 3°1 557

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon rentangan graf bipartisi
komplit (K;.,) adalah

T (Kg,n) e 3n_1.n3_1

3.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4 )
3.4.1 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4,1)
Untuk graf bipartisi komplit (K, , ) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.4.1 berikut
Vi

up U2 Us Ug

Gambar 3.4.1 Graf Bipartisi Komplit (K, )



Pada graf biprtisi komplit (K,,) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Up Up Uz Ug Vg

uLf0 0 0 0 1]

U210 0 0 0 1

A(K,;)= U0 00 01
U410 0 0 01

Wil 1 fid- 0]

dan menghasilkan matriks derajat

Ui Uz Us Ug Vyq

Ll 0 ol oCYOl

0 1 0 0 O

D(Kyp )= U060 1 0.0
Uss0 0 01O

Vij0 0 O 0 4]

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)—- A(G)
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Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, 1) adalah

1 0 0 0 -1]
QT MG, "W
0 0 1 0 -1
0 0 0 1 -1
-1 -1 -1 -1 4|

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

el ¥i @Y

SO ol 1
b, S i B 21 e

Cudari|0 0 1 0 —1]|= —-1°%det

0 0 1 -1
il O

1 -1 -1 4
e (I XL

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K, ) adalah

T (K“) =1
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3.4.2 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4‘2)

Untuk graf bipartisi komplit (K, ,) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.4.2 berikut

U U us Ug
Gambar 3.4.2 Graf Bipartisi Komplit (K, )

Pada graf bipartisi komplit (K4,2) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

Up Uz Uz Ug Vi Vo

A (K4,2) 7 sl

(=
w
= e (@ (Clael (@

O O L B P
O O R Kk Pk K

R (@ @) (@)
B, O O O
B O O O

dan menghasilkan matriks derajat
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Uy U Uz Ug V1 Vo

uu [2 00000
U |02 0000
U 1o 02000
D (Kz) = us [0 0 0 200
Vi ([0 000 40
V2 [0 0 0 0 0 4]

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-
matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)
Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K4,2) adalah

sebagai berikut:

P —, O O O O
P —, O O O O
= P N SNy Rfo)
kP, O O O O

O O R B B -
O O P B B

D (K,,) =

O O O N O O
O O N O O O

O O O O o ™
O O O O M o
o ~A O O O O
A O O O O O

T(G) = D(G)—- A(G)
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2 00000 000011
020000 0000171
002000 000011

TG) = -
000200 000011
000040 111100
000004 [11110 0]
(2 A0 .0 OFL=F 1]
0F "2=f0\ O —1#1

B N0, 2 O¥L] ¢

y ol 40 SOPRZEETaee|
Sl R Rl S
| S} B & B S

[2 U v 0 =&F
0 2 0 0 -1 -1
IS0 2 0 -1 -1
0f N2l 1L
e e
-1 -1 -1 -1 0 4|

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:



2 0 0 0 -1 1 _ _
2 0 0 -1 -1

O 2 0 0 -1 1
0O 2 0 -1 -1

/0 0 2 0 -1 -1 )

Cq1 dari = -1"det|0 0 2 -1 -1

o 0o 0 2 -1 -1
-1 -1 -1 4 0

-1 -1 -1 -1 4 0
-1 -1 -1 0 4
-1 -1 -1 -1 0 4 - -

= 32
Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K4,2) adalah
7 (Ky) =32
3.4.3 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4,3)

Untuk graf bipartisi komplit (K4,3) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.4.3 berikut

Vi Vo V3

Ug V) Us Ug

Gambar 3.4.3 Graf Bipartisi Komplit (K, 3)

Pada graf bipartisi komplit (K4,3) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
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Uz
u
us
A(Ky3)=
Vi
\')
V3

Up Uz Uz Us Vi Ve V3

0

kP P O O O

0

P B O O O

0

L P P O O O

0

P  k O O O

dan menghasilkan matriks derajat

D (Ku3) = Ug

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka
akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

Uy Uz

3

O s Qg O

G GEE® OO W _O

VE]

© (@ NS IV (&)

Uy

O CMer BffMeo) OO

1

o O O -

1

O O O - =

Vi V2

0

o O A O O O

0

o p O O O O

O O O B kB P R

V3

A O O O © O O
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Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K4,3) adalah sebagai

[0 0001 11

GeRUNE,, O, 1 1
0 000111
0 000111
1y Wsidd 070, 0
leg I d .1 0O%0LA0
1F 1 5=y Of,0 0

berikut:

A(Ky3) =

O O O O O O <
G ONEF OWel N &
O O O O ¥ o o
CATONEMOEON® 4O
S © @2 O @ (Sl
S el © © (=F =k (©)
_3000000

I

X

s

<+

3

~—

Q

D(G) — A(G)

T(G)

0000111
0 000111
00001101
00001101

1111000
1111000
1111000

SOy
0 3000¢60GO
003 00O0TGO0
00030O0O0
0000400
0 00O0O0OOM40DP0

0 00O0OTO O 4

T(G)



Setelah mendapatkan

30 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3
—1 ™l
=P
|

0 0 O
Ga Ul
Ofm S ©
Al B
£ s
g w IR
-1 -1 -1

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

Cu dari

0 0 -1
0 0 -1
3 0 -1
0 3 -1
-1 -1 4
-1 -1 0
-1 -1 0

4
0
0

matriks laplacian

-1 -1
-1 -1
-1 -1
-1 -1
0 O
4 0
0 4

il gl
o A
ditg8
N A |
0 0
N
0 4]

maka selanjutnya akan dicari nilai
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3 0 0 -1 -1 -1]
0 3 0 -1 -1 -1
0 0 3 -1 -1 -1

= —17 det
-1 -1 -1 4 0 O
-1 -1 -1 0 4 O
-1 -1 -1 0 0 4]
= 432

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K4’3) adalah

7 (Ky3) =432

3.4.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (KM)

Untuk graf bipartisi komplit (K4,4) dapat digambarkan grafnya seperti Gambar

3.4.4 berikut
Vi Vo V3 Vy

Ky, :
Ug VP Us Ug
Gambar 3.4.4 Graf Bipartisi Komplit (K,,,)

Pada graf bipartisi komplit (K4_4) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut
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A (K4,4) =

Uz
uz
Vi ]
Ug

)

V3
Vg

U

P P P O O O O

I

U Uz Ug Vi Vo

P P PO O O O

dan menghasilkan matriks derajat

Uy Up Uz Uz Ug Vi Vo V3 Vg

Uz
us
Uy
D(Kia)=
V2
V3
Vg

Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka

akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matrisk laplacian dari matriks-

4

S @ © o (& o (e

O O O ©O O O ~ O

0

S © (& O ae, WO

0

N T == =)

O CHO e OO YO

0

P P P P O O O

0

S © Yo%y oele)

1

O O O Ok =

0

O O b O O O O

1

O O O O F B -

0

o A O O O O O

V3 Vy

1

O O O O F P -

A O O O O O © O

1

O O O O FF - =

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G) - A(G)
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Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (KM) adalah sebagai

00001111

Q@™ Q@] g1

00001111

" 5 1731 16 30F 0.0
81 1 4.0 0 0 0
1y I V1 0=0r%0 40
11110000

00001111

berikut:

A(Kyy) =

4 0 000O0O0TGO
OE™~0 WGl gy " 0RO
ONQU A R gy
G0, ¢ N JN 10 400

0 000 400GO0
0 00OO0OOM4C0G0
U _g0h O/ G 0 a0 4m0
0 00O0OOTOTG O 4

D (Ky4)

D(G) — A(G)

T(G)

0 0001111

0 0001111

00001111

11110000
11110000
11110000
11110000

00001111

4 000 0O0O0O

0 400000O0O0

0 040000O0O0

000 40000
0 00O040O0°0
0 00O0OM4OCO00

0 00O0O0OO0OAM40P0

000 O0OOT O 4

T(G)
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-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

0
0
0
4
-1
-1
-1
-1

0
0
4
0
-1
-1
-1
-1

4
0
0
0

-1
=
-1
i}

-1
!
-1
-1

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ,) adalah

—Il
=l
—il
|

=1
-1
-1
-1

-1
5
3
=

-1
-1
-1
-1
4
0
0
0

0
0
0
4

0
0
4
0
-1
-1
-1
-1

=1l
— I
— !
p 1

11
-1
=
-1

= |
!
-1
|

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:

-1
=1
-1
-1

-1
=
-1
-1

-1
=il
=il
-1

-1
-1
-1
-1
4
0
0
0

0
0
0
4
-1
-1
-1
-1

0
0
4
0
-1
-1
-1
-1

0

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

C11 dari



= —17 det

= 4096

Maka banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (KM) adalah
7 (K, 3) = 4096
3.4.5 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4,5)

Untuk graf bipartisi komplit (K4,5) dapat digambarkan grafnya seperti gambar

3.4.5 berikut

Gambar 3.4.5 Graf Bipartisi Komplit (K,,s)

Pada graf bipartisi komplit (K4,5) menghasilkan matriks adjacency sebagai

berikut

-1 -1 -1 -1]
-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1
4 0 0 0
0 4 0 O
0 0 4 0
0 0 0 4
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Ug
u2
VE]
Us
A(Kyg)= M
)
V3
Vy
Vs

U Uz Uz Ug V1 Vo V3 V4 Vg

(@)

e = I = =)

o
o
o
[
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e T S S = e Rl o N o)
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dan menghasilkan matriks derajat

D (Kyus5) =

Up

Uz
U3
Ug
Vi
()
V3
V4
Vs

(=

O O O O O O o o Ou

=
[
)
c
w
=
~
<
iy
<
w
=
<
ol

o
©

@ © ©@ @@ oo Y=, &

=2 © © OWNe CMEEl (=) S
o © ©@ CEFCRORE o @)
@ @ @ COmsge Yo O (<
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o O b O O O O O O
O A O O O O O O
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka

akan dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)
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111100000
D(G) - A(G)

000011111
Qe QaiBSTn] g1 1
000011111
000011111
T N1 00T 040 .0
1 1140 0.0 "0°L0
I\ BN 3¥ T CO=90FR0 0. 0
1IN W i SURFURNE
O i, Ul [UN G Cdn o gl
U Sl 104 T G0 40 o6
GG 5) [Uh Um0 0 ROy U
o™ 0, 40, ‘G 07 S0 R
0 000 400O00O0
U G0 /Ol @080 (0
U GRRON "0 _Agl Sl 0
0 0O0O0OOO OAM40
0 0O0O0OOOTOT O 4

Jadi banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi komplit (K4,5) adalah sebagai
A(Kys) =
D (Ky5) =
T(G)

berikut:
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I 4 4 O O O O O
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T(G) =

Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ) adalah

=l
=
—3
-1

1
=l
=il
=

25
-1
-1
=il

=il
Sil
=il
=l

=l
=1
= |
=il

0
0
0
5

0
0
5
0

4
0
0
0
0

=1
-1
-1
-1
-1

=
-1
-1
-1
-1

=;
-1
-1
-1
-1

—
-1
-1
-1
-1

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor dari matriks laplacian, yaitu:
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Berdasarkan data di atas yaitu banyaknya pohon rentangan dari graf bipartisi

komplit (K,,) dimana n>1 dan ne N maka diperoleh tabel sebagai berikut

Tabel 3.1.4 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (K4,n)

No | Graf bipartisi komplit (K4,n) Banyaknya pohon rentangan (1(4,71)
: (K1) D Sya't. 1+
i (Ki2) SRR Y-
P (Kss) 432 = 471 3"
K (Ksa) 4096 = 4% 241
: (Kas) 32000 = 4°1 5"

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon rentangan graf bipartisi
komplit (K,,) adalah

Galiafh=r L5 L "~
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Berdasarkan pola-pola di atas yaitu banyaknya pohon rentangan dari graf
bipartisi komplit (K,,,) dimana m =1,2,3,4, neN danm, ne N maka diperoleh
tabel sebagai berikut

Tabel 3.1.5 Banyaknya Pohon Rentangan dari Graf Bipartisi Komplit (Km,n)

No | Graf bipartisi komplit (K,y,») Banyaknya pohon rentangan (K., )
1 (Kin) T a1
2 (Kyn) on-1_ p2-1
3 (K3n) -1 p3-1
4 (Kyn) gn-1_ 41

Dari tabel di atas terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon rentangan graf bipartisi
komplit (K., ) adalah

7 (Kpn) = m™ 1. nm1
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Teorema:

Misal K,,, , graf bipartisi komplit dengan m,ne N, maka banyaknya pohon
rentangan dari graf bipartisi komplit (K., ,) adalah

(K ) = R 1

Bukti:

Graf bipartisi komplit (K,,,) dengan m,ne N dapat digambar sebagai

berikut

\{

AN
i
Jik

7V N\

Gambar 3.4.6 Graf Bipartisi Komplit (K, )

N\ /N /
\X/
W

A

Misal (K,,,) adalah graf bipartisi komplit dengan m,ne N, maka

Matriks adjacency dari graf bipartisi komplit (K, )
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Setelah mendapatkan bentuk matriks adjacency dan matriks derajat maka akan
dicari matriks laplacian dan nilai kofaktor C,, matriks laplacian dari matriks-

matriks tersebut, yaitu dengan menggunakan persamaan

T(G) =D(G)— A(G)

n 0 0 o N0l 00 0 ~F0y af o 0
n o0 00 0 0 ol o 0 0
0 0 n 00 0 O ol o 0o o 011 1 1
00 0 n 0o 0 0 ol o 0o 051 1 1 %%
i1 (G) = L

00 0 OmoO0 0 o WL il 1%0% o 400
00 0 0 0moO s 6 1000 ..0
00 0 00 0 m Gip | (a1 o N
0 0 0 o Dardils 0 m| [1 11 1000 0

n 0 O o | -1

0 _ " N} 1

n -1 -1 -1 1

0o 0 o0 nS=\EFT A 1

I W 1 0 0 0

1 -1 1 1 0 0 0

1 -1 -1 1 0 0 0

-1 -1 -1 1 0 0 O m




Jadi didapatkan matriks laplacian bagi (K, ,) adalah
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Dengan banyaknya kolom adalah m+n dan banyaknya baris m+n atau

matriks dengan orde m+n

Setelah mendapatkan matriks laplacian maka selanjutnya akan dicari nilai

kofaktor

C,, dari matriks laplacian, yaitu:

Ci1 = (1) det(M1y)

C,, dari

n

0

0
0




n O
0 n
0O O
= 1°det|-1 -1
—Jang—1
e dod 1
-1 -1

0 -1 -1
0 -1 -1
n -1 -1
-1 m O
-1 0

-1 0 O
-1 0 O
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Dengan banyaknya kolom adalah m-+n—1dan banyaknya baris m+n—1 atau

matriks dengan orde m+n-1

Melalui operasi baris elementer, M1; direduksi menjadi matriks segitiga atas

(m-1)
o
(m-=-)m
mn —(m-1)

(m-m"

© mn-n(m-(n-2)m"

diperoleh,
[ - 0 -1 -1 -1
On .. O —1 -1 =1
0 0 n -1 -1 -1
0 0 0 mn—(m-1) _(m-1) _(m-1)
n n n
2
00 .. 0 0 mn-2m-Y)m  (m-Im
mn —(m-1) mn —(m-1)
3 2
00 ..0 0 0 ML Ty
mn-2(m-1L)m
00 ..0 0 0 0

m'n—-n(m-1)m"

m'n—n(m-(n-1))m" |

Dimana det My, tidak lain adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas

tersebut. Jadi,



—(m-— 20 _ 30 _ _ 2
DetMy=n .n ... .n.M (m-1) mn-2(m-im mn-3(m-1)m

n mn—-(m-1) ~ m’n-2(m-1m

m"'n—n(m-1)m"
“m"n—-n(m-=(n-1))m"

= n m-1 mn—l

Jadi terbukti bahwa banyaknya pohon rentangan (Kmp) = n™* m™*
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BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan pada bab 111, maka dapat diambil kesimpulan
antara lain:

1. Cara menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit
(Kmn) dengan m =1, 2, 3,4, n>1 dan m, ne N dengan aplikasi teorema-
matriks sebagai berikut:

a) Menggambar graf bipartisi komplit (K, )

b) Menentukan matriks adjacency dan matriks derajat dari graf bipartisi
komplit (K1)

c) Mencari nilai selisin dari matriks derajat dan matriks adjacency
(matriks laplacian) dari graf bipartisi komplit (K,,)

d) Mencari nilai kofaktor dari matriks laplacian dari graf bipartisi
komplit (K,p,,)

2. Bentuk umum banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (Knn)
dengan m =1, 2, 3,4, n>1 dan m, ne N dengan aplikasi teorema-matriks
sebagai berikut:

a) Banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K1) adalah

r (Kyp) = 1771 .ntt
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b) Banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K, ) adalah
T (Kyp) = 271 n27t
c) Banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K3 ) adalah
t (K3p) = 3"1.n371
d) Banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (K4 ,) adalah
s WK =t "

Berdasarkan hasil penentuan pola-pola banyaknya pohon rentangan graf
bipartisi komplit (Ky,) dengan m,n € N, maka dapat disimpulkan bahwa bentuk
umum banyaknya pohon rentangan pada graf bipartisi komplit (Km,) dengan n > 1
danm,n € N adalah:

GRS \ /TN
4.2 Saran

Aplikasi matriks-pohon dapat digunakan untuk menentukan banyaknya pohon
rentangan pada sebarang graf terhubung. Sehingga, untuk penelitian selanjutnya
penulis menyarankan penggunaan teorema matriks-pohon untuk menentukan

banyaknya pohon rentangan pada jenis-jenis graf yang lain.
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