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ABSTRAK

Rosyidah, Himmah. 2010. Grup Automorfisme dari Graf Lengkap, dan Graf
Sikel. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: () Drs. H. Turmudzi M.Si (1) Dr.Ahmad Barizi
M.A

Kata Kunci: grup, automorfisme graf, graf lengkap, graf sikel, grup simetri,
grup dihedral

Isomorfisme dari graf G ke dirinya sendiri disebut sebagai
automorfisme dari graf G dengan kata lain automorfime dari graf G merupakan
suatu permutasi dari himpunan titik-titik V(G) atau sisi-sisi dari graf G, E(G).
Jika ¢ adalah suatu automorfisme dari G dan v V(G) maka deg ¢pv = degv.
sedangkan grup automorfisme dari graf G adalah grup permutasi dari semua
automorfisme graf G yang dinotaskan dengan A(G). Graf terbagi dalam
beberapa kelas, diantaranya yaitu graf lengkap dan graf sikel. Dalam penelitian ini
automorfisme dari graf sederhana akan dikembangkan ke graf sederhana yang
lebih khusus lagi yaitu graf lengkap dan graf sikel.

Permasalahan yang diangkat dalam penelitian ini adalah bagaimana
bentuk grup automorfisme dari graf lengkap dan graf sikel. Dari definis
automorfisme graf lengkap dan graf sikel akan diberikan beberapa contoh
sehingga diperoleh bentuk umum dari automorfisme graf lengkap dan graf sikel,
yang selanjutnya akan diselidiki bentuk grup dari automorfisme graf lengkap dan
graf sikel tersebut.

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bentuk grup automorfisme graf
lengkap adalah grup simetri karena Karena sifat dari graf lengkap yang setiap
simpulnya dapat dipetakan ke semua simpul sehingga anggota himpunan
automorfisme dari graf lengkap juga merupakan anggota himpunan dari grup
simetri, dimana banyaknya angota himpunan grup simetri adalah n!.

Sedangkan bentuk grup dari automorfisme graf sikel adalah grup
dihedral, karena sifat dari graf tersebut yang merupakan lintasan tertutup,
sehingga automorfisme dari graf sikel hanya bisa diperoleh dari operas rotas
sebanyak n, dan operas refleksi sebanyak n juga, maka banyaknya automorfisme
tersebut adalah 2n dimana anggota himpunan automorfisme dari graf sikel
merupakan anggota himpunan dari grup dihedral
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ABSTRACT

Rosyidah, Himmah. 2010. Automor phism Group from Complete Graph, and
Cycle Graph. Theses. Mathematics Programme Faculty of Science
and Technology The State of Idamic University Maulana Malik
Ibrahim Malang.

Promotor: (1) Drs. H. Turmudzi M.Si
(I1) Dr. Ahmad Barizi M.A

Key words: group, graph automorphism, complete graph, cycle graph,
symmetric group, dihedral group.

An automorphism of a graph G is isomorphism of G with it self, that
is, a permutation on V(G) that preserves adjacency. It is an immediate
conseguence of the definition that if ¢ is an automorphism of G and v V(G),
then deg ¢pv = degv. The set of al automorphism of a graph G denoted by
A(G) caled automorphism group from graph G. Graph divided on some of
classes, that are, complete graph and cycle graph. In this examination,
automorphism from simple graph will develop into simple graph with more
specialization, namely complete graph and cycle graph.

The problem in this examination is how to know the shape of
automorphism group from complete graph and cycle graph. First step to answer
the question is found the definition of complete graph automorpism and cycle
graph, after known the definition of it, writer will give some examples, so can
found the general shape from complete graph automorphism and cycle graph. A
final step is observed more accurate the shape of group from complete graph
automorphism and cycle graph.

Based on this examination, found the shape of group complete graph
automorphism is symmetric group, because the propertie of complete graph is
every vertex can mapped to all vertex, so that the member of set from complete
graph automorphism also is a member of symmetric group and sum member of
symmetric group isn!.

In the other side, the shape of group from cycle graph automorphismis
dihedral group, because the property of cycle graph is closed path, so that
automorphism of cycle graph can found from rotation (n) and reflection (n). So
sum of automorphism is 2n, wich the member of set from cycle graph
automorphism also isamember of dihedral group.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Qur’an adalah kitab suci yang berfungsi sebagai pedoman hidup (hudan
lilmuttagin). Karena itu A-Qur’an senantiasa dibaca dan ditelaah secara
intensif oleh umat Islam. Hampir semua aspek kehidupan umat Islam
senantiasa dirujuk pada Al-Qur’an. Tak terkecuali perkembangan sains dan
teknologi yang pengaruhnya sangat |uas terhadap kehidupan umat manusia.

Sebagian dari sgjarah ilmu pengetahuan alam adalah catatan dari usaha
manusia secara continue untuk merumuskan konsep-konsep dan unsur-unsur
dalam bidang ilmu pengetahuan, A-Qur’an telah memberikan kepada umat
manusia kunci ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan
peralatan untuk mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap
dan mengetahui keajaiban dari kedua duniaitu. (Rahman, 1992:12)

Allah SWT memperingatkan bahwa sains dan teknologi tidak dapat

dipisahkan dari Al-Qur’an dan As-sunnah Rasul. Firman Allah SWT:

[

.. fml.? Lf:g \w/ L};‘j L; &ib:a-’: gj

“Dan janganiah kamu mengikuti apa yang kamu tidak mempunyai
pengetahuan tentangnya...” (QS. Al-Isra’/ 17: 36)

Memang harus diakui bahwa dalam merektualisasikan isi dan kandungan

Al-Qur’an yang terus berkembang sesuai dengan kemajuan ilmu pengetahuan

dan teknologi, diperlukan suatu dasar ilmu pengetahuan dan teknologi yang



luas sehingga dapat mencakup segala sis amalan yang nyata, terutama hal-hal
yang berkaitan dengan ilmu pengetahuan dan teknologi itu sendiri. lImu
pengetahuan dan teknologi itu sendiri sangat diperlukan bagi kemajuan
peradaban dan kesgjahteraan umat manusia.

Jadi upaya untuk mereaktualisasikan is dan kandungan ayat-ayat Al-
Qur’an tidak lain juga merupakan suatu usaha untuk mengeluarkan manusia
dari kegelapan ilmu pengetahuan dan teknologi, sehingga akan makin
membuktikan bahwa Al-Qur’an benar-benar sebagai ““hudan lin naas” dan
“hudan lil muttagiin®

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta
persamaan yang setimbang dan rapi. Firman Allah dalam Al-Qur’an surat Al-

Qamar ayat 49 berikut:

“*Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.”

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Al-Furgan ayat 2
Fo I dnl Ll %L 7oL

“Dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-

ukurannya dengan serapi-rapinya.



Semua yang ada di aam ini ada ukurannya, ada perhitungan-
perhitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli matematika atau
fisikka tidak membuat rumus sedikitpun. Mereka hanya menemukan rumus
atau persamaan. Rumus-rumus yang ada sekarang bukan diciptakan manusia,
tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan dan menyimbolkan
dalam bahasa matematika. (Abdussakir, 2007: 79-80)

Sejak peradaban manusia bermula, matematika memainkan peranan yang
sangat penting dalam kehidupan sehari-hari. Berbagai bentuk simbol
digunakan untuk membantu perhitungan, pengukuran, penilaian dan
peramalan.

Dari ilmu matematika bermuncullah ilmu-ilmu lain yang merupakan
cabang dari matematika, diantaranya adalah kalkulus, aljabar abstrak, aljabar
linier, teori bilangan, geometri, graf dan sebagainya. Akan tetapi ilmu-ilmu
tersebut saling berhubungan, dalam aplikasinya sendiri seringkali terdapat
pembahasan tentang perpaduan antara ilmu-ilmu tersebut misalnya antara
ajabar linier dengan graf, ajabar abstrak dengan graf sehingga dari perpaduan
tersebut dihasilkan suatu teori baru. Berdasarkan uraian tersebut, dalam
penulisan skripsi ini penulis tertarik untuk membahas tentang perpaduan
antarailmu aljabar abstrak dengan graf.

Aljabar abstrak adalah bidang subjek matematika yang mempelgjari
struktur aljabar, seperti grup, ring, medan, modul, ruang vektor, dan aljabar

medan. Salah satu topik menarik dalam ilmu aljabar adal ah tentang grup.



Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan operasi ° pada G
adalah suatu operasi biner, dimana himpunan G bersama-sama dengan
operasi ° dikatakan sebagai grup jika memenuhi operasi ° bersifat tertutup,
operasi ° bersifat assosiatif, G memuat elemen identitas, dan setiap unsur di
G mempunyai invers di dalam G pula.

Sedangkan graf merupakan salah satu bidang matematika yang
diperkenalkan pertama kali oleh ahli matematika asal Swiss, Leonardo Euler
pada tahun 1736. Saat ini teori graf semakin berkembang dan menarik karena
keunikan dan banyak sekali penerapanya diantaranya dalam menyelesaikan
postman problem yaitu menentukan jarak terdekat yang dilalui oleh seorang
tukang post. Keunikan teori graf adalah kesederhanaan pokok bahasan yang
dipelgjarinya, karena dapat disgjikan sebagai titik (vertex) dan sisi (edge).

Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), ditulis dengan
notasi G=(V,E), yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak-kosong dari
simpul-simpul (vertices atau node) dan E adalah himpunan sisi (edges atau
arcs) yang menghubungkan sepasang simpul. Graf terbagi dalam beberapa
kelas, akan tetapi dalam proposal skripsi ini kelas graf yang kita kaji adalah
graf lengkap (complete graf), dan graf sikel (cycle graf). Dalam teori graf,
terdapat materi tentang homorfisma graf, isomorfisme graf, dan automorfisme
graf. Dalam skripsi ini automorfisme graf akan dikembangkan ke dalam
bentuk yang lebih khusus yaitu bagaimana automorfisme dari graf lengkap
(complete graf) dan graf sikel (cycle graf), Selanjutya akan diselidiki

bagaimana bentuk grup dari automorfisme graf-graf tersebut. Sehingga



berdasarkan uraian tersebut, penulis mengambil judul “Grup automorfisme

dari graf lengkap, dan graf sikel”.

1.2 Rumusan M asalah
Berdasarkan dari latar belakang di atas, dapat ditarik rumusan
permasal ahan yang akan dibahas, yaitu
1. Bagaimana bentuk grup automorfisme dari graf lengkap (complete graf)?

2. Bagaimana bentuk grup automorfisme dari graf sikel (cycle graf)?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk
1. Mengetahui bentuk grup automorfisme dari graf lengkap (complete graf).
2. Mengetahui bentuk grup automorfisme dari graf sikel (cycle graf).

Untuk mengetahui bentuk grup automorfisme dari ketiga graf tersebut
maka automorfisme dari ketiga graf tersebut harus memenuhi sifat-sifat dari
grup.

0] Operasi ° bersifat tertutup
(i)  Operasi ° bersifat assosiatif
(ili) G memuat elemen identitas.

(iv)  Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula.
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1.4 Batasan Masalah
Pada penulisan skripsi ini, penulis membatasi bahwa automorfisme yang

dibahas adalah automorfisme titik yang dinotasikan dengan A, (G).

1.5 Manfaat Penelitian

1. Bagi Penulis
Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan
pengetahuan tentang teori graf dan grup, khususnya tentang graf lengkap,
graf sikel, isomorfisme graf, automorfisme graf, Grup, Grup simetri, dan
grup dihedral.

2. Bagi Lembaga
Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan kepustakaan yang
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan
matematika untuk mata kuliah teori graf dan aljabar.

3. Bagi Pengembangan Ilmu
Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan pembanding bagi pihak

yang ingin mengetahui lebih banyak tentang teori automorfisme graf.

1.6 Metode Penélitian
Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode literatur
yakni dengan mempelgjari buku-buku yang berkaitan dengan penelitian
yang telah diangkat oleh penulis. Penelitian dilakukan dengan melakukan

kajian terhadap buku-buku, jurnal-jurnal, atau makalah yang memuat topik



tentang teori graf dan aljabar abstrak. langkah selanjutnya meliputi langkah-

langkah penelitian sebagai berikut:

1. Menjelaskan definisi dari grup automorfisme dari graf lengkap (complete
graf, dan graf sikel (cycle graf).

2. Berdasarkan definis tersebut akan diberikan contoh dari grup
automorfisme dari graf lengkap (complete graf), dan graf sikel (cycle
graf) Sehingga akan diperoleh bentuk umum dari automorfisme dari
graf lengkap (complete graf), dan graf sikel (cycle graf)

3. Menyelidiki bentuk grup automorfisme dari graf lengkap (complete
graf), dan graf sikel (cycle graf).

4. Kesimpulan

1.7 Sistematika Pembahasan
Untuk mempermudah pembaca memahami tulisan ini, penulis membagi
tulisan ini kedalam empat bab sebagai berikut:

1 BAB | PENDAHULUAN : Dalam bab ini dijelaskan latar belakang
masalah, permasalahan, batasan permasalahan, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, kerangka teori, metode penelitian dan sistematika pembahasan.

2 BAB Il KAJAN TEORI : Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang
mendasari dalam teori yang dikaji, yaitu tentang teori graf, kelas-kelas

graf, homomorfisme graf, isomorfisme graf, dan grup.



3 BAB Il PEMBAHASAN : Dalam bab ini dipaparkan pembahasan tentang
bagaimana bentuk grup automorfisme dari complete graf (graf lengkap),
dan cycle graf (graf sikel) ?

4 BAB IV PENUTUP : Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir

penelitian dan beberapa saran.



BAB 11

LANDASAN TEORI

2.1 Graf
211 Definisi Graf

Graf merupakan salah satu bidang matematika yang diperkenalkan
pertama kali oleh ahli matematika asal Swiss, Leonardo Euler pada tahun
1736. ide besarnya muncul sebagai upaya menyelesaikan masalah jembatan
konisberg. Dari permasalah itu, akhirnya Euler mengembangkan beberapa
konsep mengenai teori graf.

Teori graf saat ini menjadi topik yang banyak mendapat perhatian, karena
model-model yang ada pada teori graf berguna untuk aplikas yang luas,
seperti masalah dalam jaringan komunikasi, transportasi, ilmu komputer, riset
operasi, dan lain sebagainya. Definisi dari graf itu sendiri adalah:

Definisi 1

Graf didefiniskan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan

notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak-kosong

dari simpul-simpul (vertex) dan E adalah himpunan yang mungkin
kosong dari sis (edge) yang menghubungkan sepasang simpul.

Himpunan dari simpul-simpul (vertex) dari graf G dinotasikan dengan

V(G), sedangkan himpunan sisi (edge) dinotasikan dengan E(G).

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 4)



Definisi 2

Sebuah graf (atau graf tak terarah) G terdiri dari suatu himpunan V dari

verteks-verteks (atau simpul-simpul) dan suatu himpunan E dari rusuk-

rusuk (atau busur-busur) sedemikian rupa sehingga setiap rusuk e E

dikaitkan dengan pasangan verteks takterurut. (Johnsonbaugh, 1998: 251)

Maka berdasarkan definisi di atas dapat dissmpulkan bahwa graf
merupakan himpunan tidak kosong yang disebut verteks (atau node) yang
terhubung oleh edge-edge, dimana edge merupakan himpunan yang boleh
kosong.

Banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan
p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dar G dan dilambangkan dengan
g(G). jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari
graf G tersebut cukup ditulis p dan g. Misal G adalah graf dengan himpunan
simpul V dan himpunan sis E adal ah:

V = {vi, Vo, V3, Va}
E = {(v1, V), (v2, Vi), (V2, V), (V3, Va)}

M aka gambarnya adal ah:

Vo

\1 V3

Gambar 2.1: Gambar Graf
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Graf G tersebut mempunyai 4 titik dan 6 sisi sehingga order dari graf G
tersebut adalah p = 4, dan size graf G tersebut adalah g = 6.

Dalam suatu graf G, apabila suatu titik v dihubungkan dengan dirinya
sendiri atau e = w, maka sisi e dinamakan loop. Jika terdapat lebih dari satu
sisi yang menghubungkan dua titik, maka sisi tersebut dinamakan sisi rangkap
(multiple edges). Graf yang tidak memuat loop dan sisi rangkap dinamakan
graf sederhana (simple graf).

Contoh

€
V3
& e
€1
Gambar 2.2: Graf dengan loop dan sisi rangkap

Graf H dikatakan subgraf dari graf G jika himpunan titik di H adalah
subset dari himpunan titik-titik di G dan himpunan sisi-sisi di H adalah subset
dari himpunan sisi-sisi di G, dengan katalainV(H) V(G) danE(H) E(G),
maka dapat ditulisH . (Chartrand dan Lesniak, 1986: 8)

Pada gambar 2.3, G; adalah subgraf dari G tetapi G, bukan subgraf dari

g karenaada sisi v, vs di G, yang bukan merupakan elemen dari E(G).
G: J Gy ' G,
Vﬁ /o Vﬁ /o Vﬁ /s

Vs A Vs 4 Vs 4

Gambar 2.3: Graf dan Subgraf

11



2.1.2 Adjacent dan Incident
Sis e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u
dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya sis
e = (u,v) akan ditulise = u v. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).
Misal, graf G yang memuat himpunan titik V = {vy, Vo, V3, V4, Vs} dan

himpunan sisi E = {e, &, €3, &, &, &, 7}

Vi
€7 Q €1
Vs V2
€5 €3
Vg V:
& 3

Gambar 2.4: Graf G

Pada gambar 2.4 titik-titik adjacent (terhubung langsung) adalah v; dan
Va2, V2 dan vs, Vo dan v, V3 dan Vg, V3 dan vs, v4 dan vs, Vs dan v;. sedangkan sisi
e; incident dengan v; dan v, & incident dengan v, dan vs, esincident dengan v
dan vs, & incident dengan vs dan vs, dan es incident dengan vz dan vi, €

incident dengan v, dan vs, dan e; incident dengan vs dan v;.

2.1.3 Dergjat Titik
Dergjat dari titik v di graf G ditulis dengan degg (v), adalah banyaknya
sis di G yang terkait langsung (incident) dengan v. (Chartrand dan Lesniak,

1986: 7)
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Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka degg (V)
disingkat menjadi deg (v). titik yang berdergjat genap sering disebut titik
genap (even vertices) dan titik yang berdergjat ganjil (odd vertices). Titik yang
berderajat nol disebut isolated vertices dan titik yang berdergjat satu disebut
titik ujung (end vertices).

Misal, graf G yang memuat himpunan titik V = {vy, Vo, V3, V4, Vvs} dan

himpunan sisi E = { ey, &, €3, &, &, €, &7}
Vi

(7 a €1
Vs V2
\7Z V3
€
Gambar 2.5: Graf G

berdasarkan gambar di atas, diperoleh bahwa

deg(vy) =2

deg(v2) =3

deg(vs) =3

deg(vy) =2

deg (vs) = 4
titik v, v3, dan vs adalah titik ganjil, titik vy, dan v, adalah titik genap. Karena
tidak ada yang berdergjat 1, maka graf G tidak mempunyai titik ujung.
Hubungan antara jumlah dergjat semua titik dalam suatu graf G dengan

banyak sisi, yaitu q adalah

Y deg(v)=2q
v V(G)
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Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut:
Teoremal
Jika G graf dengan V(G) = {v1, Vo, ..., Vp} maka
Yr,dege(vi) = 2q
dimana q adalah banyaknyasisi pada graf G
Bukti
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan dua titik. Jika setiap dergjat
titik dijumlahkan, maka setiap sis dihitung dua kali. (Chartrand dan

Lesniak, 1986: 7)

Corollary 1
Pada sebarang graf, banyak dergjat titik ganjil adalah genap.

Bukti
Misalkan graf G dengan size g. dan misalkan W himpunan yang memuat
titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. dari

teorema 1 maka diperoleh:

> degev= ) degsv+ ) degev=2q

v V(G) v W v U
Dengan demikian karena )., ydeg;v genap, maka , , deg;v juga

genap. Sehingga [W] adalah genap. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 7-8)



2.1.4 Isomorfisme Graf
Dua buah graf G; dan G, dikatakan isomorfik jika terdapat pemetaan
satu-satu ¢ antara V(G,) ke V(G,) sedemikian hingga misal uv  E(G,) jika
dan hanyajikapudpv E(G,). (Chartrand dan Lesniak, 1986: 5).
Jika G; isomorfis terhadap G,, dapat dikatakan bahwa G; dan G, saling
isomorfik dan dapat ditulisG; G,.
Contoh

V3
Uy Us V4 V3

Vi Vo, W1 Uu W Vo

C:’1 Gg G3

Gambar 2.6: G; isomorfik dengan G, tetapi tidak isomorfik dengan Gs

Pemetaan $V(G,) — V(G,) didefinisikan oleh:

dv, = uy, bV, = uy, bv; = ug, bv, = uy
Akan dibuktikan bahwa v,v,, V1V3, V1Vs, Vo3, UaUs, V3V, E(Gy) jika
dan hanya jika ¢v,0v,, Ov,dvs, vV, GU,OV3, GV, PV, GVsPV,

E(G2).



viv,  E(Gy) dan §((v)(v2)) = dw,)d(v,)
=wu, EG,)
vivy  E(Gy) dan d((v)(3)) = b(v)(vs)
=wu;  E(Gy)
vy, EG) dand((w)(w) = d)dm,)
=wu,  E(Gy)
vvs  E(Gy) dan ¢((v2) (v3)) = d(v2)(v3)
=, E(G,)
vv,  E(Gy) dan ¢((v2)(1s)) = (v2)(vy)
=, EG,)
vov,  E(Gy) dan ¢((v3)(ws)) = (vs)(vy)
=ugu, E(Gy)

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa G,  G,.

2.1.5 Automorfisme Graf
Automorfisme pada suatu graf G adalah isomorfisme dari graf G ke G
sendiri. Dengan kata lain automorfisme dari graf G merupakan suatu
permutasi dari himpunan titik-titik V(G) atau sisi-sisi dari graf G, E(G). Jika
¢ adalah suatu automorfisme dari G dan v V(G) maka deggpv = degv.

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 250)
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Contoh
Misal diberikan graf G seperti di bawahini :

1 2

4 3
Gambar 2.7: Graf G

Automorfisme yang mungkin dari graf di atas adalah

1. o) =1
$(2) = 2
o(3) = 3
o) = 4
G G
2. o) =1
1 L
$(2) = 4 FZ
¢(3)=3 3 o3
b(4) = 2 4
G G
3. d(1) = 3
$(2) = 2 . !

2@ @
L]

b(4) = 4 4¢

2

4

17



2.16

1

4. d(1)= 3

0@ = 4 M
$@3) = 1 7

o(4) = 2
Atau bisa ditulis:
D@ E) @

D4
- (132 @
. (13) (29

=

N

w

N

Beberapa Graf Sederhana

Graf Lengkap (Complete Graf)
Graf Lengkap (Complete Graf) adalah graf dengan dua titik yang

berbeda saling adjacent. Graf lengkap dengan n titik dinyatakan dengan

Kn. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 9 dan Purwanto, 1998: 21).

Contoh
e o— o /\ E z
Ky Kz Ks K4 Ks

Gambar 2.8: Graf Lengkap (Complete Graf) K; sampai Ks

18
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2. Graf Sikel (Cycle Graf)
Sikel adalah jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda. Sikel
dengan panjang n dapat ditulis dengan n-sikel.
Graf sikel (Cycle graf) C, iaah graf terhubung beraturan 2 yang
mempunyai n titik (n = 3) dan n sisi. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28)

Contoh

Cs Cy Cs
Gambar 2.9: Graf Sikel (Cycle Graf) C; sampai Cs

2.2 Operasi Biner

Operasi biner ° pada himpunan S adalah aturan yang mengawankan setiap
pasangan terurut (a,b) SxS dengan tepat satu elemen di S (Wallace, 1998:
20)

Sehingga berdasarkan definisi tersebut dapat disimpulkan bahwa operasi®
pada elemen-elemen S disebut sebagai operasi biner, apabila setiap dua
elemena,b S maka(a°bh) S.atau dapat pula dikatakan bahwa operasi °
merupakan pemetaan dari BxB ke S. operas ° pada S bersifat tertutup.

Contoh
Misalkan B = himpunan semua bilangan bulat. Operasi + pada B

merupakan operasi biner, sebab operasi + merupakan pemetaan dari (BxB) -



B,yaitu (a,b) (BxB) maka(a+ b) B.Penjumlahan dua bilangan bulat
adalah suatu bilangan bulat juga.

Operasi pembagian (:) pada B bukan merupakan operasi biner pada B,
sebab terdapat (a,b) (BxB) sedemikian hingga (a:b) B, misanya

(34 BxBdan(3:4) B.

2.3 Grup
2.3.1 Definisi Grup

Asal-usul teori grup berawa dari kerja Evariste Galois (1830), yang
berkaitan dengan masalah persamaan aljabar yang terpecahkan dengan radikal.
Sebelum kerja Galois, grup lebih banyak dipelgjari secara kongkrit, dalam
bentuk permutasi. Beberapa aspek teori grup abelian dikenal dalam teori
bentuk-bentuk kuadrat.

Banyak sekali obyek yang dipelajari dalam matematika ternyata berupa
grup. Hal ini mencakup sistem bilangan, seperti bilangan bulat, bilangan
rasional, bilangan nyata, dan bilangan kompleks terhadap penjumlahan, atau
bilangan rasional, bilangan nyata, dan bilangan kompleks yang tak-nol,
masing-masing terhadap perkalian. Teori grup memungkinkan sifat-sifat
sistem-sistem ini dan berbagai sistem lain untuk dipelgjari dalam lingkup yang
umum, dan hasilnya dapat diterapkan secara luas. Definisi grup itu sendiri

adalah:



Definisi 1
Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan operasi ° pada G
adalah suatu operasi biner. Himpunan G bersama-sama dengan operasi
biner ° atau ditulis (G, °) adalah suatu grup , bila memenuhi aksioma
berikut, yaitu:
1. Operasi ° bersifat assosiatif
a,b,c G,(a°b)°c=a°(b°c)
2. G memuat elemen identitas, misal e.
e G a Gberlakua®e=e°a=a.
2} Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula.

a G, a’! G,a™! adalah invers dari a, sedemikian sehingga

Jika (G, °) suatu grup yang memenuhi sifat komutatif, yaitu a°b G
Berlaku a ° b = b ° a, maka (G, °) disebut grup komutatif atau grup
abelian. (Raisinghania dan Aggarwal, 1991: 13-14)
Definisi 2

Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan ° operasi yang

didefinisikan pada G. (G, °) dinamakan grup apabila:

1 Operasi ° bersifat tertutup

2. Operasi ° assosiatif

3. Terdapate G sehinggae °x = x°e = x untuk setiapx  G.

1 —

4. Untuk setiap a G terdapat a=! G dengan sifat a°a™!=

a~1°q =e.(Wallace 1998: 21)

21



Dari definisi di atas dapat disimpulkan himpunan G yang tidak kosong,
dimana himpunan G bersama-sama dengan operasi ° dikatakan sebagai grup
jika memenuhi Operasi ° bersifat tertutup, operasi ° bersifat assosiatif, G
memuat elemen identitas, dan Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G
pula.

Contoh
Selidiki apakah (Z, +) adalah grup abelian?

Jawab:
Misalkan a,b,c Z dan + adalah operasi biner, (Z, +) adalah grup abelian

jika memenunhi

1. Operasi + bersifat bersifat assosiatif, a,b,c Z berlaku (a +b) +c =
a+ (b+c).

2. a Z terdapat suatu elemen 0 di Z sehingga a+0=0+a=a. (0
disebut identitas)

3. Untuk semuaa Z terdapat suatu elemen —a di Z sehingga (a + (—a) =
(—a) + a = 0. (—a disebut inversdari a).

4. Untuk semuaa,b Z makaa + b = b + a (komutatif)

Jadi (Z, +) adalah grup abelian.

22

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



23

2.3.2 Sifat-sifat Grup
Grup (G, °) disederhanakan penulisannya menjadi grup G dan a ° b
menjadi ab, kecuali jikalambang operasi itu dituliskan. Misalnya G suatu grup
aditif, harus ditulis (G, +).
Teorema 3
Misalkan G suatu grup, maka a,b G berlaku
(i) (@Yy'=a dan
(i) (ab)*=b'a’
Bukti
(i) karena G suatu grup, maka ‘a G berlaku bahwa aa™ = a'a = e,
maka (@)! = a.
(if) karena G suatu grup, maka ‘a, b G berlaku bahwa
(@ b)(b~ta™t) =((ab)bt)a™! sfat asosiatif
= (a(bb™1))a™'  sifat asogiatif
= (ae)a?!
=aa!
=e

jadi (ab)™t = b~1a7?t

Teorema 4 sifat penghapusan atau kanselasi
Jka G suatu grup, maka a,b,c G berlaku bahwa
(i) jikaab=ac, makab = c (sifat kanselasi kiri)

(i) jikaac =bc, makaa = b (sifat kanselas kanan).



Bukti

(i) ambil sebaranga, b,c G dan diketahui bahwa ab = ac, maka

a’(ab) = a’*(ac), karenaGgrupdana G, makaa® G
(a'a)b= (a'a) c assosiatif

eb = ec aa = e (unsur identitas)

b=c

(i) ambil sebarang a, b, ¢ G dan diketahui bahwa ac = bc, maka

(ac)ct =(bc)c?, karenaG grupdanc G, makac' G
a(ces)="b(ccY) assosiatif
ae = bc cct = e (unsur identitas)
a=b
Teoremab

Jka G suatu grup, dan a, b G maka persamaan-persamaan xa = b
(persamaan kiri) dan ay = b (persamaan kanan), masing-masing
mempunyai selesaian tunggal.
Bukti
Gsuatugrupdana, b Gdenganxa= b, karenaa G dan G grup maka
a' G, sehingga
(xa) a* = ba!
x(aa™t) = ba* sifat assosiatif
xe = ba™

X = ba
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jadi ba’ adalah selessian dari persamaan xa = b. selanjutnya akan
dibuktikan bahwa selesaiannya itu tunggal. Misalkan persamaan xa = b
mempunyai selesaian u dan v, maka berlaku bahwa
ua =bdanva =b
Sehingga diperoleh
ua = va
(wa)a™! = (wa)a™?
u(aa™) = v(aa™?)
ue = ve
u=v
Jadi selesaian dari persamaan xa = b adalah tunggal.
Demikian juga untuk setiapa, b G denganay = b, karenaa G dan G

grup makaa™® G, sehingga

a'(ay) = a'b

(aa Yy =a'b sifat assosiatif
ey=a'b

y=a'b

jadi a'b adalah selesaian dari persamaan ay = b. selanjutnya akan
dibuktikan bahwa selesaiannya itu tunggal. Misakan persamaan ay = b
mempunyai selesaian u dan v, maka berlaku bahwa

au=bdanav=>»
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Sehingga diperoleh
au = av
a Y(au) = a (av)
(ata)u = (a ta)v
eu = ev
u=v

Jadi selesaian dari persamaan ay = b adalah tunggal.

2.3.3 Grup Simetri

Misalkan Q adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal So adalah
himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari Q ke Q (atau
himpunan yang memuat permutas dari Q). Himpunan S, dengan operasi
komposisi “ °” atau (Sq, °) adalah grup. Perhatika bahwa “ °” adalah operasi
biner pada Sq karena jika 0:Q - Q dan7:Q - Q adalah fungsi-fungs
bijektif maka o ° T juga fungsi bijetif. Selajutnya operasi “ ° ” yang merupakan
komposisi fungsi adalah bersifat assosiatif. |dentitas dari S adalah permutasi
1 yang didefinisikan oleh 1(a) = a, ‘a Q. Untuk setiap ¢: Q - Q maka
terdapat fungsi inversyaituc™1:Q - Q yangmemenuhic °c 1 =g 1°¢ =
1. Degan demikian semua aksioma grup telah dipenuhi oleh S, dengan
operasi °. Grup (Sq,°) disebut sebagai grup simetri pada himpunan Q.

(Dummit dan Foote, 1991 28)
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Pada kasus khusus dengan 2 = {1, 2,3, ..., n} merupakan grup simetri pada
Q yang dinotasikan dengan S,,, yaitu grup simetri dengan derajat n. (Dummit
dan Foote, 1991: 28)

Perhatikan bahwa Sg mempunyai order n!, dengan Sq = {1, 2, 3, ..., n}.
untuk menggambarkan suatu permutasi ¢: S - S, ada n macam-macam pilihan
untuk o(1). Untuk menentukan bahwa ¢ fungsi satu-satu, ditunjukkan bahwa
0(2) # o(1) sehingga hanya ada n — 1 macam-macam pilihan untuk o (2).
Selanjutnya dari analisisini terlihat bahwa adatotal dari n(n — 1) ... (2)(1) =
n! kemungkinan permutasi yang berbeda dari S. (Beachy dan Blair, 1990: 93)
Contoh :

Misalkan 2 = {1,2,3}, tentkan grup simetri dari S5 tersebut?

Jawab
Grup S; adalah permutasi yang memuat 3! = 6 elemen, dengan Q =

{1,2,3} maka diperoleh:

a5 o= 0@E) =1
o7 =I{ - (123)
=i} 1 Y=o
n=(] 5 5)=0E)=@
n=(1 2 3)=09@ =3
n=(; § 3)=E=012

Jadi grup simetri S; = {1, (123), (132), (23), (13), (12)}



234 Grup Dihedral

Grup Dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi n-
beraturan, dinotasikan dengan D, untuk setiagp n adalah anggota bilangan
bulat positif, n = 3. (Dummit dan Foote, 1991: 24-25)

Misalkan D2, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk s,t  D,, yang
diperoleh dari simetri (simetri sebagal fungsi pada segi-n, sehingga st adalah
fungsi komposisi). Jika s, t akibat permutasi titik berturut-turut ¢, 7, maka st
akibat dari ¢ ° 7. Operasi biner pada D, adalah assosiatif karena fungsi
komposisi adalah assosiatif. Identitas dari Dy, adalah identitas dari simetri
(yang meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari
s D,, adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat
permutasi padatitik o, s~1 akibat dari ¢~1). (Dummit dan Foote, 1991: 24-25)

Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif dalam seluruh teks
maka perlu beberapa notass dan beberapa hitungan yang dapat
menyederhanakan perhitungan selanjutnya dan membantu mengamati Dan,
sebagai grup abstrak, yaitu:

% W2 et
2. |s| =2,
3. s # rfuntuk semuai.
4. sri# sriuntuk semua0 <i,j <n—1dengani # j, jadi
Dy, ={1,7, 72, ..., "L s, 57,572, .. sr™1}
Yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk sr!

untukk=0atauldan0<i<n-—1.
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5. sr=r"1s.

6. sri=r"1s, untuk semua0 < i < n. (Dummit dan Foote, 1991: 26)

Misa G suatu grup dan misalkan A subset dari G dengan A adalah
himpunan berhingga {a,,a,,...,a,} &an ditulis a,,a,,..,a, dai pada
ditulis {a;,a,,..,a,} untuk grup yang dibangkitkan oleh ay,a,,...,a,,
maka A disebut generator (pembangkit). (Dummit dan Foote, 1991: 61-62).
Contoh

Diberikan S adalah generator dengan S = r,s . S adalah subset dari De.

Tunjukkan bahwa De dapat dibangkitkan oleh S dengan operas

komposisi © ?

Jawab
Ds adadah himpunan smetri-simetri  dari  segitiga  yaitu

{1,7,7% s,sr,sr?}. akan ditunjukkan Dg dapat dibangkitkan oleh

5 r?°s =sr
6. 1°s =s
Dari hasil generator S = r,s yang dioperasikan dengan komposisi °

diperoleh {1,7,72,s, sr, sr?}. Jadi Dg dapat dibangkitkan oleh S
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2.4 Grup Automorfismedari Graf Sederhana
Grup automorfisme dari graf G adalah grup permutasi dari semua
automorfisme graf G yang dinotasikan dengan Aut (G). Automorfisme dari
Ve dinotasikan dengan Aut, (G) dan untuk Eg dinotasikan dengan Aute (G).
Contoh

Misal diberikan graf G seperti di bawahini :
1 2

4 3
Gambar 2.10: Graf G

Automorfisme yang mungkin dari graf di atas berdasarkan contoh

automorfisme dari graf G pada 2.1.6 adalah

1 a:(i g g j):(l)(2)(3)(4) = (1) identitas
2 p=(] 23 5=-0@ECYH =4

3 v=(3 22 N=039@@ =03

4. 85=(3 2 ° 2)=13 @4

Misal himpunan G = {a,f,y,6}, maka himpunan G bersama-sama
dengan operasi biner ° atau ditulis (G, °) adalah suatu grup bila memenuhi
aksioma berikut, yaitu:

0] Operasi ° bersifat tertutup
(i)  Operasi ° bersifat assosiatif
(i) G memuat elemen identitas.

(iv)  Setigp unsur G mempunyai invers di dalam G pula.



Maka akan dibuktikan bahwa automorfisme dari graf di atas merupakan

suatu grup.

o p o 41 2 3 4y,41 2 3 4,_
D p°p=(24) (24)_(1 4 3 2) (1 4 3 2)‘
1 2 3 4

|1 4 3 2|

B g7 |

1477 AT

W

=DM =1)=a

1 2%
3 2 1 4
2030 1 2 s gl
2) fey=(24)°@13)=| N NE0 W
1 4 3 23 21 4 25 1 ¥
\3 4 1 2/
=(13)(24) =6
1 2 3 4
(1 4 3 2
w 2 F BT 0 Y | .
3 y°p=@13)°24a)=( ) | J=1¢ 1+ © 4]
3 V4l S e B
\3 4 1 2/

=(13)(24) =6

4 5°y=1HC 3= (]

4 1 2 g 2 a4l
iz &8 d
13 2 1 4
=1L L 1 1 1=@Q4=p
3 2 1 4
\1 4 3 2/
1 2 3 4
|13 4 1 2]
5 6°6=013)24H°A3H2H=11v 1+ 1 1= =a
3 4 1 2
\1 2 3 4/

Dan seterusnya, sehingga diperoleh bentuk table cayley berikut ini :
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Tabel 2.1: Tabel Cayley

o B Y 6
a a B Y o)
B B a g Y
Y 14 g a B
1) 1) y B a

Berdasarkan uraian di atas dapat dilihat bahwa himpunan dari graf G
tersebut memenunhi sifat-sifat grup, yaitu:

0] Operasi ° bersifat tertutup
(i)  Operas ° bersifat assosiatif

Misd a°(B°y) =(a°B)y

a®6=p"y
§=4

(iii) G memuat elemen identitas, yaitu a = (1)(2)(3)(4).
(iv)  Setigp unsur G mempunyai invers di dalam G pula.

Misal

p=w@EH=(; 32 3

Maka invers dari § atau f~1 merupakan kebalikan dari permutasi

B.

1_41 3 2 4
ﬁ_(1342)

Karena kebalikan dari § adalah £ itu sendiri maka invers dari

adalah g itu sendiri.
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25 Kajian Teori Graf dan Grup dalam Islam
2.5.1 Kajian Teori Graf dalam Islam
Sesuai dengan definisi dari graf yaitu pasangan himpunan (V,E), ditulis
dengan notass G=(V,E), yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak-
kosong dari simpul-simpul (vertices atau node) dan E adalah himpunan
Sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang simpul. Maka dalam
teori islam, elemen-elemen yang dimaksud terdiri dari pencipta (Allah)
dan hamba-hambanya, sedangkan sis / garis yang menghubungkan
elemen-elemen tersebut menunjukkan bagaimana hubungan antara Allah,

manusia, dan alam.
Allah

Manusia Alam

Gambar 2.11: Graf hubungan antara Allah, manusia, dan alam

Dalam graf tersebut dijelaskan bahwa hubungan antara Allah dengan
manusia dan alam adalah Allah merupakan Tuhan yang menciptakan
manusia dan alam sekitarnya, tidak ada Tuhan yang patut disembah
melainkan Dia. Oleh karena itu manusia sebagai makhluk ciptaan-Nya
wajib menjalin hubungan baik dengan Tuhannya (Hablun minallah) yaitu
dengan melaksanakan apa yang menjadi perintah-Nya dan menjauhi segala

larangan-Nya. Allah SWT. berfirman:



e T G Jiy AT

“Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali jika
mereka berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan
manusia....” (QS. Al-Imran/ 3: 112)

Ayat ini memberitakan berbagai malapetaka yang telah menimpa Bani
Israil sebagai akibat dari berbagai kedurhakaan mereka kepada Allah dan
kepada para Nabi-Nabi-Nya, sehingga mereka harus mengalami
mal apeteka kehinaan, kemiskinan, dan kemurkaan dari Allah. Maka telah
diberitakan oleh-Nya bahwa jalan keluar dari segala malapetaka yang
mengepung mereka itu adalah dengan membangun kembali hablun
minallah dan hablum minan-nas. Sehingga jadilah keduanya sebagai
kerangka akhlag dalam membangun kehidupan yang seutuhnya bagi
masyarakat manusiadi duniaini.

Selain hablun minallah dan hablum minan-nas, manusia juga harus
menjalin hubungan dengan sesama makhluk Tuhan (alam).

A. Graf Lengkap (Complete Graf)

“Dan berpeganglah kamu semuanya kepada tali (agama) Allah, dan
janganlah kamu bercerai berai.....” (Q.SAl imran /3 : 103)

Dari ayat di atas, kita tahu bahwa islam sangat memperhatikan
pembentukan kesatuan, yang membimbing mereka kepada nilai-nilai

luhur,  memperkokoh ikatan, dan mengangkat dergat ukhuwah



(persaudaraan) dari sekadar kata dan teori menuju realita dan ama
nyata. Rasulullah SAW. bersabda:

“Seorang mukmin dengan mukmin lainnya itu ibarat bangunan
yang sebagiannya mengokohkan sebagian yang lain.”

“Seorang muslim itu saudara musliim lainnya, tidak menzhalimi
dan tidak menyerahkannya (kepada musuh).”

“Perumpamaan orang-orang Yyang beriman dalam hal saling
mencintai, saling mengasihi, dan saling berlemah lembut, adalah
seperti jasad yang satu.”

Mukmin yang sempurna imannya mempunyai sikap seperti itu, yaitu
saling menguatkan satu sama lain. Artinya, kalau ada di antara mukmin
yang lemah, maka mukmin yang kuat harus mendukung. Keimanan
seseorang tidak dibatasi oleh perbedaan letak geografis. Selama
seseorang menuhankan Allah, meyakini Muhammad sebagai utusan-
Nya, shalatnya lima waktu menghadapkan arah Kabah (Baytullah), kitab
sucinya al-Quran, maka ia adalah orang mukmin, meskipun tempat
tinggalnya di Israel, Amerika, atau partainya berbeda dan sebagainya.

Graf lengkap ialah graf sederhana yang setiap simpulnya mempunyai
sisi ke semua simpul lainnya. Dalam hal ini graf lengkap merupakan
bangunan yang kokoh, karena setiap simpulnya memiliki sis ke semua
simpul lainnya, titik-titiknya merupakan bahan-bahan bangunan yang
apabila disatukan dengan baik akan diperoleh suatu bangunan yang

kokoh ibarat persaudaraan antara seorang mukmin dengan orang

mukmin lainnya.
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Sebagai seorang mukmin maka hendaknya kita saling membantu dan
saling menanggung beban satu sama lain. Demikian itulah bukti kongkrit
keimanan dan intisari persaudaraan.

B. Graf Sikel (Cycle Graf)
. P Al /gE P - _ 41
(5 Do Bl wiedlan)ls s S
“Tiap-tiap yang berjiwa akan merasakan mati, kemudian hanyalah
kepada kami kamu dikembalikan.” (QS. Al-*Ankabut/ 29: 57)
Kehidupan berlangsung tanpa disadari dari detik ke detik. Semua
makhluk hidup akan hidup sampai suatu hari yang telah ditentukan dan

kemudian mati. Allah menjelaskan dalam al-Quran tentang perilaku

manusia pada umumnya terhadap kematian dalam ayat berikut ini:
> o0 - 3 s }EJ g 4% - 4 - Do o z 2
Gl e 1 0935 5 imile sl e gt Al Sl o) U

(D) 0kt 8Ty (SELS 53y
“Katakanlah: Sesungguhnya kematian yang kamu lari daripadanya,
maka sesungguhnya kematian itu akan menemui kamu, kemudian kamu
akan dikembalikan kepada (Allah), yang mengetahui yang gaib dan yang
nyata, lalu Dia beritakan kepadamu apa yang telah kamu kerjakan.”
(QS. Al-Jumuah/ 62: 8)

Kebanyakan orang menghindari untuk berpikir tentang kematian.
Dalam kehidupan modern ini, seseorang biasanya menyibukkan dirinya
dengan hal-hal yang sangat bertolak belakang dengan kematian, mereka
berpikir tentang di mana mereka akan kuliah, di perusahaan mana

mereka akan bekerja, hal-hal ini merupakan persoal an-persoalan penting

yang sering kita pikirkan. Kehidupan diartikan sebagai sebuah proses
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kebiasaan yang dilakukan sehari-hari. seseorang tidak ingin memikirkan
tentang kematian dirinya yang tidak menyenangkannyaini.

Sikel adalah jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda
Kehidupan kita bagaikan graf sikel ( jalan tertutup), graf yang hanya
terdiri dari satu lintasan karena kita tidak akan bisa lepas dari suatu jalan
yang disebut jalan kematian. kemanapun kita melangkah, sejauh apapun
kita pergi, dimanapun kita bersembunyi, tidak akan lepas dari bayang-
bayang kematian.

Titik awal dalam graf tersebut, ibarat awal mula kita diciptakan
Allah SWT, awal kita memulai kehidupan. Lintasan dan jalan
selanjutnya merupakan perjalanan kita dalam menjalani kehidupan.
sgjauh apapun kita melangkah, kita pasti akan bertemu pada titik awal
yaitu titik kematian. titik yang membawa kita kembali ke pangkuan

Sang Pencipta. Allah berfirman:

< ANT: 2k § //'/ 25 £ ’/,‘ ¥ ..9/0/ ’.,l ’f - H :‘-
S N} &85 Y 1) JEBIT of e dT 75 ai53h o) Sa1 WSaksd o b

“Katakanlah: "Lari itu sekali-kali tidaklah berguna bagimu, jika kamu
melarikan diri dari kematian atau pembunuhan, dan jika (kamu
terhindar dari kematian) kamu tidak juga akan mengecap kesenangan
kecuali sebentar saja’. (QS. Al-Ahzab/ 33:16)
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252 Kajian Teori Grup dalam Islam

- T/ :
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“Dan Sesungguhnya telah Kami ciptakan langit dan bumi dan apa yang
ada antara keduanya dalam enam masa, dan Kami sedikitpun tidak
ditimpa keletihan.” (QS. Qaaf / 50: 38)

Ayat ini memberitakan kepada kita bahwa sesungguhnya Allah SWT.

adalah Tuhan semesta Alam. Dialah Sang Maha Pecipta, yang

menciptakan langit dan bumi beserta seluruh isinya ( Ligiizl ). Manusia,

binatang, tumbuhan, matahari, bulan, bintang merupakan bagian dari
himpunan-himpunan ciptaan-Nya.

Dalam menjalani kehidupannya, makhluk-makhluk tersebut saling
berinteraksi, saling berhubungan agar dapat memenuhi kebutuhan hidup
mereka. Sebagaimana himpunan-himpunan dalam grup, dimana grup
merupakan himpunan yang tidak kosong misalkan G, dan operasi ° pada G
adalah suatu operasi biner. Himpunan G bersama-sama dengan operasi
biner ° atau ditulis (G, °) adalah suatu grup , bila memenuhi aksioma
berikut, yaitu:

) Operasi ° bersifat tertutup
(i)  Operas ° bersifat assosiatif
(iii) G memuat elemen identitas.

(iv)  Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula
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Dalam hal ini operasi biner dan sifat-sifat yang harus dipenuhi oleh grup
merupakan interaks yang terjadi antara sesama makhluk. Jadi sekalipun
makhluk-makhluk tersebut berinteraksi dengan berbagai macam pola akan
tetap berada dalam himpunan tersebut yaitu himpunan ciptaan-Nya.

Manusia merupakan salah satu makhluk atau ciptaan Allah yang
sempurna karena mereka diberi akal, nafsu, dan indera-indera yang dapat
dimanfaatkan oleh manusia Interaksi-interaksi yang terjadipun sangat
beragam walaupun pada akhirnya akan kembali pada yang mencipta
mereka

Dalam kehidupan sehari-hari manusia sering lupa akan pencipta-Nya,
seringkali tidak melaksanakan perintah-Nya dan tidak meninggalkan apa

yang menjadi larangan-Nya. Allah SWT berfirman:

P

€ - A - o R 0TF T 8 Gk (F oo f B [
call o 255 B LA 1505 Ny 05a 5l Leatia (Lo s 0l

“Dan bahwa (yang Kami perintahkan ini) adalah jalanKu yang lurus,
Maka ikutilah Dia, dan janganlah kamu mengikuti jalan-jalan (yang lain),
karena jalan-jalan itu mencerai beraikan kamu dari jalanNya. yang
demikian itu diperintahkan Allah agar kamu bertakwa.” (QS. Al-An’aam /
6: 153)

Dalam firman-Nya tersebut Allah memerintahkan manusia agar selalu
berada pada jalan yang lurus, jalan kebenaran, jalan menuju ridha Allah
SWT. jalan tersebut hanya bisa dilalui manusia dengan melaksanakan apa

yang menjadi perintah-Nya dan menjauhi apa yang menjadi larangan-

larangan-Nya.
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BAB 111

PEMBAHASAN

Isomorfisme dari graf G ke dirinya sendiri disebut sebagai automorfisme
dari graf G. dengan kata lain automorfisme dari graf G merupakan suatu
permutasi dari himpunan titik-titik V(G) atau sisi-sisi dari graf G, E(G). Dengan
syarat jika ¢ merupakan automorfisme dari graf G dan v V(G), maka
deg ¢v = degv.

Sedangkan grup automorfisme dari graf G adalah Himpunan dari semua
automorfisme graf G yang dinotasikan dengan A(G). Automorfisme dari Vg
dinotasikan dengan A, (G) dan untuk Eg dinotasikan dengan A g (G).

Pada bab sebelumnya telah dibahas tentang grup automorfisme dari graf
sederhana. Di dalam bab ini, akan dibahas mengenai grup automorfisme pada graf

yang lebih khusus lagi yaitu graf lengkap, dan graf sikel.

3.1 Grup Automorfismedari Graf L engkap (Complete Graf)
Misalkan graf lengkap K, dengan himpunan titik
V(K,) = (1,2,3,...,n)
dan himpunan sisi
E(K,) = (e1,€3,€3,...,€p,...)
berdasarkan definisi di atas tentang automorfisme dari graf G yakni
Isomorfisme dari graf G ke dirinya sendiri disebut sebagai automorfisme dari

graf G, maka automorfisme dari graf lengkap adalah isomorfisme dari graf
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lengkap ke dirinya sendiri A(K,) atau dengan kata lain permutasi dari
himpunan titik-titik atau sisi-sis dari graf lengkap (K,) Dengan syarat jika
¢ merupakan automorfisme dari graf G dan v V(G), maka deg ¢v =
degv.

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh automorfisme dari graf
lengkap (K;,).

a. Graf lengkap order 1 (Kj)

Gambar 3.1: Graf Lengkap K;

Karena graf di atas hanya berupa satu simpul (vertex) V(K;) =
{1} yang tidak mempunyai sisi (edge), maka titik tersebut hanya
bisa dipetakan ke dirinya sendiri yakni ¢,(1) =1, sehingga
¢ K, - K; hanyaberupa automorfisme identitas yaitu (1).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa automorfisme dari graf
tersebut merupakan grup. G = {¢,} adalah himpunan yang tidak

kosong dan operasi ° pada G adalah suatu operasi biner.
o _ 3 11y .41
d  hchi= @ W=(;)° ()=

Bentuk tabel cayleynya
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Tabel 3.1: Tabel Cayley Automorfisme Graf Lengkap K;

° ¢,

¢, $1

Maka himpunan G di atas bersama-sama dengan operasi biner ° atau

ditulis (G, °) adalah suatu grup , karena telah memenuhi aksioma

berikut, yaitu:

(i) Operas ° bersifat tertutup

(ii) Operas ° bersifat assosiatif.

(iif) G memuat elemen identitas yaitu ¢-.

(iv) Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula. invers dari A
adalah A itu sendiri.

Karena graf tersebut memenuhi aksioma-aksioma grup, maka
terbukti bahwa automorfisme dari graf lengkap Ki merupakan grup.
Dapat dilihat bahwa Automorfisme dari graf lengkap K; hanya
terdiri dari automorfisme identitas yaitu (1) yang merupakan

himpunan dari grup simetri S,.

. Graf lengkap order 2 (Ky)

Lm0 7

Gambar 3.2: Graf Lengkap K,
Graf lengkap K, terdiri dari dua simpul V(K,) = {1,2} yang

manamasing-masing simpul berdergjat 1, sehingga¢ K, - K,



1. (D=1
$,(2) =2

atau bisaditulis(i g) = (V).

2. 0,(1)=2

$.(2) =1

atau bisaditulis () %) = (1 2)
sehingga automorfisme dari graf di atas adalah:
1. ¢, =@)(Q2) - ¢, isomorfisme - ¢, automorfisme
2. ¢, =(1 2) - ¢,isomorfisme - ¢, automorfisme

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa automorfisme dari graf

tersebut merupakan grup. G = {¢,, ¢,} adalah himpunan yang tidak

kosong dan operasi ° pada G adalah suatu operasi biner.

0y ¥
N
) 60 =W W@=(] 3)°(] 2)=11 1]
1 2
\1 2/
={; J=0E=4
1 2
[2 1]
D 670 =W @@ A=} )" =1L 1]
\2 1/

=(; )= D=9,
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1 2
@mwﬁazrm®=giﬂiﬂ=@z}
\2 1/

(5 )= D=9,
1 2
m%wfazrua:@ﬂ(iﬂzgil
\1 2/

_ (172 A LY
=(; J)=O@=¢
Bentuk tabel cayleynya

Tabel 3.2: Tabel Cayley Automorfisme Graf Lengkap K,

bl 2
$1 $1 ¢,
®2 0P o8}

Maka himpunan G di atas bersama-sama dengan operasi biner ° atau
ditulis (G, °) adalah suatu grup , karena telah memenuhi aksioma
berikut, yaitu:
(i) Operas ° bersifat tertutup
(ii) Operas ° bersifat assosiatif
Misal
$1 ° (b1 ° D2) = (d1°$1)°
¢1°d; =0;:°;
¢ =

(iif) G memuat elemen identitas yaitu ¢, .



(iv) Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula, invers dari

himpunan tersebut adal ah dirinya sendiri.

Karena graf tersebut memenuhi aksioma-aksioma grup, maka
terbukti bahwa automorfisme dari graf lengkap K, juga merupakan
grup. Dapat dilihat bahwa Automorfisme dari graf lengkap K, yakni:
1. €2 automorfisme identitas
2. (1 2

merupakan himpunan dari grup simetri S,.

. Graf lengkap order 3 (K3) 1

3 2
Gambar 3.3: Graf Lengkap K3

Graf lengkap K3 terdiri dari tiga simpul V(K3) = {1,2,3} yang

masing-masing simpul berdergjat 2. Maka ¢ K; - Kzyang

mungkin pada graf tersebut adalah:
1. o, =1

$.(2) =2

$.(3) =3

tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

1 2 3

menghasilkan automorfisme identitas yakni 1 2 3

), untuk

lebih singkatnya dapat ditulis ; = (1)(2)(3)
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2. ¢,(1)=2
$.(2)=1
$,(3) =3

Simpul 1 dipetakan terhadap simpul 2, begitu juga sebaliknya
Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap dirinya sendiri.

1 2 3

Sehingga menghasilkan bentuk automorfisme (2 1 3

), untuk

lebih singkatnya dapat ditulis ¢, = (1 2)(3)

() =1
¢3(2) =3
¢3(3) =2

Simpul 1 dipetakan terhadap dirinya sendiri, sedangkan simpul 2
dipetakan terhadap 3 dan begitu juga sebaliknya. Sehingga

1 2 3

menghasilkan bentuk automorfisme | i a o

), untuk lebih

singkatnya dapat ditulis ¢; = (1)(2 3).

- ¢4(1) =3
¢4(2) =2
¢4(3) =1

Simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya
Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap dirinya sendiri. Sehingga

1 2 3

menghasilkan bentuk automorfisme (3 > 1

), untuk lebih

singkatnya dapat ditulis ¢, = (1 3)(2).
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5 ¢s5(1)=3
ds(2)=1
¢s(3) = 2

Simpul 1 dipetakan terhadap 3, simpul 2 dipetakan terhadap 1,

Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 2. Sehingga

menghasilkan bentuk automorfisme ( é i g), untuk lebih

singkatnya dapat ditulis s = (1 3 2).

6. ds(1) = 2
¢6(2) =3
¢6(3) =1

Simpul 1 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 3,
Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 1. Sehingga

1 2 3

menghasilkan bentuk automorfisme (2 3 1

), untuk lebih
singkatnya dapat ditulis pg = (1 2 3).
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa automorfisme dari graf
tersebut merupakan grup. G = {d1, d,, b3, Py, b5, b} adalah
himpunan yang tidak kosong dan operasi ° pada G adalah suatu

operasi biner, dapat dilihat dari tabel cayley berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Tabel 3.3: Tabel Cayley Automorfisme Graf Lengkap Ks

$1 ¢ b3 b4 b5 b6
¢, b1 b2 $s b4 ds b6
¢, b2 $1 $s ds $s b4
b3 b3 b6 ¢1 b5 b4 P
by by $s Ps $1 ¢ $3
®s ®s b4 ¢, b3 Ps $1
ds b6 b3 b4 b2 b, ds

Maka himpunan G di atas bersama-sama dengan operasi biner ° atau
ditulis (G, °) adalah suatu grup , karena telah memenuhi aksioma
berikut, yaitu:

(i) Operasi ° bersifat tertutup

(i) Operasi ° bersifat assosiatif
Misal

$s° (s ° b6) = (s ° Ps) ° b6
s ° b1 =2 ° b
s =,

(iii) G memuat elemen identitas yaitu ¢, .

(iv) Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula, invers dari
¢4, §,, &3, dadalah himpunan itu sendiri, sedangkan invers
dari ¢5 adalah ¢ dan invers dari ¢4 adalah ¢s.

Karena graf tersebut memenuhi aksioma-aksioma grup, maka
terbukti bahwa automorfisme dari graf lengkap Ks juga merupakan
grup. Dapat terlihat bahwa Automorfisme dari graf lengkap Ks

adalah:



1. ¢, =(1)(2)(3)  automorfisme identitas
2. ;=1 2)(3)

3 d;=(1(23)

4. ¢, =(13)(2)

5 ¢s=(123)

6. ds=(132)

Automorfisme tersebut merupakan himpunan dari grup simetri Ss.

d. Graf lengkap order 4 (K,)

4 3
Gambar 3.4: Graf Lengkap K4

Graf lengkap K4 terdiri dari 4 simpul V(K,) = {1,2,3,4} yang
masing-masing simpul berdergiat 3. Maka ¢ K, - K, yang

mungkin pada graf tersebut adalah:

1. ¢,(1) =1
$,(2) = 2
$:(3) =3
$1(4) = 4
tiap-tiaqp simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
menghasilkan automorfisme identitas yakni (1 3 g j), atau

bisaditulis ¢, = (1)(2)(3)(4).
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2. ¢,(1) = 2
¢, (2)=1
$.(3) = 3
$,(4) = 4

simpul 1 dipetakan terhadap 2, begitu juga sebaliknya simpul 2
dipetakan terhadap simpul 1. Sedangkan simpul 3 dan 4

dipetakan terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh

(; i g j), atau bisa ditulis ¢, = (1 2)(3)(4).
3 ¢;(1)=3

$3(2) = 2

$:(3) =1

$s(4) = 4

simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya simpul 3
dipetakan terhadap simpul 1. Sedangkan simpul 2 dan 4

dipetakan terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh

(3 5 3 %) aeubisaditulisd; = (1 3)((4).
4 y(1) = 4

$.(2) = 2

$,(3) =3

$.(4) =1

simpul 1 dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya simpul 4

dipetakan terhadap simpul 1. Sedangkan simpul 2 dan 3



dipetakan terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh

(1 3 g i‘), atau bisa ditulis b, = (1 4)(2)(3).
o ds(D)=1

$¢s(2) =3

$s(3) = 2

$s(4) = 4

simpul 1 dan 4 dipetakan terhadap dirinya sendiri, Sedangkan
simpul 2 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya simpul 3

1 2 3 4

dipetakan terhadap 2. Maka diperoleh ( e 2 1

), atau bisa

ditulis s = (1)(2 3)(4).

P =1
$s(2) = 4
$(3) = 3
ds(4) =1

simpul 1 dan 3 dipetakan terhadap dirinya sendiri, Sedangkan
simpul 2 dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya simpul 4

1 2 3 4

dipetakan terhadap 2. Maka diperoleh ( .4

), atau bisa

ditulis g = (1)(2 4)(3).

. ¢7(1) =1
¢7(2) =2
$,(3)= 4

¢,(4) =3
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simpul 1 dan 2 dipetakan terhadap dirinya sendiri, Sedangkan
simpul 3 dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya simpul 4

1 2 3 4

dipetakan terhadap 3. Maka diperoleh ( 12 4 3

), atau bisa

ditulis ¢, = (1)(2)(3 4).

c dg(1) = 2
$g(2) = 1
$s(3) = 4
$g(4) = 3

simpul 1dipetakan terhadap 2, begitu juga sebaliknya simpul 2
dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 4,

begitu juga sebaliknya simpul 4 dipetakan terhadap 3. Maka

diperoleh(; i j g),maubisaditulisq)gz(l 2)(3 4).
. bo(1) =3

$o(2) = 4

$s(3)=1

dy(4) = 2

simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya simpul 3
dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap 4,
begitu juga sebaliknya simpul 4 dipetakan terhadap 2. Maka

1 2 3 4

diperoleh(3 41 2

), atau bisaditulis ¢y = (1 3)(2 4).
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10.

L

12.

53

$10(1) = 4
$10(2) = 3
$10(3) = 2
$10(4) = 1

simpul 1dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya simpul 4
dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap 3,

begitu juga sebaliknya simpul 3 dipetakan terhadap 2. Maka

diperoleh(i g g ;‘), atau bisaditulis ¢, = (1 4)(2 3).
¢ (1) =2
$:11(2) = 3
$.:1(3) =1
$..(4) = 4

simpul 1dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 3,
simpul 3 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 4 dipetakan

1 2 3 4

0 3 1 ) da

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (

bisaditulis$,; = (1 2 3)(4).

$12(1) = 3
$12(2) = 1
$1,(3) = 2
$1,(4) = 4

simpul 1dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 2,

simpul 2 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 4 dipetakan



1 2 3 4

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (3 1 2 4

), atau

bisaditulis gy, = (1 3 2)(4).

13. (1) = 2
$13(2) = 4
$13(3) = 3
$15(4) =1

simpul 1dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 4,
simpul 4 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 3 dipetakan

2 3 4

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (2 4 3 1

), atau

bisa ditulis ¢,5; = (1 2 4)(3).

14. $14(1) = 4
$14(2) = 1
$14(3) = 3
$14(4) = 2

simpul 1dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 2,
simpul 2 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 3 dipetakan

1 2 3 4

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (4 1 3 92

), atau

bisaditulisdy, = (1 4 2)(3).

15. ¢45(1) = 3
¢15(2) = 2
$15(3) = 4

¢15(4) =1



16.

17.

simpul 1dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 4,
simpul 4 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 2 dipetakan

1 2 3 4

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (3 > 11

), atau

bisaditulisp,s = (1 3 4)(2).

$16(1) = 4
$16(2) = 2
$16(3) =1
$16(4) = 3

simpul 1dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 3,
simpul 3 dipetakan terhadap 1, sedangkan simpul 2 dipetakan

1 2 3 4

terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh (4 5 1 3

). atau

bisaditulisdy, = (1 4 3)(2).

$,(1) =1
$7,(2) =3
$1,(3) = 4
$17(4) = 2

simpul 1 dipetakan terhadap dirinya sendiri, sedangkan simpul 2
dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 4, simpul 4

1 2 3 4

dipetakan terhadap 2. Maka diperoleh (1 3 4 2

), atau bisa

ditulisd,, = (1)(2 3 4).
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18.

19.

20.

$15(1) =1
$15(2) = 4
$15(3) = 2
$15(4) = 3

simpul 1 dipetakan terhadap dirinya sendiri, sedangkan simpul 2
dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 3, simpul 3

1 2 3 4

dipetakan terhadap 2. Maka diperoleh (1 N

), atau bisa

ditulisd,s = (1)(2 4 3).

$1o(1) = 2
$10(2) = 3
$1o(3) = 4
$19(4) =1

simpul 1 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 3,

simpul 3 dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 1.

Maka diperoleh (; é i ‘1‘), atau bisa ditulis o=
(123 4)
$,0(1) = 3
$20(2) = 4
$20(3) = 2
$r0(4) =1

simpul 1 dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 2,

simpul 2 dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 1.
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21.

2

23.

Maka diperoleh (1 5 5 7). ateu bisa ditulis ¢y =
(132 4).
$,1(1) = 4
$,:1(2) =3
$,1(3)=1
$,1(4) = 2

simpul 1 dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 2,

simpul 2 dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 1.

Maka diperoleh (y 5 3 7). ateu bisa ditulis ¢y =
(1423)
$2(1) = 2
$,2(2) = 4
$,,(A) =1
$,2(4) = 3

simpul 1 dipetakan terhadap 2, ssimpul 2 dipetakan terhadap 4,

simpul 4 dipetakan terhadap 3, ssmpul 3 dipetakan terhadap 1.

Maka diperoleh (; i f g‘), aau bisa ditulis ¢y, =
(1243).
$y3(1) = 4
$3(2) =1
$2:(3) =2

¢23(4) =3

57
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24.

simpul 1 dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 3,

simpul 3 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 1.

Maka diperoleh (1 i 2 g‘), dau bisa ditulis dys =
(1432)
$2.(1) = 3
¢ () =1
$2.(3) = 4
$24(4) = 2

simpul 1 dipetakan terhadap 3, simpul 3 dipetakan terhadap 4,
simpul 4 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 1.

1 2 3 4

Maka diperoleh (3 V. o

), atau bisa ditulis ¢,y =

(13 42).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa automorfisme dari graf K,

merupakan grup. G = {¢1, ¢,, §3, Gs, G5, 6, 7, Gs, Po, P1o, P11,

¢123 ¢13‘! ¢14! ¢151 ¢161 ¢)17’ ¢181 ¢19J ¢201 ¢21J ¢22J ¢231 ¢24-}
adalah himpunan yang tidak kosong dan operasi ° pada G adalah

suatu operas biner, dapat dilihat dari tabel cayley berikut:
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Tabel 3.4: Tabel Cayley Automorfisme Graf Lengkap (K,)

° G | b2 | bz | b | G5 | Ds | D7 | Ds | Do | b0 | bur | Dz | P | Pua | Dus | bue | G | Pus | Puo g Do | G2 | G2z | P2z | P2
G | b | b2 | b | s | D5 | Ds | by | bs | Do | Do | Pu | Piz | Dz | D | bus | Bus | Pur | Dus | Duo f=ba0 | Par | P2z | D2z | D2
¢2 ¢2 ¢1 ¢12 ¢14 ¢11 4)13 ¢8 4)7 ¢20 ¢21 ¢5 ¢3 ¢6 ¢4 ¢24 4)23 ¢19 ¢22 ¢17 ¢9 ¢10 ¢18 ¢16 ¢15
¢3 ¢3 ¢11 cbl (blé 4)12 ¢9 ¢15 ¢19 q)é ¢23 ¢2 q)S ¢22 ¢21 ¢7 ¢4 ¢24 ¢20 ¢B ¢18 ¢14 ¢13 d)l() ¢17
s | bu | P | bis | D | Puo | Due | s | Doz | Daa | Bs | Do | Do | D2 | s | B | D7 | Do | D2z | G bz | iy | Ps | bis | o
s | bs | P | Di | Do | D | bus | g | Pan | Daz | D | Dz | By | oo | Baz | Do | Do | By | b | Bis iz | i | Do | Dua | s
¢6 ¢6 ¢14- ¢9 ¢13 ¢17 4)1 ¢18 ¢23 ¢3 ¢19 ¢21 ¢24— ¢4- ¢2 q)ZO q)ZZ 4)5 4)7 ¢10 ¢15 ¢11 ¢16 ¢B ¢12
¢7 ¢7 ¢ﬂ ¢16 ¢15 ¢18 ¢17 ¢1 q)Z ¢21 ¢20 ¢22 ¢23 ¢1‘) ¢24 ¢4- ¢3 4)6 4)5 ¢13 ¢10 ¢9 ¢11 ¢12 ¢14
¢8 ¢8 ¢7 ¢23 ¢24 ¢22 ¢1‘) ¢2 q)l 4)10 ¢9 ¢18 ¢16 ¢17 ¢15 ¢l4 ¢12 <|)13 <|)11 ¢6 ¢21 ¢20 ¢5 ¢3 ¢4
o | Do | Do | Do | Doz | Pas | Py | Do | Do | D1 | D | P | Di7 | Pie | D | Dis | Pus | D1z | Dus | Pas W=D, | b | Dy | b9 | G5
1o | b0 | D20 | Do | Ps | b | Paz | Da | Do | Py | D1 | Pus | Diz | Dz | Pig | D | Dir | bis | Dua | D [P | B7 | Do | Ps | D2
¢11 ¢11 ¢3 4)5 4)21 ¢2 ¢ZZ ¢19 ¢15 4)18 ¢14 ¢12 ¢1 ¢9 ¢16 ¢17 ¢10 q)B ¢13 ¢24 4)6 ¢23 ¢ZO 4)4 ¢7
¢12 ¢12 ¢5 4)2 4)23 ¢3 ¢20 ¢24 ¢17 4)13 ¢16 ¢1 ¢11 ¢18 ¢10 ¢8 ¢14 <|)15 4)9 ¢7 ¢22 ¢4 4)6 ¢21 ¢19
¢13 ¢13 ¢4 ¢20 ¢6 ¢19 4)2 ¢22 ¢16 ¢1Z ¢17 ¢10 ¢15 ¢14 ¢1 ¢9 ¢18 <I)ll 4)8 ¢21 ¢24 ¢5 ¢Z3 4)7 ¢3
i | Gra | b | Do | Do | Do | Da | Doz | Pug | Dus | D | Par | Do | b | B | Dz | B | Do | b6 | D5 grPs | Do | b7 | b2z | D2
P15 | Gis | Do | s | by | Do | Do | Ba | P | D | Dug | Pus | Do | D8 | Py | Dis | D1 | Do | bz | Paa fTbaz | b | b2 | b5 | b
¢16 ¢16 ¢22 ¢7 ¢3 ¢23 ¢21 ¢4 ¢13 ¢17 ¢12 ¢8 ¢1B 4)11 ¢9 ¢1 ¢15 4)14 ¢10 ¢2 ¢5 ¢24 ¢19 ¢20 ¢6
¢17 ¢17 ¢24 ¢21 4)19 ¢6 ¢7 ¢5 ¢12 ¢16 ¢13 ¢9 ¢14 4)15 ¢8 ¢10 ¢11 4)18 4)1 ¢20 ¢4 ¢22 ¢3 ¢2 ¢23
¢18 ¢18 ¢23 ¢22 4)20 ¢7 4)5 ¢6 ¢14- ¢11 ¢15 ¢16 4)8 4)10 4)12 ¢13 ¢9 q)l ¢17 ¢4 ¢19 ¢3 ¢21 ¢24 ¢2
Do | Do | Gus | Buo | Py | Dz | Bs | D | Ds | D | D | Dao | Pa | Dan | D7 | Do | Bs | ba | B2 | Do T Pis | Dis | Dz | 0 | bue
G20 | D20 | Do | Dis | Bug | Pus | Pz | Do | Do | D2 | D7 | b | Do | Daz | s | Dap | Ds | G5 | G2a | G [[Dhs | b1 | s | Dir | Su
a1 | Do | Bo | Dy | Buy | Pua | s | Do | Do | D7 | D2 | Daa | D | Bs | Daz | D5 | Bio | Das | Ba | G Uy | b | Pis | Diz | g
2z | D2z | Do | s | Do | Ds | i | Dz | Pa | D5 | Pas | Dz | By | Do | D3 | D | Do | D2 | Do | Gus | D1y | Pz | Do | b5 | P
2z | D2z | Dis | Ps | Bz | Pus | Pio | Dua | Pe | Do | Dz | by | Dz | b5 | bao | D2 | Doa | bs | ban | Py =0 | Gus | Pir | Do | s
¢24 ¢24 ¢17 ¢14 ¢8 ¢9 4)15 ¢12 q)S q)4 ¢22 ¢6 ¢21 ¢7 ¢19 ¢23 ¢2 ¢20 4)3 ¢18 ¢16 ¢13 ¢1 q)ll <|>10
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Berdasarkan dari tabel cayley dari himpunan automorfisme graf
lengkap (Ks) maka himpunan G di atas bersama-sama dengan
operasi biner ° atau ditulis (G, °) adalah suatu grup , karena telah
memenuhi aksioma berikut, yaitu:

(i) Operas ° bersifat tertutup

(ii) Operas ° bersifat assosiatif

(iif) G memuat elemen identitas.

(iv) Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula.

Karena graf tersebut memenuhi aksioma-aksioma grup, maka
terbukti bahwa automorfisme dari graf lengkap K, juga merupakan
grup. Dapat terlihat bahwa himpunan Automorfisme dari graf
lengkap K, berdasarkan uraian di atas merupakan himpunan dari
grup simetri S,.

Sehingga berdasarkan uraian contoh automorfisme dari graf lengkap
di atas maka dapat disimpulkan bahwa banyaknya automorfisme pada
graf lengkap adalah sebanyak n! , dimana n merupakan banyaknya
simpul pada graf lengkap. Hal ini dikarenakan sifat-sifat dari graf
lengkap yang tiap-tiap simpulnya masing-masing mempunyai dergjat
yang sama, sehingga pemetaannya bisa dilakukan ke setiap titik.

sebagaimana diuraikan dari contoh di atas:



Tabel 3.5: Banyaknya Automorfisme dari Graf Lengkap (K,)
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Graf Lengkap Banyaknya Automorfisme Grup Simetri
(Kp) &)
Ky 1 1! S
K 2 2! S
Ks 6 3! S
Ky 24 4 S
K n.(n-1).(n-2).....3.2.1 n! S

Sumber: hasil olahan peneliti

Dari uraian automorfisme graf lengkap di atas, dapat terlihat bahwa

automorfisme dari graf tersebut merupakan himpunan dari grup simetri

dengan order n. Sehingga dari uraian tersebut diperoleh teorema:

Teorema

Automorfisme dari graf lengkap dengan order n A(K,,) merupakan grup

simetri dengan order n! (S,).

Bukti

Misa K,, merupakan graf lengkap dengan order n dengan

V(K,) ={123,,...,n}

Berdasarkan definisi, Graf lengkap merupakan graf dengan setiap titik

yang berbeda saling adjacent. Atau dengan kata lain graf lengkap

merupakan graf sederhana yang setiap titiknya terhubung ke semua titik

lainnya, sehingga pemetaan automorfisme titik pada graf lengkap bisa

dilakukan terhadap dirinya sendiri dan semua titik lainnya. Sehingga




62

pemetaan simpul-simpul tersebut dapat dituliskan dalam bentuk sikel-
sikel sebagai berikut:
1. ¢(1) = latau (1)

$(1) = 2atau (1 2) (berlaku (1 2) = (2 1))

¢(1) = 3atau (1 3) (berlaku (1 3) = (3 1))

¢(1) = natau (1 n) (berlaku (1 n) = (n 1))
sehingga banyaknya pemetaan tersebut adalah sebanyak n.
2. ¢$(2) = 2atau (2)

¢(2) = 3atau (2 3) (berlaku (2 3) = (3 2))

¢(2) = natau (2 n) (berlaku (2 n) = (n 2))
simpul 2 tidak dipetakan terhadap 1 karena berlaku (1 2) = (2 1),
sehingga banyaknya pemetaan tersebut adalah sebanyak n — 1.

3. $(3) = 3atau (3)

®(3) = 4atau (3 4) (berlaku (3 4) = (4 3))

¢(3) = natau (3 n) (berlaku (3 n) = (n 3))
simpul 3 tidak dipetakan terhadap 1 dan 2 karena berlaku (1 3) =
(3 1), dan (2 3) = (3 2). sehingga banyaknya pemetaan tersebut

adalah sebanyak n — 2.
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Sehingga simpul n hanya bisa dipetakan terhadap dirinya sendiri,
karena berlakunya (1 n) =(n 1),(2 n) = (n2),(3 n) = (n 3),
hingga (n—1 n) =(n n—1), maka smpul n hanya dipetakan
terhadap dirinya sendiri
¢(n) = natau (n),
Sehingga banyaknya pemetaan dari simpul n adalah 1.
Karena kemungkinan banyaknya anggota himpunan automorfisme dari
graf lengkap (K,) yang dapat dinyatakan dalam bentuk sikel sama
dengan banyaknya anggota grup simetri S, yaitu
nn-1)n-2)..21=n!
dan karena grup simetri merupakan suatu pemetaan bijektif dari suatu
himpunan berhingga ke dirinya sendiri begitu pula automorfisme dari
graf lengkap juga merupakan pemetaan yang bijektif dari himpunan
simpul berhingga ke dirinya sendiri, ini menunjukkan bahwa himpunan
dari automorfisme graf lengkap sama dengan himpunan dari grup
simetri. Maka terbukti bahwa Automorfisme dari graf lengkap dengan

order n A(K,) merupakan grup simetri dengan order n (S,).

3.2 Grup Automorfisme dari Graf Sikel (Cycle Graf)
Misalkan graf sikel C,, dengan himpunan titik
V(Cn) = (v1, 02,3, ..., V)
dan himpunan sis

E(Cn) = (er.€.€3...., €5)



64

berdasarkan definisi di atas tentang automorfisme dari graf G yakni
Isomorfisme dari graf G ke dirinya sendiri disebut sebagai automorfisme
dari graf G, maka automorfisme dari graf sikel adalah isomorfisme dari graf
skel ke dirinya sendiri A(C,) atau dengan kata lain permutasi dari
himpunan titik-titik atau sisi-sisi dari graf sikel (C,,).

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh automorfisme dari graf
sikel (Cy).

a. Graf Sikel order 3 (Cg)

Gambar 3.5: Graf Sikel C;
Graf skel C; terdiri dari tiga ssmpul yang masing-masing

simpul berdergjat 2. Maka pemetaan automorfisme yang mungkin

pada graf tersebut adalah:
1. o) =1

$¢:1(2) = 2

$:(3) = 3

tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

1 2 3

1 2 3), untuk

menghasilkan automorfisme identitas yakni

lebih singkatnya dapat ditulis ¢, = (1)(2)(3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi sebesar 360°.
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1 1
_— >
3 2 3 2

Gambar 3.6: Graf Sikel C; dengan Rotasi Sebesar 360°

Sehingga diperoleh automorfisme identitas ¢, = (1)(2)(3).

9 (1) =2
¢2(2) =1
¢2(3) =3

Simpul 1 dipetakan terhadap simpul 2, begitu juga sebaliknya.

Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap dirinya sendiri.

Sehingga menghasilkan bentuk automorfisme ( e =

A 3), untuk

lebih singkatnya dapat ditulis ¢, = (1 2)(3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap simpul 3.

Gambar 3.7: Graf Sikel C; dengan Refleksi terhadap simpul 3

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 2)(3).

3 ¢:()=1

$3(2) = 3
$;(3) = 2
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Simpul 1 dipetakan terhadap dirinya sendiri, sedangkan simpul 2
dipetakan terhadap 3 dan begitu juga sebaliknya. Sehingga

1 2 3

menghasilkan bentuk automorfisme ( 13 o

), untuk lebih

singkatnya dapat ditulis ¢; = (1)(2 3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap ssmpul 1.

Gambar 3.8: Graf Sikel C; dengan Refleksi terhadap simpul 1
Sehingga diperoleh automorfisme ¢; = (1)(2 3).
- ¢, (1) =3
$,(2) = 2
$.(3) =1
Simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya
Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap dirinya sendiri. Sehingga

=) g 3

menghasilkan bentuk automorfisme ( 3 2 1

), untuk lebih

singkatnya dapat dituiis ¢, = (1 3)(2).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap simpul 2.
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~
~

Gambar 3.9: Graf Sikel C; dengan Refleksi terhadap simpul 2

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 3)(2).

C0s(1) =2
$s(2) =3
¢5(3) =1

Simpul 1 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 3,
Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 1. Sehingga

=2 3

> = 1), untuk lebih

menghasilkan bentuk automorfisme (

singkatnya dapat ditulis ¢ = (1 2 3).

Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

—

rotasi sebesar 120°.
1

& 2 2 1
Gambar 3.10: Graf Sikel C; dengan Rotasi sebesar 120°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢s = (1 2 3).
- de(1) =3
ds(2) =1
$6(3) = 2
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Simpul 1 dipetakan terhadap 3, simpul 2 dipetakan terhadap 1,
Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 2. Sehingga

1 2 3

3 1 2), untuk lebih

menghasilkan bentuk automorfisme (

singkatnya dapat ditulis, = (1 3 2).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses
rotasi sebesar 240°.

1

)

e

3 2 1 3

Gambar 3.11: Graf Sikel C; dengan Rotasi sebesar 240°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 3 2).

Dapat terlihat bahwa automorfisme yang diperoleh dari graf
sikel C; merupakan himpunan dari grup dihedral Dg karena
Automorfisme yang diperoleh merupakan hasil dari operasi rotas

(R) dan refleks (M) dan banyaknya automorfisme yang diperoleh

adalah 2n, yaitu:
Ri =123 automorfisme identitas
R, =(1 23
Re =(1 32
M1 =) (2 3
My  =(1 3@

Mz =1 2)(3)
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Karena automorfisme dari graf Cgztersebut merupakan himpunan
dari grup dihedral maka secara tidak langsung terbukti bahwa

automorfisme graf sikel Cs tersebut adalah grup.

b. Graf Sikel order 4 (Cy) 1 5

4 3
Gambar 3.12; Graf Sikel C,

Graf skel C, terdiri dari empat simpul yang masing-masing

simpul berdergjat 2. Maka pemetaan  automorfisme yang mungkin

pada graf tersebut adalah:
1. ¢,(1) =1
$1(2) = 2
¢, (3) =3
$.(4) = 4
tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
menghasilkan automorfisme identitas yakni (1 g 2 3), atau

bisaditulis$, = (1)(2)(3)(4).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi 360°.
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360°

4 3 4 3
Gambar 3.13: Graf Sikel C,dengan Rotasi 360°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1)(2)(3)(4).

. $2(1) =3
$,(2) = 2
¢, (3) =1
$,(4) = 4

simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya simpul 3
dipetakan terhadap simpul 1. Sedangkan simpul 2 dan 4
dipetakan terhadap dirinya sendiri. Maka diperoleh

1 2.3 4 w M. |
(3 5 4), atau bisaditulis$, = (1 3)(2)(4).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap ssimpul 2 dan 4

.
»
3
1 2
7
:
g

4¢ 3
Gambar 3.14: Graf Sikel C,dengan Refleks
terhadap simpul 2 dan 4

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 3)(2)(4).
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3 ¢s(1) =1
$:(2) = 4
$;(3) =3
$:(4)=1

simpul 1 dan 3 dipetakan terhadap dirinya sendiri, Sedangkan
simpul 2 dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya simpul 4

1 2 3 4

dipetakan terhadap 2. Maka diperoleh ( RN

), atau bisa

ditulisp; = (1)(2 4)(3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses
refleksi terhadap simpul 1ldan2.

1. 2

4 3
Gambar 3.15: Graf Sikel C, dengan Refleks
terhadap Simpul 1 dan 3

Sehingga diperoleh automorfisme ¢p; = (1)(2 4)(3).

4. $u(1) =2
¢, (2)=1
$,(3) = 4
$.(4)=3

simpul 1dipetakan terhadap 2, begitu juga sebaliknya ssimpul 2

dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 3 dipetakan terhadap 4,
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begitu juga sebaliknya ssimpul 4 dipetakan terhadap 3. Maka

1 2 3 4

diperoleh(2 1 4 3

), atau bisaditulis ¢, = (1 2)(3 4).

Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap sumbu yang diambil diantarasimpul 1 dan 2, 3

dan 4. 1 2

4 ) 3

Gambar 3.16: Graf Sikel C,dengan Refleksi terhadap Sumbu yang Diambil

Diantara Simpul 1 dan 2, 3 dan 4

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 2)(3 4).

- ps(1) =3
$s(2) = 4
¢s(3) =1
$s(4) = 2

simpul 1 dipetakan terhadap 3, begitu juga sebaliknya simpul 3
dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap 4,
begitu juga sebaliknya ssimpul 4 dipetakan terhadap 2. Maka

1 2 3 4

diperoleh(3 PR

), atau bisa ditulis g5 = (1 3)(2 4).

Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

Operasi rotasi 180°:
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1 2 3 4
7 A
180°
e
4 3 2 1

Gambar 3.17: Graf Sikel C,dengan Rotasi 180°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢ = (1 3)(2 4).

. §s(1) = 4
$s(2) = 3
$s(3) = 2
(4 =1

simpul 1dipetakan terhadap 4, begitu juga sebaliknya ssimpul 4
dipetakan terhadap 1. Sedangkan simpul 2 dipetakan terhadap 3,
begitu juga sebaliknya ssmpul 3 dipetakan terhadap 2. Maka

1 2 3 4

diperoleh(4 N

), atau bisa ditulis g = (1 4)(2 3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap sumbu yang diambil diantara Simpul 1 dan 4, 2

Gambar 3.18: Graf Sikel C,dengan Refleksi terhadap Sumbu yang Diambil

Diantara Simpul 1 dan 4, 2 dan 3

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 4)(2 3).
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7. ¢,(1) =2
$,(2) =3
$,(3) = 4
$,(4) =1

simpul 1 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 3,
simpul 3 dipetakan terhadap 4, simpul 4 dipetakan terhadap 1.

1 2 3 4

Maka diperoleh (2 2,

), atau bisa ditulis ¢, =

(13283 4).

Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi 90°:

1 2 4 i
_

4 3 3 2

Gambar 3.19: Graf Sikel C,dengan Rotasi 90°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 2 3 4).

8. ¢g(1) =4
$s(2) = 1
$s(3) = 2
$g(4) =3

simpul 1 dipetakan terhadap 4, smpul 4 dipetakan terhadap 3,
simpul 3 dipetakan terhadap 2, simpul 2 dipetakan terhadap 1.

1 2 3 4

Maka diperoleh (4 1 2 3

), atau bisa ditulis ¢g =

(143 2).
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Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi 270°:
1 2 2 3
270°
4 3 1 4

Gambar 3.20: Graf Sikel C,dengan Rotasi Sebesar 270°

Sehingga diperoleh automorfisme g = (1 4 3 2).

Dapat terlihat bahwa automorfisme yang diperoleh dari graf sikel
C4 merupakan himpunan dari grup dihedral Dg karena Automorfisme
yang diperoleh merupakan hasil dari operasi rotasi (R) dan refleks

(M) dan banyaknya automorfisme yang diperoleh adalah 2n, yaitu:

RR  =(1)@ @@  automorfisme identitas
Rogtld = (1282
R =18 7 O
R (1490 2
M1 =1 3@
M2 =2 4O
Mi =1 23 4
Me =1 4@ 3

Karena automorfisme dari graf C, merupakan himpunan dari
grup dihedral maka secara tidak langsung terbukti bahwa

automorfisme graf sikel C, tersebut adalah grup.
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Graf Sikel order 5 (Cs)

4 3
Gambar 3.21: Graf Sikel Cs

Graf skel Cs terdiri dari lima ssmpul yang masing-masing

simpul berdergjat 2. Maka pemetaan automorfisme yang mungkin

pada graf tersebut adalah:
1 ¢.(1) =1

$:.(2) = 2

$:(3) =3

¢:(4) =4

$:(5) =5

tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni (1 5 3 4 5

atau bisa ditulis ¢, = (1)(2)(3)(4)(5).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi 360°.

1 1
(o]
5 2 @ 5 2
e
4 3 4 3

Gambar 3.22: Graf Sikel Csdengan Rotasi 360°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1)(2)(3)(4)(5).
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2. ¢,(1) =2
$2(2) = 3
$,(3) = 4
$,(4) = 5
$.(5) =1
tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
menghasilkan automorfisme identitas yakni (; g i g‘ i)

atau bisaditulis¢, = (1 2 3 4 5).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi.

1 5
0
_
4 3 3 2

Gambar 3.23: Graf Sikel Csdengan Rotasi 72°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 2 3 4 5).

3. ¢s(1) =3
$:(2) = 4
$:(3) =5
bz(4) =1

$;(5) = 2
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tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni (3 4 5 1 2

atau bisaditulisp, = (1 3 5 2 4).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi.

1
(o]
5 2 1@ & 5
EE—
4 3 2 1

Gambar 3.24: Graf Sikel Csdengan Rotasi 144°

Sehingga diperoleh automorfisme ¢p; = (1 3 5 2 4).

-, (1) =4
$,(2) =5
¢, (3 =1
$.(4) = 2
$.(5) = 3

tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni 45 1 2 3

atau bisaditulisp, = (1 4 2 5 3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

rotasi.
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(0]
2 @ 2 4

4 3 1 5
Gambar 3.25: Graf Sikel Csdengan Rotasi 216°

Sehingga diperoleh automorfisme g, = (1 4 2 5 3).

. ¢s(1) =5
$¢s(2) =1
$s(3) = 2
$s(4) =3
$s(5) = 4

tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni 5 1 2 3 4

atau bisaditulisps; = (1 5 4 3 2).

Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

i 1 2
rotasl.
(6]
5 2 @ 1 3
e
4 3 5 4

Gambar 3.26: Graf Sikel Csdengan Rotasi 288°

Sehingga diperoleh automorfisme p; = (1 5 4 3 2).

- d(1) =1
$6(2) = 5
$6(3) = 4
$s(4) =3

ds(5) = 2
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tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
. . . . .1 2 3 4 5
menghasilkan automorfisme identitas yakni ( 15 2 3 2),

atau bisaditulis g = (1)(2 5)(3 4).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap simpul 1
1

Gambar 3.27: Graf Sikel Csdengan Refleksi terhadap simpul 1

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1)(2 5)(3 4).

. $,(1)=3
$,(2) =2
$,(3)=1
¢,(4)=5
¢,(5) = 4
tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
menghasilkan automorfisme identitas yakni (é g f g i),

atau bisaditulis$, = (1 3)(2)(4 5).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap simpul 2.
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Gambar 3.28: Graf Sikel Csdengan Refleksi terhadap simpul 2

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 3)(2)(4 5).

. $s(1) =5
$g(2) = 4
$s(3) = 3
$g(4) = 2
$s(5) =1

tiap-tiagp simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni 5 4 3 2 1

atau bisaditulis g = (1 5)(2 4)(3).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi terhadap simpul 3.

Gambar 3.29: Graf Sikel Csdengan Refleksi terhadap simpul 3

Sehingga diperoleh automorfisme ¢pg = (1 5)(2 4)(3).
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9. ¢y(1) =2
$9(2) = 1
$o(3) = 5
$o(4) = 4
$9(5) = 3
tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga
menghasilkan automorfisme identitas yakni (% i g j g)

atau bisaditulispy = (1 2)(3 5)(4).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi.

Gambar 3.30: Graf Sikel Csdengan Refleksi terhadap simpul 4

Sehingga diperoleh automorfisme ¢o = (1 2)(3 5)(4).

10. ¢50(1) = 4
$10(2) = 3
$10(3) =5
$0(H) =1

$10(5) =5
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tiap-tiap simpul dipetakan terhadap dirinya sendiri sehingga

12345)

menghasilkan automorfisme identitas yakni ( 43 2 1 5

atau bisaditulis d,, = (1 4)(2 3)(5).
Dapat terlihat bahwa automorfisme tersebut diperoleh dari proses

refleksi.

Gambar 3.31: Graf Sikel Csdengan Refleksi terhadap 5

Sehingga diperoleh automorfisme ¢, = (1 4)(2 3)(5).

Dapat terlihat bahwa automorfisme yang diperoleh dari graf sikel
Cs merupakan himpunan dari grup dihedra Dip karena
Automorfisme yang diperoleh merupakan hasil dari operasi rotasi
(R) dan refleks (M) dan banyaknya automorfisme yang

diperoleh adalah 2n, yaitu:

RR =)@ @5 automorfisme identitas
R (4248 405

R: =(13524

Ri¢ =(14253)

Re =(15432)

My =(1)(25EB4

M, =(13)(2)(45)

Mz  =(1524O



M =(12B5MH
Ms  =(14@23(O
Karena automorfisme dari graf Cs merupakan himpunan dari
grup dihedral maka secara tidak langsung terbukti bahwa
automorfisme graf sikel Cs tersebut adalah grup.

Berdasarkan uraian contoh automorfisme dari graf sikel di atas maka
dapat dismpulkan bahwa banyaknya automorfisme pada graf sikel
adalah sebanyak 2n , dimana n merupakan banyaknya simpul pada graf
sikel. Ha ini dikarenakan sifat-sifat dari graf sikel yang tiap-tiap
simpulnya masing-masing mempunyai dergjat 2. sebagaimana diuraikan
dari contoh di atas:

Tabel 3.6: Banyaknya Automorfisme dari Graf Sikel (C,)

Graf Sikel Banyaknya Grup Dihedral
(Ch) Automorfisme (Dn)
5. 6 2.3 Ds
Cq4 8 24 Ds
Cs 10 25 D1o
Gh 2.n 2.n D2n

Sumber: hasil olahan peneliti

Dari uraian automorfisme graf sikel di atas, dapat terlihat bahwa
automorfisme dari graf tersebut merupakan himpunan dari grup
dihedral dengan order 2n. Sehingga dari uraian tersebut diperoleh

teorema



85

Teorema
Automorfisme dari graf sikel dengan order n A(K,) merupakan grup
dihedral dengan order 2n (Dap).
Bukti

Misal C,, merupakan graf sikel dengan order n dengan

v(c,) ={123,,...,n}

Berdasarkan definisi, Graf sikel C, merupakan graf terhubung
beraturan 2 yang mempunyai n titik (n = 3) dan n sisi graf dengan dua
titik yang berbeda saling adjacent. Atau dengan kata lain graf sikel
merupakan jalan tertutup dengan barisan titik yang berbeda maka
automorfisme dari graf sikel hanya bisa diperoleh melalui operas rotasi

dan refleksi.

-
_-

Gambar ?;.32: éraf Sikel C,

Pada graf sikel C, dengan operasi refleksi jika n ganjil dapat
diperoleh dengan pencerminkan terhadap simpul-simpul pada graf sikel
tersebut sehingga automorfisme pada graf sikel dengan operasi refleksi
jika n ganjil adalah sebanyak n, sedangkan jika n genap maka
pencerminan diperoleh selain dari pencerminan terhadap simpul-simpul
sebanyak n/2 juga diperoleh dari pencerminan terhadap sumbu yang

diambil diantara setiap dua simpul yang berurutan sebanyak n/2, maka
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automorfisme pada graf sikel jika n genap dengan operasi refleks juga
sebanyak ~ + = = n. Sehingga banyaknya automorfisme dengan operas
refleksi yang diperoleh dari graf sikel C, adalah sebanyak n.

Sedangkan operasi rotasi searah dengan arah jarum jam yang

dilakukan adalah sebesar (m.360/n)°, dimanam=1, 2, 3, ..., n

(2.360/n)°
360/n
4 ¥
n 1 2

Gambar 3.33: Graf Sikel C,
sehingga jika simpul 1 dirotasikan sebesar (360/n)°, maka simpul 2 juga
akan dirotasikan sebesar (360/n)°, dan seterusnya hingga simpul n.
Begitu juga jika simpul 1 dirotasikan sebesar (2.360/n)°, maka simy
juga akan mengikuti berotasi sebesar (2.360/n)°. begitu juga selanjutiya,
sehingga banyaknya pemetaan dengan rotasi adalah sebanyak n.

Dengan automorfisme dari operasi rotasi sebanyak n dan operas
refleksi sebayak n, sehingga banyaknya automorfisme dari graf sikel
(C,,) adalah 2n, yang merupakan anggota himpunan dari grup dihedral,
karena grup dihedral merupakan grup dari operasi simetri yang dibangun
dari operasi rotas dan simetri sehingga terbukti bahwa automorfisme
dari graf sikel dengan order n A(K,) merupakan grup dihedral dengan

order 2n (Dap).



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Pada bab sebelumnya telah dibahas tentang grup automorfisme dari
graf lengkap dan graf sikel. Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat
diambil kesimpulan sebagai berikut :

1. Karenasifat dari graf lengkap yang setiap simpulnya dapat dipetakan ke
semua simpul sehingga anggota himpunan automorfisme dari graf
lengkap juga merupakan anggota himpunan dari grup simetri, dimana
banyaknya angota himpunan grup simetri adalah n!, sehingga dapat
disimpulkan bahwa bentuk grup dari automorfisme graf lengkap dengan
order n A (K,,) adalah grup simetri dengan order n! (S,).

2. Begitu juga dengan graf sikel (C,,), karena sifat dari graf tersebut yang
merupakan lintasan tertutup, sehingga automorfisme dari graf sikel
hanya bisa didapatkan dari operasi rotas sebanyak n, dan operas
refleks sebanyak n juga, maka banyaknya automorfisme tersebut
adalah 2n. karena anggota himpunan automorfisme dari graf sikel juga
merupakan anggota himpunan dari grup dihedral, maka dapat
dissmpulkan bahwa bentuk grup dari Automorfisme graf sikel dengan

order n A(K,,) adalah grup dihedral dengan order 2n (Dzy).
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4.2 Saran
Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis hanya meneliti dan mencari
rumus umum dari automorfisme graf lengkap (complete graf) dan graf
sikel (cycle graf). Selain graf-graf tersebut masih banyak graf-graf lainya
Oleh karena itu, penulis memberikan saran kepada pembaca yang tertarik
pada permasalahan ini untuk mengembangkannya dengan meneliti dan

mencari rumusan umum dari automorfisme pada graf-graf lainya.
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