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ABSTRAK

Ariwibowo, Surya. 2012. Total k-defisiensi Titik Graf Terhubung. Skripsi,
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam
Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing : (1) Abdussakir, M.Pd
(2) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci : k-Defisiensi Titik, Graf Komplit K,,, Graf helm H,,, Graf Helm
Tertutup cH,, Graf Bunga Fl,,, Graf Gear G,, Graf Kubus Q,,
Graf Kipas F,, Graf Kipas Ganda dF,, Graf Kincir W}

Pada penelitian ini dibahas total k-defisiensi titik pada graf komplit, graf
helm, graf helm tertutup, graf bunga, graf gear, graf kubus, graf kipas, graf kipas
ganda, dan graf kincir. k menunjukkan nilai defisiensi titik pada graf. Hal ini
diperoleh dari rumus awal defisiensi graf der; v — derr v = k.

Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperoleh kesimpulan bahwa rumus
umum untuk total k-defisiensi graf komplit K,, adalah n? — 3n + 2. Rumus umum
untuk total k-defisiensi graf helm H, adalah 2n. Rumus umum untuk total k-
defisiensi graf helm tertutup cH,, adalah 4n. Rumus umum untuk total k-defisiensi
graf bunga Fl,, adalah 4n. Rumus umum untuk total k-defisiensi graf gear G,
adalah 2n. Rumus umum untuk total k-defisiensi graf kubus Q,, adalah 2" (n —
2) + 2. Rumus umum untuk total k-defisiensi graf kipas F, adalah 2(n — 1).
Rumus umum untuk total k-defisiensi graf kipas ganda dF, adalah 4(n — 1).
Rumus umum untuk total k-defisiensi graf kincir W3* adalah 2n.

Vi



ABSTRACT

Ariwibowo, Surya. Total k-Deficient Vertex Of Connected Graph. Thesis.
Department of Mathematics. Faculty of Science and Technology.
State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang.

Advisor : (1) Adbussakir, M.Pd
(2) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Keywords : k-Deficient Vertex, Complete Graph K,, Helm Graph H,, Close
Helm Graph cH,,, Flower Graph Fl,, Gear Graph G,, Cube Graph
Qn, Fan Graph F,, Double Fan Graph dF,, Wheel Graph W,

This research discuss about total k- deficiency vertex in Complete Graph,
Helm Graph, Close Helm Graph, Flower Graph, Gear Graph, Cube Graph, Fan
Graph, Double Fan Graph, and Wheel Graph. k show the value of graph
deficiency which is get from first formula of graph deficiency der; v — der; v =
k.

The result show that conclusion from this research are Complete Graph
K, has general form total k- deficiency it’s n? — 3n + 2, general form total k-
deficiency in Wheel Graph W, is 2n, general form total k- deficiency in Helm
Graph H,, is 2n, general form total k- deficiency in Close Helm Graph cH,, is 4n,
general form total k- deficiency in Flower Graph Fl, is 4n, general form total k-
deficiency in Gear Graph G, is 2n, general form total k- deficiency in Cube
Graph @Q,, is 2™"(n — 2) + 2, general form total k- deficiency in Fan Graph E, is
2(n — 1), general form total k- deficiency in Double Fan Graph dE, is 4(n — 1),
general form total k- deficiency in Windmill Graph W3* is 2n.

vii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Agama Islam merupakan agama yang benar dan otentik di hadapan Allah
SWT. Agama Islam mengatur semua aspek kehidupan, tidak hanya masalah
akhirat akan tetapi juga masalah dunia. Al-Qur’an adalah kalam Allah SWT yang
merupakan mu’jizat yang diturunkan (diwahyukan) kepada Nabi Muhammad
SAW dan ditulis di mushaf dan diriwayatkan dengan mutawatir serta
membacanya merupakan ibadah (Fathani,2007:13).

Salah satu fungsi dan kedudukan kitab suci Al-Qur’an adalah sebagai
sumber hukum. Akan tetapi Al-Qur’an juga sebagai sumber ilmu pengetahuan
yang tidak diragukan lagi kebenarannya. Di dalam Al-Qur’an banyak terdapat
pesan-pesan ilmiah yang perlu untuk dikaji. Hal ini terbukti dengan banyak
ditemukannya fakta-fakta ilmiah yang sesuai dengan Al-Qur’an. Allah SWT
sendiri memberikan pernyataan tegas akan keluasan ilmu Allah SWT,

sebagaimana dalam firmannya surat Al-Kahfi ayat 109 yang berbunyi:
. w/} ///./: E/’:}’/B,.&/~// w o B e }9/,,/ /’ﬂ ,:
yjq)wwu‘ddﬂ| .A_Q_J QJM‘J‘-\./AJ%J‘QK)JJ&
330 i o

Artinya : Katakanlah “Sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-

kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis)



kalimat-kalimat Tuhanku, meskipun Kami datangkan tambahan
sebanyak itu (pula)”.(QS. Al-Kahfi [18]:109)

Setelah Allah SWT memberikan pernyataan tersebut, maka di dalam
hadits dijelaskan akan kewajiban atas muslim untuk menuntut ilmu. Dengan
menuntut ilmu, seseorang akan mengetahui banyak hal tentang kehidupan, baik
kehidupan dunia terlebih kehidupan akhirat. Dengan demikian seseorang akan
bertambah keimanan dan keyakinannya yang pada akhirnya bahagia dunia akhirat.

Islam menganjurkan untuk menuntut ilmu akhirat tanpa harus
meninggalkan ilmu dunia. Salah satu ilmu yang penting untuk dikaji, baik untuk
kepentingan dunia maupun akhirat adalah ilmu matematika. Sebagian besar ilmu
pengetahuan tidak akan terlepas dari matematika, matematika merupakan ilmu
yang paling mendasar.

Pada dasarnya konsep matamatika sudah ada di dalam alam semesta.
Alam semesta menyimpan simbol-simbol pengetahuan yang apabila dikaji secara
benar akan menghasilkan konsep-konsep ilmu pengetahuan. Jadi kesimpulannya,
semua ilmu pengetahuan adalah hasil penyimbolan atas apa yang ada di alam
semesta ini. Allah SWT telah menciptakan alam semesta ini dengan ukuran-
ukuran cermat dan persamaan yang rapi (Abdussakir, 2007:79-80)

Firman Allah dalam surat Al-Qamar ayat 49 berbunyi:
-7 & 27 f « s 7
(S acal>  oa S

Artinya : Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran (QS.

Al-Qamar [54]:49)



Dan surat Al-Furgan ayat 2 yang berbunyi :

JIREESY ‘;9-" Je= 355
Artinya : ... dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.”
(Q.S. Al Furgaan :2)

Dalam perspektif agama Islam, konsep ilmu matematika sangat
diperlukan. Misalkan dalam ilmu hisab, baik ilmu hisab tentang penanggalan
kalender, penentuan arah kiblat, waktu shalat, perhitungan mawaris, zakat, dan
lain sebagainya. Semuanya tidak lepas dari perhitungan secara matematika,
bahkan dipertegas dengan salah satu ayat Al-Qur’an yang menjelaskan bahwa
Allah SWT sendiri merupakan Dzat yang maha cepat dalam perhitungan, yaitu

pada surat Ali Imran pada ayat 199 yang berbunyi:

eG4
2 - &

N - -
Erolial gu i
(( 244 - = "J\N \') “ee

\p—

NS
~

Artinya : “... Sesungguhnya Allah Amat cepat perhitungan-Nya.” (QS. Ali Imran
[3]:199)

Matematika sendiri mempunyai kajian yang luas. Salah satu cabang
matematika yang banyak diterapkan dalam menyelasaikan berbagai permasalahan
adalah teori graf. Sampai saat ini, teori graf masih banyak dikaji karena memang
aplikasinya masih dibutuhkan dalam berbagai bidang. Dengan menggunakan
rumusan atau model teori graf yang tepat, suatu permasalahan menjadi semakin
jelas, sehingga mudah menganalisisnya.

Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan
notasi G = (V, E), yang dalam hal ini VV adalah himpunan tidak kosong dari titik-

titik (vertex) dan E adalah himpunan yang mungkin kosong dari sisi (edge) yang



menghubungkan sepasang titik. Himpunan dari titik-titik (vertex) dari graf G
dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi (edge) dinotasikan dengan
E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). Dari definisi di atas, dapat diambil
kesimpulan bahwa V tidak boleh kosong sedangkan E bholeh kosong. Jadi, suatu
graf memungkinkan tidak mempunyai sisi satu pun, tetapi titiknya harus ada
minimal satu.

Derajat titik v pada graf G ditulis dengan der;v, adalah banyaknya sisi
yang terhubung langsung pada titik v. Titik v dikatakan genap atau ganijil
tergantung dari derajat titik v genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).
Misal G adalah graf, suatu pohon merentang adalah subgraf dari graf G yang
memuat semua titik dari G dan merupakan suatu pohon (Astuti,2006:2).

Dari sedikit uraian di atas, ada hal yang menarik dari derajat titik suatu
graf apabila dikurangi dengan derajat titik pohon merentangnya. Oleh karena itu,
penulis ingin mengkaji tentang pola derajat dari beberapa graf G apabila dikurangi
dengan derajat titik pohon merentangnya, atau yang lebih dikenal dengan nama
defisiensi graf. Suatu titik v dari suatu pohon merentang T pada graf G disebut
k-defisiensi jika derajat titik tersebut memenuhi persamaan der; v — dery v = k,
bilangan bulat k tersebut dinamakan defisiensi dari I/ (Akka, 2011:1)

Dalam pembahasan ini, penulis menitik beratkan pada bentuk polanya.
Penulis yakin dan berusaha sekuat mungkin agar pola tersebut dapat diketahui,
karena semua yang ada di alam semesta ini mempunyai pola yang teratur.
Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik mengambil judul pada skripsi ini yaitu

“Total k-Defisiensi Titik Graf Terhubung”.



1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam

penulisan skripsi ini adalah bagaimana pola total k-defisiensi titik graf terhubung?

1.3. Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini

adalah untuk mengetahui pola total k-defisiensi titik graf terhubung.

1.4. Batasan Masalah

Pada penulisan skripsi ini, penulis membatasi bahwa objek penelitian
hanya terhadap sembilan jenis graf; yaitu graf komplit K,,, graf helm H,,, graf
helm tertutup cH,,, graf bunga F,, graf gear G,, graf kipas E,, graf kipas ganda

dFE,, graf kubus Q,,, dan graf kincir W'

1.5. Manfaat Penelitian

a. Bagi Penulis
Dengan penulisan ini, diharapkan dapat memperdalam pengetahuan dan
wawasan tentang graf khususnya masalah total k-defisiensi titik graf
terhubung.

b. Bagi Pembaca
Sebagai bahan untuk menambah wawasan pengetahuan tentang
matematika khususnya mengenai graf, derajat dari graf, defisiensi graf,

serta komplemennya.



c. Bagi Lembaga
Dapat dipergunakan sebagai tambahan pustaka, tambahan materi
pembelajaran, pelengkap koleksi perpustakaan matematika, dan bahan
pengembangan disiplin ilmu matematika khususnya yang berkaitan

dengan teori graf.

1.6. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yaitu melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi serta objek masalah yang digunakan
dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan
argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai
suatu topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian ini. Dengan
menggunakan metode ini diharapan kemampuan analisis dan pemahaman tentang
masalah yang diangkat dapat terasah.

Dalam penelitian ini penulis menggunakan beberapa langkah strategi. Hal
ini dimaksudkan untuk mempermudah penulis dalam memperoleh hasil yang
akurat. Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh penulis dalam membahas
penelitian ini adalah sebagai berikut :

a. Menggambar beberapa graf terhubung yang sudah ditentukan.

Pada langkah ini, penulis menggambar beberapa macam graf yang
menjadi objek penelitian dengan tujuan objek graf yang diteliti bisa

dipahami terlebih dahulu oleh para pembaca.



b. Mencari besar derajat titik dari graf terhubung.
Pada langkah ini, penulis mencari berapa besar derajat titik graf
terhubung tersebut. Pencarian ini dilakukan satu-persatu pada setiap graf
yang menjadi objek penelitian.

c. Mencari pohon merentang dan derajat titik dari masing-masing graf
terhubung.
Pada tahapan ini, penulis mencari semua kemungkinan adanya pohon
merentang sekaligus mencari derajat titik dari masing-masing pohon
merentang yang menjadi objek penelitian.

d. Menentukan total k-defisiensi titik graf terhubung.
Setelah penulis menemukan derajat pada graf dan pohon merentangnya,
maka kemudian penulis mencari defisiensi titik dari masing-masing titik
pada setiap graf yang menjadi objek penelitian dengan menggunakan
rumus der; v — derr v.

e. Mencari pola dari masing-masing bilangan total k-defisiensi titik graf
terhubung.
Pada tahapan ini, penulis melakukan pengurutan terhadap hasil pencarian
total k-defisiensi dari masing-masing graf yang menjadi objek penelitian.
Dari hasil pengurutan tersebut kemudian dicari pola/rumus dari total total
k-defisiensinya.

f. Membuktikan pola rumus total k-defisiensi.
Tahapan ini merupakan tahap akhir pada penenlitian ini. penulis

melakukan pembuktian terhadap pola rumus yang ditemukan pada



langkah sebelumnya. Hal ini dimaksudkan untuk menguji kebenaran dari

pola rumus defisiensi graf.

1.7. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan di sini terdiri dari empat bab dan masing-masing bab

dibagi menjadi beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut:

BAB |

BAB Il

BABA 11

PENDAHULUAN
Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan, batasan masalah,

manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Bab kedua menguraikan kajian tentang teori yang berkaitan dengan
pembahasan, antara lain pengertian graf, titik (vertex), graf komplit
(complete graph), graf helm (helm graph), graf helm tertutup (close
helm graph), graf bunga (flower graph), graf gear (gear graph), graf
kipas (fan graph), graf kipas ganda (double fan graph), graf kubus
(cube graph), graf kincir, derajat titik/simpul, komplemen dari graf

serta kajian tentang keagamaan.

PEMBAHASAN

Pada bab ketiga ini berisi analisis total k-defisiensi dari beberapa graf
yang sudah ditentukan sebelumnya. Setelah itu dianalisis hasil dari
pencarian total k-defisiensi tersebut pada tiap graf disertai dengan

pembuktian konjektur yang diperoleh.



BAB IV  PENUTUP
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan saran

sebagai acuan bagi peneliti yang lain.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Graf

Menurut catatan sejarah, awal munculnya konsep graf adalah pada tahun
1936 yaitu di Kota Konigsberg (salah satu kota di Jerman). Di kota Konigsberg
tersebut terdapat sungai Pregal yang bercabang dan memisahkan beberapa
blok/lokasi di kota tersebut, sehingga di sana dibangun tujuh jembatan sebagai
penghubungnya.

Awal permasalahannya adalah apakah mungkin melalui ketujuh jembatan
tersebut masing-masing satu kali dan kembali ke tempat semula. Hingga akhirnya
seorang matematikawan Swiss, Leonardo Euler merupakan orang pertama yang
dapat memecahkan permasalahan tersebut dengan pembuktian yang sederhana.
Inilah yang menjadi tonggak sejarah munculnya teori graf.

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam disiplin ilmu matematika
yang sampai sekarang masih terus dikaji karena memang tidak sedikit
permasalahan yang dapat dipecahkan dengan menggunakan teori graf.

Definisi

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis dengan
notasi G = (V, E), yang dalam hal ini V adalah himpunan tidak kosong dari
titik-titik (vertex) dan E adalah himpunan yang mungkin kosong dari sisi
(edge) yang menghubungkan sepasang titik. Himpunan dari titik-titik
(vertex) dari graf G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi

(edge) dinotasikan dengan E (G) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4)

10
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Dari definisi graf di atas menerangkan bahwa V tidak boleh kosong,
sedangkan E boleh kosong. Graf yang hanya memiliki satu titik tanpa adanya sisi
dinamakan graf trivial.

Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi
dinotasikan dengan E(G) sedangkan banyaknya unsur di V(G) disebut order dari
G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E(G) disebut size dari
G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibacakan hanya graf G maka
order dan size dari graf G tersebut cukup ditulis dengan p dan g saja (Chartrand
dan Lesniak, 1986:4).

Titik pada graf G dapat dinomori/ditandai dengan huruf seperti
a,b,c,d, ... atau dengan bilangan asli. Sisi yang menghubungkan titik u dan titik v
dinyatakan dengan pasangan (u, v) atau dengan lambang e, e,, e3, ... dst.

Perhatikan graf G berikut ini:

Vl V,

Ve Vv,

Gambar 2.1 Graf ¢
Graf G di atas mempunyai titik sebanyak 5 sehingga orer ¢ adalah p = 5
dan graf G di atas mempunyai sisi sebanyak 7 sehingga size G adalah q = 7.
Secara rinci himpunan titik atau order dan himpunan sisi atau size dari graf G

dapat diuraikan sebagai berikut:
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V(G) = {vy,v;, V3,4, U5}

E(G) = {(vy,v2), (W1, V5), (v1,V4), (V2,V3), (2, Vs), (3, V4), (W4, V5)}
Dapat juga ditulis dengan

V(G) = {vy,v;5,v3, 14,5}

E(G) ={ey, e, €3, €4, €5, €6, €7}

dengan

er = (V,12); €3 = (V1,V5); e3 = (1, 0); €4 = (V3,V3); €5 = (Vy, Us);
e = (V3,14); e7 = (Vg, Vs)

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan
e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, dikatakan terhubung langsung jika terkait

langsung pada satu titik yang sama (Abdussakir, dkk, 2009:5-6).

2.2. Graf Terhubung

Misalkan G graf. Misalkan juga u dan v adalah titik di G (yang tidak
harus berbeda). Jalan u — v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang
seling

W:u = vy, eq,V1,€3,Vp, o, Vp_1,€n, Uy = VU
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik dengan:
e; =vj_,v; dengani =1,23,..,n

adalah sisi di G. v, sebagai titik awal, dan v, sebagai titik akhir, titik

Vi1, Vs, ..., Vp_q adalah titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika
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vy # v, maka W disebut jalan terbuka. Jika v, = v, maka W disebut jalan
tertutup (Abussakir, dkk, 2009:49).
Perhatikan gambar graf berikut:

Vi

Gambar 2.2 Graf G,

Pada gambar graf G, sebelah kiri, terlihat bahwa gambar tersebut hanya
memuat satu sisi yang menghubungkan dua titik. Lintasan wv;,v,, v, v3
merupakan lintasan dengan barisan sisi (vy, v,), (v,, V), (U4, v3).

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang
semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan adalah
trail, tetapi tidak semua trail adalah lintasan. Pada graf G berikut :

a C

b d

Gambar 2.3 Lintasan Graf G
Jalan W; = a,c,e,b,d,f ; W, = a,e dan W5 = a,e, b, d adalah lintasan
di G karena semua titiknya berbeda. Sedangkan W, = a,c,e,b,d, f,d,e,a dan

Ws = a,e,b,e,c bukan merupakan lintasan karena ada titik yang sama
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(Abdussakir, 2009:51-52). Dan Wy = f,c,a,e,b,d, e, c,d, f adalah jalan tertutup
dan merupakan trail karena semua sisinya berbeda.

Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit.
Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup yang tak trivial. Perhatikan graf G

berikut :

b d
Gambar 2.4 Sirkuit dan Trail Graf G

Jalan W; = a,e,b,d, e, c,a adalah jalan tertutup, dan merupakan trail
karena semua sisinya berbeda. Jadi W, adalah sirkuit dan W, = a,e,b,d,e,d,c,a
adalah jalan tertutup dan bukan trail karena e,d dilalui lebih dari satu kali.
Dengan demikian W, bukan sirkuit.

Jalan tertutup tak trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel.
Dengan demikian setiap sikel pasti merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit
merupakan sikel. Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G, titik u dan v
dikatakan terhubung jika terdapat lintasan u ke v di G.

Chartrand dan Oellerman (1993:21) mendefinisikan suatu graf G
terhubung (connected) jika untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan yang
menghubungkan kedua titik tersebut. Sedangkan apabila terdapat dua titik pada
graf G yang tidak dihubungkan oleh suatu lintasan, maka graf G dinamakan graf

tak terhubung (disconnected).
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2.3. Derajat Titik

Derajat titik v pada graf G, ditulis dengan der;v, adalah banyaknya sisi
yang terkait langsung pada titik v. Titik v dikatakan genap atau ganjil tergantung

dari derajat titik v genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).

Contoh:
6 V3
[4
V5 V 4
Gambar 2.5 Graf G

Dari contoh graf G di atas, dapat dituliskan derajat masing-masing

titiknya sebagai berikut :

derg vy =3 derg v, =3
derg v3 =2 derg vy = 3
der; vs = 3 derg vg = 4

Karena tidak ada titik yang berderajat 1, maka graf G di atas tidak
memiliki titik ujung. Titik ujung merupakan titik yang berderajat satu. Hubungan

antara jumlah derajat semua titik dalam suatu garf G dengan banyak sisi, yaitu q

adalah :
Z der v = 2q
VeV (G)
Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut :
Teorema 1

Jika G graf dengan V(G) = {vy,v,, ..., v, } maka
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derg v; = 2q
VEV(G)

dengan q adalah banyaknya sisi pada graf G.

Bukti
Setiap sisi terkait langsung dengan dua titik. Jika setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali (Chartrand dan Lesniak,
1986:7).

Corollary 1
Pada sebarang graf, banyak titik berderajat ganjil adalah genap.

Bukti
Misalkan graf G dengan banyak sisi g, dan misalkan W himpunan titik yang
berderajat ganjil pada G serta U adalah himpunan titik yang berderajat

genap pada G. Dari teorema 1 maka diperoleh :

Z deer=Zdeer+Zdeer=2q

veV(G) vEW veu
Karena Y. ,ey(g) dergv genap, maka ey derg v juga genap. Karena dergv
adalah bilangan ganjil, maka banyak unsur di W haruslah genap. Jadi,
banyak titik berderajat ganjil adalah genap.

Contoh :

Gambar 2.6 Derajat Graf G

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Berdasarkan teorema graf di atas, maka dari Gambar 2.6 dapat dituliskan

bahwa :

6
Zdercvi=3+3+2+3+3+4

=1
=18
=2X9

= 2 X banyak sisi

2.4. Operasi pada Graf

2.4.1. Union Graph

2.4.2.

Definisi

Misal G; dan G, graf. Union graph atau graf gabungan dari G, dan G,,
ditulis G = G, U G, adalah graf dengan V(G) =V (G,) UV(G,) dan
E(G) = E(G,) U E(G,). Jika graf G terdiri atas n kali graf H, n > 2,
maka ditulis G = nH (Purwanto, 1998:25).

Berikut contoh operasi gabungan pada graf:

AL

Gambar 2.7 Graf K; U 2K3 U K3,
Joint Graph
Definisi
Misal G, dan G, graf. Joint graph atau penjumlahan graf dari G, dan G,

ditulis G = G, + G,, adalah graf dengan graf dengan V(G) =V (G,) U
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V(G,) dan E(G)=E(G,)VUE(G,) U{uv:ueV(G,)danv eV (G,)}
(Purwanto, 1998:26).

Berikut akan ditunjukkan joint graf P; + K,, dengan P; adalah graf

lintasan (graf yang berbentuk garis yang terdiri dari 3 titik) seperti pada gambar di

bawah (graf B), dan K, yaitu graf komplit (graf dengan dua titik yang berbeda

yang saling terhubung langsung) seperti gambar di bawah (graf A) (Chartrand dan

Oellerman, 1993:29)

B A+B
Gambar 2.8 Penjumlahan Dua Graf

2.4.3. Cartesean Product Graph
Definisi
Pada graf G, dan G, hasil kali (product) G; X G, memiliki himpunan titik
V(G,) X V(G,) dan dua titik (uy,u,) dan (v,,v,) akan terhubung
langsung pada graf G, X G, jika dan hanya jika:
u, = v, danu,, v, € E(G,) atau
u, = v, danuy, v; € E(G,)
(Chartrand dan Oellerman,1993:29)
Contoh:
Jika diberikan graf komplit 3 (K3) dan graf lintasan 3 (P;) seperti gambar

berikut, maka akan didapatkan hasil kali K5 dan P; sebagai berikut:
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K, xP,

Gambar 2.9 Perkalian Dua Graf

2.5. Macam-Macam Graf

Graf memiliki jenis yang bermacam macam, tergantung dari sudut mana
memandangnya. Berdasarkan titik, sisi, dan derajatnya, terdapat beberapa jenis
graf sebagai berikut:

1. Graf Komplit (Complete Graph)

Definisi

Graf komplit adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda saling

terhubung langsung. Graf komplit dengan n titik dinotasikan dengan

K, (Wilson dan Watkins, 1989:36).

Berikut adalah gambar graf komplit mulai K; sampai K :

K, K, K, K, K,

Gambar 2.10 Graf Komplit K; Sampai K5
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2. Graf Sikel (Cycle Graph)
Definisi
Chartrand dan Lesniak (1986:28) mendefinisikan graf sikel C, sebagai graf
terhubung beraturan 2 yang mempunyai n titik (n > 3) dan n sisi.

Berikut adalah gambar graf sikel mulai dari C; sampai Cg :

o o o C,
Gambar 2.11 Graf Sikel C; Sampai Cg
3. Graf Bipartisi (Bipartite Graph)
Definisi
Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi
menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi
pada graf G tersebut menghubungkan satu titik di V/; dengan satu titik di V.
Jika G adalah graf bipartisi beraturan-r dengan r > 1, maka |V;| = |V,].
Graf G dikatakan partisi-n jika himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi
sebanyak n himpunan tak kosong V;, V5, ..., V,, sehingga masing-masing sisi
pada graf ¢ menghubungkan titik pada V; dengan titik pada V;, untuk i # j.
Jika n = 3, maka graf partisi-n disebut tripartisi (Abdussakir, dkk, 2009:21-
22).
Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf

bipartisi dengan himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik di
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X dihubungkan dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika
|X| = m dan |Y]| = n, maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan K, ,,
(Purwanto, 1998:22).

Berikut adalah contoh gambar graf bipartisi komplit :

K2,3 K3,3 K2,4

Gambar 2.12 Graf Bipartisi K, 5 , K33 dan K; 4

. Graf Roda (Wheel Graph)

Definisi

Graf roda adalah graf yang dibentuk dari operasi joint graf antara graf sikel
(C,) dan graf komplit dengan satu titik (K;). Graf roda dinotasikan dengan
W, untuk n > 3.

Berikut adalah contoh gambar graf roda :

Vi A v, Vi

Gambar 2.13 Graf Roda W; Sampai Wg
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. Graf Helm (Helm Graph)

Definisi

Graf helm H, adalah graf yang diperolen dari graf roda dengan
menambahkan sisi anting pada setiap titik pada sikel luarnya (Gallian,
2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf helm:

Gambar 2.14 Graf Helm H; Sampai Hs

. Graf Helm Tertutup (Close Helm Graph)

Definisi

Graf helm tertutup cH,, adalah graf yang diperoleh dari sebuah graf helm
dengan menghubungkan setiap titik pada anting-anting untuk membentuk
sikel (Gallian, 2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf helm tertutup:

V4 v5 V6

cH, cH, cH,

Gambar 2.15 Graf Helm Tertutup cH; Sampai cHs
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7. Graf Bunga (Flower Graph)
Definisi
Graf bunga Fl, adalah graf yang diperoleh dari graf helm dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting ke titik pusat graf helm (Gallian,
2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf bunga:

Gambar 2.16 Graf Bunga Fl; Sampai Flc

8. Graf Kubus (Cube Graph)
Definisi
Graf kubus adalah graf yang himpunan titiknya berupa himpunan tupel-n
biner (binary tupel) (a4, a,, ..., a,), yaitu a, adalah O atau i, i = 1,2,3, ...,n
dan dua titik terhubung langsung jika dan hanya jika dua tupel yang
bersesuaian berbeda di tepat satu tempat. Graf kubus yang diperoleh
dinyatakan dengan Q,, (Purwanto, 1998:23).

Berikut adalah contoh gambar graf kubus:



24

0 o

© 00 ¢.0) (0,0,0) (1,0,0)
Ql QZ Q3

Gambar 2.17 Graf Kubus Q; Sampai Q5
9. Graf Gear (Gear Graph)
Definisi
Graf gear adalah graf yang diperoleh dari graf roda dengan tambahan satu
titik di antara tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar (Gallian, 2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf gear :

V8 ® VO ® V4

Gambar 2.18 Graf Gear G; Sampai G5

10. Graf Kipas (Fan Graph)
Definisi
Graf kipas merupakan graf yang dibentuk dari penjumlahan graf komplit K;
dan graf lintasan P, yaitu F, = K; + B, , dengan demikian graf kipas

memiliki (n + 1) titik dan (2n — 1) sisi (Gallian, 2007:16).
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Untuk menggambarkan graf kipas, perhatikan pemisalan berikut

ini:
Vo
K= e
Vi Vv, Vs Via Vv,
P = ° S 'S s °

Vo

Gambar 2.19 Graf Kipas F,
Untuk selanjutnya titik v, disebut sebagai titik pusat graf kipas F,.
Graf kipas ganda adalah graf yang diperoleh dari penjumlahan graf
2K, dan graf lintasan P, yaitu dF,, = 2K; + P,. Dengan demikian graf kipas
ganda memiliki (n + 2) titik dan (3n — 1) sisi (Gallian, 2007:16).

Berikut adalah contoh graf kipas ganda:

Vp Vq
2K,= o °

V1 V2 V3 Via Vn
P = ° ° o ° °

Maka graf kipas ganda dF, = 2K; + P, adalah
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Vq

Gambar 2.20 Graf Kipas Ganda dF,
Untuk selanjutnya titik 1, dan titik v, disebut sebagai titik pusat graf kipas

ganda dFE,.

Graf Kincir

Definisi

Graf kincir merupakan graf yang diperoleh dari penjumlahan graf komplit
K; dan nK,. Graf kincir dinotasikan dengan W', dimana W simbol dari graf
kincir, 2 menunjukkan graf komplit K,, dan n adalah bilangan banyaknya
graf K,. Graf Kincir tersebut dibangun dengan menghubungkan semua titik
pada nK, dengan titik pada K;. Lebih rinci lagi, secara matematis graf
Kincir W' = K; + nkK,.

Perhatikan contoh graf kincir dengan empat bilah (W) berikut ini:



27

Dengan kedua graf komplit di atas, maka graf kincir W' ditujukkan pada

gambar berikut:

Gambar 2.21 Graf Kincir W}

2.6. Subgraf dan Komplemen Graf
Definisi Subgraf
Graf H dikatakan subgraf dari graf G jika himpunan titik di H adalah subset
dari himpunan titik-titik di G dan sisi-sisi di H adalah subset dari himpunan
sisi-sisi di G, dengan kata lain V(H) € V(G) dan E(H) < E(G) (Chartrand
dan Lesniak, 1986:8).

Definisi subgraf di atas memberikan pemahaman bahwa H dikatakan
sebagai subgraf dari graf G apabila setiap titik di H juga merupakan titik di G dan
setiap sisi di H juga merupakan sisi di G. Jika H merupakan subgraf dari G maka
dapat ditulis H € G. Apabila H merupakan subgraf dari G dan H # G, maka H
disebut subgraf sejati dari G, dan ditulis H c G. Apabila H merupakan subgraf

dari G, maka G disebut supergraf dari H.
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Contoh :
Vi Vv, Vi vV, vy Vi V,
Ve Vs Vs
Vs Vy Vg Vy Vv, Vs v,

Gambar 2.22 Graf G untuk Menjelaskan Subgraf
Pada contoh di atas, G; dan G, merupakan subgraf dari G. Sedangkan G5
bukan subgraf dari G karena sisi (v4, v,) dan sisi (v,, vs) bukan sisi G.
Definisi Komplemen
Komplemen suatu graf G ditulis G¢ adalah suatu graf yang mempunyai
himpunan titik V(G) dan setiap dua titik di G saling terhubung langsung jika

dan hanya jika keduanya tidak terhubung langsung di G (Mardiyono,

1996:32).
Contoh :
Vl V2 Vl V2
V4 V3 V4 V3
G G°

Gambar 2.23 Graf G dengan Komplemennya

2.7. Pohon (Tree)
Definisi
Pohon adalah graf terhubung yang tidak memuat sikel (acyclic) (Chartrand

dan Lesniak, 1986:68).
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Teorema
Jika G pohon, makaq = p — 1.
Bukti
Pembuktian dengan menggunakan induksi pada p.
Untuk p(G) =1, maka G = K;.Jadiq(G) =p(G)—1=1-1=0
Asumsikan teorema itu benar untuk semua pohon yang banyak titiknya
kurang dari p(G).
Misal G pohon dengan p > 2 titik. Misal uv € E(G), maka G — uv tidak
terhubung. Maka di G — uv terbentuk dua graf, sebut G, dan G.
G, dan G, jelas terhubung dan asiklik. Jadi G, dan G, pohon, p(G;) < p(G)
dan p(G,) <p(G).
q(G1) = p(G1) — 1 dan q(G) =p(Gy) — 1
q(G) = q(G,) + q(G,) +1 (1 adalah sisi uv)

=p(G) —1+p(G,) —1+1

=p(G1) +p(Gz) -1

= p(GJrail

Jadi kalau G pohon, makag =p — 1.

Contoh :

Gambar 2.24 Graf Pohon
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2.8. Pohon Merentang (Spanning Tree)

Suatu pohon dapat dibentuk dari graf terhubung. Pohon-pohon yang
dibentuk dari graf tersebut disebut pohon merentang. Secara matematis pohon
merentang didefinisikan sebagai berikut :

Definisi
Misal G adalah graf, suatu pohon merentang adalah subgraf dari graf G yang
memuat semua titik dari G dan merupakan suatu pohon (Astuti,2006:2).

Contoh :

Vg ° VO ° V4

Gambar 2.25 Graf Gear G,

Maka pohon merentang dari graf gear G, adalah:
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V1 v, V3

Gambar 2.26 Pohon Merentang dari Graf Gear G,

Pada graf terhubung terdapat paling sedikit satu pohon merentang. Hal
ini berarti bahwa graf terhubung yang tidak memuat sikel adalah pohon merentang
itu sendiri. Pada graf terhubung yang memuat sikel, pohon merentangnya
diperoleh dengan cara memutuskan sikel yang ada. Namun cara ini tidak efektif
sehingga masih ada kesulitan jika digunakan untuk graf terhubung yang memiliki

banyak sisi.

2.9. k-Defisiensi Titik

Suatu titik v dari suatu pohon merentang T pada graf terhubung G
disebut k-defisiensi jika derajat titik tersebut memenuhi persamaan der; v —
derr v = k. Bilangan bulat k tersebut dinamakan defisiensi dari v (Akka,
2011:1).

Dari pengertian singkat di atas dapat diuraikan bahwa apabila ada graf
terhubung G, maka akan ditemukan pohon merentangnya (katakanlah T). Antara
graf G dan graf T memiliki banyak titik yang sama, akan tetapi memiliki derajat

titik yang berbeda. Dari sini muncullah konsep defisiensi graf yang mempunyai
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rumus der; v — derp v = k, dengan der; v merupakan derajat titik v di graf G
dan derr v merupakan derajat titik v di graf T. Penjumlahan nilai-nilai k-
defisiensi semua titik suatu graf disebut total k-defisiensi titik.

Contoh:

Diberikan graf sikel C, seperti gambar berikut :

Vi Vs

v, V3
Gambar 2.27 Graf Sikel C,
Sebelum mencari defisiensi titiknya, hal pertama yang harus dicari adalah pohon

merentang dari graf sikel C,. Pohon merentang dari graf sikel C, adalah

Vi Vv, Vi vV, Vi Vv, Vi Vv,
L —— i 1 «———— — 9
L —— « — 9

V4 V3 V4 V3 V4 V3 V4 V3

Gambar 2.28 Pohon Merentang Graf Sikel C,
Karena keempat pohon merentang dari graf sikel C, sama, maka dapat diwakili
oleh satu pohon merentang saja. Sehingga nilai k-defisiensi titiknya dapat dicari

dengan menggunakan rumus derg, v — derr v = k.
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v Vv, Vi Vv,
¢ r——
*r—FF— 0
V4 V3 V4 V3
C, T

Dari gambar graf C, dan graf T di atas maka diperoleh:
derc, vi —derr vy =2—-2=0
derg, v, —derpv, =2—-1=1
derc, v3—derpvs =2—-1=1

derg, vy —derr v, =2—-2=0

Z derc, v; — Z derrv; =2

Sehingga total k-defisiensi titik untuk graf sikel C, adalah 2

2.10. Konsep Keutamaan Orang Berilmu dalam Al-Qur’an

Kalau berbicara mengenai ilmu, sudah tentu tak terlepas dari Dzat yang
Maha Mengetahui yaitu Allah SWT, karena salah satu sifat wajib Allah adalah
‘ilmu (Maha Mengetahui). Kata bentukan dari kata dasar ‘ilmu/alima dalam Al-
Qur’an disebutkan sekitar 80 kali. Ini mengindikasikan bahwa kedudukan ilmu
sangatlah penting, baik untuk kehidupan dunia dan terlebih lagi kehidupan akhirat
kelak. Berikut adalah salah satu firman Allah yang berkaitan dengan keutamaan
pemilik ilmu.

g -
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Artinya : “Dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka berdirilah, niscaya
Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat.” (QS. Al-
Mujaadalah [58]:11)

Dari penggalan ayat surat Al-Mujaadalah ayat 11 di atas Allah SWT
memberikan pernyataan bahwa Allah meninggikan derajat seseorang yang
berilmu. Begitu mulianya orang yang berilmu derajatnya berada di bawah derajat para
nabi Allah dan orang-orang yang berilmu (‘alim/’ulama’) adalah pewaris para nabi.
Setelah orang berilmu maka untuk menyempurnakan ilmunya seseorang haruslah
mengamalkan ilmunya, baik dengan mengajarkannya ataupun menjalankannya. Syaikh
Abdurrahman bin Qasim An Najdi rahimahullah mengatakan, “Amal adalah buah
dari ilmu. llmu itu dicari demi mencapai sesuatu yang lain. Fungsi ilmu ibarat
sebatang pohon, sedangkan amalan seperti buahnya. Maka setelah mengetahui
ajaran agama Islam seseorang harus menyertainya dengan amalan. Sebab orang
yang berilmu akan tetapi tidak beramal dengannya lebih jelek keadaannya
daripada orang bodoh.

Berikut adalah beberapa tafsir surat Al-Mujaadalah ayat 11 menurut

beberapa ahli mufassir :

1. M. Quraish Shihab

“... dan apabila dikatakan: “Berdirilah kamu, maka berdirilah, niscaya
Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antara kamu dan orang-
orang yang diberi ilmu beberapa derajat...”

Ayat di atas tidak menyebut secara tegas bahwa Allah akan meninggikan

derajat orang yang berilmu. Tetapi lebih menegaskan bahwa mereka memiliki
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derajat-derajat yakni yang lebih tinggi dari yang sekedar beriman, tidak
disebutnya kata meninggikan itu sebagai isyarat bahwa sebenarnya ilmu yang
dimilikinya itulah yang berperan besar dalam ketinggian derajat yang
diperolehnya.

Tentu saja yang dimaksud dengan

,.wl 1556l ipal 1)

(yang diberi pengetahuan) adalah mereka yang beriman dan menghiasi diri
mereka dengan pengetahuan. Ini berarti ayat di atas membagi kaum beriman
menjadi dua kelompok besar, yang pertama sekedar beriman dan beramal shaleh,
dan yang kedua beriman dan beramal shaleh serta memilki pengetahuan. Derajat
kelompok dua ini menjadi lebih tinggi, bukan hanya karena nilai ilmu yang
disandangnya, akan tetapi amal pengajarannya kepada pihak lain baik secara lisan,
tulisan, maupun dengan keteladanan.

IImu yang dimaksud oleh ayat di atas bukan hanya ilmu agama saja, akan
tetapi apapun ilmu yang bermanfaat. Dalam QS. Al-Fathir [35]:27-28 Allah
menguraikan sekian banyak makhluk ilahi, dan fenomena alam, kemudian ayat itu
ditutup dengan pernyataan : “Yang takut dan kagum kepada Allah dari hamba-
hamba-Nya hanyalah ulama”. Ini menunjukkan bahwa ilmu dalam pandangan Al-
Qur’an bukan hanya ilmu agama. Selain itu, pernyataan itu menunjukkan bahwa
ilmu haruslah menghasilkan khasysyah yakni rasa takut dan kagum kepada Allah,
yang pada akhirnya mendorong pemilik ilmu untuk mengamalkan ilmunya serta

memanfaatkan untuk kepentingan makhluk. Oleh karenanya Rasulullah sering
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berdoa : “Allahumma inni a 'udzubika min ‘ilmi la yanfa’ (aku berlindung kepada-
Mu dari ilmu yang tidak bermanfaat)” (Shihab, 2004:77-80).

2. lbnu Katsir

“... dan apabila dikatakan: “Berdirilah kamu, maka berdirilah, niscaya
Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antara kamu dan orang-

orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat...”

Mengenai firman-Nya

° L2 o L2 o -
16 Tysesl L3 1353

“Dan apabila dikatakan: “Berdirilah kamu, maka berdirilah”, Qatadah
mengatakan : “Artinya, jika kalian diseru kepada kebaikan, maka hendaklah
kalian memenuhinya”. Sedangkan Mugqatil mengatakan : “Jika kalian diseru
mengerjakan shalat, maka hendaklah kalian memenuhinya”.

Dan firman Allah Ta’ala :

L,z /’a,ab)"g/ .4,4/9} TS PR .{"’}ﬁ" 7.
a3 Slall 1559) cplly A5 15l ol bl 23

-

-
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“Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antara kamu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat”. Maksudnya
janganlah kalian berkeyakinan bahwa jika salah seorang di antara kalian memberi
kelapangan kepada saudaranya, baik yang datang maupun yang akan pergi lalu dia
keluar, maka akan mengurangi haknya. Bahkan hal itu merupakan ketinggian dan

perolehan martabat di sisi Allah. Allah tidak menyia-nyiakan hal tersebut, bahkan
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Dia akan memberikan balasan kepadanya di dunia dan di akhirat. Sesungguhnya
orang yang merendahkan diri karena Allah, maka Allah akan mengangkat
derajatnya dan akan memasyhurkan namanya. Oleh karena itu Allah berfirman
ayat tersebut yang maksudnya Allah memang mengetahui orang-orang yang
berhak mendapatkan hal tersebut.

Imam Ahmad meriwayatkan dari Abu Ath-Thufail Amir bin Watsilah,
bahwa Nafi’ bin Abdil Harits pernah bertemu dengan Umar bin Khattab di
Asafan. Umar mengangkatnya menjadi pemimpin Makkah lalu Umar berkata
kepadanya: “Siapakah yang engkau angkat menjadi khalifah atas penduduk
lembah?”. Ia menjawab: “Yang aku angkat menjadi khalifah atas mereka adalah
Ibnu Azi, salah seorang budak kami yang merdeka”. Maka Umar bertanya: “Benar
engkau telah mengangkat seorang mantan budak sebagai pemimpin mereka?”. Dia
pun menjawab: “Wahai Amirul Mu’minin, sesungguhnya dia adalah seorang
yang ahli membaca Kitabullah (al-Qur’an), memahami ilmu faraidh dan pandai
berkisah”. Kemudian Umar berkata: “Sesungguhnya Nabi kalian bersabda:

- ’d
s 0 s o~ A o Zo o -
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“Sesungguhnya Allah mengangkat suatu kaum karena kitab ini (al-Qur’an)
dan merendahkan dengannya sebagian yang lainnya”
Demikianlah hadits yang diriwayatkan oleh Muslim dari az-Zuhri
(Abdullah bin Muhammad bin Abdurrohman, 2005:88-93).
Dari dua penafsiran di atas dapat diambil dua kesimpulan pokok; pertama
bahwa ilmu tidak akan pernah sempurna tanpa diiringi dengan iman dan

pengamalan atas ilmunya tersebut, kedua ilmu yang dimaksud tidak hanya ilmu
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agama akan tetapi semua keilmuan yang dapat memberikan manfaat. Secara

matematis kesimpulan itu bisa digambarkan dalam gambar graf berikut:

Beriman

Berilmu Beramal

Gambar 2.29 Graf Sikel C; Konsep Keutuhan Seorang Muslim
Gambar graf sikel C; di atas menunjukkan kelengkapan atribut seorang

muslim. Setelah seseorang masuk Islam haruslah beramal/beribadah sebagaimana
diketahui dalam rukun Islam. Rukun Islam pertama adalah syahadat sebagai ikrar
penyaksian atas keimanan kepada Allah SWT. Kemudian diikuti dengan rukun Islam
yang kedua yaitu shalat sebagai implementasi amal/ibadah nyata atas keimanan. Tentunya
keabsahan suatu amal/ibadah haruslah diiringi dengan ilmu ibadah itu sendiri.

Tiga atribut muslim (iman, ilmu, dan amal) merupakan satu kesatuan yang
apabila ingin mendapatkan derajat tinggi di hadapan Allah SWT haruslah dimiliki dan
disinergikan pada diri seorang muslim. Konsep ini tidak lain adalah konsep seorang
muttagin, karena hanya orang yang muttagin-lah yang mendapat posisi/derajat mulia di

hadapan Allah SWT sebagaimana firman Allah SWT dalam surat Al-Hujurat ayat 13 :

8
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Artinya : Sesungguhnya orang yang paling mulia diantara kamu disisi Allah ialah

orang yang paling taqwa diantara kamu.



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai total k-defisiensi titik dari pohon
merentang graf terhubung, yaitu antara lain graf komplit, graf helm, graf helm
tertutup, graf bunga, graf gear, graf kubus, graf kipas, graf kipas ganda, dan graf
Kincir.

3.1. Total k-Defisiensi Titik Graf Komplit

Graf komplit adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda saling

terhubung langsung. Graf komplit dengan n titik dinotasikan dengan K.

Perhatikan graf komplit K,, berikut:

Ve Vv,
Gambar 3.1 Graf Komplit K,,

Diketahui bahwa graf komplit K,, dengan titik sebanyak n memiliki sisi

sebanyak "22—_n Jika T merupakan pohon merentang pada K,,, maka banyaknya

titik pada T adalah n dan banyaknya sisi pada T adalah n — 1. Jadi rumus total k-

defisiensi titik pada graf komplit K,, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema

Graf komplit K,, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu n? — 3n + 2.

39
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Bukti

Misalkan K,, merupakan graf komplit dengan sejumlah n titik, maka banyak

n?-n
o

sisi pada K,, adalah (121) =
Misalkan T merupakan pohon merentang pada graf komplit K,, maka
banyaknya titik pada T adalah n dan banyaknya sisi pada T adalah n — 1.
k-defisiensi titik v pada graf komplit K;, adalah

dery, v—derpv =Kk

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf komplit K, adalah

Z(derKn v —dery v)
Berdasarkan teorema 1 maka

Maka dapat dituliskan kembali total k-defisiensi titik pada graf komplit K,

sebagai berikut:

Z(derKn v —dery v) = z dery v — Z derr v

=2 (”2‘”) —2(n—1)

2

=n?-n-2n+2
=n?-3n+2
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf komplit

K, adalah n? — 3n + 2.

3.2. Total k-Defisiensi Titik Graf Helm H,,
Graf helm H, adalah graf yang diperoleh dari graf roda dengan
menambahkan sisi anting pada setiap titik pada sikel luarnya. Graf helm H,, dapat

digambarkan sebagai berikut:
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Gambar 3.2 Graf Helm H,,

Dari gambar di atas dapat diketahui bahwa graf helm H,, memuat graf
roda I, dengan n + 1 titik ditambah n titik lagi yang diperoleh dari penambahan
sisi anting-anting pada setiap titik pada sikel luar, sehingga banyaknya titik pada
H, adalah 2n + 1. Graf helm H,, memuat graf roda W, yang memiliki 2n sisi
ditambah n sisi yang terbentuk dari penambahan satu sisi anting-anting pada
setiap titik pada sikel luar sehingga banyaknya sisi pada H,, adalah 3n.

Jika T merupakan pohon merentang pada H,,, maka banyaknya titik pada
T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n. Jadi rumus total k-

defisiensi titik pada graf helm H,, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema
Graf helm H,, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n.
Bukti
Misalkan H, merupakan graf helm dengan titik sebanyak 2n + 1, maka
banyaknya sisi pada H,, adalah 3n.
Misalkan T merupakan pohon merentang pada H,,, maka banyaknya titik

pada T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n.
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k-defisiensi titik v pada graf helm H,, adalah
dery, v —derrv =Kk

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf helm H,, adalah

Z(dean v —derr v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(dean v —derp v) = z dery, v — Z dery v

= 2(3n) — 2(2n)
=6n —4n
=2n
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf helm H,,

adalah 2n.

3.3. Total k-Defisiensi Titik Graf Helm Tetutup cH,,
Graf helm tertutup cH,, merupakan graf yang diperoleh dari graf helm
dengan menghubungkan setiap titik pada anting-anting untuk membentuk sikel

baru. Graf helm tertutup cH,, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.3 Graf Helm Tertutup cH,,
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Banyaknya titik pada cH, sama dengan banyaknya titik pada H,, yaitu
2n + 1, sedangkan banyaknya sisi pada cH, akan bertambah n sisi sehingga
banyaknya sisi pada cH,, adalah 4n.

Jika T merupakan pohon merentang pada cH,,, maka banyaknya titik
pada T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n. Jadi rumus total k-
defisiensi titik pada graf helm tertutup cH, dapat dinyatakan dalam teorema

berikut ini:

Teorema

Graf helm tertutup cH,, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 4n.
Bukti

Misalkan cH,, merupakan graf helm tertutup dengan titik sebanyak 2n + 1,

maka banyaknya sisi pada cH,, adalah 4n.

Misalkan T merupakan pohon merentang pada cH,,, maka banyaknya titik

pada T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n.

k-defisiensi titik v adalah

dercy, v—derrv =k

Sedangkan total k-defisiensi titik adalah

Z(dercHn v —derr v) = z derey, v — z derr v

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(dercHn v —derr v) = Z derey, v — Z derr v
= 2(4n) — 2(2n)

=8n—4n

=4n
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Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf helm

tertutup cH, adalah 4n.

3.4. Total k-Defisiensi Titik Graf Bunga FI,,
Graf bunga FIl, adalah graf yang diperoleh dari graf helm dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting ke titik pusat graf helm. Graf bunga Fl,,

dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.4 Graf Bunga Fl,,

Banyaknya titik pada Fl,, dan H,, adalah sama yaitu 2n + 1, sedangkan
sisi pada Fl, akan bertambah n sisi sehingga banyaknya sisi pada FI,, adalah 4n.

Jika T merupakan pohon merentang pada FL,,, maka banyaknya titik pada
T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n. Jadi rumus total k-

defisiensi titik pada graf bunga F1,, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema

Graf bunga Fl,, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 4n.
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Bukti
Misalkan Fl, merupakan graf bunga dengan titik sebanyak 2n + 1, maka
sisi pada Fl, sebanyak 4n.
Misalkan T merupakan pohon merentang pada Fl,,, maka banyaknya titik
pada T adalah 2n + 1 dan banyaknya sisi pada T adalah 2n.
k-defisiensi titik v pada graf graf bunga Fl,, adalah
derp, v —derrv =k

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf graf bunga Fl,, adalah

z(dermn v —derr v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(dernn v —dery v) - z derp, v — Z derr v

= 2(4n) — 2(2n)
=8n—4n
=4n
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf bunga

Fl,, adalah 4n.

3.5. Total k-Defisiensi Titik Graf Gear G,
Graf gear G,, merupakan graf roda dengan tambahan satu titik di antara
tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar. Graf gear G,, dapat digambarkan sebagai

berikut:
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Gambar 3.5 Graf Gear G,

Dari Gambar 3.5 di atas diketahui bahwa graf gear G,, memiliki 2n titik
pada sikel luarnya dan satu titik pada pusatnya sehingga banyaknya titik pada G,
adalah 2n + 1. Graf gear G, memuat graf roda W, yang memiliki 2n sisi
ditambah n sisi yang terbentuk dari penambahan satu titik (titik u pada Gambar
3.5) di antara tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar sehingga banyaknya sisi pada
G, adalah 3n.

Jika T merupakan pohon merentang pada G,,, maka banyaknya titik pada
T adalah 2n + 1 dan sisi T sebanyak 2n. Jadi rumus total k-defisiensi titik pada

graf gear G,, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema
Graf gear G, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n.

Bukti
Misalkan G, merupakan graf gear dengan titik sebanyak 2n + 1, maka
banyaknya sisi pada G,, adalah 3n.
Misalkan T merupakan pohon merentang pada G,, maka banyaknya titik
pada T adalah 2n + 1 dan sisi T sebanyak 2n.

k-defisiensi titik v pada graf gear G,, adalah
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derg, v—derrv =Kk

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf gear G,, adalah

Z(dean v —dery v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(deTGn v —dery v) = z derg v — z derr v

= 2(3n) — 2(2n)
=6n—4n
=2n
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf gear G,

adalah 2n.

3.6. Total k-Defisiensi Titik Graf Kubus Q,,

Graf kubus adalah graf yang himpunan titiknya berupa himpunan tupel-n
biner (binary tupel) (a4, a,, ..., a,), Yyaitu a, adalah 0 atau i, i = 1,2,3,...,n dan
dua titik terhubung langsung jika dan hanya jika dua tupel yang bersesuaian
berbeda di tepat satu tempat. Graf kubus Q,, hanya dapat digambarkan sampai Q5

sebagai berikut:

012 (11)

(1.0)

©.0,0) @,0,0)

Gambar 3.6 Graf Kubus Q5
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Dari gambar 3.6 di atas dapat diketahui bahwa banyaknya titik pada graf

2™n
kubus Q,, adalah 2™ dan sisi sebanyak — Jika T merupakan pohon merentang

pada Q,,, maka banyaknya titik pada T adalah 2™ dan sisi T sebanyak 2™ — 1. Jadi
rumus total k-defisiensi titik pada graf kubus Q,, dapat dinyatakan dalam teorema
berikut ini:
Teorema

Graf kubus Q,, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 2" (n — 2) + 2.
Bukti

Misalkan Q,, merupakan graf kubus dengan titik sebanyak 2", maka

banyaknya sisi pada Q,, adalah ZnTn

Misalkan T merupakan pohon merentang pada Q,,, maka banyaknya titik pada

T adalah 2™ dan sisi T sebanyak 2™ — 1.

k-defisiensi titik v pada graf kubus Q,, adalah

dery, v—derpv =k

Sedangkan total k-defisiensi titik graf kubus Q,, adalah

der, v —derrv
Qn

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(derQn v—derpv) = Z dery v — Z dery v
2n
=2 (

=2" ' n)-22"-1)

") _20m—1)

=2"n)-2"-2)+2

=2"(n—2)+2
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Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf kubus Q,,

adalah 2™"(n —2) + 2.

3.7. Total k-Defisiensi Titik Graf Kipas F,,

Graf Kkipas F, merupakan graf yang dibentuk dari penjumlahan graf
komplit K; dan graf lintasan B, yaitu F,, = K; + P, , dengan demikian graf kipas
memiliki (n+ 1) titik dan (2n — 1) sisi. Graf kipas F, dapat digambarkan

sebagai berikut:

Gambar 3.7 Graf Kipas F,

Jika T merupakan pohon merentang pada F,, maka banyaknya titik pada
T adalah n + 1 dan sisi T sebanyak n. Jadi rumus total k-defisiensi titik pada graf

Kipas F, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema
Graf kipas F, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n — 2.
Bukti
Misalkan F, merupakan graf kipas dengan titik sebanyak n + 1, maka sisi

pada F, sebanyak 2n — 1.
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Misalkan T merupakan pohon merentang pada F,, maka banyaknya titik
pada T adalah n + 1 dan sisi pada T adalah n.
k-defisiensi titik v pada graf kipas F, adalah

derp, v—derrv =k

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf kipas F, adalah

Z(derpn v —dery v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(derpn v —derr v) = Z derp, v — Z derr v

=22n-1) — 2(n)
=4n—-2—-2n
=2n—2
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf kipas F,

adalah 2n — 2.

3.8. Total k-Defisiensi Titik Graf Kipas Ganda dF,,

Graf kipas ganda adalah graf yang diperoleh dari penjumlahan graf 2K,
dan graf lintasan B, yaitu dF, = 2K; + P,. Dengan demikian graf kipas ganda
memiliki (n + 2) titik dan (3n—1) sisi. Graf kipas ganda dF, dapat

digambarkan sebagai berikut:
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Va

Gambar 3.8 Graf Kipas Ganda dFE,
Dari definisi dan gambar 3.8 di atas nampak jelas bahwa banyaknya titik
pada graf kipas ganda dF, adalah n + 1 dengan sisi sebanyak 2n — 1. Jika T
merupakan pohon merentang pada dF,, maka banyaknya titik pada T adalah
n+ 1 dengan sisi T sebanyak n. Jadi rumus total k-defisiensi titik pada graf

Kipas ganda dF, dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema
Graf kipas ganda F, memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 4(n — 1).
Bukti
Misalkan dF, merupakan graf kipas ganda dengan titik sebanyak n + 1,
maka sisi dF,, sebanyak 3n — 1.
Misalkan T merupakan pohon merentang pada dF,, maka banyaknya titik
pada T adalah n + 1 dan sisi T sebanyak n + 1.
k-defisiensi titik v pada graf kipas ganda dF, adalah

deryp, v —derr v =k
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Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf kipas ganda dF, adalah

Z(deran v —dery v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(derdpn v —dery v) = z deryr, v — z derr v

=23n—-1)-2(n+1)
~an 32-22n 2
=4n—4
=4(n—-1)
Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf kipas

ganda dF, adalah 4(n — 1).

3.9. Total k-Defisiensi Titik Graf Kincir W3

Graf kincir W' merupakan graf penjumlahan dari graf komplit K; dan
nK,. Graf kincir dinotasikan dengan W', dimana W simbol dari graf kincir, 2
menunjukkan graf komplit K,, dan n adalah bilangan banyaknya K,. Graf kincir
tersebut dibangun dengan menghubungkan semua titik pada nK,, dengan titik pada
K;. Lebih rinci lagi, secara matematis graf Kincir W}' = K; + nK,. Graf kincir

W' dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.9 Graf Kincir W,
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Banyaknya titik pada graf kincir WJ' adalah 2n + 1 dan karena K,
tehubung langsung dengan pusat graf kincir (K;), maka banyaknya sisi pada setiap
bilah kincir berjumlah 3, sehingga untuk n bilah memiliki sisi sebanyak 3n.

Jika T merupakan pohon merentang pada W', maka banyaknya titik
pada T adalah 2n + 1 dengan sisi sebanyak 2n. Jadi rumus total k-defisiensi titik

pada graf kincir W' dapat dinyatakan dalam teorema berikut ini:

Teorema
Graf kincir W' memiliki rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n
Bukti
Misalkan W' merupakan graf kincir dengan titik sebanyak 2n + 1, maka
sisi W3 sebanyak 3n.
Misalkan T merupakan pohon merentang pada W;', maka banyaknya titik
pada T adalah 2n + 1 dan sisi T sebanyak 2n.
k-defisiensi titik v pada graf kincir W' adalah
deryrv —derpv =k

Sedangkan total k-defisiensi titik pada graf kincir W' adalah

Z(derwzn v —dery v)

Berdasarkan teorema 1 maka

Z(derwzn v —dery v) = z deryr v — z derr v
= 2(3n) — 2(2n)

=6n—4n

=2n
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Jadi terbukti bahwa rumus umum total k-defisiensi titik pada graf kincir W3

adalah 2n.



4.1.

BAB IV

PENUTUP

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada Bab Ill, maka dapat diambil kesimpulan

sebagai berikut:

[EEN

. Pada graf komplit K,, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu n? — 3n + 2.
. Pada graf helm H,, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n dengan
(n = 3).

Pada graf helm tertutup cH,, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 4n
dengan (n = 3).

Pada graf bunga FI,, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 4n dengan
(n = 3).

Pada graf gear G, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n dengan
(n = 3).

. Pada graf kipas E, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 2(n — 1).

. Pada graf kipas ganda dF, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu
4(n—1).

Pada graf kubus @,, diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 2™ (n — 2) +
2.

Pada graf kincir W3' diperoleh rumus total k-defisiensi titik yaitu 2n dengan

(n = 2).

55
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4.2. Saran
Kajian mengenai total k-defisiensi masih perlu dikembangkan, sehingga
untuk peneliti yang lain penulis menyarankan untuk melanjutkan penelitian pada

objek graf yang lebih kompleks dan bervariasi.
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