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DAFTAR LAMBANG DAN SINGKATAN

Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini adalah:

Cl

\‘D>D1Cf3§

IDfCOl

By, (xo)

K

b

Wo

Uy

U

DF

(t, X0 w)
p

" ox?

Re

D

\Y

v

>~ 'O

: Kontinu dan Terdeferensial

: Himpunan Terbuka pada Ruang Vektor
: Subhimpunan terbuka

: Ruang vektor Bernorm

: Operator dalam Ruang Vektor

: Suatu interval pada bilangan real terbuka atau tertutup

: Operator norm

: Persekitaran x, dengan jari-jari b

: Konstanta Lipschitz

- Jari-jari

: Konvex

: Barisan pada fungsi kontinu

: Neighborhood

: Matriks Jacobi atau Partial Derivative Matriks
: Titik Kesetimbangan

: Operator Laplacian

: Bilangan Reynold
: Diameter

> Laju air

: Densitas

: Viskositas

: Nilai Eigen
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Definisi dari simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini adalah

S ={(x,v) € R? X R|x # 0}
PS> S
By (xo) = {x € W||x — x| < b}
¢:RXS—>S
wcs
E=S
WcE
fiW—E
JCR

p.v.D

U

Re =
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ABSTRAK

Isfiyanti, Khoirotul. 2012. Analisis Sistem Dinamik Model Gelombang Navier-
Stokes. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I)  Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd

(1) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Kata Kunci: Sistem Dinamik, Persamaan Navier-Stokes, Titik Tetap,
Kesetimbangan, Potret Fase

Persamaan Navier-Stokes adalah persamaan diferensial parsial
nonlinier yang menjelaskan pergerakan suatu fluida. Persaman Navier-
Stokes menggambarkan hubungan laju perubahan suatu variabel
terhadap variabel yang lain. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis
sistem dinamik model Gelombang Navier-Stokes di Ruang Vektor
Bernorm. Selanjutnya yaitu menganalisis potret fase grafik yang
menggambarkan perilaku dinamik model gelombang. Analisis ini
dimulai dengan cara mentransformasi persamaan Navier-Stokes ke
dalam sistem Persamaan Diferensial Biasa (PDB), kemudian
membuktikan bahwa persamaan tersebut terdefinisi pada sistem
dinamik. Dan menganalisis kesetimbangan titik tetap, sehingga dari
sini diperoleh potret fase grafik.

Berdasarkan hasil pembahasan, pada saat u = u — x? diperoleh
titik kesetimbangan  (t,, x,,u) = {(0,++/u,0)} merupakan titik
kesetimbangan tidak stabil dan jenis kestabilannya adalah pelana. Pada
saat u = ux —x? diperoleh titik kesetimbangan (t,, x,,u) =
{£(0,0,0), (0, u,0)} merupakan titik kesetimbangan tidak stabil, akan
tetapi ada salah satu titik titik tetap tidak dapat disimpulkan, karena ada
nilai eigen yang nol. Sedangkan pada saat u = ux — x3 diperoleh titik
kesetimbangan (t,,x,,u) = {(0,0,0), (0, ++/1,0)} merupakan titik
kesetimbangan tidak stabil dan jenis kestabilannya adalah pelana.

Adapun penelitian selanjutnya yaitu dapat dianalisis pada Navier-
Stokes pada dimensi yang lebih tinggi.
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ABSTRACT

Isfiyanti, Khoirotul. 2011. Analysis of Dynamical System Model of Navier-
Stokes Waves. Thesis. Mathematics Department, Science and
Technology Faculty, The State Islamic University Maulana Malik
Ibrahim Malang.

Advisor: (1) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd
(1) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Keyword: Dynamical Systems, Navier-Stokes Equations, Fixed Point,
Equilibrium, Phase Portrait

Navier-Stokes equations are nonlinear partial differential equations
that describe the movement of a fluid. Navier-Stokes equation describes
the relationship of the rate of change of one variable against another
variable. This study aims to analyze the system dynamic model of the
Navier-Stokes Waves. The next phase is to analyze graphs depicting the
portrait of the dynamic behavior of the wave model. This analysis
begins by transforming the Navier-Stokes equations into a system of
Ordinary Differential Equations (ODE), then prove that the equation is
defined in the dynamical systems. Then analyze the equilibrium, so
here is obtained from the phase portrait of the graph.

Based on the results of the discussion, when wu = u — x2is
obtained equilibrium point (t,,x,,u) = {(0,++/u,0)}is an unstable
equilibrium point and the type of stability is the saddle. When u =
ux — x? is obtained equilibrium point (t,, x,,u) = {(0,0,0), (0, , 0)}
is an unstable equilibrium point, but there is no fixed point are
inconclusive, because there is a eigenvalue zero. While at the time
u = ux — x3 equilibrium obtained (t,, x,,u) = {(0,0,0), (0, /i, 0)} is
a unstable equilibrium point and the type of stability is a saddle.

As with other research that can be analyzed in the Navier-Stokes
equations in higher dimensions.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial parsial merupakan formulasi matematik yang sangat
fundamental dalam mempresentasikan fenomena alam, ilmu pengetahuan dan
teknologi ke dalam bentuk yang sistematis, sehingga masalah atau fakta yang
akan diamati menjadi logis dan jelas. Contoh, topik-topik fisika lanjut (advanced
physics), seperti halnya mekanika klasik lanjut yang membicarakan tentang
gelombang elektromagnetik, hidrodinamik dan mekanika kuantum, maka
persamaan diferensial parsial dapat menggambarkan fenomena fisis yang
berkaitan dengan masalah-masalah tersebut. Masalah-masalah tersebut dalam
kenyataannya sulit untuk dipecahkan (Supardi). Untuk itu manusia harus berusaha
menyelesaikan persamaan tersebut, tentunya manusia harus mempunyai ukuran.

Hal ini dijelaskan dalam Al-Qur’an surat Al-Furgon: 2
Ta7e M o 5 N o | W Rl //1"‘1',« 27 B
el gl b od X (J) foady dses 25 2N gl ells ad (s Al

PR P L AT

Artinya: “yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak

mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan(Nya), dan dia

telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya
dengan serapi-rapinya”.

Menurut Abdusysyakir (2007), alam semesta memuat bentuk dan konsep

matematika, meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam

semesta serta segala isinya diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang



cermat dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan
rumus-rumus serta yang seimbang dan rapi. Sungguh tidak salah jika dinyatakan
bahwa Allah adalah Maha Matematis.

Dalam tafsir Al-Mishbah kata (L) gaddara antara lain berarti mengukur,
memberi kadar / ukuran, sehingga pengertian ayat ini adalah memberi kadar /
ukuran / batas-batas tertentu dalam diri, sifat, ciri-ciri kemampuan maksimal, bagi
setiap mahkluk-Nya. Semua mahkluk telah diciptakan oleh Allah kadarnya dalam
hal-hal tersebut. Mereka tidak dapat melampaui batas ketetapan itu. Proses lebih
jauh yang disebut dalam surah al-A’la adalah fa hada yakni Allah SWT menuntun
dan menunjukkan kepada makhluk-makhluk-Nya itu arah yang seharusnya
mereka tuju (Shihab, 2002:420).

Hal ini juga dijelaskan mengenai ukuran dalam Al-Qur’an, yaitu surah al-

Qamar ayat 49 berikut:

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.
Dalam tafsir Al-Mishbah kata (L) gadar pada ayat di atas diperselisihkan
maknanya oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar
tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena
ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah,
maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang
ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu aspek
saja. Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya. Selaku

jenis makhluk ia dapat makan, minum dan berkembang biak melalui sistem yang



ditetapkan-Nya. Manusia memiliki potensi baik dan buruk. Manusia dituntut
untuk mempertanggungjawabkan pilihannya. Manusia dianugerahi Allah petunjuk
dengan kedatangan sekian rasul untuk membimbing mereka. Akalpun
dianugerahkan-Nya kepada mereka, demikian seterusnya termasuk dalam sistem
yang sangat tepat, teliti dan akurat yang telah ditetapkan Allah SWT. Demikian
juga Allah telah menetapkan sistem dan kadar bagi ganjaran atau balasan yang
akan diberikan kepada setiap orang (Shihab, 2002:482).

Ayat di atas menjelaskan salah satu ketentuan Allah menyangkut takdir
dan pengaturan terhadap makhluk. Dengan adanya pengaturan maka masalah-
masalah dalam dunia nyata dapat lebih mudah dimengerti dengan menggunakan
pendekatan matematik.

Pada umumnya untuk menentukan solusi dari masalah-masalah tersebut
diperlukan suatu pemodelan matematika. Salah satu kajian matematika yang
konsep-konsepnya banyak digunakan dalam bidang lain adalah persamaan
diferensial (baik biasa atau parsial). Ditinjau dari fenomena yang menjelaskan
pergerakan fluida (cairan dan gas), maka dijabarkan dalam model matematik
sistem persamaan diferensial parsial menggunakan persamaan Navier-Stokes.

Persamaan Navier-Stokes (dinamakan dari Claude-Louis Navier dan
George Gabriel Stokes), adalah sistem persamaan yang menjelaskan pergerakan
suatu fluida dalam bentuk cairan dan gas. Persamaan-persamaan ini menyatakan
bahwa perubahan dalam momentum (percepatan) partikel-partikel fluida
bergantung hanya kepada gaya viskos internal (mirip dengan gaya friksi) dan gaya

viskos tekanan eksternal (gravitasi) yang bekerja pada fluida. Oleh karena itu,



persamaan Navier-Stokes menjelaskan kesetimbangan gaya-gaya yang bekerja

pada fluida. Persamaan Navier-Stokes memiliki bentuk persamaan diferensial

yang menerangkan pergerakan dari suatu fluida. Persamaan seperti ini
menggambarkan hubungan laju perubahan suatu variabel terhadap variabel lain

(Anonim, 2011).

Penelitian-penelitian sebelumnya yang berhubungan dengan analisis

Navier-Stokes telah diselesaikan oleh:

1. Dina (2010) dengan judul Simulasi cfd Persamaan Navier Stokes untuk
Aliran Fluida Tunak Laminar di antara Plat Sejajar. Skripsi ini merupakan
analisis untuk aliran fluida yang mengalir masalah yang diangkat adalah
bagaimana mengetahui distribusi kecepatan aliran fluida dan penurunan
tekanannya antara dua plat sejajar. Model Navier-Stokes sendiri digunakan
dalam memprediksi penurunan tekanan dan distribusi kecepatan.

2. Rumfot (2011) dengan judul Analisis Persamaan Navier-Stokes 2D untuk
Memodelkan Penampang Gelombang dengan Melibatkan Masalah Nilai
Awal dan Masalah Nilai Batas di Perairan Dangkal. Skripsi ini
menggambarkan prosedur analitik solusi V' (x,y) dengan nilai awal dan nilai
batas, dan di asumsikan pada aliran fluida 2D. Fluida yang dipilih dalam
penelitian ini adalah cair (air) dangkal. Perairan dangkal yang dimaksud
adalah perairan mempunyai surface (batas permukaan) dan bottom (batas

dasar).



3. Silva (2011) dengan judul Solusi Numerik Persamaan Saint Venant 2D dan
Persamaan Navier-Stokes 2D. Skripsi ini menggambarkan prosedur numerik
model persamaan Saint-Venant dan Navier-Stokes.

Dari penelitian-penelitian terdahulu belum terjawab tentang perilaku
sistem  persamaan Navier-Stokes dari waktu ke waktu. Oleh Kkarena itu
dibutuhkan analisis lanjutan yang berhubungan dengan perilaku sistem ini dari
waktu ke waktu. Sehingga perlu adanya analisis sistem dinamik. Sistem dinamik
sering diidentifikasikan pada model matematika dari persamaan kimia, persamaan
fisika, dan persamaan biologi yang mengandung parameter-parameter yang saling
berhubungan.

Mekanisme sistem dinamik dikembangkan oleh J.W. Forrester dari
Massachusetts Institute of Technology (MIT) sejak tahun 1950-an sebagai alat
untuk meneliti suatu permasalahan yang rumit (Angerhofer dan Angelides,
2000:342). Mekanisme sistem dinamik berhubungan erat dengan parameter-
parameter dengan pertanyaan tentang trend atau pola perilaku dinamik (sejalan
dengan bertambahnya waktu) dari suatu sistem yang rumit. Penggunaan sistem
dinamik diarahkan kepada bagaimana memahami perilaku sistem tersebut orang
dapat meningkatkan efektivitas dalam merencanakan suatu kebijakan dan
pemecahan masalah yang timbul. Selanjutnya konstruksi model sistem dinamik
yaitu dengan mentransformasikan persamaan diferensial parsial ke persamaan
diferensial biasa, sehingga dapat dianalisis potret fase grafik dari penampang
gelombang. Hal ini diperkuat oleh Wiggins (1990), yang menyatakan bahwa dari

persamaan diferensial parsial ditransformasi ke persamaan diferensial biasa.



Selanjutnya dicari solusi karakterisasinya (equilibrium) dan selanjutnya
ditentukan grafiknya. Manfaat sistem dinamik secara umum adalah dapat
mengetahui sifat-sifat atau perilaku-perilaku dari waktu ke waktu, dari sifat-sifat
atau perilaku tersebut dapat diinterpretasikan hasil-hasil analisis pada sistem
dinamik (Anonim, 2011). Selain itu manfaatnya adalah dapat mengetahui
penampang gelombang, kecepatan, tekanan, stasioner, dan gerakan (dinamika)
fungsi dari waktu ke waktu.

Dalam penelitian ini, permasalahan difokuskan pada analisis sistem
dinamik. Selanjutnya penelitian dispesifikasikan pada eksistensi titik tetap (fixed
point), kekonvergenan dan potret fase grafik. Secara umum titik tetap adalah
untuk mengambil suatu kebijakan, dengan cara mencari nilai eigen yang dapat
memberikan justifikasi atas stabil dan tidak stabilnya suatu model. Jika stabil,
maka model tersebut bisa dipakai sebagai acuan simulasi dari kejadian yang
nyata. Menurut Bohmer (2001) kestabilan di dekat titik setimbang (titik tetap) non
hiperbolik atau sebuah solusi periodiknya ditentukan dengan mereduksi sistem ke
sistem berdimensi rendah dengan menggunakan center manifold. Selanjutnya
dari sistem tereduksi, kestabilan titik setimbang (titik tetap) diperoleh berdasarkan
teori bifurkasi. Istilah bifurkasi secara umum digunakan dalam mempelajari
dinamika-dinamika non linear yaitu untuk menggambarkan beberapa perubahan
perilaku dari sistem dengan beberapa nilai parameter yang bervariasi. Kemudian
suatu titik bifurkasi adalah titik di dalam ruang parameter dimana bifurkasi terjadi
(Anonim, 2011). Menurut Lynch (2004) metode untuk membuat potret fase dari

sistem nonlinier yang mempunyai titik setimbang hiperbolik adalah mencari



semua titik setimbang, melakukan linearisasi dan mengklasifikasikan semua titik
setimbang, serta menentukan isocline dan menggunakan persamaan yang akan
dianalisis untuk memperoleh arah trayektorinya.

Dari paparan di atas, maka penelitian ini penting untuk dilakukan karena
sangat membantu pengamatan lebih lanjut mengenai perilaku dinamik model
gelombang Navier-Stokes. Dengan demikian tema penelitian ini adalah “Analisis

Sistem Dinamik Model Gelombang Navier-Stokes ”.

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang di atas, peneliti mengambil rumusan masalah yaitu:
1. Bagaimana analisis sistem dinamik pada model gelombang Navier-Stokes?
2. Bagiamana analisis potret fase grafik yang menggambarkan perilaku dinamik

model gelombang Navier-Stokes?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah:
1. Untuk menganalisis sistem dinamik pada model gelombang Navier-Stokes.
2. Untuk menganalisis potret fase grafik yang menggambarkan perilaku dinamik

model gelombang Navier-Stokes.



1.4 Batasan Masalah

1.

Analisis sistem dinamik pada model Navier-Stokes ditekankan pada analisis
titik tetap (fixed point), analisis kekonvergenan dan eksistensi titik tetap di
R3.

Sistem dinamik diasumsikan pada sistem autonomus (tidak bergantung waktu

secara eksplisit).

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
Bagi Peneliti
Sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan mengenai persamaan
diferensial parsial, khususnya mengenai masalah sistem dinamik.
Bagi Pembaca
Sebagai tambahan keilmuan dan sebagai titik awal pembahasan yang dapat
dilanjutkan atau lebih dikembangkan.
Bagi Instansi
Sebagai bahan kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangan wawasan

keilmuan khususnya di Jurusan Matematika.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini, peneliti menggunakan metode kepustakaan atau studi

kepustakaan. Penelitian kepustakaan yaitu penelitian yang dalam menunjukkan

penelitiannya dilakukan dengan cara mendalami, mencermati, menelaah dan

mengidentifikasi pengetahuan yang ada dalam kepustakaan. Sumber kajian



pustaka dapat berupa buku-buku referensi, jurnal penelitian, disertasi, tesis,
skripsi, laporan penelitian atau diskusi-diskusi ilmiah.
Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menganalisis Navier-Stokes, yaitu dengan menganalisis tiap-tiap kasus-kasus
yang diambil sudah terdefinisi sebagai sistem dinamik.

2. Menganalisis eksistensi dan ketunggalan dengan menggunakan kondisi
Lipschitz.

3. Menganalisis kekonvergenan.

4. Menganalisis titik tetap.

5. Menganalisis potret fase grafik sistem dinamik Navier-Stokes dengan
menggunakan software Maple.

6. Memprogram sistem dinamik Navier-Stokes.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah memahami skripsi ini, peneliti membagi sistematika
penulisan ke dalam 4 bab yaitu sebagai berikut:
BAB | . PENDAHULUAN
Pada bab ini meliputi beberapa sub bahasan yaitu latar belakang,
rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat
penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
BABII : KAJIAN TEORI
Pada bab ini berisi tentang teori-teori yang berhubungan dengan

hal-hal yang akan dibahas oleh peneliti diantaranya adalah



BAB Il

BAB IV

10

persamaan diferensial, metode karakteristik, sistem dinamik,
bifurkasi, titik stasioner, potret fase grafik, fungsi kontinu,
kekontinuan seragam, funagsi Lipschitz, ruang vektor, ruang norma,
sistem dinamik di ruang vektor bernorma, bilangan Reynolds dan
konsep sistem dinamik dalam Al-Qur’an.

PEMBAHASAN

Pada bab ini penulis menjelaskan cara menganalisis sistem dinamik
model gelombang Navier-Stokes serta menganalisis sistem
dinamik dalam Al-Qur’an.

PENUTUP

Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yang diperoleh dari
pembahasan yang dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan

dengan hasil penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN TEORI

Pada bagian ini disajikan kajian teori analisis sistem dinamik. Kajian
teoritik tersebut berisi teoritis sistem dinamik, konsep-konsep kestabilan, konsep-
konsep sistem linier dan tak linier, dan pelinieran.

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu atau turunan
dari fungsi yang tidak diketahui (Edward & Penney, 2001). Persamaan diferensial
terdapat dua macam yaitu persamaan diferensial parsial dan persamaan diferensial
biasa. Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan-persamaan yang
mengandung satu atau lebih turunan-turunan parsial. Persamaan itu haruslah
melibatkan paling sedikit dua variabel bebas (Frank, Ault dan Lily, 1984:231).
Sedangkan persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan yang memuat
turunan biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas
(Ross, 1984).

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah sistem yang
terdiri dari n persamaan diferensial biasa dengan n fungsi yang tidak diketahui,
dan n adalah bilangan bulat positif lebih dari 1. Bentuk umum sistem persamaan
diferensial linier orde 1 dengan n fungsi yang tidak diketahui adalah

X1 = a1 (O)x; + a2(Ox; + -+ agp(Oxy, + f1(60)

Xy = Ay (D21 + Az (2 + -+ Qg (D)X, + fo(0)
: (2.1)

o = Gy (D% + A (DX +  + G (D + fa0)

11
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Bentuk persamaan (2.1) dapat ditulis secara singkat sebagai berikut

n

X; = Z aij(t)xj + (), i=1i2,..,n, (2.2)

j=1
dan dikatakan bahwa sistem persamaan diferensial linier (2.1) berdimensi n

(Finizio & Ladas, 1982:132).

2.2 Transformasi PDP ke Sistem PDB dengan Metode Karakteristik
Adapun teori mengenai transformasi PDP ke sistem PDB sebagai

berikut:

Pandang persamaan diferensial parsial

du OJdu

o B 2.3
aax T ET: (2.3)
dimana a adalah konstanta dan u adalah fungsi pada x dan t. Selanjutnya yaitu
mentransformasi persamaan diferensial parsial ke sistem persamaan diferensial

biasa, sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut:

%u(x(s), t(s)) = F(u, x(s),t(s)) (2.4)

dimana (x(s), t(s)) adalah karakteristik. Sehingga

Judx Oudt

Judx  Judt 25
oxds | ot ds (25)

d
%u(x(s),t(s)) =
dengan % =a dan % =1, maka karakteristik (x(s),t(s)) yang semula PDP

menjadi  PDB  u, = F(u,x(s),t(s)) =0.  Yakni sepanjang Kkarakteristik,
penyelesaiannya adalah konstanta. Seperti u(xg,ts) = u(xy, 0) dimana (xg,t;)

dan (x,, 0) pada karakteristik yang sama. Maka untuk menentukan penyelesaian
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secara umum cukup menentukan Kkarakteristik, sehingga diperoleh sistem

persamaan diferensial biasa

% = 1, misalkan t(0) = 0 makat = s

d .
d—: = a, misalkan x(0) = x, makax = as + x, = at + x,

2 — 0, misalkan u(0) = f(xo) maka u(x(t),t) = f(x) = f(x — at)

ds_

(Anonim, 2011).

2.3 Sistem Dinamik

Definisi 2.3.1 (Spiegelman, 1997:2)

Dinamik adalah perubahan, sedangkan sistem dinamik adalah sistem variabel
yang saling berhubungan dan berubah sesuai dengan waktu. Sistem dinamik ini

dapat dinyatakan sebagai:

(dxy
dr f1(x1, %2, 0, X, T)
dXZ
) E = fz(xl,xz, v Xn, t) (26)
dx, .
dr Ja(x1, X2, oo, X, £)

Sistem dinamik (2.6) dapat ditulis

% = f(x), Vx € R" (2.7)

Definisi 2.3.2 (Wiggins, 1990:5)
Sistem dinamik menganalisis perubahan-perubahan kuantitas suatu fungsi yang

diketahui dari variabel-variabelnya dari waktu ke waktu. Jika fungsi-fungsi ini
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secara eksplisit bergantung pada waktu disebut nonautonomus, sedangkan jika
fungsi-fungsi ini secara eksplisit tidak bergantung waktu disebut autonomus.
2.3.1 Sistem Autonomus Linier

Pandang sistem autonomus linier

& Sl

— =ax + by

dt (2.8)
O

T = CcX y

dengan a, b,c,d adalah konstanta real. Persamaan ini dapat dinyatakan dalam

bentuk matriks sebagai

dx
o= dbl 29)
dt.

atau dapat dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial vektor linier dan
homogen

dx
— = A% (2.10)
dt
dengan det (4A) # 0. Titik kesetimbangan (0,0) adalah satu-satunya titik
kesetimbangan dari sistem autonomus tersebut. Solusi sistem pada persamaan

(2.8) berbentuk
> 2 At > al
X = ae”" untuk sebarang a = [0-’2] (2.11)

dengan @ adalah vektor konstan dan A adalah suatu konstanta skalar. Dengan
mensubtitusikan bentuk (2.11) ke dalam persamaan (2.10) diperoleh

Ade?t = Ade?t (2.12)
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karena kedua ruas mengandung e?t, maka persamaan (2.12) dapat direduksi
dengan membagi kedua ruas persamaan dengan et dan diperoleh

(A-ADad=0 (2.13)

dengan I adalah matriks identitas berukuran 2 x 2. Persamaan (2.13) dapat ditulis

dalam bentuk

[a ; / d E /1] [Z;] =0 (2.14)

Persamaan (2.14) mempunyai solusi non trivial jika dan hanya jika

P:A dﬁﬁ:o

(2.15)
yaitu

A2 —(a+d)A+ (ad —bc) =0 (2.16)
Persamaan (2.16) disebut persamaan karakteristik dari matriks koefisien A. Akar-
akar persamaan, yaitu A; dan A, disebut nilai karakteristik atau nilai eigen. Bila

setiap nilai karakteristik A;, Vi = 1,2 disubtitusikan ke dalam persamaan (2.14)

dihasilkan solusi untuk « , yaitu

, (04T
(i) — 1i . AL
a [QZi] untuk setiap i = 1,2 (2.17)

dan vektor a® disebut vekior karakieristik yang berkorespondensi dengan nilai
karakteristik A; untuk setiap i = 1,2 (Ross, 1984).

Menurut Hariyanto (1992:222) sifat dan jenis kestabilan hampir
seluruhnya bergantung pada akar-akar karakteristik. Adapun titik kesetimbangan

suatu sistem dinamik diberikan Teorema 2.1 berikut;:
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Teorema 2.1:

a. Titik kesetimbangan dari sistem (2.8) bersifat stabil asimtotik, jika nilai
eigen A, dan A, pada persamaan karakteristik (2.16) adalah real dan
negatif atau mempunyai bagian real negatif.

b. Titik kesetimbangan dari sistem (2.8) bersifat stabil tetapi tidak stabil
asimtotik, jika nilai eigen A, dan A, pada persamaan Kkarakteristik (2.16)
adalah imaginer murni.

c. Titik kesetimbangan dari sistem (2.8) bersifat tak stabil, jika nilai eigen A,
dan A, pada persamaan karakteristik (2.16) adalah real dan juga positif
atau mempunyai bagian yang positif.

Adapun bukti Teorema 2.1 adalah sebagai berikut:
Titik kesetimbangan dikatakan stabil asimtotik jika nilai eigen yang
diperoleh adalah 4; < 1, < 0. Solusi umumnya berbentuk:

() /’llt (2) /’lzt

x(t) = c1ay + cpay

(€] ),11,' ) ).zt

y(@) = i, + ca,
Dengan titik kesetimbangan (x,, y,) = (0,0)

(200, ¥(0)) = (x., y)|| < &

=V (x(0) —x)% + ((0) — 3.)?

\/((cla(ﬂ + cza(z)) 0)2 N ((Cla(ﬂ + cza(z)) 0)

\/(C1a§ ¢ 0-’(2)) + (C D 4 cza(z)) <3S

[|(x(0), ¥(0)) — (x., )

2

| (x(0), y(0)) — (x., 3.)
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11(x€0), y(0)) = (x|

[(Clail) + Czaiz)) + (clagl) + czagz)) ] < 52

ambil € > 0, pilih § < e untuk setiap t > 0

= J(x(© = x)2 + (O — 3.)?

[CIGKIG)EERD

2 2
= \/(Clail)eﬂ'lt L Czaiz)eﬂ,zt) + (Clagl)ellt + Cza’gz)eﬂ'zt)

1(x(0), y(®) — Gy

2
[(Clau Mt 4 o,q@e /lzt) +(C aPeht 4 c,aPe /'lzt) ]
Karena 1; < 1, < 0 maka e’? < e#2f < 1, sehingga

G, y(®) ~ (3

< ehat [(c atM + Czaiz)) + (c att + Czaéz)) ]

< [(cset? + aa®) 4 (e + canf?)'

11(x(0), y(0)) = (x., %)

Terbukti bahwa (x,, y,) stabil..

< §, akibatnya ||(x(£),y(8)) — (x.,¥.)

Dengan §, < §, maka

Untuk t - oo
llmx(t) = cla(l) ty ¢ agz)e)lzt —0
llrny(t) = cla(l) it 4 c, a(z) At —

Jadi (x,, y,) stabil asimtotik (Islami, 2007:13).
Titik kesetimbangan dikatakan tidak stabil jika nilai eigen yang diperoleh

adalah A, > A, > 0. Solusi umumnya berbentuk:
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x(t) = claf)e’llt + czaiz)e’lzt

€3] pht (2) plat

y(@) = iy + ca,
Dengan titik kesetimbangan (x,, y.) = (0,0)

<6

[|(x(0), y(0)) = (x., 3.

= J(x(0) — x)% + (¥(0) — y,)?

= \/((cla(l) o cza(z)) O)z i ((Cla( N Cza(z)) 0)2

J(ca® + 6a®) + (i + cal®) <6

[|(x(0), (0)) = (x.,3.)

[|(x(0), y(0)) = (x.,3.)

[1(x(0),¥(0)) — (., )|

[(clail) + czaf)) + (c agl) + czagm) ] < 6%

> — [(clail) + Czaiz)) + (clagl) + czagz)) ] < —62

pilih € > 0, dengan § < ¢ untuk setiap t > 0

[Ge(©), y(®) = Ce y)|| =V x(®) — 2% + ((B) - y.)?

2 2
= \/(clail)e"‘lt + czaiz)e’lzt) + (clagl)ellt + czagz)e'lzt)

[|(x@®,y(®) — Cen )|

2
[(Clam Mt 4 c,qa®e lzt) + (C aPent 4 c,aPe Azt) ]

Karena A; > 1, > 0 maka 1 < e1! < e#2!, sehingga

|(x(®), y(®) = (x.,3.)

? < et [(c agl) + czaiz)) + (c agl) + czaéz)) ]
> [(clagl) + czaiz)) + (c agl) + czagz)) ]

> — [(clail) + cza(z)) + (c agl) + czagz)) ]
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2
>—§2>¢

|(x(©), y(®)) = (., 3.)

Akibatnya titik kesetimbangannya tersebut tidak stabil (Islami, 2007:13).

Titik kesetimbangan dikatakan tidak stabil jika nilai eigen yang
diperoleh adalah A; < 0 dan A, > 0. Solusi umumnya berbentuk:
x(t) = clail)eht + czaiz)e’lzt

(€Y Alt +c agz)elzt

y(t) = cia;
Dengan titik kesetimbangan (x,, y,) = (0,0)

|(x(0),¥(0)) = (x., %.)|| < &

= J(x(0) — x)% + (¥(0) — y,)?

) j(( e 4 6a®) o)+ (cra® + e20?) ~0)

\/(cla(l) A5 cza(Z)) i (cla(l) Sr cza(Z)) <6

[|(x(0), y(0)) — (x.,3.)

2

1(x(0), ¥(0)) — (. )

1(x(0), ¥(0)) = (., )

[(clail) + czaiz)) + (Clagl) + Czagz)) ] < 5%

pilih ¢ >0, dengan § < ¢ untuk setiap t = 0

[[Ge(8), () = Gy | = V ((®) = %)% + (y(£) = 3.)2

2 2
= \/(clail)e’lit + czaiz)e’lzt) + (clagl)e’llt + czagz)e’lzt)

|(x(®), y(®)) = (x., 3.)

2
[(C a() Mt 4o a() /121:) + (Clagl)e/llt_l_c a(Z) /Izt) ]
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Untuk 1, <0 - ettt <1

> eht [(claf) + czafz)) + (c agl) + czagz)) ]

| (x(®, y(®)) = (x03.)
Z [(Clail) + Czaf)) y (Claél) + 02a§2)) ]

. [(clail) +c2a§2)) - (claén +cza§2)) ]

>—-6%2>¢

|(x(®),y@®) — (x., 3.

Untuk A, >0 — ef2f > 1

||(x(t),y(t)) — (x., y)|| > e?2t [(c ail) + czaiz)) + (c aél) + c2a§2)) ]
> [(claf) " czaf)) + (cas? + c,a?) ]
S [(claf) + czaiz)) + (c1a5” + c;a) ]

VXY

(e, ¥(®) ~ (3.

1(x (0, y(©) = Cx.3)
Akibatnya titik kesetimbangan tersebut tidak stabil (Islami, 2007:13).

Adapun kestabilan titik kesetimbangan sistem dinamik linier tertuang
dalam tabel berikut:

Tabel 2.1: Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Dinamik Linier

Nilai Eigen Jenis Kestabilan

A, 1, >0 Simpul Tidak stabil

Ay, <0 Simpul Stabil asimtotik
A1 >0dan 1, <0 Pelana Tak stabil
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11'2=ai+ibE(C

a>0 Spiral Tak stabil
a<0 Spiral Stabil asimtotik
a=0 Terpusat (Center) Stabil

(Boyce dan Richard, 1986:436).

2.3.2 Sistem Autonomus Nonlinier

Adapun sistem autonomus nonlinier untuk mencari solusi persamaan
lebih sulit daripada sistem vyang linier. Sehingga untuk mempermudah
penyelesaiannya diperlukan linierisasi sistem agar solusi persamaan nonlinier

dapat ditentukan. Pandang sistem autonomus nonlinier berikut:

o f(xy)

de : (2.18)
Y _

7c = 9xy)

Titik kesetimbangan sistem persamaan di atas adalah (x,,y,) yang memenuhi
f(x,,y.) = g(x,,y.) = 0. Jika fungsi f dan g mempunyai turunan parsial yang

kontinu di titik (x.,y,), maka Deret Taylor fungsi f dan g disekitar (x.,y,)

adalah
Xar Vi of (x., y.
(FGy) = flry) + LE2 %H%@_m
) +771(x»}’)
09 (x., y. dg(x., V. 2.19
g(x,y)=g(x*,y*)+%(x—x*)+%(y—y*) (219)

\ +12(x,y)
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dengan n, (x, y) dan n,(x, y) adalah suku sisa. Karena % = % (x — x,) dan

‘;t " — (y — y.), untuk suatu —=f(xy) dan = g(x,y) maka
[0fGeoy)  — (0fGey) ]
K oy (LS 2 S T ]
dely =y 1g(x,y)l * [0g(x., ) ag(x.,y.) I
X y (2.20)
T]l(xr y)
nZ('xi Y)
persamaan (2.20) dapat dituliskan kembali sebagai berikut:
[0f(x*,y*) af(x*,y*)]
ix—x*]_ f(x*,y*] dx (x—x)
dtly =yl lg(x, y)l " |9g(x.,v.) ag(x*.y*)l v—-»)
l 0x dy (2.21)
771(9(: 3’)
nZ(xi Y)
Of (xu,¥x) Of (x4,Y4)
Matriks [a ox By ‘ disebut matriks Jacobi atau partial derivative matriks
gxy) 9g(xuys)
ax ady

(derivative matrix) dan dinotasikan dengan DF(x.,y.) atau disingkat DF Bila
diasumsikan u = x — x, dan v = y — y,, dan mengingat f(x,,y.) = g(x.,y.) =
0, maka persamaan (2.21) dapat ditulis dalam bentuk

du Of (x., yi) Of (X, Y1)

E _ ox ay U M1
dt ox dy

Karena pemisalan u = x —x, dan v =y —y, , maka dapat dinyatakan vektor

baru w = (u, v), sehingga persamaan (2.22) dapat di tulis sebagai
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dw
— DE 4+ 7 2.23
i DFw + 1 (2.23)

Untuk (x,y) cukup dekat dengan (x,,y.) maka (u,v) bernilai kecil, sehingga
lInll < |[W]]. Oleh karena itu 77 dapat diabaikan dan sistem nonlinier (2.18) dapat
dihampiri oleh sistem linier

d—)
avy — DFw (2.24)
dt

untuk x = x, dan y = y, diperoleh (u,,v,) = (0,0) sehingga sistem linier (2.24)
memiliki titik kesetimbangan (u,,v,) = (0,0) dan matriks DF identik dengan A
pada persamaan (2.11) (Robinson, 2004).
Menurut Finizio & Ladas (1982:303) sifat dan jenis kestabilan dari titik
kritis (0,0) sistem taklinier adalah sebagai berikut:
a Tipe titik kesetimbangan dari sistem (2.18) bersifat simpul, jika 1, dan 4,
real, berbeda dan bertanda sama.
b Tipe titik kesetimbangan dari sistem (2.18) bersifat pelana, jika 1, dan 4,
real, dan berlawanan tanda.
c Tipe titik kesetimbangan dari sistem (2.18) bersifat fokus, jika A, dan 4,
kompleks sekawan tetapi bukan imajiner sejati.
d Tipe titik kesetimbangan dari sistem (2.18) bersifat fokus atau pusat, jika

A4 dan A, imajiner sejati.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Adapun kestabilan titik kesetimbangan sistem dinamik nonlinier tertuang

dalam tabel berikut:

Tabel 2.2: Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Dinamik Nonlinier

Nilai Eigen Jenis Kestabilan

A1,4, >0 Simpul Tidak stabil

A, A2 <0 Simpul Stabil asimtotik
A, >0dan 1, <0 Pelana Tak stabil

/1172=ai+ibE(C

a>0 Spiral Tak stabil
a<o0 Spiral Stabil asimtotik
a=0 Terpusat (Center) Tidak dapat ditentukan

(Boyce dan Richard, 1986).
Terdapat banyak referensi mengenai kestabilan titik kesetimbangan,
diantaranya adalah

a. Titik kesetimbangan (x,,y,) pada sistem dikatakan stabil jika setiap
bilangan &€ > 0 terdapat § > 0 sedemikian hingga setiap solusi x = x(t)

dan y = y(t) dari sistem (2.8) yang memenuhi
lIx(to) — xo(to)ll <& (2.25)

maka berlaku

lx(®) —xo (Ol < ¢ (2.26)

untuk t > t, (Stephen, 1964:249).
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b. Titik kesetimbangan (x,,y.) pada sitem dikatakan stabil asimtotik jika
stabil dan terdapat sebuah &, dengan 0 < §, < § sedemikian sehingga

setiap solusi x = (x)t dan y = y(t) memenuhi

(et ¥ (£0)) — (ras ¥ < S (2.27)
maka berlaku
lim (x((£), y(8)) = (x., 3 (2.28)

kestabilan asimtotik berarti bahwa titik kesetimbangan stabil dan sebagai
tambahan, trayektori solusi-solusi lain di sekitarnya akan konvergen
menuju titik kesetimbangan ketika t — oo (Robinson, 2004)

c. Suatu titik kesetimbangan (x,,y,) disebut tak stabil apabila titik tersebut

tidak stabil atau tidak memenuhi kriteria kestabilan (Ross, 1984).

2.4 Bifurkasi

Bifurkasi adalah perubahan kestabilan titik equilibrium suatu sistem
persamaan akibat berubahnya nilai parameter. Terdapat banyak sumber referensi
berkenaan dengan ide dasar teori bifurkasi untuk dinamik nonlinier. Beberapa
diantaranya Chow dan Hale (1982), Guckenheimer dan Holmes (1990),
Thompson and Stewart (2000), Wiggins (2003), dan Verhulst (2006). Teori dasar
tersebut fokus pada sistem berikut yang bergantung pada parameter p yang
berdimensi-k, sebagai berikut:

x = f,(x); xeR",  peR¥ (2.29)
Solusi kesetimbangan (ekuilibrium) dari persamaan (2.29) diperoleh dengan

menyelesaikan f,(x) = 0. Jika parameter u bergerak (bervariasi) maka teorema
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fungsi implisit menjamin bahwa solusi-solusi ekuilibria yang bersesuaian dengan
u dinyatakan sebagai fungsi mulus (smooth function) yang jauh dari titik-titik
yang diperoleh pada kondisi turunan Jacobian D, f, mempunyai nilai-eigen nol.
Grafik dari fungsi-fungsi mulus tersebut merupakan bifurkasi dari ekulibria
(2.29). Nilai dari parameter u = u, yang menyebabkan bagian real dari nilai-nilai
eigen D, f,, adalah nol, disebut nilai bifurkasi.

Bifurkasi adalah perubahan kualitatif suatu dinamik dari sistem pada saat
parameter 4 melewati p,. Pada sistem autonomus ini menggambarkan perubahan
topologi pada ruang dari sistem. Contohnya, ekuilibria yang dihasilkan pada
U = uo berupa titik saddle. Secara topologis titik ini memiliki dua buah
persekitaran attracting node, pada saat u melewati u,, kedua attracting node
bergabung menjadi satu attracting node. Pada dunia rekayasa kondisi ini disebut
struktur yang tak-stabil (unstable). Adanya sedikit perubahan pada pu,
mengakibatkan perubahan secara kualitatif. Kadang-kadang perubahan pada skala
yang kecil menunjukkan perubahan yang dramatik.

Bifurkasi yang paling sederhana untuk dipelajari adalah bifurkasi
dimensi-1 dari ekuilibria dengan parameter berdimensi-1. Pada kasus ini,
diasumsikan persamaan normal dipelajari di sekitar solusi-solusi ekuilibrium dari
sistem. Untuk kemudian bifurkasi ini dikenal dengan bifurkasi lokal dari sistem

(Fatimah, 2010:9).
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Menurut Stephen (1964:258) ada empat jenis bifurkasi lokal sebagai

berikut:

a.

Bifurkasi saddle-node
Pandang sistem

x=u—x%, y=-y (2.30)
Solusi titik kritis (kesetimbangan) dari persamaan (2.30) diperoleh dengan
cara menyelesaikan persamaan x = y = 0. Terdapat tiga kondisi yaitu (i)
tidak ada titik kritis sama sekali, (ii) ada satu titik Kkritis, dan (iii) ada dua
titik kritis, yang bergantung pada nilai x. Ketiga kondisi di atas terjadi atas
kondisi , yang berbeda-beda. Kondisi p dipenuhi p <0, u =0 dan
u>0.
Kasus (i): Ketika ¢ < 0, maka tidak ada titik kritis pada bidang dan arus
dari kanan ke kiri karena x < 0. Jika y > 0 maka y < 0 dan jika y <0

maka y > 0.

E\\\‘\‘\K.\‘~k
At SN AR R S e

Gambar 2.1: Medan vektor Bifurkasi Saddle Node ketika u < 0
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Kasus (ii): Ketika u = 0, maka ada satu titik kritis dan nonhiperbolik.

Gambar 2.2: Medan vektor Bifurkasi Saddle Node ketika u = 0

Kasus (iii): Ketika u > 0, terdapat dua titik kritis. Titik kritis pada sistem
(2.30) diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem tersebut sama
dengan nol dan diperoleh u — x? yaitu x? = ++/u , dan juga diperoleh
y = 0. Sehingga titik kritis A = (y/u,0) dan B = (—/u,0). Matriks

Jacobian dari sistem (2.30) adalah

[6 GP]

b, T R
]:iag azlz[gx —01]

ax dy

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x,y). Oleh karena itu titik kritis A =

(+/u, 0) diperoleh

i [_20\/; 0

-1
sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, = —2/u,(1,0)T dan 2, =
—1,(1,0)7. Titik kritis A merupakan stable node. Begitu juga dengan titik

kritis B = (—+/u, 0) diperoleh matriks Jacobian

Jp = [Zgﬁ 0

-1
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sehingga nilai eigen dan vektor eigen A; =2vu,(1,0)7 dan
4, =-1,(0,2)" . Titik kritis B merupakan saddle point.

Dari ketiga kasus di atas dapat disimpulkan bahwa tidak ada titik kritis jika
u negatif, ada satu titik kritis dan tidak hiperbolik jika u = 0, dan ada dua

titik kritis yaitu saddle point dan stable node jika u positif.

Gambar 2.3: Medan vektor Bifurkasi Saddle Node ketika & > 0

Bifurkasi transkritikal
Pandang sistem

X=ux—x%, y=-—y (2.31)
Solusi titik kritis (kesetimbangan) dari persamaan (2.31) diperoleh dengan
cara menyelesaikan persamaan x =y = 0. Terdapat dua kondisi yaitu (i)
ada dua titik kritis dan, (ii) ada satu titik kritis. Kedua kondisi tersebut
terjadi atas kondisi u yang berbeda-beda. Kondisi u dipenuhi u <0,
u = 0dan u > 0. Sehingga terdapat tiga kasus sebagai berikut:
Kasus (i): Ketika u < 0, terdapat dua titik kritis. Titik kritis pada sistem
(2.31) diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem sama dengan nol
dan diperoleh x(u —x) =0 yaitu x =0 dan x =+/u dan juga y=0.
Sehingga diperoleh titik kritis 0 = (0,0) dan A = (u, 0). Matriks Jacobian

dari sistem (2.31) adalah
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oP 0P

J= 0x ayz[y—Zx O]
20 90|~ o -1
dx dy

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x,y). Oleh karena itu titik kritis 0 =

(0,0) diperoleh matriks Jacobian
_[ue 0
Jo = [O _1]
sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, =pu,(1,0)T dan A, =
—1,(1,0)7. Karena kondisi ini pada saat u < 0, oleh karena itu titik kritis
O merupakan stable node. Sedangkan pada titik kritis B = (u,0)
diperoleh matriks Jacobian
o B Y Y
]B_[ 0 —1]_[0 —1]
sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, = —u, (1,007 dan A, =
—1,(1,0)". Karena kondisi ini pada saat u < 0, oleh karena itu titik kritis

B merupakan saddle point.

RN Y
NN
o
SN
AN
]

Gambar 2.4: Medan vektor Bifurkasi Transkritikal ketika 4 < 0

Kasus (ii) Ketika u = 0, terdapat satu titik kritis dan non hiperbolik. Titik
kritis pada sistem (2.31) diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem

tersebut sama dengan nol ux — x? = 0. Karena pada kondisi u = 0 secara
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tidak langsung diperoleh titik x =0 dan y = 0. Sehingga titik Kkritis

C = (0,0). Matriks Jacobian dari sistem (2.31) adalah

[P 6P]

IE @ u—2x 0
J = |a_Q 6_Q|:[ 0 —1]

15x a3y

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x, y). Oleh karena itu titik kritis C = (0,0)
diperoleh matriks Jacobian

Jc = [8 _01]

sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, =0,(1,0)T dan 4, =

—1,(1,0)7. Oleh karena itu titik kritis C merupakan non hiperbolik.

Gambar 2.5: Medan vektor Bifurkasi Transkritikal ketika 1 = 0

Kasus (iii) Ketika u > 0, terdapat dua titik kritis. Titik kritis pada sistem
(2.31) diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem tersebut sama
dengan nol diperoleh ux —x% =0 sehingga x(u—x) =0 ada dua
kemungkinan titik kesetimbangan yaitu x = 0 dan x = u dan juga y = 0.

Sehingga diperoleh dua titik kritis yaitu O = (0,0) dan B = (u, 0).
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Matriks Jacobian dari sistem (2.31) adalah

JaP opP

J= dx ayz[y—zx 0]
20 20|~ 0" -1
dx dy

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x,y). Oleh karena itu titik kritis 0 =

(0,0) diperoleh matriks Jacobian

_[# O
sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, =pu,(1,0)T dan A, =
—1,(1,0)T. Karena pada saat kondisi x > 0, oleh karena itu Titik kritis O
merupakan saddle point.
Sedangkan pada titik kritis B = (u, 0) diperoleh matriks Jacobian

(R it ™ ORIt

]0_[ 0 —1]_[0 —1]

sehingga nilai eigen dan vektor eigen A; = —u,(1,0)T dan A, =

—1,(1,0)7. Titik kritis B merupakan stable node.

B RN
B NN

«.,/.
/
/
i
Ht

Gambar 2.6: Medan vektor Bifurkasi Transkritikal ketika y > 0

Bifurkasi Pitchfork
Pandang sistem

X=pux—x>, y=-y (2.32)
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Solusi titik kritis dari persamaan (2.32) diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan x = y = 0. Terdapat tiga kondisi yaitu (i) ada satu titik ktitis,
(i) ada satu titik kritis non hiperbolik, dan (iii) ada tiga titik kritis, yang
bergantung pada nilai parameter u. Ketiga kondisi di atas terjadi atas
kondisi yang berbeda-beda. Kondisi u dipenuhi 4 < 0, 4 = 0 dan u > 0.

Kasus (i) Ketika u < 0, maka terdapat satu titik kritis pada 0 = (0,0).

Matriks Jacobian dari sistem (2.32) adalah

Ifa_P 0P

Mo _

S ag a5'=[“ ogx —01]
=5

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x,y). Oleh karena itu titik kritis 0 =

(0,0) diperoleh matriks Jacobian

Jo= [l(; _01]
sehingga nilai eigen dan vektor eigen A, =pu,(1,0)T dan A, =
—1,(1,0)7. Karena pada saat kondisi u < 0 adalah negatif maka titik
kritis O merupakan stable node.
Kasus (ii) Ketika u = 0, terdapat satu titik kritis nonhiperbolik. Titik kritis
pada sistem (2.32) diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem sama
dengan nol ux —x3 =0. Karena pada kondisi p =0 secara tidak

langsung diperoleh titik x = 0 dan y = 0. Sehingga titik kritis C = (0,0).
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Matriks Jacobian dari sistem (2.32) adalah

oP oP
_ﬁ @_y—Zx 0
J= a_Q a_Q _[ —1]
dx Qdy

dimana x = P(x,y) dan y = Q(x, y). Oleh karena itu titik kritis C = (0,0)
diperoleh matriks Jacobian

Vo [8 —01]

sehingga nilai eigen dan vektor eigen 2, = 0, (1,0)T dan 1, = —1,(1,0)7,

Oleh karena itu titik kritis C merupakan non hiperbolik.

Gambar 2.7: Medan Vektor Bifurkasi Pitchfork ketika 4 < 0

Kasus (iii) Ketika u > 0, terdapat dua titik kritis pada sistem (2.32)
diperoleh dengan cara membuat ruas kanan sistem tersebut sama dengan
nol dan diperoleh ux — x3 = 0 yaitu x = 0,x = ++/u dan juga diperoleh
y = 0. Sehingga terdapat tiga titik kritis yaitu O = (0,0), A = (\/u, 0) dan

B = (—/u, 0). Matriks Jacobian dari sistem (2.32) adalah

[oP 0P
Iax aylz[y—:-}x O]
Tl Tl o
dx Jdy
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dimana x = P(x,y) dan y = Q(x,y). Oleh karena itu titik kritis 0 =

(0,0) diperoleh

_fu 0
Jo=[5 il
Karena pada saat 4 > 0, maka nilai eigen dan vektor eigen 1, = u, (1,0)T

dan A, = —1,(1,0)T. Titik kritis 0 merupakan saddle point.

Sedangkan pada titik kritis A = (1/u, 0) diperoleh matriks Jacobian

Ja= [,u _Ogﬁ _01

karena x>0 , maka nilai eigen dan vektor eigen adalah A; = u—
3vi,(1,0)T dan 4, = —1, (1,0)7. Titik kritis A merupakan stable node.

Sedangkan pada titik kritis B = (—+/u, 0) diperoleh matriks Jacobian

_[u+3Ju ©
i | 3K a

Karena u > 0, maka nilai eigen dan vektor eigen adalah A1; = u +

3vu, (1,007 dan A, = —1,(1,0)7 . Titik kritis A merupakan saddle point.

.......

"""" L NNN e

Gambar 2.8: Medan Vektor Bifurkasi Pitchfork ketika . > 0

d. Bifurkasi Hop

Pandang sistem

I
I
Juy

r=r(u—132), 6 (2.33)
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Asal mulanya satu titik kritis karena 8 # 0. Tidak ada limit cycle jika (i)
u < 0dan (i) u > 0.
Kasus (i) Ketika u < 0, maka asal mula stable focus. Karena 8 < 0, arus

searah jarum jam.

Gambar 2.9: Potret fase Bifurkasi Hop ketika 4 < 0

Kasus (ii) Ketika u > 0, maka asal mula unstable focus dan stable limit
cycle pada r=+/u karena 7 >0 jika 0<r <+u dan 7 <0 jika

r>\Ju.

Gambar 2.10: Potret fase ketika 4 > 0

2.5 Titik Stasioner
Secara tidak langsung istilah stasioner dapat berarti suatu maksimum,
minimum, atau titik pelana (saddle point) dari suatu fungsi F(x) (Gambar 2.11).

Di bawah syarat-syarat batas tertentu, suatu fungsi hanya mengambil suatu nilai
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minimum atau maksimum. Untuk mencari titik suatu nilai stasioner, dengan
menyamakan turunan F dengan nol:

! S (2.34)
dx

[

Maksimum

Minimum

Gambar 2.11: Nilai-Nilai Stasioner dari Suatu Fungsi

(Wirjosoedirdjo, 1996:21).

2.6 Potret Fase Grafik

Potret fase merupakan salah satu cara untuk menganalisis persamaan
diferensial parsial nonlinier. Proses potret fase lebih cocok pada ruang dua
dimensi, misalnya pesawat. Pada potret fase lebih menekankan pada titik tetap,
karena titik tetap sangat penting. Selain itu juga menekankan pada fungsi energi,
periodik orbit, dan persamaan diferensial chaotic (Robinson, 2004:99).

Menurut Hariyanto (1992:168) gambar semua trayektori dari suatu
sistem disebut potret fase dari sistem. Dalam bagian ini mula-mula disajikan
dengan memakai contoh-contoh, semua potert fase yang mungkin dari sistem
linier autonomus.

X=ax+by, y=cx+dy (2.35)
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didekat titik kritis x = 0,y = 0. Misalkan (0,0) adalah satu-satunya titik kritis
dari sistem (2.35), dan ini sepadan dengan memisalkan bahwa ad — bc # 0.
Penyelesaian dari sistem (2.35) berbentuk:

x = Ae? , y = Be?t (2.36)

dimana A adalah nilai eigen dari matriks

a b].
el (2.37)
yaitu, A merupakan akar dari persamaan karakeristik
M —(a+d)A+ad—bc=0 (2.38)

Potret fase dari sistem (2.35) hampir seluruhnya tergantung pada akar A; dan A,
dari persamaan (2.38). Pemisalan ad — bc # 0 menyatakan bahwa A = 0 bukan
akar persamaan (2.38). Ada lima kasus berbeda yang harus dipelajari secara
terpisah.
Kasus 1: Akar real dan berbeda tetapi bertanda sama, yaitu:
Ay <A; <0 ataud; >4, >0
Kasus 2: Akar real dengan tanda berlawanan, yaitu
<0< A,
Kasus 3: Akar kembar, yaitu
A=A, =2 denganA < Oatauld >0
Dalam hal ini diperoleh dua potret yang berbeda, tergantung pada
matriks

I

sama dengan nol.
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Kasus 4: Akar komplek sekawan, tetapi tidak imajiner murni, yaitu
M=k+im, A, =k—im dengank <0 atauk >0
Kasus 5: Akar imajiner murni, yaitu
Ay =im , A, = —im denganm # 0
Adalah cukup menggambarkan kasus-kasus ini dengan contoh-contoh khusus. Ini
benar karena setiap dua sistem yang termasuk satu kasus yang sama (dan kasus
bagian yang sesuai) dapat saling dipetakan dengan suatu perubahan linier dari

peubah-peubahnya.

2.7 Fungsi Kontinu

Definisi 2.7.1 (Guswanto dan Nurshiami, 2006:68)

Misalkan A S R,f: A — R dan c € A. f dikatakan kontinu di titik ¢ jika untuk
setiap lingkungan V.(f(c)) dari f(c) terdapat lingkungan Vs(c) dari ¢ sehingga
jikax € AN Vg(c) maka f(x) € V.(f(c)).

Definisi 2.7.2 (Guswanto dan Nurshiami, 2006:68)

Misalkan f: A — R dan B c A. Fungsi f dikatakan kontinu di B jika f kontinu di

setiap titik x € B

2.8 Kekontinuan Seragam

Definisi 2.8.1 (Bartle dan Sherbet, 2000:137)

Misalkan A € R dan f: A — R. f dikatakan kontinu seragam pada A jika untuk
setiap € > 0 dan u € A, terdapat suatu §(e) > 0 sedemikian sehingga untuk

x,u € A yang memenuhi
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x —u| < 6() (2.39)
maka

If(x) = fwl <e (2.40)
Contoh:
Tunjukkan bahwa f(x) = x2 merupakan fungsi kontinu seragam.
Bukti:
Ambil &> 0, terdapat §(e) > 0 sedemikian sehingga untuk x,u € A yang
memenuhi |x — u | < 8(e) , maka

lf) —f@ | =1x*—uw?|=|x—ullx+u|l<s(lx+ul (241)

Jika diambil §(¢) = —=— maka

x|

€
lx + u |

lf () —f) | <dE)Ix+ul < lx+ul=e¢ (2.42)

Jadi, f kontinu seragam.

2.9 Fungsi Lipschitz

Definisi 2.9.1 (Bartle dan Sherbert, 1927:164)

Misalkan A c R dan f: A — R. Terdapat nilai konstanta K > 0 jika
lf(x)—fw)| <K|x—u| Vx,u€eA (2.43)

Maka f disebut fungsi Lipschitz (memenuhi kondisi stabil) pada A. Kondisi

If (%) — fW)| < K|x —u| merupakan fungsi f:1 — R pada interval I yang

dikatakan fungsi Lipschitz yang dapat diinterpretasikan secara geometris. Jika

kondisinya ditulis |%| < K ,x,u € I,x # u, maka kualitas nilai yang pasti

merupakan gradient dari daerah garis pada (x,f(x)) dan (w, f(w)). Hal ini
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merupakan sebuah fungsi f yang memenuhi fungsi Lipshitz jika dan hanya jika
gradient dari semua daerah garis terletak pada 2 titik dari grafik y = f(x) sampai
I yang merupakan batas dari sebarang K.

Teorema 2.9.2:

Jika f: A — R adalah fungsi Lipschitz, maka f merupakan fungsi kontinu seragam
pada A.

Bukti:
Jika |f(x) = fw)| < K|x —u| terpenuhi, dan &>0, maka &:=—. Jika
x,u € A memenuhi |[x —u | < § maka |f (x) — f(W)| <K+ =e.
Oleh karena itu, f merupakan fungsi kontinu seragam di A.
Contoh:
Misalkan f(x) = x? pada A = [0, b] dengan b konstanta positif.
Untuk menunjukkan bahwa f adalah fungsi Lipschitz, maka ambil x,u € [0, b]
sebarang. Perhatikan bahwa
FGO) — F) | = 1x2 —u? | =[x +ullx—u| < 2blx —u|

Sehingga dengan mengambil K = 2b , f merupakan fungsi Lipschitz.

2.10 Ruang Vektor

Definisi 2.10.1 (Gozali, 2010:7)

Ruang vektor VV adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua
buah operasi, yaitu penjumlahan vektor dan perkalian dengan skalar real.
Terhadap kedua operasi ini, V memenuhi semua sifat berikut:

I. (V,+) merupakan grup komutatif
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i.  (V,) memenuhi
(@ +B)u = au+ pu
a(u+v) = au+ av
(aPlu = a(Bu)

l-u=u

2.11 Ruang Norma

Definisi 2.11.1 (Gozali, 1010:10)

Panjang dari suatu vektor atau disebut norma vektor. Norma adalah fungsi
II.]l: V - R yang memenuhi

N1 Jlull =0; Jlul =0 u=0

N2. [laull = la|[lul

N3 |lu+v| < ||lull + ||v]| untuk semuau,v € X,a € R

Bahwa pasangan (V, ||. ||) disebut ruang norma.

Contoh:

1. Untuk setiap x = (x4, ..., X,,) € R", didefinisikan

4

Il = (iw)z

i=1
Fungsi ||-]|, ini didefinisikan suatu norma di R".

2. Untuk setiap x = x(t) € C|a, b], didefinisikan

X = max |x(t
Ixllc = max lx(0)
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3. Untuk setiap x = (x4, x5, ...) € £, didefinisikan

Ixllo = sup |x]
i=1,2,..

4. Misalkan 1 < p < oo. Untuk setiap x = (xq, x5, ...) € #P
1
a P
Ielly, = { ) 1xil?
=1

2.12 Analisis Sistem Dinamik di Ruang Vektor Bernorma
2.12.1 Sistem Dinamik dan Medan-Medan Vektor
Definisi 2.12.1.1 (Morris dan Stephen, 1970:159)
Sistem dinamik adalah cara mendeskripsikan perubahan-perubahan terhadap
waktu untuk semua titik yang didefinisikan di suatu ruang §. Ruang S secara
matematis adalah ruang Euclid atau subhimpunan terbuka dari ruang Euclid. §
merupakan himpunan posisi dan kecepatan

S ={(x,v) € R x R|x # 0} (2.44)

diasumsikan pemetaan

PS> S
(2.45)
(t,x) » x¢
yang kontinu dan terdeferensial terhadap t. Maka pemetaan
Pi:RXS - S (2.46)

Juga kontinu dan terdeferensial terhadap t. Untuk selanjutnya notasi C?!

merupakan sifat kontinu dan terdeferensial.
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Definisi 2.12.1.2 (Morris dan Stephen, 1970:159)
Sistem dinamik adalah pemetaan yang bersifat C* (kontinu dan terdeferensial)
P RxS—>S
(&, x) = x¢
Dimana § himpunan terbuka dari ruang Euclid dan dinyatakan
¢(t,x) = ¢.(x). Dalam hal ini pemetaan ¢;: S — S harus memenuhi sifat-sifat:
(i) ¢o:8 — S adalah identitas
(i)  ¢°ps = Ppris ,Vt, s ER
llustrasi untuk Definisi 2.12.1.2 tersebut adalah
Misal A adalah operator dalam ruang vektor E. Misalkan E =S dan
¢:R xS — S didefinisikan sebagai ¢(t,x) = e*x maka ¢,:S - S dapat
dinyatakan sebagai ¢, = e*4. Maka
(i) ¢, = e° adalah operator identitas
(i) s = eE+IA = ptdpsA 'yt s e R
Maka dapat dinyatakan sistem dinamik terdefinisi di E.
Definisi 2.12.1.3 (Morris dan Stephen, 1970:160)
Sistem dinamik ¢, di § dapat dinyatakan sebagai persamaan terdeferensial di §
dan membentuk medan-medan vektor di §, dan § merupakan himpunan terbuka

dalam ruang vektor E dan pemetaan f: S — E didefinisikan sebagai

d n
)= 30| 247)

0
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Definisi 2.12.1.4 (Morris dan Stephen, 1970:160 )
Jika ¢;: S - § sistem dinamik dan x € § dan misalkan x(t) = ¢.(x) dan F:S - E
mendefinisikan f(x) = %qﬁt(x), maka

x' = f(x) (2.48)
adalah persamaan autonomus. Dalam hal ini maka x(t) atau ¢.(x) adalah solusi
untuk x" = f(x) yang didefinisikan untuk semua t dengan suatu kondisi awal
x(0) = x.
Definisi 2.12.1.5 (Morris dan Stephen, 1970:160 )
Jika ada pemetaan C?! (kontinu dan terdeferensial)

filXxW > E (2.49)
Dimana I interval, W himpunan terbuka pada ruang vektor, maka persamaan
dalam pemetaan f dapat didefinisikan sebagai berikut:

x' = f(t,x) (2.50)

yang disebut persamaan non autonomus.

2.12.2 Teorema Dasar Ruang Vektor Bernorma

Pandang sistem autonomus yang terdapat pada Definisi 2.12.1.5 maka
dapat dikonstruksi konsep dasar sebagal berikut:
Definisi 2.12.2.1: (Morris dan Stephen, 1970:161)
Didefinisikan E sebagai ruang vektor yang bernorma, W < E himpunan terbuka
pada E dan f: W — E pemetaan kontinu. Dengan solusi persamaan diferensial

x' = f(x) (2.51)

yang berarti suatu fungsi terderensial
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wj->w (2.52)
terdefinisi pada suatu interval J c E sedemikian sehingga vVt € J berlaku:

u'(t) = f(x(1) (2.53)
Dimana J adalah suatu interval pada bilangan real yang terbuka atau tertutup atau
setengah terbuka atau setengah tertutup. Yaitu

J:(a,b) ={t € Rla <t < b} merupakan interval terbuka atau

J:la,b] = {t e Rla <t < b} merupakan interval tertutup atau

J:(a,b] ={t € Rla <t <b} merupakan interval setengah terbuka.
Dan seterusnya. a atau b bisa berupa oo, akan tetapi (a, o] tidak diperbolehkan.
Secara geometri, u adalah kurva di E dan garis singgung u'(t) dapat dinyatakan
sebagai f(u(t)). Pemetaan f: W — E adalah vektor medan pada W. Penyelesaian
u merupakan lintasan partikel yang bergerak di E pada waktu t, vektor singgung
atau kecepatan bernilai vektor pada suatu posisi partikel.
Kondisi awal untuk suatu solusi u: ] - W adalah suatu kondisi dari u(ty) = x,
dan u'(ty) = f(x) dimana t, € J,x, € W. Biasanya dengan mengambil t, = 0.
Persamaan diferensial mempunyai beberapa solusi dengan syarat awal yang telah
ditentukan.
Teorema 2.12.2.2 (Morris dan Stephen, 1970:162)
Misalkan W < E merupakan sub himpunan terbuka pada ruang vektor bernorma,
f:W — E merupakan pemetaan C! (continuously differentiable) dan x, € W,
maka ada a > 0 dan solusi tunggal x: (—a,a) - W pada persamaan diferensial

x' = f(x) dengan kondisi awal x(0) = x,.
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2.12.3 Eksistensi dan Ketunggalan
Definisi 2.12.3.1 (Morris dan Stephen, 1970:163)
Fungsi f: W — E dimana W adalah himpunan terbuka pada ruang vektor E yang
bernorma, dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz pada W jika ada konstanta K
sehingga berlaku

lfO) = f)I <Kly—x| Vx,yeW (2.54)
K disebut konstanta Lipschitz pada f.
Lemma 2.12.3.2 (Morris dan Stephen, 1970:163)
Misalkan fungsi f:W — E adalah pemetaan yang kontinu dan terdeferensial.
Maka f adalah locally Lipschitz.
Sebelum membuktikan, maka mendefinisikan turunan Df (x), Vx € W untuk yang

merupakan operator linier pada E dan menentukan vektor u € E, didefinisikan

Df(x)u = sh_)rg%(f(x + su) — f(x)), Vs € R (2.55)

ada sistem jika D f (x) terdefinisi.
Selanjutnya dalam koordinat (xy,..,x,) pada E, dan f(x)=
(fi(x1, s X)) wooy fn (x4, ..., X)), maka Df(x) dinyatakan dalam matriks n X n

yang elemen-elemennya adalah turunan parsial fungsi f(x) yaitu

0
(a—x) (fi(x1, o) X)) (2.56)

Sebaliknya, jika semua turunan parsial ada dan kontinu, maka fungsi f kontinu.
Untuk setiap x € W yang didefinisikan operator norma ||Df (x)|| yang merupakan

operator linier.
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Jikau € E, maka

IDf ()ul < IDf ()l [ul (2.57)
Jika f: W — E adalah kontinu dan terdeferensial € maka pemetaan W — L(E)
yang memetakan x — Df (x) merupakan pemetaan kontinu.
Bukti:
Misalkan f:W — E adalah C! dan x, € W, dan misalkan jari-jari b > 0 pada
bola B, (x,) yang terdapat di W, dimana

By (xo) = {x € W||x — xo| < b} (2.58)
dinotasikan dengan W, bola B, (x,). Misalkan K batas atas ||Df (x)|| pada W, hal
ini dijamin karena Df kontinu dan W, kompak. Himpunan W, adalah convex,
bahwa jika y, z € W,,, maka ada segmen garis y ke z di W,,.
Misalkan y,z € W, dan ambil u =z —y. Maka y + su € W, untuk 0 < s < 1.
Misalkan ¢(s) = f(t,y + su), sehingga ¢:[0,1] —» E adalah fungsi komposisi
[0,1] » W, —» E, dimana pemetaan pertama s menuju y + su. Dengan kaidah
rantai sebagai berikut

¢'(s) = Df (y + su)u (2.59)

Oleh karena itu

f@-fH)=¢(1)-0 (2.60)

1
= f o (s) ds
0
dengan persamaan (2.60)
1
j Df(y +su)ds (2.61)
0

Oleh karena itu persamaan (2.61) menjadi
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1

@) = N < [ Klulds = Klz =] (2.62)
0

Jika W, adalah konvek dan jika |[Df(x)|l < K, Vx € W,, maka K adalah
konstanta Lipschitz pada f|W,. Adapun proses pada bukti eksistensi Teorema
2.9.2.2 yaitu:
Misalkan x, € W dan W, menjadi bukti pada lemma sebelumnya. Andaikan J
adalah interval terbuka dan x: ] - W memenubhi

x'(6) = f(x(1) (2.63)

dan x(0) = x,. Maka dengan mengintegralkan persamaan (2.63) diperoleh

x(t) = xo + f f(x(s))ds (2.64)

dan sebaliknya, jika x: ] - W memenuhi persamaan (2.64), maka x(0) = x, dan
x memenuhi persamaan (2.63). Maka persamaan (2.64) ekuivalen pada
persamaan (2.63) seperti untuk x:J - W.

Pilih W,, mempunyai konstanta Lipschitz K untuk f pada W,. Selanjutnya |f (x)|

adalah batas pada W,, dengan konstanta M. Misalkan a > 0 memenuhi a <
min {%,%} dan didefinisikan / = [—a, a]. Mengingat b adalah jari-jari pada bola
W,. Akan didefinisikan barisan fungsi u,, u,, ... dari j ke W,. Selanjutnya akan
dibuktikan kekonvergenan seragam pada fungsi yang memenuhi persamaan

(2.64), kemudian tidak ada solusi pada persamaan (2.64). Untuk memperoleh

kekonvergenan pada uy:J — W, maka harus mengikuti lemma berikut:
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Lemma 2.12.3.3 (Morris dan Stephen, 1970:165)
Andaikan wug:J - E, k=0,1,2,... adalah barisan pada fungsi kontinu dari
interval tertutup J pada ruang vektor E bernorma yang memenuhi:
Diberikan € > 0, ada N > 0 sehingga untuk setiap p,q > N

r?gx|up(t) —u,(t)| <e (2.66)
Maka ada fungsi kontinu u:J = E, k = 0,1,2, ... seperti

max,c;|uy (t) —u(t)| - & seperti k - oo (2.67)
Bukti:
Dipunyai u, adalah kekonvergenan seragam. Barisan pada fungsi u, u, adalah
terdefinisi dengan mengikuti:
Misalkan uo(£) = xo dan u;(£) = xo + [ f(uo(s)) ds.
Diasumsikan bahwa wu, (t) terdefinisi dan |u, (t) — x| < b, t €].

Misalkan

e ()= % + | () ds (2668)
Karena u, (s) € W, maka integrand adalah terdefinisi. Akan ditunjukkan bahwa
|41 (t) — x| < batau uy,,(t) € W,, Vte]
Secara tidak langsung barisan menjadi kontinu pada u,,,, U, ,dan seterusnya.
Dipunyai

t
fuges1 (6) — xo| < f I (g ()] ds
0
(2.69)

t
SfMds
0
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< Ma < ds
Selanjutnya membuktikan bahwa konstanta L > ¢, Vk > 0;
s 1 () — ()] < (Ka)*L (2.70)

Ambil L = max{|u,(t) —uy(t)|: |t] < a}. Dipunyai

lua(8) — s (8)] = f 1F (11 (5)) = f (uto(s)] dis
0

3 (2.71)
< [ Kl ()~ uos)l ds
0
< aKL
Diasumsikan dengan induksi, untuk k > 2. Sudah dibuktikan
lup (£) — up—1 (1) < (Ka)*" 1L, |t <a (2.72)
Mempunyai
t
i () = ()] < [ () = funa(9)] ds
0
¢ (2.73)
< [ Kln(s) - wea)lds
0
(oK) al)k L ="(aKY% L
Selanjutnya ambil aKk = a < 1 untukr >s > N
1 (6) = (O] < ) g (8) = e (O)
k=N
d (2.74)
< Z ak
k=N
<e¢

Barisan pada fungsi u,, u,, ... kekonvergenan seragam ke fungsi kontinu x:J/ = E.

Dari identitas
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t
a0 = 30 + | f(ue()) ds 2.75)
0

Untuk menentukan dengan mengambil pada kedua sisi bahwa

x(t) = x9 + Jli_r)roloftf(uk(s)) ds
0

(2.76)
t
= X +f0 Llci_)rgf(uk(s))] ds
(dengan kekonvergenan seragam)
= xo + ftf(u(s)) ds (2.78)
0

(dengan kekontinuan pada f)

Oleh karena itu x:J —» W, memenuhi persamaan (2.64) dan solusi pada
persamaan (2.63). Secara umum x:J — W, adalah C;.

Misalkan x,y:J] - W merupakan dua solusi pada persamaan (2.51) dan
memenuhi x(0) = y(0) = x,, andaikan J adalah interval tertutup [—a, a]. Akan
ditunjukkan  x(t) = y(t), Vt €]. Misalkan Q@ = max,¢;|x(t) — y(t)I.

Maksimum menacapai beberapa titik t; € J. Maka

Q = lx(t) =yt <

j x'(s) —y'(s)ds

<

| F6@) = ¢ onds
0 2.79)

< f Klx(s) — y(s)| ds
0

< aKQ@

Karena aK < 1, ini tidak mungkin kecuali kalau Q = 0.
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Sehingga

x(t) = y(t) (2.80)
Pandang W = R dan f(x) = x dan menyelidiki solusi pada x’ = x di R (bahwa
solusi x(t) memenuhi x(0) = x, diberikan oleh x(t) = x,e?).

uo(t) = xq
t

u (t) = xp + fxo ds
0

= xO P txo

uy () = xo + j(x0 + tx,) dt, (2.81)
0

t2
- xO + txO +?X0

t

Up41 () = x0 + f u (s)ds
0

maka iterasi di atas dapat di tulis

A
tl
wern () =%o ) (2.82)

i=0

Sampai k — oo, u;(t) konvergen menuju

t,—l = xpet = u(t) (2.83)

X,
0 i!

k
i=0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.12.4 Flow pada Persamaan Diferensial
Definisi 2.12.4.1 (Morris dan Stephen, 1970:174)
Pandang persamaan

x' = f(x) (2.84)
Didefinisikan dengan C! fungsi f:W — W, W c E terbuka. Setiap y € E ada
solusi tunggal ¢(t) dengan ¢(0) = y terdefinisi pada maksimal interval terbuka
J(¥) € R. Untuk menunjukkan ¢ (t) bergantung pada y. Ditulis dengan

() = ¢(t, ) (2.85)
Misalkan Q c R x W maka himpunan didefinisikan

2 ={(x,y) ERxW|t €]} (2.86)
Pemetaan (t,y) — ¢(t,y) maka fungsi

b:0->W (2.87)
Disebut flow pada persamaan (2.84)
Dapat juga ditulis ¢ (t, x) = ¢;(x)
Teorema 2.12.4.2 (Morris dan Stephen, 1970:175)
Pemetaan ¢ harus mengikuti sifat:

51t () = D3 (¢ (%)) (2.88)
Mempunyai pengertian bahwa jika ada satu sisi pada persamaan (2.88) terdefinisi,
maka semuanya sama.
Bukti:
Andaikan s dan t adalah positif dan ¢¢(¢;(x)) terdefinisi. Berarti t € J(x) dan
s € J(p:(x)). Andaikan J(x) =(a,8). Maka a<t<pf; sebaiknya

menunjukkan f < s + t, didefinisikan
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y:(a,s + t] - W dengan

¢(r, x), a<r<t

y(r)z{q’)(r—t, d:(x), t<r<t+s

Maka y adalah solusi dan y(0) = x. Oleh karena itu s + t € J(x). Selain itu

Gsre(x) =y(s+1t) = ¢s(¢t(x))

2.12.5 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan x dikatakan stabil jika semua solusi mendekati
daerah asal. Sedangkan titik kesetimbangan x dikatakan stabil asimtotik jika
semua solusi tidak ada yang mendekati daerah asal. Pandang persamaan
diferensial

x'=f(x); f:W->R" W cR"™ terbuka (2.89)
Titik x € W merupakan titik kesetimbangan pada persamaan (2.89) jika f(x) = 0
maka fungsi x(t) = X merupakan solusi pada persamaan (2.89). Dengan solusi
tunggal maka tidak ada solusi sama sekali. Titik kesetimbangan x pada persamaan
(2.89) adalah sink jika semua nilai eigen pada turunan Df (x) mempunyai bagian

real yang negatif (Morris dan Stephen, 1970:181).

2.12.6 Kestabilan

Titik kesetimbangan dikatakan stabil jika solusi mendekati daerah asal
untuk semua waktu ke waktu.
Definisi 2.12.6.1 (Morris dan Stephen, 1970:185)

Andaikan x € W titik kesetimbangan pada persamaan diferensial



56

x" = f(x) (2.90)
Dimana f:W — E adalah pemetaan C' dari himpunan terbuka W pada ruang
vektor F sampai FE. Maka kesetimbangan x dikatakan stabil jika setiap
neighborhood U pada x di W ada neighborhood U; pada x di U bahwa tiap solusi

x(t) dengan x(0) di U, terdefinisi dan di U untuk t > 0.

v, v

Gambar 2.12: Stabil
Definisi 2.12.6.2 (Morris dan Stephen, 1970:186)

Jika U; dipilih maka gabungan pada gambaran sifat pada Definisi 2.12.6.1,

lim,_ . x(t) = X maka x dikatakan stabil asimtotik.

Uy 17 K.’? )

Gambar 2.13: Stabil Asimtotik

Definisi 2.12.6.3 (Morris dan Stephen, 1970:186)

Titik kesetimbangan x tidak stabil disebut dengan unstable. Berarti ada
neighborhood U pada x bahwa setiap neighborhood U; pada x di U, paling
sedikit ada satu solusi x(t) mulai pada x(0) € U;, yang mana tidak ada lie

seluruhnya di U.
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2

Gambar 2.14: Tidak stabil
Sink adalah stabil asimtotik dan stabil. Contohnya titik kesetimbangan stabil
tetapi tidak stabil asimtotik pada persamaan linier
= A (2.91)

dimana A nilai eigen imajiner murni, maka semua orbit elips.

Gambar 2.15: Stabil, tetapi tidak stabil asimtotik

Definisi 2.12.6.4 (Morris dan Stephen, 1970:187)
Misalkan W c E terbuka dan f:W — E kontinu dan terdeferensial. Andaikan
f(x) = 0 dan x adalah titik kesetimbangan stabil pada persamaan
x" = f(x)
Maka tidak ada nilai eigen pada Df (x) real bagian positif.
Titik kesetimbangan x adalah hiperbolik jika turunan Df(x) tidak mempunyai

nilai eigen dengan real bagian nol.
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Akibat: Titik kesetimbangan hiperbolik adalah salah satu unstabil atau stabil

asimtotik.

2.13 Bilangan Reynolds

Dalam mekanika fluida, bilangan Reynolds adalah rasio antara gaya
inersia (vsp) terhadap gaya viskos (W/L) yang mengkuantifikasi hubungan kedua
gaya tersebut dengan suatu kondisi aliran tertentu. Bilangan ini digunakan untuk
mengidentifikasi jenis aliran yang berbeda, misalnya laminar dan turbulen.
Namanya diambil dari Osborne Reynolds (1842-1912) yang mengusulkannya
pada tahun 1883.

Bilangan Reynolds merupakan salah satu bilangan tak berdimensi yang
paling penting dalam mekanika fluida dan digunakan, seperti halnya dengan
bilangan tak berdimensi lain, untuk memberikan kriteria untuk menentukan
dynamic similitude. Jika dua pola aliran yang mirip secara geometris, mungkin
pada fluida yang berbeda dan laju air yang berbeda pula, memiliki nilai bilangan
tak berdimensi yang relevan, keduanya disebut memiliki kemiripan dinamis.

Bilangan Reynolds (Re) merupakan bilangan tak berdimensi yang
dipakai untuk menentukan distribusi kecepatan suatu aliran sehingga dapat
menentukan sifat suatu aliran (Re < 2100 : Laminar, Re > 2100 : Turbulen)

_p.v.D
U

Re

D = Diameter
v = Laju air

p = Densitas
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u = Viskositas

(Sudirman, 2011).

2.14 Konsep Sistem Dinamik Model Gelombang dalam Al-Qur’an
Gelombang adalah bentuk dari getaran yang merambat pada suatu
medium. Pada gelombang yang merambat adalah gelombangnya, bukan zat
medium perantaranya. Satu gelombang dapat dilihat panjangnya dengan
menghitung jarak antara lembah dan bukit (gelombang tranversal) atau
menghitung jarak antara satu rapatan dengan satu renggangan (gelombang
longitudinal). Cepat rambat gelombang adalah jarak yang ditempuh oleh
gelombang dalam waktu satu detik. Dalam Al-Qur’an telah disinggung tentang

gelombang yaitu surah Ar-Rum ayat 46, Allah berfirman:

5
£ ¢ B3 B

M PN > £ :“J, - 9 ot < _,}2. _ 4 w? 1 . £4 P
535305 <o pnly SMall (g il a5 2 Sy pis Ul s Of Zasnls Do

- Sihoz o - -
P Ny 1 0 .
(=) Qﬁji““‘) ﬁwj “‘\144-9// P

-

Artinya: “Dan di antara tanda-tanda kekuasan-Nya adalah bahwa dia
mengirimkan angin sebagai pembawa berita gembira dan untuk merasakan
kepadamu sebagian dari rahmat-Nya dan supaya kapal dapat berlayar dengan
perintah-Nya dan (juga) supaya kamu dapat mencari karunia-Nya; mudah-
mudahn kamu bersyukur” (Q.S Ar-Rum: 46).
Secara umum ‘“angin” disini sebagai angin yang bertiup membawa awan untuk
menurunkan hujan dan angin yang meniup kapal layar agar dapat berlayar
dilautan. Kedekatan makna “angin” dalam ayat ini adalah gelombang.

Dalam tafsir Al-Mishbah ayat di atas berbicara tentang angin, untuk

menggambarkan nikmat Allah dan Kuasa Allah di darat dan di laut. Angin ada

yang membawa manfaat ada juga yang mengakibatkan bencana. Manusia pun
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demikian, yang kafir dengan perusakannya mengakibatkan bencana, sedang yang
mukmin dengan amal salehnya mengandung manfaat. Demikian al-Biga’i
menghubungkan ayat ini dengan ayat-ayat yang lalu.

Apapun hubungannya, yang jelas ayat di atas bagaikan menyatakan: Dan
di antara tanda-tanda kekuasaan-Nya adalah bahwa Dia senantiasa dan dari saat
ke saat mengirimkan aneka angin, ada yang berhembus dari selatan, ada dari
udara dan lain-lain, sebagai pembawa berita gembira tentang bakal turunnya
hujan, atau melajunya perahu dan untuk merasakan kepada kamu sebagian
rahmat-Nya, antara lain dengan hembusannya yang menyegarkan serta
tumbuhnya aneka tumbuhan berkat curahan hujan, dan supaya kapal dapat
berlayar dengan perintah-Nya yakni dengan izin-Nya melalui hukum-hukum
alam yang ditetapkan-Nya dalam konteks angin, laut serta kapal-kapal dan juga
supaya kamu dapat mencari karunia-Nya dengan berdagang, bepergian untuk
berjihat atau menuntut ilmu. Itu semua dilakukan-Nya sebagai anugerah dari-Nya
dan agar kamu bersyukur dengan jalan menaati perintah-Nya dan menjauhi
larangan-Nya.

Kata (> &) bi amrihi/ atas perintah (izin)-Nya, ditekankan oleh ayat ini,
untuk mengingatkan manusia betapa besar nikmat Allah yang dianugerahkan
kepada mereka melalui kemampuan kapal mengarungi samudra serta keselamatan
selama perjalanan, dan bahwa Allah menetapkan hukum-hukum alam yang
memungkinkan manusia memanfaatkan lautan dengan segala isinya (Quraish,

2002: 83),
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Adapun ayat yang maknanya sama dengan ayat di atas adalah firman

Allah:

P 5

G ‘P}E b T e 0073 AT 322813 G5 ;>=~J‘)/J‘ 353 il
:}44_1\;4&”‘);3}.@)_2,}‘ "l‘yJo)QK.aJSuAC)A.“ la)wLCCUL‘,.
D oSl e LS e G U2 1) T
Artinya: “Dialah Tuhan yang menjadikan kamu dapat berjalan di daratan,
(berlayar) di lautan. sehingga apabila kamu berada di dalam bahtera, dan
meluncurlah bahtera itu membawa orang-orang yang ada di dalamnya dengan
tiupan angin yang baik, dan mereka bergembira karenanya, datanglah angin
badai, dan (apabila) gelombang dari segenap penjuru menimpanya, dan mereka
yakin bahwa mereka Telah terkepung (bahaya), Maka mereka berdoa kepada
Allah dengan mengikhlaskan ketaatan kepada-Nya semata-mata. (mereka
berkata): "Sesungguhnya jika Engkau menyelamatkan kami dari bahaya ini,
Pastilah kami akan termasuk orang-orang yang bersyukur"” (Q.S Yunus: 22).
Dalam tafsir Al-Mishbah ayat ini dapat menjadi salah satu bukti cepatnya
Allah swt, membalas makar dengan menampilkan contoh pengalaman manusia
ketika berada di lautan lepas. Uraian ayat ini menjadi bukti pula bagaimana Allah
dapat mengubah nikmat atau rahmat-Nya dengan petaka serta betapa buruk sifat
manusia yang tidak tahu berterima kasih (Quraish, 2002: 53). Al-Makr merupakan
pengendalian secara tersembunyi yang membawa fihak yang dikendalikan
terjerumus ke dalam hal yang tidak diduga-duga. Adapun makar dari Allah yang
dimaksud adalah pengendalian dari-Nya yang tidak diketahui manusia, yang
dilakukan dengan menegakkan Sunnatullah dan melaksanakan hikmah-hikmah-
Nya dengan sempurna, dalam mengatur alam semesta, yang semuanya adalah
adil. Makar Allah yang membuat manusia menderita, mereka sebut keburukan,

sekalipun sebenarnya adalah pembalasan adil dari Allah (Al-Maraghyi,

1987:165).
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Masalah gelombang juga disinggung dalam Al-Qur’an surat Lukman

ayat 32, Allah berfirman:

T =4 - 4 /"4 - d./ 6// - w2 < 2 Priedk] . - /£ o~ < 4 1
Gy Datad 8 AT J) s 6 Al § fpale BT 1565 K 250 a8 1355

T N e Ao

Artinya: “ Dan apabila mereka dilamun ombak yang besar seperti gunung,
mereka menyeru Allah dengan memurnikan ketaatan kepada-Nya Maka tatkala
Allah menyelamatkan mereka sampai di daratan, lalu sebagian mereka tetap
menempuh jalan yang lurus, dan tidak ada yang mengingkari ayat- ayat Kami
selain orang-orang yang tidak setia lagi ingkar “(Q.S Lukman: 32).

Ayat ini ditekankan pada gelombang terletak pada permulaan ayat yaitu,

TRt ¥ K
L:Ll,l'aJlf T3 phied 1305

Artinya: “Dan apabila mereka dilamun ombak yang besar seperti gunung”
Dalam tafsir Al-Qurthubi kata al-muuj (zsd ') artinya gelombang
diserupakan dengan ad-dhulal (JWll) artinya gunung-gunung, karena gelombang
datang sedikit demi sedikit dan saling menghantam satu sama lain, seperti halnya
awan. Ada juga yang berpendapat bahwa zs<! | bermakna jamak. Tidak
dijamakkan karena mashdar. Asal maknanya adalah dari gerak dan saling

berdesakan. Contohnya adalah, bs e (Ul s,adl = W artinya laut bergelombang

dan manusia ikut bergelombang (Al-Qurthubi, 2009: 190).
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PEMBAHASAN

3.1 Analisis Sistem Dinamik Persamaan Navier-Stokes

Pandang persamaan Navier-Stokes 1 dimensi

ou ou 1 (62u>

ot "0x Re\dx? (3.1)
_ du Ju .
yang secara eksplisit merupakan bentuk untuk F (x t, “'a’a) = 0. Selanjutnya
persamaan (3.1) dapat dinyatakan dalam bentuk analog yaitu
M _ L+ Fu V)
N TN (3.2)

2
dimana Lu = u‘;—z dan didefinisikan operator Laplacian V= aa?. Persamaan (3.1)
memuat konstanta R—le yang merupakan konstanta kekentalan, dalam hal ini dipilih

R—2=2x103, yang menyatakan bahwa sifat suatu aliran adalah laminar.

Persamaan (3.1) diasumsikan persamaan nonlinier dengan uzu(x(s),t(s))
adalah solusi umum yang memenuhinya. Selanjutnya persamaan (3.1) dapat
ditransformasi ke dalam sistem diferensial biasa (PDB) dengan menentukan

vektor-vektor singgung yaitu:

( dt
d—S—l
dx_
Yas - (3.3)
du 1 0%u
Lds Re\dx2
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Karena pada persamaan (3.3) berjalan untuk sembarang kondisi waktu sehingga

(dt_t

ds

dx_

| o g (3.4)
du 1 0%u

Lds Re\0dx2 v

persamaan (3.4) dipenuhi dengan asumsi pada kondisi awalnya:

u =u(x(s),0) = f(x) (3.5)
sehingga
a8 N =
ot (3.6)

persamaan (3.5) dipenuhi untuk sebarang fungsi f (x).

Kasus 1: Pada kondisi awal dimana u = u(x(s),0) =pu — x?
harus ditinjau bahwa u = u(x(s),0) = u — x? terdefinisi sebagai sistem dinamik,
dengan memperhatikan definisi 2.12.1.2 yaitu memenuhi kaidah sebagai berikut:
(i) ¢o:S = S adalah identitas
$o:RXS—>S
(0, — x*) — pu — xp°
Artinya Pl — x2) = u— x = f(xo) = u(x,0) terdefinisi.
Selanjutnya ¢, (u — x2) adalah identitas.
(ii) Komposisi ¢; 0 ¢; = ¢pi1s Vt,s ER
Xo = po(xo) = U — x4
x1 = $1(x1) = P1(x0 + txo)

= pu — (xg + txp)?
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=pu—xi

X = Pa(x3) = Pq(xq + txy)
= pu—(x; +tx;)?
= p=x;

Dari analisis di atas, selanjutnya akan dilakukan analisis pada eksistensi
dan ketunggalan. Eksistensi dan ketunggalan solusi persamaan diferensial selalu
didasarkan pada kekontinuan atau kondisi Lipschitz. Diasumsikanf(x) = u — x2
yang terdefinisi pada interval [a, b], Vb > a, maka harus dipenuhi kondisi:

|f(x) — f(xo)| < Klx —x0|, VKER (3.8)
karena f(x,) terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.8) dapat dinyatakan
sebagai berikut:

| —x?) — (= x| < Klx — xg (3.9)
yakni
lu—x% — u+ x5 < K|x — x|
|—x2 + x2| < K|x — x|
x5 — x?| < Klx — xo]
|(x0 + x)(x0 — x)| < K|x — xo]
|(xo + x)(xo — x)| < K|xo — x|
lxo — x||xg — x| < Klxo — x]

lxo — x| < K (3.10)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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dari persamaan (3.10) maka K merupakan batas atas. Selanjutnya untuk
menunjukkan K terkecil maka dibentuk persekitaran x, dengan jari-jari b yakni
By (x0), sehingga terbentuk barisan
{x0, X1, v, X} = {X0, (X0, (X1 + 8), ..., (xg + 1) (3.11)
Sebut (%o +x)| = Ixo + (xo + 8)|, oleh karena itu K dikatakan terkecil
manakala ada
|(xo + 2)| = %0 + (xo + 26)| (3.12)
Sehingga,
|(xo + )| = |xo + (%0 + 26)| > K (3.13)
Artinya selalu dijamin ada K, sehingga dapat dinyatakan kondisi Lipschitz yaitu
KIf(x) = f(xo)l <K|(x —xp)| < K6 < e (3.14)
Menurut Teorema 2.9.2, jika f:A— R adalah fungsi Lipschitz, maka f
merupakan fungsi kontinu seragam pada interval [a, b], Vb > a.

Selanjutnya akan dianalisis kekonvergenan sebagai berikut:

O )
5

xu(s) = ( — x2) + f (= x3)dt
0

= (u —x§) + [(u — x§)elg]

=u—x§)+ Ww—xd)s (3.15)

5
02() = (=) + | (= x)+ = xf)s) ds
0

1 5
= (u—x3) + I(# = xg)s + 5 (= x5)s* 0]




1
=u—x3)+ (u—=x8)s +5 — x§)s?

5
Xes1(s) = + f 1(8)ds

0
Misalkan x, = (1 — x2), maka persamaan (3.15) di atas dapat di tulis
52 S3 n

S}
XR+1(S) = Xp aF EXO ar ZXO + Exo + -+ FxO

Maka persamaan (3.16) dapat dinyatakan sebagai berikut:

o0 B

Sl

Xk+1(8) = xg ZF
i=0

67

(3.16)

(3.17)

Deret limj—:= b konvergen ke b. Jadi terbukti bahwa fungsi p — xZ adalah

konvergen.

Selanjutnya akan dilakukan analisis kesetimbangan titik tetap. Jika

u =u(x(s),0) = f(x) = u — x? Pada kondisi ini dapat didefinisikan vektor-

vektor singgung untuk persamaan (3.1) yaitu:

(dt_t

ds

dx

e et
5 (u—x%)
du_ 2

\ds Reu

(3.18)

Untuk menganalisis titik kesetimbangan dari sistem (3.18) diperoleh dengan

membuat ruas kanan persamaan sama dengan nol, sehingga:

dt

—=t=0
ds

(3.19)
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dx_ x? =0
ds . HTE T (3.20)
du_ 2 — 0
ds  Re’ (3.21)

Dari persamaan (3.19) diperolen t = 0 dan persamaan (3.22) diperoleh u =0
dan persamaan (3.20) diperoleh
—u+x2=0
=l (3.22)

Sehingga x = ++/u atau x = —/u. Maka diperoleh titik kesetimbangan sistem

dinamik (3.18)

(¢, % w,) = {(0,+/1,0), (0, —/w, 0)} (3.23)

Untuk titik kesetimbangan pertama, yaitu titik (t,, x,, u,) =

(0, ++/u,0), maka matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0, ++/u,0)

adalah
1) 0

oreso-fo o >

Nilai eigen dicari dengan menentukan 4 yang memenuhi
1-4 0 0

8 2ﬁo_ é —10(?0 — 2 - (3:25)

Diperoleh persamaan karakteristik
((1 — (21— 2)(~1000 — )1)) —0=0 (3.26)

Maka diperoleh nilai eigen

M=1, 2A,=2Ju, 23=-1000
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Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan (t,, x,, u,) = (0, ++/u, 0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 1;,4, > 0 dan A3 <0 dan
jenis kestabilannya adalah pelana.

Untuk titik kesetimbangan kedua, yaitu titik (t,,x,,u,) = (0,—+/u,0),

maka matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0, —/u, 0) adalah

[1 0 0
DF(t,x,u) = |0 2x 0
P 0As S0 00 (327)
Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi
1-2 0 0

0 -2/u-2 0 =0 (3.28)

0 0 —1000 — 4
Diperoleh persamaan karakteristik

(@ =2(-2k—2)(-1000 - 2)) -0 =0 (3.29)

Maka diperoleh nilai eigen
=1, A=-2Ju, 23=-1000
Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan (t,, x,,u,) = (0, —/u, 0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 1; > 0 dan 4,,4; < 0 dan
jenis kestabilannya adalah pelana.
Apabila sistem (3.18) disimulasikan dengan menggunakan Program

Maple, yaitu:
Maple 13 - [HKasusLmws - Server 1

@File Edit View Insert Format Spreadsheet Window Help

ClzRR[3] [ =@ ] T[] [E6E [S[=] O] [<[21] [1] ] @]
IP M aple Plat le\mesNewHoman j|12 j B [lgl ===

[> restart:

> dt:=t;

dt=t
> dx:=- (mu-x"2);

dx =—-u+x
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[> du:=-2%u/2*%¥1043;
L du=-1000u
[ > fixedpoint:=solve ({dt,dx,du},{t,x,u});
Jixedpoint = {t=0, u=0, x = RootOf{ —u + _Zz: label=_LIY}
[» fixl:=fixedpoint[1l];fix2:=Ffixedpoint[2];
fixl=¢=0
L fx2=u=0
[> with(plots) :with(linalg):
[ > jac:=jacobian([dt,dx,du],[t,x,u]);
1 0 0
jac=|0 2x 0
L 0 0 -1000
[> jacl:=subs (fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals (jac?) ;
1o 0]

jacl={0 2Ix 0

0 0 -1000]
1,2, -1000
1 o 0]

jacl={0 2Ix 0

L0 0 -1000J
1, 2x, -1000

[> with (DEtools) :

[ > phaseportrait([D(t) (s)=t(s),D(x) (s)=-(4-x(s)*2),D(u) (s)=-2%*u(s) /20007,
[t(s) ,x(s),u(s)],s=—2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[x(s) ,t(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

025

.15
ts)

017~

\

15 1 95 0 05 1 15
xs)
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E> phaseportrait ([D(t) (s)=t(s),D(x) (s)=-(4-x(s)"2),D(u) (s)=-2%u(s) /20007,
[t(s),x(s),u(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[u(s) ,x(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

o~

ds) 1]

05

o 00999 01 0105 01001 D015 01002
1.5 uis)

|
-

15

:> phaseportrait ([D(t) (s)=t(s) ,D(x) (s)=-(4-x(s)*2),D(u) (s)=-2%*u(s) /2000],
[t(s),x(s) ,u(s)],s=2..1,[[t(0)=0.1,x{0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[t(s) ,u(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

01002
0.10015
01001 \\\
ufs) 010005

0.1

0.0 01 015 02 025
ifs)

Gambar 3.1: Simulasi Potret Fase ketika y — x?

Dari Gambar 3.1 terlihat bahwa pada saat titik kesetimbangan
(t., x,,u,) = {(0,++/u,0), (0, —/u, 0)} adalah tidak stabil. Dari definisi 2.12.6.3
dikatakan tidak stabil (unstable) apabila ada solusi x(t) yang lain disekitar
neighborhood.  Misalnya ambil titik pada x(s) yang berjarak

6 = —0.00000001 +% dan merupakan neigborhood B, (x,) dari % =—(u-—

x2), maka dapat diselidiki perubahan titik tetap dengan pengaruh jarak & =
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—0.00000001 + % Prosedur untuk melihat eksistensi titik tetap pada persekitaran

% = —((u + 8) — x?) dikerjakan dengan simulasi berikut:

@File Edit View Inset Format Spreadsheet WW Help_ —
BECEERRE [Tl El K.
W[

[) restart:
> subst:={mu=4 ,R=2%10%3,delta=0.00000001};

subst ={R=2000.p=4.5=01 10_7}
> dt:=t;
dt=t
> dx:=-((mu-0.00000001+1/x) -x*2) ;

2

Tl
dx=—+0110 -—+x
x

> du:=-2%u/2%1043;

du =-1000
> fixedpeoint:=solve ({dt,dx,du}, {t,x,u});

Sixedpoint = {t=0_, u =0, x =RootOf 100000000 + 100000000 _23 +(-100000000 u+ 1) _2)}
> fixl:=fixedpoint[1];fix2:=fixedpoint[2];

fxl=t=
fix2=u=0
[> with(plots) :with(linalg):
[» jac:=jacobian([dt,dx,du], [t,x,u]l);
1 0 0
1
jac=|0 —2+2x 0

0 0 -1000
[> jacl:=subs(fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals (jac2) ;

1 0 0

+2x 0

w
(=2

Jacl = 0

0 0 -1000

1+2 x3
1. . -1000
2
2
1 0 0
0 ! 2 0
o —
Jacl 2 x

Gambar 3.2: Simulasi Potret Fase ketika ((u + &) — x?)

dx

Dari Gambar 3.2 di atas dapat dilihat bahwa pada saat fungsi ==

((u+6)—x% dimana & = 0,00000001 + % maka diperoleh titik
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kesetimbangan (t,,x,, u,) =1,—14 2x,—1000). Sedangkan pada saat fungsi

1+2x3
x2

% = u—x? diperoleh titik kesetimbangan  (t,,x,,u,) =1,

—1000)
(Gambar 3.2). Jadi dapat disimpulkan bahwa jenis kestabilannya adalah tidak

stabil.

Kasus 2: Pada kondisi awal dimana u = u(x(s),0) = ux — x? harus ditinjau
bahwa u = u(x(s),0) = ux — x? terdefinisi sebagai sistem dinamik, dengan
memperhatikan Definisi 2.12.1.2 yaitu memenuhi kaidah sebagai berikut:
(1) ¢o:S — S adalah identitas
$o:RXS > S
(0, px — x?) > pxg — xo°
Artinya  ¢o(ux — x%) = uxg — x% = f(xo) = u(x,0) terdefinisi.
Selanjutnya ¢ (ux — x?) adalah identitas.
(i) Komposisi ¢; 0 ¢ = ¢ Vt,s ER
Xo = Po(x) = pxg — x§
x1 = $1(x1) = P1(xo + tx0)
= — (%o + txo)?
=p—x7
Xy = $a(xz) = Py (%1 + txq)
= — (x +tx;)?
=p—x3
Dari analisis di atas, selanjutnya akan dilakukan analisis pada eksistensi

dan ketunggalan. Dari berbagai literatur, eksistensi dan ketunggalan solusi
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persamaan diferensial selalu didasarkan pada kekontinuan atau kondisi Lipschitz.
Diasumsikan f(x) = ux — x? yang terdefinisi pada interval [a, b], Vb > a, maka
harus dipenuhi kondisi:
lf(x) — f(xo)] < K|x—x0|, VKER (3.30)
karena f(x,) terjamin eksistensinya maka persamaan (3.30) dapat dinyatakan
sebagai berikut:
|(ux — x2) — (uxo — x§)| < Klx — x (3.31)
Yakni
lux — x2 — uxy + x2| < K|x — x|
| (Cx — x0)) — (x? + x3)| < Klx — x|
|(x? = x§) — (uCx — x0))| < Klx — xo
%% = x§| —Iu(x — x0)| < Klx — xo|
|(x + 20) (x + x0) | — |u(x = x0)| < Klxp — x|
| = xollx — x| — |u(x — x0)| < Klxo — x|

X — Xollx — xo| — X—X
| 0|| 0| |ll|| 0|<K

| — o]

lxg — x| < K (3.32)

Misalkan K + u = M, maka dari persamaan (3.32) maka M merupakan batas

atas. Selanjutnya untuk menunjukkan M terkecil maka dibentuk persekitaran b
yakni By, (x,). Karena |x — x,||x — x,| sehingga terbentuk barisan

{x0, X1, ooy X0} = {x0, (X1 + 8), ..., (x¢g + n8)} (3.33)

Sebut |(xo +x)| = [xo + (xo + 6)I. Oleh karena itu B dikatakan terkecil

manakala ada
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[(xo + )| = |xg + (x0 + 26)| (3.34)
Sehingga,
[(xo +2)| =g + (xo +26)| > M (3.35)
Karena M = K + p, sehingga selalu dijamin ada K , dapat dinyatakan kondisi
Lipschitz yaitu
Klf(x) = f(xo)| < K|(x —x9)| < Kd < ¢ (3.36)
Menurut Teorema 2.9.2 Jika f:A— R adalah fungsi Lipschitz, maka f
merupakan fungsi kontinu seragam pada interval.

Selanjutnya akan dianalisis kekonvergenan yaitu sebagai berikut:

xo(S) = (llxo - xg)
5

21(5) = Gy = #2) + f (wxo — x2)dt
0

= (uxo — x4) + [(uxo — x)tl5]

= (uxg — x5) + (uxo — x3)s

5
%) = Guxo = ) + | (Guxo = 38) + (uxo = 38)s) ds
0

1 5
= (uxo — x5) + I(#XO—XS)S‘FE(HXO—?C&)SZ l
0

1
= (uxo — x§) + (uxo — x§)s +E(#x0 — x§)s?

5
Xesa (5) = (uxo — x2) + f % (s)ds -
0

Misalkan x, = (ux, — x2), maka persamaan (3.37) di atas dapat di tulis
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s s? s3 s
xk+1(s) = Xg +ﬂx0 +ﬁx0 +§x0+---+mxo (338)
Maka persamaan (3.38) dapat dinyatakan sebagai berikut:
xk+1(s) = Xo Z F (339)
i=0

Deret limj,—: = b konvergen ke b. Jadi terbukti bahwa fungsi ux, — x? adalah

konvergen.
Selanjutnya akan dianalisis titik kesetimbangan, jika u = u(x(s),0) =
f(x) = ux — x%. Pada kondisi ini dapat didefinisikan vektor-vektor singgung

untuk persamaan (3.1) yaitu:

rdt_t

ds

dx

= A — 42

i Sk T (3.40)
du_ 2

\ds ~  Re"

Untuk menganalisis titik kesetimbangan dari sistem (3.40) diperoleh dengan

membuat ruas kanan persamaan sama dengan nol, sehingga

L_t=0 (3.41)
ds

ax _ _ 2 _ 3.42
i ux + x< = ( )
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Dari persamaan (3.41) diperolen t = 0 dan persamaan (3.43) diperoleh u =0

dan persamaan (3.42) diperoleh

—ux+x2=0
x2—ux=0
x(x—u)=0

(3.44)

Sehingga x = 0 atau x = u. Maka diperoleh titik kesetimbangan sistem dinamik

(3.40) adalah

(¢, x,u.) = {(0,0,0), (0,1, 0)}

(3.45)

Untuk titik kesetimbangan pertama, yaitu titik (t,, x,, u,) = (0,0,0), maka

matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0,0,0) adalah

1 0 0
g W05 0
DFE(t,x,u) = &7 1
o 1000

Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi

= 0 0

0 i 0 B

0 0 ! A T
1000

Diperoleh persamaan karakteristik

<(1—A)(—M—A)(—ﬁ—a)—o) —0

Maka diperoleh nilai eigen

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan (t,,x,,u,) = (0,0,0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 1; > 0 dan 1,,4; <0 dan
jenis kestabilannya adalah pelana

Untuk titik kesetimbangan kedua, yaitu titik kesetimbangan(t,, x,,u,) =

(0, u, 0), maka matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0, i, 0) adalah

1 0 0
0 —u+2x 0
DF(t,x,u) = K 1 (3.49)
0 0 - '
1000

Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenubhi

= 0 0
0 —u+2u—21 0 A
0 0 —L—A N (3:50)
1000

Diperoleh persamaan karakteristik

1
<(1 — D=2 (‘M )= o) =0 5D

Maka diperoleh nilai eigen

1
=150 , 33——m
Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan (t,,x.,u,) = (0,u, 0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 4;,4, > 0 dan A3 < 0 dan

jenis kestabilannya adalah pelana.
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Apabila sistem (3.40) disimulasikan dengan menggunakan Program

Maple, maka diperoleh sebagai berikut:

[ Maple 13 - [HKas

@File Edit View Insert Format Spreadshest Window Help_

[O[2[BR][3] [ =[] [5]] [Z[T]E] [&]F] [=]=] 6] [s[*]4]
L[] [/ ] (] v]x] [

[

[> restart:
[> dt:=t;

| dt =t
[> dx:=— (mu*x-x*2) ;

2
| de=—llx+x
[> du:=-2%u/2000;

u
1000

du =

:> fixedpoint:=solve ({dt,dx,du},{t,x,u});

| fixedpoint ={t=0,u=0,x=0}, {tr=0,u=0x=p}
[> fixl:=fixedpoint[1];fix2:=fixedpoint[2];

fixIl ={t=0,u=0,x=0}

fix2=1t=0.u=0.x=u}
[> with(plots) :with(linalg) :
[> jac:=jacobian([dt,dx,dul,[t,x,ul):

1 0 0
. 0 u+2x 0
Jac =
-1
0 0
L 1000
[> jacl:=subs(fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals (jac2) ;
[1 o0 0
o = 0
Jacl =
-1
1000 |
-1
= 1000
10 0 ]
0 0
Jacl = =
-1
1000 |
N -1
S 1000
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[> with(DEtools) :
> phaseportrait([D(t) (s)=t(s),D(x) (s)=—(4d*x(s)-x(s)*2) ,D(u) (s)=-2*%u(s) /2000],
[t(s),x(s),u(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]1],stepsize=.05,
scene=[x(s) ,t(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;
.25
02
.15
ifs) \
0.1
ll\
R l \
T T T T T T T =
b5 1 15 2 25 3 15
xis)
> phaseportrait ([D(t) (s)=t(s),D(x) (s)=—(4*x(s) -x(s)*2) ,D(u) (s)=-2%*u(s) /2000],
[t(s) ,x(s) ,u(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[u(s) ,x(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;
35
3
25
W) 2
15
1
05
009995 01 010005 01001 010015 01002
uis)
> phaseportrait([D(t) (s)=t(s) ,D(x) (s)=-(4*x(s) —x(s)*2),D(u) (s)=—2%u(s) f/2000],
[t(s) ,x(s),u(s)],s=2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[t(s) ,u(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) method=classical [foreuler]) ;
0. 10412
0.115
0. 1041
wfs) 010405
0.1
0.09995
005 01 0t 02 025
1)

Gambar 3.3: Simulasi Potret Fase ketika pux — x?
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Dari Gambar 3.3 terlihat kesetimbangan (t,, x,,u,) = {(0,0,0), (0,4, 0)}
adalah tidak stabil. Dari definisi 2.12.6.3 dikatakan tidak stabil (unstable) apabila

ada solusi x(t) yang lain disekitar neighborhood. Misalnya ambil titik pada x(s)

yang berjarak § = 0.00000001 +% dan merupakan neigborhood Bj(x,) dari
Z—’:= —((ux + 8) —x?), maka dapat diselidiki perubahan titik tetap dengan
pengaruh jarak § = 0.00000001 + % Prosedur untuk melihat eksistensi titik tetap

pada persekitaran % = —((Hx +6)— xz) dikerjakan dengan simulasi berikut:

8 vere 1 - st S T S

@FI'E Edit View Insert Format Spreadshest Window Help
lD\Ef\%H%J [ [e[e] B[] [FTe] 5L (=] [0] RRIA (1] [ B]
IR

[> restart:
> subst:={mu=4,R=2*%*10"3 ,delta=0.00000001};

subst = {R=2000,u=4,5=01 1077}
> db:=t;

dr=t
> dx:=—((mu*x-0.00000001+1/x)-x*2) ;
7 1 2
dr=-px+0110 ——+x
x
> du:=-2%u/2000;

u

1000

du=-
> fixedpeoint:=solve ({dt,dx,du},{t,x,u});

5
fixedpoint = {t=0., u= 0., x = RootOf{ —100000000 u _Z~ + _Z — 100000000 + 100000000 _ZS)}
> fixl:=fixedpoint[1l];fix2:=fixedpoint[2];

Jixi =t=0.
Jix2=u=0.
[> with(plots) :with(linalg):
> jac:=jaccobian([dt,dx,dul], [t,x,ul);
1 0 0
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> jacl:=subs(fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals (jac2) ;

1 0 0

1
0 —u+—?+2x 0
Jacl = X

Gambar 3.4: Simulasi Potret Fase ketika —((ux + 8) — x?)

Dari Gambar 3.4 di atas dapat dilihat bahwa pada saat fungsi Z—’;=
—((ux +68) —x?) dimana & = 0.00000001 +§, maka diperoleh  titik
kesetimbangannya adalah (t,,x,,u,) = (1, —u—1+2x, —ﬁ) Sedangkan

pada saat fungsi % = —(ux — x?) diperoleh titik kesetimbangan (t,,x,,u,) =

il

(1,;1, — 1000) (Gambar 3.3). Jadi dapat disimpulkan bahwa kestabilannya adalah

tidak stabil.

Kasus 3: Pada kondisi awal dimana u = u(x(s),0) = ux — x3 harus ditinjau
bahwa u = u(x(s),0) = ux — x3 terdefinisi sebagai sistem dinamik, dengan
memperhatikan Definisi 2.1.12.1 yaitu memenuhi kaidah sebagai berikut:

(i) ¢o: S — Sadalah identitas

Po:RXS > S
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(0, ux — x3) > pxg — x3
Artinya  ¢o(ux — x3) = uxo — x5 = f(xo) = u(x,0) terdefinisi.
Selanjutnya ¢, (ux — x3) adalah identitas.
(i)  Komposisi ¢p:°¢ps = ¢prys ,VE, S ER.
Xo = Po(x) = pxg — x°
x1 = $1(x1) = P1(x0 + txp)
=t — (xo + txo)*
=p—xi
Xy = P (x3) = Py (xq + txy)
= pu— (xg + txy)°
=p—x3
Dari analisis di atas, selanjutnya akan dilakukan analisis pada eksistensi
dan ketunggalan. Eksistensi dan ketunggalan solusi persamaan diferensial selalu
didasarkan pada kekontinuan atau kondisi Lipschitz.
Diasumsikan f(x) = ux — x3 yang terdefinisi pada interval [a, b],Vb > a, maka
harus dipenuhi kondisi:

f) = fGo)l < Klx = xo| VK €R (352)
karena f(x,) terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.52) dapat dinyatakan
sebagai berikut:

|G = x%) = (uxo — x| < Klx — %, (353)
yakni

|(ux — x%) — pxo + %31 < Klx — xg
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|(,u(x —xo)) - (x? —XS)l < K|x — x|
|(x3 —xg) - (,u(x—xo))l < Klx — x|
%3 —x5] < (K + w)|x — x|
|(x2 — xox + x5) + xox| < K + 11
lx2+x2| <K+ p

x—Xpllx+xol <K+ u

I — x| < K+u
TR N x (3.54)
Sehingga dapat di simpulkan bahwa
(K +p)
- < a0
G = f )| < Klw = o] < K==
B M
- 4 = xo
< M(x — xp)

Jadi terbukti kondisi Lipschitz.

xo(S) = (.Uxo - XS)
x1(5) = (uxo — x3) + j (uxo — x3) dt
0

= (uxo — x5) + [(uxo — x3)tlg]

= (uxo — x3) + (uxg — x3)s

01(5) = G = ) + [ (oo = x8) + (o = x)s) ds
0

= (uxo — x3) +

1
((.Uxo —x3)s + > (uxo — x3)52>

|

3 3 1 3y.2
= (uxo — xg) + (uxo — x5)s +§(#xo —X3)S



X1 () = (uxo — x3) + fsxk(s) ds
0

Misalkan x, = (ux, — x3), maka persamaan (3.55) di atas dapat di tulis

IS} SZ 53 STl
Xk+1(5) = xO + ﬂxO + Exo + axo -|— 000 + E‘xo

Maka

o0 B

Sl

Xk+1(8) = xg ZF
i=0
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(3.55)

(3.56)

(3.57)

Deret limi_—: = b konvergen ke b. Jadi terbukti bahwa fungsi ux, — x5 adalah

konvergen.

Selanjutnya yaitu akan dianalisis kesetimbangan. Jika f(x) = ux — x3.

Pada kondisi ini dapat didefinisikan vektor-vektor singgung untuk persamaan

(3.1) vyaitu:
rdt
E =t
< dx ( 5
S px = x°)
du . bx
\ds ~ _ Re"

(3.58)

Selanjutnya yaitu menganalisis titik kesetimbangan dari sistem (3.58) diperoleh

dengan membuat ruas kanan persamaan sama dengan nol, sehingga

dt_t_o

ds

dx 3
—=—ux+x>=0

(3.59)

(3.60)



du_ 6x _ 0
ds  Re’
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(3.61)

Dari persamaan (3.59) diperoleh t = 0 dan persamaan (3.61) diperoleh u = 0 dan

persamaan (3.60) diperoleh

—ux+x3=0
x3—pux=0
x(x?—p) =0

(3.62)

sehingga x = 0 atau x = ++/u atau x = —/u. Maka titik kesetimbangan sistem

dinamik (3.58) adalah

(t., x,,uw) = {(0,0,0)(0,+,/1,0), (0, —/u, 0)}

Untuk titik kesetimbangan pertama, yaitu titik (t,, x,, u,) = (0,0,0), maka

matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0,0,0) adalah

1 0 0
0 — 3x2 0
DF(t,x,u) = g 1
0 ) 1000

Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi

1—2 0 0
0 0—A1 10 —0
0 0 —T550~ %

Diperoleh persamaan karakteristik

<(1—A)(0—A)(—ﬁ—z>)—o=o

Maka diperoleh nilai eigen

N
[aN
Il

=

N
IN)
Il

(@)
w
I

1000

(3.59)

(3.60)

(3.61)
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Dari nilai eigen di atas, ada nilai eigen yang sama dengan nol, sehingga
berdasarkan Tabel 2.2 titik kesetimbangan (t,,x.,u,.) = (0,0,0) tidak dapat
disimpulkan.

Untuk titik kesetimbangan kedua, yaitu titik (t,, x,,u,) = (0, ++/u, 0),

maka matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0, ++/u, 0) adalah

1 0 0
0 —ux+ 3x? 0
DF(t,x,u) = 1 (3.62)
0 0 _—— '
1000

Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi

Pl = 0 0
0 —ufu+3u—-2 0 |
. 3 1 f | (3.63)
1000
Diperoleh persamaan karakteristik
1 - 2)(-nyfi+ 3= 2) ( ! 2))-0=0
(1 =D(—uyu+3u 1000 - (3.64)
Maka diperoleh nilai eigen
4 =1, C=ISiti3 o= ——
1 — ) 2 Uy U u, 3 1000

Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan(t,, x,, u,) = (0, ++/u, 0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 4, > 0 dan 1,,1; < 0 dan jenis
kestabilannya adalah pelana.

Untuk titik kesetimbangan ketiga, yaitu titik (t,,x,, u,) = (0, —/u,0),

maka matriks Jacobi di sekitar titik kesetimbangan (0, —/u, 0) adalah
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1 0 0
|0 —pux 4 3x? 0
DE(t, x,u) = ; ; 1 (3.65)
1000
Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi
1-4 0 0
0 — —
,u\/ﬁ 3u—A7A 0 ™
£ A 1 (3.67)
1000
Diperoleh persamaan karakteristik
1— 1) (/= 30 = 2) . 2))-0=0
(1= Duyr = 3u 1000 A (3.68)
Maka diperoleh nilai eigen
M=1, A =plp-3 A T

Berdasarkan Tabel 2.2, titik kesetimbangan (t., x,, u,) = (0, —/u, 0) adalah suatu
titik tetap yang tidak stabil, karena ada nilai eigen 1;,4, > 0 dan A; < 0 dan
jenis kestabilannya adalah pelana.

Apabila sistem (3.58) disimulasikan dengan menggunakan Program

Maple, maka diperoleh sebagai berikut:
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@ File Edit Vi Insert  Format Spsheet Window Help
D[eRR[E] [* 8] CI¢] [Z[T[e] S5[E [=]=] [©] [<[* ]3] [1]
[=[#] W[ /T2]

> restart:

> subst:={mu=4,R=2%1043};
subst = {R=2000,p=4}

> dt:=t;
dt =t
> dx:i=- (mu*x-x"3);
a’x.=—|.lx+x3
> du:=-6*x*u/2%10°3;
>
du=-3000xu

» fixedpoint:=solve({dt,dx,du},{t,x,u});
Jixedpoint = {r=0,u=ux=0}, {I:D:u:U:x:RootOf(—u+_Zz: label=_LI)}

> fixl:=fixedpoint[1];fix2:=fixedpoint[2];

fxl =4t=0,u=ux=0}

5
fox2={t=0,u=0,x=RootOf—-u+ Z~ label=_LI)}
> with(plots) :with(linalg) :
> jac:=jaccbian([dt,dx,dul, [t,x,u]);
1 0 0

. 2
Jae=l0 —p+3xt 0

0 -3000x -3000x
> jacl:=subs (fixl,evalm(jac)) jeigenvals (jacl) ; jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals(jac2) ;

1 0 0
Jjacl=|0 — 0

0 -3000x O
1,110
1 0 0
2
P 7l - -
JACS=10 —u+3 RootOfl—+_Z~, label=_LI) 0
0 0 -3000 ertOtt—pA—_Za‘z= label=_LI)

1. 3000 RootOf{ —u+ _ZE: label=_LI).2p

[> with(DEtools) :

[ » phaseportrait ([D(t) (s)=t(s) ,D(x) (s)=-(4*x(s) -x(s)*3) ,D(u) (s)=—6*x(s) *u(s) /2000],
[t(s),x(s),ul(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]1],stepsize=.05,
scene=[x(s) ,t(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

0.2
02

0.151
lis)

0.5 \

02 04 06 08 1 12 14 16 1%
x[s)
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-> phaseportrait ([D(t) (s)=t(s) ,D(x) (s)=-(4*x(s)-x(s)"3) ,D(u) (s)=—-6*x(s) *u(s) /2000],
[t(s),x(s),u(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[u(s) ,x(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

S

144
124
xs) 19
0.8
0.6
0.4
02

o1 0.1002 01004 0.1005 01008
uis)
> phaseportrait([D(t) (s)=t(s),D(x) (s)=—(4*x(s)-x(s)*3),D(u) (s)=—6*x(s) *u(s) /20007,
[t(s),x(s),u(s)],s=-2..1,[[t(0)=0.1,x(0)=0.1,u(0)=0.1]],stepsize=.05,
scene=[t(s) ,u(s)],linecolour=sin(s*Pi/2) ,method=classical [foreuler]) ;

01008
01006+
wfs) 01044
01002 \\
01 - T T T T
L1 01 015 02 0%
Hs)

Gambar 3.5: Simulasi Potret Fase ketika pux — x3

Dari Gambar 3.5 terlihat kesetimbangan (t,,x,,u,) adalah tidak stabil.
Dari definisi 2.12.6.3 dikatakan tidak stabil (unstable) apabila ada solusi x(t)

yang lain disekitar neighborhood. Misalnya ambil titik pada x(s) yang berjarak
6 = 0.00000001 +% dan merupakan neigborhood Bj(x,) dari % =
—((ux + 6) — x*), maka dapat diselidiki perubahan titik tetap dengan pengaruh

jarak § = 0.00000001 +%. Prosedur untuk melihat eksistensi titik tetap pada

persekitaran % = —((ux + 8) — x3) dikerjakan dengan simulasi berikut:
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8 Mople 13 - st - e L

@Flle Edit View Inset Format Spreadsheet Window Help
DR [ =@ o] Z[T[e] EE [=]=] ©] [<[*[&] [1] [] 2]
=[] [W] (]1]

> restart:

> subst:={mu=4 R=2%10*3, ,delta=0.00000001};
subst ={R=2000,p=4,5=01 10_:}
> dbi=t;
dt =t
> dx:=-((mu*x-0.00000001+1/x) -x"3) ;

. g
de=—px+0110 ——4x
X

> du:=-6*x*u/2*10"3;
>

du =-3000 x u
> fixedpoint:=solve ({dt,dx,du}, {t,x,u});

b)
fixedpaing ={¢t=0., u="0_,x =RootOF-100000000 0 _Z~+ Z- 100000000+ 100000000 _24)}
> fixl:=fixedpoint[1];fix2:=fixedpoint[2];
fixI =t=0.
| fix2=u=0.
[} with(plots) :with(linalg):
[» jac:=jacobian([dt,dx,dul,[t,x,u]l);

1 0 0

1 2
jac=|0 —u+—?+3x 0
2
L 0 —3000 u —3000 x.
[ » jacl:=subs (fixl evalm(jac)) ;eigenvals (jacl) ;jac2:=subs (fix2,evalm(jac)) ;eigenvals(jac?) ;

1 0 0

1 2
jacl=|0 —H+—+3x" 0

x
0 —3000 u —3000 x.
2 y
px"-1-3 x_1
l,—————— -3000x
?)
2
1 0 0

1 7
jac2=|0 —u+—,>+3x' 0
2

0 -0. —3000 x.

ux2—1—3x4
1:—72;3000)(

X

Gambar 3.6: Simulasi Potret Fase ketika ((ux + &§) — x3)

Dari Gambar 3.6 di atas dapat dilihat bahwa pada saat fungsi %=

—((ux +6) —x3) dimana & = 0.00000001 + % maka diperoleh titik

ux?-1-3x*
%2

kesetimbangannya adalah (t,, x,, u,) = (1, ,—3000x). Sedangkan pada
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saat fungsi %=—(/¢x—x3) diperoleh titik kesetimbangan (t,,x,,u,) =

(1,2x, —3000x). Jadi dapat disimpulkan bahwa kestabilannya adalah tidak stabil.

3.2 Analisis Sistem Dinamik dalam Al-Qur’an

Dinamik adalah perubahan, sedangkan sistem dinamik adalah sistem
variabel yang saling berhubungan, serta sistem tersebut berubah dan bergantung
pada waktu. Dalam Al-Qur’an terdapat ayat-ayat yang berlaku pada konsep sistem
dinamik yaitu surah Ar-Ra’ad ayat 11 . Sebagaimana Allah berfirman:

T/, o - oo oo puw M ¥ a gt

/;‘L:}.E.n&uu.l}-w)” *L)'Uw&_z_«.a-’-ﬂ;d

- T/ S fus

¢ J;J‘waﬁw»@ L5 455 BU‘;)M/“;—;-’V‘ 35 ;'-vw-“-’l-’l-" fyren

Artinya: “Baginya ada penjaga-penjaga bergiliran, di hadapannya dan di
belakangnya; mereka memeliharanya dengan perintah Allah. Sesungguhnya Allah
tidaklah akan mengubah apa yang ada pada suatu kaum, sehingga mereka ubah
apa yang ada pada diri mereka (sendiri); dan apabila Allah kepada suatu kaum
hendak mendatangkan celaka, maka tidaklah ada penolaknya. Dan selain
daripadaNya, mendatangkan celaka, maka tidaklah ada bagi mereka
Pelindung. “(Q.S ar-Ra’ad: 11)

Dalam ayat di atas ditekankan pada pertengahan ayat, yaitu:

P e

Wtulﬂwyﬁuuwymgn

Artinya:” Sesungguhnya Allah tidaklah akan mengubah apa yang ada pada suatu
kaum, sehingga mereka ubah apa yang ada pada diri mereka (sendiri).

Telah kita ketahui bahwa kata “gaum” yang berarti “masyarakat”, dalam
sistem dinamik dapat ditafsirkan dengan sistem variabel. Sedangkan kata
“yugoyiru” adalah “mengubah”, dalam sistem dinamik dapat ditafsirkan sebagai
perubahan sistem variabel. Sehingga sistem dinamik dalam Al-Qur’an dapat

ditafsirkan sebagai perilaku masyarakat atau manusia yang saling berhubungan
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dan berubah sesuai dengan waktu. Manusia dapat dimisalkan sebagai dt, dx dan
du, sedangkan waktu dimisalkan dengan ds.

Pada penelitian ini, peneliti juga membahas mengenai titik
kesetimbangan, titik kesetimbangn itu diperoleh dari sistem persamaan dt, dx dan
du yang disama dengankan nol, dari sini ditemukan titik tetap dan nilai eigen,
kemudian dari nilai eigen tersebut kita tahu bahwa sistem persamaan tersebut
stabil atau tidak stabil. Dikatakan stabil apabila nilai eigennya berbentuk positif
semua, atau negatif semua, dan apabila salah satu nila eigen tersebut ada yang
negatif atau positif, maka dikatakan tidak stabil.

Contoh:

Pandang sistem (3.18) diasumsikan pada kasus 1

rdt -
T
dx
—— 4 _ — 55
ey (3.69)
du B 1
\ds Reu

Dimana:
dt = manusia A
dx = manusia B
du = manusia C
Selanjutnya menganalisis titik kesetimbangan dengan cara pada tiap

persamaan disamadengankan nol, sehingga diperoleh,
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u=20
Sehingga diperoleh titik kestimbangan (t,, x,, u,) = (0, £/u, 0)

Dalam Al-Qur’an juga disinggung mengenai titik kestimbangan, yaitu
bahwa Allah tidak memandang manusia dari segala sesuatu melainkan dengan
ketagwaannya. Sehingga manusia itu oleh Allah disamaratakan dengan nol, bukan
karena manusia tersebut cantik maka diberikan nilai lebih dari pada yang jelek,
bukan karena manusia tersebut kaya diberikan nilai lebih dari pada yang miskin,
dan sebagainya. Dari sinilah manusia akan saling berlomba-lomba untuk
mengubah dirinya, perubahan tersebut bergantung pada waktu mereka hidup
selama di dunia.

Selanjutnya yaitu menganalisis kestabilan, dengan cara mencari matriks

Jacobian yaitu:

[1 0 0
DF(t,x,u) = |0 2x 0
0 0 -1000 (3:70)
Nilai eigen dicari dengan menentukan A yang memenuhi
1-1 0 0

0 -2/u-12 0 =0 (3.71)

0 0 —1000 — 4
Diperoleh persamaan karakteristik

((1 — )(=2,/p — 2)(~1000 — )1)) —0=0 (3.72)

Maka diperoleh nilai eigen
ML=1, A, =-2Ju, A3=-1000
Dalam matematika dikatakan stabil apabila nilai eigennya berbentuk

positif semua, atau negatif semua, dan apabila salah satu nilai eigen tersebut ada
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yang negatif atau positif, maka dikatakan tidak stabil. Pada nilai eigen di atas
dapat dilihat bahwa manuisia A adalah positif, sedangkan manusia B dan C adalah
negatif. Berarti manusia B dan € selama hidup di dunia berusaha untuk merubah
dan memperbaiki dirinya dan berusaha untuk menyeimbangkan manusia A belum
bisa. Mungkin saja manusia B dan C oleh Allah diberikan kesempatan untuk
melakukan perubahan yang lebih baik. Tetapi hal itu juga butuh proses untuk
melaluinya. Dalam peribahasa juga disinggung “Karena setititk nila rusak susu
sebelanga” artinya gara gara kesalahan yang kecil pun semua jadi terkotori atau
rusak. Sehingga dapat disimpulkan bahwa sistem manusia tersebut tidak stabil.
Dan kelompok tersebut termasuk orang yang merugi.

Contoh kelompok manusia dikatakan stabil, pada saat semua nilai
eigennya adalah positif. Diperumpakan pada orang-orang yang bertagwa yaitu
manusia selama hidup selalu berusaha mendekatkan diri kepada Allah dan selalu
menjauhi larangan-Nya. Dan selalu tawadhu kepada Allah, dikatakan stabil.
Berarti kelompok manusia tersebut termasuk orang-orang yang beruntung.
Sedangkan contoh kelompok manusia dikatakan stabil, pada saat semua nilai
eigen adalah negatif. Diperumpamakan pada orang-orang kafir, yaitu manusia
selama hidup berusaha untuk mencari kebenaran, akan tetapi manusia tersebut
belum mendapat petunjuk dari Allah, sehingga manusia tersebut dikatakan

kelompok orang-orang yang belum beruntung.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan yang telah dilakukan pada bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut:
1. Analisis sistem dinamik pada model gelombang Navier-Stokes diasumsikan

pada 1 dimensi yaitu:

ou ou 1 0%u
ot u(')x_Re d0x?

Untuk mentransformasi persamaan Navier-Stokes di atas ke dalam sistem

persamaan diferensial biasa (PDB) di gunakan metode karakteristik, sehingga

diperoleh

(dt
—=\— 1
ds
dx 7

) ds
du 1 0%u
ds ~ Re\dx?

a. Pada kasus 1 diasumsikan u = u — x? diperoleh titik kesetimbangan
(t., x,,u) = {(0,+4/u,0)} adalah semua titik tetapnya adalah tidak stabil
dan semua jenis kestabilannya adalah pelana. Hal ini didasarkan pada
Tabel 2.2, yaitu apabila ada nilai eigen 1, >0 dan 4, <0 maka
dikatakan tidak stabil.

b. Pada kasus 2 diasumsikan u = ux — x? diperoleh titik kesetimbangan

(t,, x,,u) = {(0,0,0),(0,u,0)} adalah semua titik tetapnya adalah tidak
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stabil dan semua jenis kestabilannya adalah pelana. Hal ini juga
didasarkan pada Tabel 2.2, yaitu apabila ada nilai eigen A, > 0 dan
A, < 0 maka dikatakan tidak stabil.

Pada kasus 3 diasumsikan u = ux — x3 diperoleh titik kesetimbangan
(t., x,,u) ={(0,0,0), (0, +/u,0)} adalah titik tetapnya adalah tidak
stabil dan jenis kestabilannya adalah pelana. Akan tetapi pada saat
(t,, x,,u) = (0,0,0) tidak disimpulkan, karena salah satu nilai eigen
bernilai nol. Hal ini juga didasarkan pada Tabel 2.2, yaitu apabila ada

nilai eigen 4, > 0 dan A, < 0 maka dikatakan tidak stabil.

2. Adapun analisis potret fase grafik model gelombang Navier-Stokes adalah

sebagai berikut:

a.

Potret fase grafik pada kasus u = u — x? pada saat (t(s),u(s)) yaitu
yaitu tidak terjadi kestabilan pada titik kesetimbangan dan u(s) akan
terus bertambah dengan bertambahnya waktu.

Potret fase grafik pada kasus u = ux — x? pada saat (t(s),u(s)) yaitu
yaitu tidak terjadi kestabilan pada titik kesetimbangan dan u(s) akan
terus bertambah dengan bertambahnya waktu. Hal ini tidak jauh beda
pada kasus u = p — x?2.

Potret fase grafik pada kasus u = ux — x3 pada saat (t(s),u(s)) yaitu
yaitu tidak terjadi kestabilan pada titik kesetimbangan dan u(s) terjadi

perlambatan dan terus berkurang pada saat t(s) di titik (0.05).
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4.2 Saran
Pada penulisan skripsi selanjutnya dapat dibahas mengenai:
1. Dapat dianalisis kekonvergenan atau kestabilan Navier-Stokes di Ruang
Vektor yang lebih tinggi atau Ruang Metrik lengkap.

2. Analisis Navier-Stokes dapat dibawa ke dimensi yang lebih tinggi.

98



DAFTAR PUSTAKA

Abdussyakir. 2007. Ketika Kiai Mengajar Matematika. Malang: UIN Malang
Press

Angerhofer, B., and Angelides, C. 2000. System Dynamics Modelling in Supply
Chain Management: Research Review. Department of Information Systems
and Computing, Brunel University, UK

Anonim. Method of Characteristics.
http://en.wikipedia.org/wiki/Method_of characteristics (diakses tanggal 30
Juli 2011)

Ayres, Frank dan Ault, J.C. 1981. Theory and Problem of Differential Equations
SI (Metric) Edition (Schaum Series). Terjemahan Ratna Lily. 1984. Jakarta:
Erlangga

Al Maragi, A. M. 1974. Tafsir Al Maragi 11. Terjemahan Bahrun Abubakar, Lc.,
K. Anshori Umar Sitanggal dan Drs. Hery Noer Aly. 1987. Semarang: CV.
Toha Putra Semarang

Al Qurthubi, Syaikh Imam. 2009. Tafsir Al Qurthubi Jilid 14. Terjemahan
Fathurrahman Abdul Hamid, Dudi Rosyadi, Marwan Affandi. Jakarta:
Pustaka Azzam

Bartle, Robert G dan Sherbert, Donald R. 1927. Introduction to Real Analysis, 3"
Edition. New York: John Wiley and Sons

Boyce, William E dan DiPrima, Richard C. 1986. Elementary Differential
Equations and Boundary Value Problems. New York: John Willey & Sons,
Inc

Edward, C. H. Dan David. E. P. 2001. Differential Equation and Linier Algebra.
New Jersey: Prentice Hall International, Inc

Fatimah,  Siti. ~ 2010. Dinamika  pada  Sistem  Autoparametrik.
http://file.upi.edu/Direktori/FPMIPA/JUR._PEND._MATEMATIKA/196808
231994032-SITI_FATIMAH/12_Dinamik_pada_Autoparametrik-2010.pdf
(diakses tanggal 30 Juli 2011)

Finizio, N dan G. Ladas. 1982. Persamaan Diferensial Biasa dengan Penerapan
Modern. Edisi Kedua. Terjemahan Widiarti Santoso. Jakarta: Erlangga

Gozali, Sumanang M. 2010. Analisis Fungsional. Bandung: Universitas
Pendidikan Indonesia

Guswanto, Bambang H. Dan Nurshiami, Siti R. 2006. Analisis Riil. Purwokerto:
Universitas Jenderal Soedirman



Hariyanto, dkk. 1992. Persamaan Diferensial Biasa. Malang: Universitas Terbuka

Hirsch, Morris dan Smale, Stephen. 1970. Differential Equations, Dynamical
Systems, and Linear Algebra. New York: Academic Press, Inc

Islami, Nur Dini. 2007. Dinamika Pertumbuhan Mikroba dalam Chemostat.
Skripsi Tidak Diterbitkan. Malang: Matematika Unibraw

John. 2011. Persamaan Navier-Stokes.
http://www.scribd.com/john_dalton_18/d/55790302-Persamaan-Navier-
Stokes (diakses tanggal 30 Juli 2011)

Lynch, Stephen. 1964. Dynamical Systems with Application using MATLAB. New
York: The MathWorks, Inc

Mekka, Sudirman. 2011. Bilangan Reynolds.
http://www.scribd.com/doc/52998688/Bilangan-Reynolds (diakses tanggal
21 Agustus 2011)

Robinson, R.C. 2004. An Introduction to Dynamical Systems Continuous and
Discrete. New Jersey: Prentice Hall Education

Ross, Shepley L. 1984. Differential Equations. USA: John Willey & Sons, Inc

Rynne, Bryan P dan Youngson, Martin A. 2008. Linear Functional Analysis, 2"
Edtion. London: Springer

Shihab, M. Quraish. 2002. Tafsir Al-Mishbah Volume 6, Pesan Kesan dan
Keserasian Al-Qur’an. Jakarta: Lentera Hati

Shihab, M. Quraish. 2002. Tafsir Al-Mishbah Pesan, Kesan dan Keserasian Al-
Qur’an Volume 9. Jakarta: Lentolera Hati

Shihab, M. Quraish. 2002. Tafsir Al-Mishbah Volume 11, Pesan Kesan dan
Keserasian Al-Qur’an. Jakarta: Lentera Hati

Wiggins, Stephen. 1990. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems
and Chaos. New York: Springer-Verlag

Wirjosoedirdjo, Sri Jatno. 1996. Dasar-Dasar Metode Elemen Hingga. Jakarta:
Erlangga



KEMENTERIAN AGAMA RI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG

FAKULTAS SAINS & TEKNONOGI

Jin. Gajayana No. 50 Malang Telp. (0341) 551354 Fax. (0341) 572533

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI

Nama : Khoirotul Isfiyanti
NIM - 07610071
Fakultas/ Jurusan : Sains dan Teknologi/ Matematika
Judul Skripsi : Analisis Sistem Dinamik Model Gelombang Navier-
Stokes
Pembimbing | : Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd
Pembimbing Il : Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag
No Tanggal Materi Konsultasi Tanda Tangan
1 | 20 Juni 2011 Konsultasi Masalah 17
2 | 28 Juni 2011 Konsultasi Bab | 2.
3 | 5Juli 2011 Konsultasi Bab 11 3.
4 | 14 Juli 2011 Revisi Bab | dan Il 4.
5 | 14 Juli 2011 Konsultasi Keagamaan | 5.
Bab | dan Il
6 | 20 September 2011 | Revisi Bab Il 6.
7 | 21 Oktober 2011 Revisi Bab | dan Il 7.
8 | 20 Oktober 2011 Konsultasi Bab 1l 8.
9 | 6 Desember 2011 Revisi Bab 111 9.
10 | 19 Desember 2011 | Revisi Keagamaan Bab | 10.
11 | 29 Desember 2011 | Revisi Keagamaan Bab Il | 11.
12 | 3 Januari 2012 Revisi Bab |, 1l dan 111 12.
13 | 9 Januari 2012 Konsultasi  Keagamaan | 13.
Bab Il
14 | 10 Januari 2012 Revisi Keagamaan Bab 14,
i
15 | 10 Januari 2012 ACC Keagamaan 15.
16 | 12 Januari 2012 ACC Keseluruhan 16.

Malang, 10 Januari 2012
Mengetahui
Ketua Jurusan Matematika

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001




	07610071_PENDAHULUAN
	07610071_BAB I
	07610071_BAB II
	07610071_BAB III
	07610071_BAB IV
	07610071_DAFTAR PUSTAKA
	07610071_LAMPIRAN

