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MOTTO

“...dan janganlah kamu berputus asa dari rahmat Allah.
Sesungguhnya tiada berputus asa dari rahmat Allah,
melainkan kaum yang kafir".(Q.S. Yusuf:87)

vy

Bream a better dream
and then...

twork to make it real
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ABSTRAK

Ulfa, Arina. 2011Operator Linier Pembangkit dari Fungs Sinus Sin pada
Transformas Laplace. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malikdhim Malang
Pembimbing . Hairur Rahman, M.Si.

Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag.

Transformasi Laplace diperkenalkan pertama kalutah779 dan telah
digunakan untuk menyelesaikan beberapa persamdam daatematika. Pada
perkembangannya, transformasi ini dimanfaatkan kumtembangkitkan fungsi
sinus menggunakan suatu operator linier pembalig&iteratord. Fungsi sinus
yang dibangkitkan oleh transformasi Laplace menglgan generatorA
dinotasikan dengasin. FungsiSin dengan generater menyebabkan berlakunya
beberapa sifat yang disebut karakterisasi real.

Melalui kajian literatur, karakterisasi real inibdktikan menggunakan
perpaduan dari beberapa konsep yang telah dibakaelumnya. Dan
menghasilkan suatu pemahaman baru yang lebih yiaity berbentuk proposisi-
proposisi berikut:

1. Jika terdapat suatu fungsi sintim dan generatad berlaku:

a) fot(t —5)Sin(s) x ds € D(A)
dan4 fot(t —5)Sin(s) x ds = Sin(t)x — tx untuk semua € X.
b) Jikax € D(A), makav t > 0,
Sin(t)x € D(A) danA Sin(t) x = Sin(t)A x.
c) Ambil x,y € X. Makax € D(A) danAx = y jika dan hanya jika

jt(t —s)Sin(s) yds =Sin(t) x — tx (t=0)

2. Jika A suatu operator sedemikian sehing§jadan - A adalah generator
semigrup terintegral satu kali. Maka adalah generator fungsi sinus. Selain
itu, fungsi sinus terbatas secara eksponensialkgkimianya adalah semigrup
terintegral.

Kata Kunci: Operator Linier, Fungsi Sinus Sin, Transformesplace.
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Ulfa,

ABSTRACT

Arina. 2011.Generator Linear Operator of Sine Function Sin on
Laplace Transform. Thesis. Mathematics Department Faculty of
Science and Technology State Islamic University Miaa Malik
Ibrahim Malang
Advisor . Hairur Rahman, M.Si.

Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag.

Laplace Transform was introduced on 1779 and haea lised to solve

some equations in mathematics. This transformasianilized for generating sine
functionSin using a linear operater (generator). Sine function that is generated
by Laplace transform using generatbiis notedSin. Sine functionSin with
generatod hold some properties called real characterization.

Using literaries review, the real characterizatisnproved by some

concepts that have been discussed in the chagteelsnd finally result the new
understanding that is more detail. Their formspamposition below:
1. Let Sn be a sine function andl be its generator. Then the following holds:

d) fot(t —5)Sin(s) xds € D(A)
andA fot(t —5)Sin(s) x ds =Sin(t)x — tx forall x € X.

e) If xe D(A),thenvt > 0,
Sin(t)x € D(A) andA Sin(t) x = Sin(t)A x.
f) Let x,y € X. Thenx € D(A) andAx = y if and only if

J-t(t —s)Sin(s) yds = Sin(t) x — tx (t=0)

Let A be an operator such thdt and - A generate once integrated
semigroups. Them? generates a sine function. Moreover, the sine
function is exponentially bounded if both integchtEmigroups are.

Key words: Linear Operator, Sine Function Sin, Laplace Tiams
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Quran memberikan informasi kepada manusia akasnya ilmu
pengetahuan yang tidak terbatas di jagat rayaSebagian dari ilmu tersebut
hanya tersirat dalam beberapa firman-Nya di daldr@Qux’an. Artinya, perlu
diadakan kajian atau pun penelitian untuk memahiémi tersebut. Hal ini
menandakan bahwasanya menuntut ilmu sangat pévagickehidupan.

Begitu juga kedudukan orang-orang yang memilikiuilfAalim). Allah

menegaskan kedudukafalim di dalam Al-Qur'an surat Al-Mujadilah ayat 11,

yaitu:

- - e 2 Y d
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“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kelamu: "Berlapang-
lapanglah dalam majlis”, Maka lapangkanlah niscapdlah akan memberi
kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Betdiri kamu”, maka
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orangwog yang beriman di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahbeberapa derajat. Dan
Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjaké@3 Ai-Mujadilah:11)

Oleh karena kedudukan ilmu dianggap sangat pergegtgngga Allah
memerintahkan kepada seluruh makhluk khususnyapseirang Islam agar
menjadi umat yang cerdas dan jauh dari kabut kdsddPerintah tersebut telah

tersurat dan tersirat dalam banyak ayat Al-Qur'am dHadits. Salah satunya

dalam surat Al-Bagarah ayat 151, Allah berfirman:
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“Sebagaimana (Kami telah menyempurnakan nikmat K&epadamu) Kami
telah mengutus kepadamu Rasul di antara kamu yamgnbacakan ayat-ayat
Kami kepada kamu dan menyucikan kamu dan mengajdt&padamu Al-kitab
dan Al-Hikmah, serta mengajarkan kepada kamu apagy®elum kamu
ketahui.”(QS. Al-Bagarah:151)

Ayat di atas mengajarkan umat manusia akan pentngnembaca,
menangkap dan meneliti ayat-ayat Allah yaitu segaluatu terkait tanda-tanda
kebesaran Allah dan kekuasaan. Dengan kemampuarbacanayat-ayat Allah
wawasan dan ilmu pengetahuan seseorang semakiddonasendalam, sehingga
sampai pada kesadaran diri terhadap wujud dzat Yalga Pencipta (yaitu
Allah).

Matematika merupakan sebuah ilmu pengetahuan gasar dibutuhkan
semua manusia dalam kehidupan sehari-hari baikasémagsung maupun tidak
langsung (Rahman, 2007:1). Alam semesta memuai-tegor dan konsep
matematika, meskipun alam semesta tercipta sebelatematika itu ada. Alam
semesta serta segala isinya diciptakan Allah den@aran-ukuran yang cermat
dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yanganagdan dengan rumus-rumus

serta persamaan yang seimbang dan rapi (Abdusg@aRir;79).

Dalam Al-Qur’an surat Maryam ayat 94 telah disebotkahwa :

& o R

“Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah meds@ menghitung mereka
dengan hitungan yang teliti (QS. Maryam:94)



Ayat tersebut merefleksikan kepada manusia bahwasailah menyusun
alam semesta ini dengan cermat dan teliti. Halsesungguhnya adalah ciri
konsep matematika yang teraplikasikan di berbagkanm, seperti pada teknik
pemodelan sistem aliran yang menggambarkan genaégrkel-partikel dalam
suatu pola tak beraturan yang secara matematis palean gerak brown
(Brownian Motiorn). Pemodelan ini dapat dijelaskan dengan menggunaicdel

Kac Walks yang akan menghasilkan persamaan Telegraf
2 " ’
— +2a—=c? % atauu (t) + 2au (t) = Au(t)

2
dengand = ¢? ZTZ operator linier pada ruang Banacth

Persamaan Telegraf terselndll posedika dan hanya jika operator linier
A merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos (teaksdkk, 1999). Untuk
membuktikan teorema pembangkit untuk fungsi kosirdiperlukan beberapa
sifat dasar dari fungsi-fungsi sinus dan operagonipangkitnya.

Di sisi lain, telah dikenal dalam ilmu Matematikentang transformasi
Laplace yang diperkenalkan pertama kali oleh Pieaplace pada tahun 1779
dalam penelitiannya pada probabilitas. Selanjutkggunaan dari transformasi
Laplace ini dikembangkan oleh G. Doestsch untuk yeksaikan persamaan
diferensial (Nagle dan Saff, 1993: 276).

Pada perkembangannya, transformasi ini dimanfaatkantuk
membangkitkan fungsi sinus menggunakan suatu apeliater (generator)A.
Fungsi sinus yang dibangkitkan oleh transformaspld@e menggunakan
generatorA dinotasikan dengafiin. Hubungan fungsbin dengan generatot

menyebabkan berlakunya beberapa sifat yang digebakterisasi real.



Pada penelitian kali ini, penulis mencoba untuk gaemalisis tentang
fungsi sinus yang dibangkitkan oleh transformaglaee menggunakan operator
linier pembangkit A. Sehingga penulis tertarik untuk mengangkat judul
"Operator Linier Pembangkit dari Fungs Sinus Sin pada Transformas

Laplace".

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah di atas, makasan permasalahan
yang akan dibahas yaitu bagaimana karakterisadi seatu operator linier

pembangkitd dari fungsi sinus Sin pada transformasi Laplace?

1.3 Tujuan Pendlitian
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui dan mdrab&arakterisasi real
suatu operator linier pembangk# dari fungsi sinus Sin pada transformasi

Laplace.

1.4 Manfaat Pendlitian
1. Bagi Penulis
Penelitian ini  diharapkan mampu membantu penulis landa
mengembangkan dan mengaplikasikan pengetahuan atdanmyang
telah diperoleh selama di bangku perkuliahan khugsusdi bidang

analisis.



2. Bagi Pembaca
Penelitian ini diharapkan mampu menambah wawasambaea tentang
operator linier , terutama operator linier padagii Sinus Sin, sehingga
nantinya penelitian ini dapat dikembangkan padasah yang lebih luas.
3. Bagi Jurusan Matematika
Sebagai tambahan bahan pustaka di bidang matenaatifiais yang dapat
dimanfaatkan untuk perkembangan kedalaman ilmu qiehgan

khususnya di jurusan Matematika UIN Maulana Mdtikahim Malang.

1.5 Metode Penelitian
Penelitian ini merupakan sebuah penelitian kepastaKibrary reseach
yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh data-daan informasi
menggunakan teknik dokumenter, artinya data-datanbsu penelitian
dikumpulkan dari dokumen-dokumen, baik yang berbp&u, artikel, jurnal,
majalah, maupun karya ilmiah lainnya yang berkaidengan topik atau
permasalahan yang diteliti.
Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan antara lain:
1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumbesrniasi yang
berhubungan dengan topik yang diteliti.
2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjtéa pembuktian yang
lebih rinci tentang karakterisasi real operatodari fungsi sinus Sin pada
transformasi Laplace.

3. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil pembahasan.



1.6 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudaheldiah dan dipahami,
maka digunakan sistematika pembahasan yeng tetdiri lima bab. Masing-
masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengarsan sebagai berikut:
BAB | . PENDAHULUAN
Bagian ini meliputi: latar belakang permasalahaomusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, detematika
penulisan.

BAB II: KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teoridjegang mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antiawrabdaisi
tentang dasar-dasar teori sebagai acuan dalamigsmskripsi ini,
seperti definisi operator linier dan teorema Laplac
BAB Il : PEMBAHASAN
Bagian ini menguraikan semua langkah-langkah yang pada
metode penelitian, yaitu menemukan karakterisagtusoperator
linier pembangkit A dari fungsi sinus Sin pada transformasi
Laplace serta kajian keagamaan yang berkaitan desyggrator.
BAB IV : PENUTUP
Pada bagian ini disajikan kesimpulan dan saraagsebmasukan

untuk penelitian selanjutnya.



BAB |1
KAJIAN PUSTAKA
Pada bab ini dipaparkan teori-teori yang digunad&magai acuan dalam
menyelesaikan permasalahan pada bab selanjutnya,ysaég berkaitan dengan

pokok permasalahan yang dibahas.

2.1 Ruang Vektor

Definisi 2.1.1 (Goffman dan Pedrick, 1974:50)

Ruang vektoX atas suatu field adalah himpunark, pemetaarix,y) — x + y

dariX? ke X, dan pemetaafu, x) — ax dariF x X ke X, sedemikian sehingga

a) X adalah grup abelian dengan opefasy) » x +y; x,y € X

b) a(bx) = (ab)x;a,b € F; x € X (Hukum Asosiatif)

c) (a+b)x=ax+bx,a(x+y)=ax+ay; a,b €F; x,y € X (Hukum
Distributif)

d) 1x = x; x € X (1 adalah identitas untuk operasi perkalian)

Contoh 2.1.2

Diberikan himpunan bilangan reRl dengan operasi penjumlahan (+) dan operasi
perkalian skala¢-). Tunjukkan bahw&® adalah ruang vektor at&d

Selesaian:

Jika R adalah ruang vektor maka harus memenuhi selufah ghda Definisi

2.1.1, yaitu:



a) Akan ditunjukkan(R, +) adalah grup abelian
I. Vx,y € R berlakux + y € R (tertutup diR)
ii. Vx,v,z € R berlaku(x +v) + z = x + (y + z) (assosiatif)
iii. Terdapat identitad = 0 sehinggaVx € R maka x + 0 = x (identitas
kanan dar) + x = x (identitas Kiri)
iv. VxR, 3x"1e€R3x+x"1 =0 (invers)
V. Vx,y € R berlakux + y = y + x (komutatif)
Terbukti (R, +) adalah grup abelian
b) Vx € R danp, q € R berlakup(gx) = (pq)x
C) Vx,y € Rdanp,q € R berlaku
(p+q)x =px+qx danp(x +y) = px + ay
d) vx € R berlakulx = x

TerbuktiR termasuk ruang vektor.

2.2 Ruang Metrik
Definisi 2.2.1 (Bartle dan Sherbet, 1994:365)
Metrik pada himpunanS adalah fungsid:S xS — R yang memenuhi sifat
perikut:
a) d(x,y)=0,Vx,yeES
b) d(x,y) =0 x=1y
c) dx,y)=d(y,x),Vx,y€S
d) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),Vx,y,z€R

Ruang metrik(S, d) adalah himpunafi dengan metriki padas.



Contoh 2.2.2

DiketahuiX adalah subset pada bidaRg< R dand didefinisikan oleh

ST

d(x,y) = [(x1 = y)* + (x2 — ¥2)?]
Di manax = (x4, x;) dany = (y,,y,). Tunjukkand metrik!
Selesaian:

Akan ditunjukkan bahwd memenuhi aksioma metrik.
1
a) Vx,y € (R XR),x # 0 atauy # 0 maka[(x; —v1)? + (x; — ¥,)?]2 =0

b) [(r1 = y2)* + Gz = ¥2)*[ = 0
(e —y1)? + (2 —y2)* =0
(= y1)? = —(x2 — ¥2)?
(1 —y1)? = —(x2 — y2) (x2 — ¥2)
G =y 0 —y1) = (72 — x2) (%2 — ¥2)
O —y1) = (2 —x2)
X1+ % =y + Y,
karenax = (x;,x,) dany = (y,y,) makax = y

1
2

c) d(x,y) = [(x1 —y1)* + (x; — ¥2)?]
= [(—DO1 = x)* + (D, - )|
= (=12 — x)? + (~1)2(yz — x)°12

= (1 — x0)? + (v — )22

=d(y,x)
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d) doy) = [ — y)? + (s — y2)?T2
< [y — 200 + (3 — 2)2T+[(21 — 1) + (25 — )22
=d(x,z) +d(z,y), Vx,y,Zz€ER

Oleh karena seluruh aksioma pada Definisi 2.2 detarhi, makal adalah metrik

padas.

Definisi 2.2.3 (Bartle dan Sherbet, 1994:366)
Misal (S,d) adalah ruang metrik, maka untak> 0, e-persekitaran dart, di S
adalah himpunan
Ve(xg) = {x € S:d(xy,x) < €}
Persekitaran darr, adalah sebarang himpun&hyang memuag-persekitaran

darix, untuke > 0.

Definisi 2.2.4 (Bartle dan Sherbet, 1994:367)
Misal (x,) adalah barisan di ruang metrigs,d). Barisan (x,) dikatakan
konvergen kex di S jika

Ve > 0,3K(¢) € N 3 x,, € V.(x),Vn = K(¢).

Perhatikan bahwa kareng, € V.(x) jika dan hanya jikad(x,, x) < ¢,
suatu barisalix,) konvergen ker jika dan hanya jika untuk setiap> 0 terdapat
K (¢) sedemikian sehingg#(x,, x) < € untuk setiam > K(¢). Dengan kata lain,
suatu barisan(x,,) di (S,d) konvergen kex jika dan hanya jika barisan dari

bilangan-bilangan reqd (x,, x)) konvergen ke.
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Definisi 2.2.5 (Bartle dan Sherbet, 1994:367)
Misal (S, d) adalah ruang metrik. Barisgn,,) di S dikatakan barisan Cauchy jika

Ve > 0,3K(e) € N 3 d(x,, x,,) < &,Vn,m > K(g).

Definisi 2.2.6 (Bartle dan Sherbet, 1994:368)
Ruang metrik(S, d) dikatakan komplit jika setiap barisan Cauchys dionvergen

ke suatu titik diS.

Contoh 2.2.7 (Bartle dan Sherbet, 1994:368)
RuangC|[0,1] dengan metriki,, didefinisikan sebagai berikut
doo = sup{|fu(x) = fn(x)|: x € [0,1]}
Buktikan bahwa ruang metrilC[0,1], d.,) adalah komplit!
Selesaian:
Akan ditunjukkan bahwa setiap barisan Cauch@[@)i1] konvergen ke suatu titik
di €[0,1]. Anggap(f,) adalah suatu barisan Cauchy@,1] yang berkaitan
dengan metrikd,,. Diberikane > 0, terdapatK(¢) sedemikian sehingga untuk
setiapn, m = K(¢) dan setiapx € [0,1] maka
/(%) = fm ()] <€ (2.1)

Dengan demikian untuk setiap barisan(f,(x)) adalah Cauchy dR, dan
konvergen diR. Didefinisikanf sebagai titik limit dari barisafy;, (x)), yaitu

f(x) =lim (f,(x)) untuk setiapc € [0,1].
Berdasarkari2.1) bahwa untuk tiag € [0,1] dan tiapn > K(¢), maka

|/n() = fO)] < e.
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Akibatnya, barisan (f,) konvergen seragam kg pada[0,1]. Karena limit
seragam dari fungsi-fungsi kontinu juga kontinu mékngsif berada dic[0,1].

Oleh karena itu, ruang metri[0,1], d.,) adalah komplit.

2.3 Norm
Definisi 2.3.1 (Rynne dan Youngson, 2008:31)
Misal X suatu ruang vektor di. Norm padaX adalah suatu fung§i- || : X —» R
sedemikian sehingga untuk semu)& € X danc € [ berlaku,
D llxlf=0
(2) |lx || = 0 jika dan hanya jika = 0
3) llexll = [c [ llxll

@) llx + yll < llxll + llyl

Contoh 2.3.2 (Rynne dan Youngson, 2008:32)
MisalkanV = R, {f = (a4, ...., ay) |a; € R}. Didefinisikan fungsi|-|| : V — R

dengan

1

n 2
Il = (Z aﬂ)
1
Tunjukkan bahwd-|| adalah norm!
Selesaian:
Jika ||-]| adalah norm maka harus memenuhi sifat-sifat noesua dengan

Definisi 2.3.1, yaitu:
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1
a) (Ifl=Cta?2=20
1 1
b) Ifll = Ea®)? = (a:® + a® + az® + -+ 4, 2)2 =0
Karenaa;? + a,% + a3 + -+ a,% = 0 maka

a, =0, =az =-=a,=0, f=0
o) llefll = (Z2(ca)?)z

= (DE(Tr a?)z
= lc|(Zr a?)z
= lellIfl
d) Ambil {f = (ay,...., @) |@; € R}, {g = (B4, .-, Bn) |Bi € R} € V dimana

Ifll = EF ;%) dan|lgll = (X% B;*) maka berlaku ketaksamaan segitiga

1

If +gll = (TPa?+B%)?
= (T, + B2
= (Xta? + X1 B°)?

< (Sra?)z + (SEE7 = If Il + llgll

Karenal|f|| = (T ;%) memenuhi Definisi 2.1.1, maka terbult|| adalah norm.

2.4 Ruang Banach
Definis 2.4.1 (Rynne dan Youngson, 2008:48)
Ruang Banach adalah ruang vektor bernorm yang kbrpatla metrik yang

berkaitan dengan norm.
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Contoh 2.4.2 (Goffman dan Pedrick, 1974:71)

Diberikan ruang vektol,, p > 1, dari barisan-barisan di mangg.,|x;|? < o

1
dengan nornilx|| = [X5_,|x,|?]r. Tunjukkan bahwd, adalah ruang Banach!

Selesaian:
Jikal, adalah ruang Banach maka harus ditunjukkan baktiapsbarisan Cauchy
di [, konvergen ke suatu titik dj. Ambil sebarang barisan Caucfwy,) di ruang
vektorl,, akan ditunjukkan bahw@,) konvergen ke suatu titik

Ve > 0,3K(e) € N 3 d(x,, x,) < &,Yn,m = K (&)

Ambil K(¢) = 2 untuk setiap(x,) barisan Cauchy dij,

o0
p
d(xm: xn) = lei,m I xi,nl
=1

o0

= lei,m + X — X — xi,nlp

i=1

o0

= lei,m — X — Xip T+ xilp
i=1
00)

= > |(tim = 2) + (2 = xi0) [
i=1
0

= Z(|xi,m — x| + [xin — xil)p
i=1

® o0
& &
= lei'm = %]’ +Z|xi,n ~x|" = 2 t77¢
1 i=1

i=
1
Terbukti ruang metrik I, d) dengan norml|x| = [ ©_|x,|P]P komplit,

sehinggd,, adalah ruang Banach.
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2.5 Transformas Linier Kontinu
Lemma 2.5.1 (Rynne dan Youngson, 2008:88-89)
Misal X danY adalah ruang linier bernorm dafi: X — Y adalah transformasi
linier, maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivale
a) T kontinu seragam;
b) T kontinu;
c) T kontinu di 0;
d) Terdapat suatu bilangan real postifsedemikian hinggdiT (x)|| < k di
manax € X dan||x|| < 1;
e) Terdapat suatu bilangan real positisedemikian sehingd#l' (x)|| < k||x||
untuk semua € X.
Bukti:

(a) = (b). T kontinu seragam sehingga untuk setiap- 0 terdapat
& > 0 sedemikian sehingga untuk sebarange X yang memenuhjlx — t|| <
6, maka ||[T(x) — T(t)|| < e. Oleh karena itu, jika diambil suatu titik € X
yang juga memenulix — m|| < §, maka||T(x) — T(m)|| < . JadiT kontinu di
titik m.

(b) = (c). KarenaT kontinu, maka untuk setiap > 0 terdapats > 0
sedemikian sehingga untuke X darf|x —t|| < &, maka ||[T(x) —T(®)|| < €.
Jika diambilt = 0 dengane > 0, terdapats > 0 sedemikian sehingga|| < &,
maka

ITC) =TI =TI <e.
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di mana||T(0)|| = 0. Oleh karena itul kontinu dit = 0.
(¢) = (d). Sebagaimand kontinu pada 0, ambil = 1 terdapat suatu

& > 0 sedemikian sehingfl@(x)|l < 1untuk x € X dan ||x|| < &. Misalkan

w € X denganllwll < 1. Selain itu, |2(| = Sl <6, |7(%)| <1danT
sebuah transformasi Iinlé(gzﬂ) s —gT(a)). Maka, ngla)ll < lda||w]|] < %.

Oleh karena itu, kondi&l) memenuhi dengak = %.

(d) = (e). Misalkan ad& sedemikian sehingg8||x|| < k untuk setiap

x € X dan||x|| < 1. SehinggaT(0) = 0 jelas bahwal||(0)| < k||0]|. Misalkan

y €X dany # 0. Sebagaimadhﬁ” =1 maka ”T(”z—”)” < k. SehinggaT

merupakan suatu transformasi linier

o = () 7o = [ (2] <

dan|T)Il < kllyll. SehinggallT(y)|| < kllyll untuk setiapc € X.
(e) = (a). T adalah suatu transformasi linier,
ITG) =TI = ITGe =PI < kllx — yll

Untuk setiapx,y € X. Misalkane >0 dané = % sehingga saat,y € X dan

llx—yll <&

IT@) =TI < kllx = yll < k (7) = €.

Oleh karena itu] adalah kontinu seragam.
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2.6 Operator Linier
Definisi 2.6.1 (Ghozali, 2001:7)
MisalkanX danY masing-masing adalah ruang bernorm. Suatu pemdtgang
mengaitkan setiap unsur di domaii(4d) € X dengan unsur tunggat €Y
disebut operator. Suatu operatodikatakan linier jika memenuhi:
1. Alu+v)=Aw)+AWw); Yu,v e D(A)
2. A(au) =aA(m);YVu€eD(A), a €R
Atau secara sederhana operatatikatakan linier jika memenuhi
A(cu + dv) = aA(u) + BA(v),V u,v € D(A),dana, B € R

Pada pembahasan selanjutnya diasumdika) = X.

Contoh 2.6.2
Misal u; = 2a; + b;, Yu;, a;, b; € X, Tunjukkan bahwa pemetaaA:X - Y
adalah operator linier!
Selesaian:
Misal c¢,d € R. Berdasarkan Definisi 2.3.14 dikatakan operator linier jika
memenuhi
A(cu + dv) = aA(u) + BA(W).

Misalu = u,, danv = u,,
A(cum + duy) = A(c2ay, + by) + d(2a, + by))

= A(cQay + by)) + A(d(2a, + by))

=cAQ2a,, + b,y,) + dAQ2a, + by,)

= cA(uy) + dA(u,)
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Dengan demikian karena terbukti bahwa
A(cuy, + duy) = cA(u,y,) + dA(uy)

Jadi,A adalah operator linier.

Definisi 2.6.3 (Rynne dan Youngson, 2008: 91)

Misal X danY adalah ruang linier bernorm ddnX — Y adalah transformasi
linier. T dikatakan terbatas jika terdapat bilangan realitipos sedemikian
sehingga

|Ax|| < k|| x]|, Vx € X

Misal X dan Y adalah ruang linier bernorm. Himpunan dari semua
transformasi linier kontinu daX keY dinotasikan dengaB(X,Y). Elemen dari
B(X,Y) juga dikatakanoperator linier terbatasatau operator linier, atau

terkadang hanyaperator.

Teorema 2.6.4 (Rynne dan Youngson, 2008: 93)

Misalkan X suatu ruang bernorm dimensi berhing@§fasebarang ruang linier
bernorm daif: X — Y suatu transformasi linier. Malakontinu.

Bukti:

Ditentukan suatu norm baru pakdaKarena akan berbeda dengan norm yang asli,
dalam kasus ini harus menggunakan notasi yang dertle antara dua norm.
Misalkan [|-||;: X = R yang didefinisikan oleh||x||; = ||x|| + ||T(x)||. Akan

ditunjukkan bahwd-||; adalah suatu norm untik Misalkanx,y € X danA € F.
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@ lxlly = llxll + 1T GOl = 0.
(i) Jika ||x]l; = 0 maka||x|| = ||[T(x)|| = 0dan x = 0, sementara jikac = 0
makal|lx|| = |IT(x)|| = 0 danl|x], = 0.
(iii) [[Ax[l, = l[Ax]l + IT @A)
= [Alllxll + [T Gl
= [l lxIl + 1T GOl
=[xl
(V) llx + ¥l = llx + yll + ITCx + Y
= llx +yll + ITC) + T
< [lxll + llyll + ITCOIl + NIT I
= [lxlly + [lylls
Jadi,||-||; merupakan norma pada Sekarang misalkaki berdimensi berhingga,
I-]l dan||:||; ekuivalen dan terdapa# > 0 sedemikian sehingghw||; < K||x]|
untuk semuax € X. Karenanyal|T(x)|| < K||x|| untuk semuax € X dan T
terbatas.
Jika domain dari transformasi linier adalah dimebsrhingga maka
transformasi linier adalah kontinu. Akan tetapka daerah hasilrange) adalah

dimensi berhingga, maka transformasi linier tidakuis menjadi kontinu.

Lemma 2.6.5 (Rynne dan Youngson, 2008: 95)
Misalkan X dan Y merupakan ruang linier bernorma danT € B(X,Y) dengan
ISCON < kqllx]l dan [|T(x)|l < k,|lx]] untuk semuax € X. Misalkan A € F.

Maka
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@ 1S+ T < (ky + kp)llx]| untuk semua € X;
(b) 1A Ol < |Alk|lx]] untuk semua € X;
(c) B(X,Y) adalah suatu sub ruang linier dafiX,¥) danB(X,Y) suatu ruang
vektor.
Bukti:
(@) Jikax € X maka
1S+ DI < ISCOIl + ITCON < kallxll + kallx]l = (ky + k) Il
(b) Jikax € X maka
1Al = [ANSCOIl < |41k [lx]].
(c) Dengan bagian (a) dan (I8+T danAS di B(X,Y) sehinggaB(X,Y) adalah
suatu sub ruang linier padaX,Y). KarenanyaB(X,Y) merupakan suatu

ruang vektor.

Lemma 2.6.6 (Rynne dan Youngson, 2008: 97)

MisalkanX danY merupakan ruang bernorm. Jikik B(X,Y) — R didefinisikan

oleh||T|| = sup{||IT(x)||: l|x]]| < 1} maka tunjukkar|-|| merupakan suatu norm di

B(X,Y).

Bukti:

MisalkanS ,T € B(X,Y) danA € F.

(i) Jelad|T|| = 0 untuk semud € B(X,Y).

(ii) Ingat bahwa transformasi linier nBlmemenuhiR (x) = 0 untuk semua €
X. Karenanya||T|| = 0 & ||Tx|| = 0 untuk semua € X.

< Tx = 0 untuk semua € X
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< T merupakan transformasi linier nol.
(i) Misal ||IT(x)|l < IIT|l|x|l, berdasarkan Lemma 2.6.5 (b) didapatkan
ATYCHN < [AIT x|l untuk semua € X
karenanyal|AT|| < |A||T|.
JikaA = 0, makal|AT|| = |A|||IT||, sementara jikd = 0 maka
ITIl = NIAT*ATI < [AZHIATI < [AHANTI = 1Tl
Sehinggal|T|| = |A|~Y||AT]| dan
AT = [AHITII.
(iv) Sifat terakhir dicek dengan pertidaksamaan segitiga
IS+ TN < ISCONl + IIT Ol
< (IS Il + N THI ]

= (ISI+ T DNl
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Oleh karena itu,
IICS + DI < ISI[ + [[T]].

SehinggaB (X, Y) adalah suatu ruang vektor bernorm.

2.7 Resolvent Set
Definisi 2.7.1 (Arendt dkk, 2001:462)
Diberikan ruang Banacki padaC dan operatod : D(A)— X. Resolvent set dari
A, ditulis p(A) didefinisikan sebagai :

p(4) := {1 € C|(A] — A)~1} ada dan terbatas pa&a
FungsiR(:,A): p(A) - L(X) disebut resolvent daA.
Dalam hal ini

Aep(A) — RAA) =A—-A)te LX)

Contoh 2.7.2:

MisalkanAx(t) = x2(t) suatu operator kuadrat pada suatu ruégtyl). A suatu
operator danl merupakan identitas dari operator dengas 1. Jika A €
p(A) denganp(A) resolvent setari A, maka resolvent da ditulis R(4,4) =

(A—x)"1.

Proposisi 2.7.3 (Arendt dkk, 2001: 465)
Diberikan suatu operatod padaX denganp(A) # @ danT € L(X). Maka
pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen:

i) R(L,A)T =TR(A, A), VA € p(4)
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i) R(A,A)T = TR(4,A), untuk beberapa 1 € p(4)

Untuk setiapc € D(A), T(x) € D(A) danATx = TAx.

2.8 Transformasi L aplace
Definisi 2.8.1 (Nagle dan Saff, 1993:278)
Misalkan f(t) adalah suatu fungsi pad@, ). Transformasi Laplace dafi

adalah fungsF yang terdefinisi oleh integral

(0e]

F(s) = fe‘“f(t)dt (2.2)

0

Domain dariF (s) adalah setiap nilai dasi sehingga persamad@.2) terdefinisi.

Transformasi laplace dafidinotasikan dengaf dan L{f}.

Contoh 2.8.2 (Nagle dan Saff, 1993:279)

Diketahui fungsi Konstarf(t) = 1,t = 0, tentukan transformasi Laplace dari
f@)!

Selesaian:

Berdasarkan persamad@d.2) maka transformasi Laplace dgf(t) =1,t >0

adalah sebagai berikut

[ee)

F(s) = f e St.1dt = lim | e Stdt = lim
N—-oo N—-oo S
5 0 t=0

—est

t=N 1 e—sN
= lim [—— l
N-o | § S

Karenae SN - 0 ketikas > 0 adalah tetap daM — oo, maka diperoleh

F(s) = i, untuks > 0
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Ketika s <0, maka integralfowe‘“ dt divergen. Karena(s) =§ , dengan

domainF (s), untuk setiag > 0.

Definisi 2.8.3 (Nagle dan Saff, 1993: 282)

Suatu fungsif(t) dikatakan kontinu sebagian-sebagian pada intdrediingga
[a, b] jika f(t) kontinu pada setiap titik di [a,b] kecuali kemungkn untuk
bilangan berhingga dari titik-titik dimanaf(t) mempunyai suatujump
discontinuity.

Suatu fungsif(t) dikatakan kontinu sebagian-sebagian pf@laoc) jika f(t)

kontinu sebagian-sebagian[dj N] untuk semu& > 0.

Definisi 2.8.4 (Nagle dan Saff, 1993: 283)
Suatu fungsi f(t) dikatakan eksponensial berorde jika terdapat konstanta
positif T danM sedemikian sehingga

F(D)] < Me® (2.3)

untuk semua > T.

Teorema 2.8.5 (Nagle dan Saiff, 1993: 284)

Jika f (t) kontinu secara sebagian-sebagiafOgdeo) dan eksponensial berorde
makal{f}(s) ada untuk semua> «a.

Bukti:

Sebelumnya perlu ditunjukkan bahwa integral
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F(s) = Jooe_“f(t) dt
0

konvergen kes > «. Dimulai dengan memisahkan integral berikut menghd

integral terpisah:

F(s) = [ et f(e) dt + [ e™ f(t) dt (2.4)
Dimana T dipilih sedemikian sehingga ketaksama@ms) terpenuhi. Integral
pertama pada persamagh4)ada sehinggaS'f(t) kontinu sebagian-sebagian
pada interval0, T] untuk sebarang yang tetap. Untuk melihat integral kedua di
(2.4) konvergen, maka digunakan uji perbandingan unti&gral tidak layak.
Karena f(t) eksponen berorder, untuk t > T diberikan |f(t)| < Me?%t, dan
karenanyale Stf(t)| = e St|f(t)| < Me~C~®t untuk semua > T. Sekarang

untuks > «a,
[ me--or e = [ e a
T T

1

S—a

=M- .o~ (s—ajt

Me—(s—a)T

S—a

< oo,

Karenale St f(t)] < Me~C~®t untukt > T dan integral tidak layak dari fungsi

konvergen yang lebih besar untuk> a, maka dengan uji perbandingan, integral

jT we‘“ f(®)dt

konvergen untuks > a. Akhirnya, karena dua integral pad@.4) ada,

transformasi Laplacé{f}(s) ada untuks > «a.



26

Beberapa Sifat Penting Transformasi L aplace
1. Sifat Linier
Teorema 2.8.6 (Nagle dan Saff, 1993: 281)
Misalkan f; dan f, adalah fungsi-fungsi yang mempunyai transformésituk
s > a, danc merupakan konstanta, maka
L{f1 + f2} = L{fi} + L{f2}

dan

Licf1} = cL{f1}
Bukti:

Menggunakan sifat kelinieran integral, untuk « diberikan

LUf + F)() = f et [£1(0) + f5,(6)]dt

0]

S jooe_“fl(t)dt+f e St f()dt
0

0

= L{f1}(s) + L{f2}(s)

Dengan cara yang sama diperoleh

Llefi}(s) = j et [cf, (D)]dt

0

= cj;ooe‘“ f1(t)dt

= cL{f1}(s) .

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2. Sifat Translasi atau Pergeseran Pertama

Teorema 2.8.7 (Nagle dan Saff, 1993: 287)

Jika L{f}(s) = F(s) ada untuks > a, maka
L{e*f()}(s) =F(s — a)

untuk s > a + a.

Bukti:

Akan dihitung

(0]

L{FY(s) = F(s) = f et 9t £ (£)dt

0

= fooe‘(s‘a)ff(t)dt
0

=F(s —a).

Teorema 2.8.8 (Nagle dan Saff, 1993: 287)
Jika f(t) kontinu padg0, ) danf’(t) kontinu sebagian-sebagian pgdac),
dengan eksponen berordemaka untuls > «,

LI ©)3(s) = sL{f}(s) — F(0)

Bukti:

Karena L{f'(t)}(s) ada, maka dapat menggunakan integral parsial untuk

menemukarC{f'(t)}(s).

Misal u = e 5t dandv = f'(t)dt maka
LFYS) = [ et (©de = limy oo [} e™f' (D)t (25)

= lim [e™tf (I} + s} et f(t)de
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= lim e™*Vf(N) = £(0) + 5 lim [ et f(tdt
= lim e™Mf(N) = £(0) + sL{f}(s)
Untuk menghitungl\l]ijgoe‘SNf(N), ditinjau bahwaf (t) eksponen berorder,
terdapat suatu konstanthsedemikian sehingga untdk besar,
leSNF(N)| < e NMe=N = Me=(~ON,
Karenanya, untuk > «a,
Jim [N (V)| < lim Me=6=®N = 0,
dan juga
Al]i_r)roloe_s"’f(N) P
Untuk semuas > a. Persamaa(2.4) direduksi ke

L{F'(©)3(s) = sL{f}(s) — F(0).
Dengan menggunakan induksi, maka teorema terakpatdliperluas untuk order

turunan yang lebih tinggi pagdt).

Contoh 2.8.9 (Ross, 1984:414)

Anggap suatu fungsif didefinisikan f(t) = Sinat maka transformasi
Laplacenya adalald{sin at} = f(:o e * sin (at)dt. Selanjutnya integral tersebut

diselesaikan menggunakan integral parsial sebagkiub

T e *cos at ©/ cosat it
e Msinatdt = ——— — (— ) (—Ae ™) dt
0 0 a

a

e Mcosat A

= ————f e Mcos at dt
a al,
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e Mcosat A <e"1t sin at f‘” <sin at
a a 0

) (= e "“)dt)

a

e Mcosat AfeMsinat A (¥ ,
= — —= +—| e Msinatdt
a a a al,

e Mcosat e Msinat A% (¥

="— — —— | e Msinatdt

a a? a? ),
Sy & L gl P e *cosat AeMsinat
— | esinatdt+ | e sinatdt = — - >
a? ), 0 a a
/12 + aZ o] e—lt
(—2—> f e Msinatdt =— —(a cos at + A sin at)
a 0 a
© 2 —At
f e Msinatdt =— 4 i (a cos at + A sin at)
0 A% + a? oK
0 e—)u‘:
f U SRt di— —— (a cos at + A sin at)
0 A +a

Menurut persamaag®.2) integral tak wajar di atas dapat dicari limitn{@rena

diketahui}%im e "R =0, maka

fee) R
f e Msinatdt = lim | e *sinatdt
R— o0
0 0
o—R
= Igl_r)go _— Tra? (AsinaR + a cos aR)
. a e_AR -
B I%l—>nolo 72 + a? RS TEY (AsinaR + a cos aR)

—-AR
= = e .
I%l—{rolom-—az_ }%l—frolo;{z-l-—az(/lSlnaR + a cos aR)

_a
22 4 g2
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Jadi, transformasi Laplace untuk fungsi sinus dgala

o]

. — . a
L{sin at} = _[0 e Msinatdt = T a2 (1> 0). (2.6)

2.9 Fungsi Kontinu Kuat (Strongly Continuous Function)
Ruang dari seluruh operator linier terbatas daahguBanaclX ke ruang
BanachY dinotasikan dengai(X,Y) atau secara sederhana dapat dinotasikan

denganf(X) ketikaY = X.

Definisi 2.9.1 (Arendt dkk, 2001:28)
Abcissa darif, ditulis abs(f) didefinisikan sebagai

abs(f) = inf {Re A|f (1) ada}

Definisi 2.9.2 (Arendt dkk, 2001: 29)
Diberikan ruang Banack padaC.
Diberikan f : R, — X. Batas pertumbuhan eksponengali f didefinisikan

w(f) = inf {w € R:Suplle "t f(t)|| < oo}

t=0

sehinggaabs(f) <abs(||f]) <o(f).

Definisi 2.9.3 (Arendt dkk, 2001:24)
Suatu fungsrl: R, — L(X,Y) adalah kontinu kuat jika —~ T(t)x kontinu untuk

setiapx € X.
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Definisi 2.9.4 (Arendt dkk, 2001:112)
Diberikan, € R dan fungsik: (1,5, ) — L(X).
R adalah transformasi Laplace jika terdapat suatgdukontinu kuat

T : R, — L(X) sedemikian sehinggas(T) < 1, danR(1) = T(1), (1 > 0)

Proposisi 2.9.5 (Arendt dkk, 2001:112-113)
Diberikan T: R, = L£(X) menjadi fungsi kontinu kuat sedemikian sehingga
abs(T) < . Ambil w > abs(T). Maka berlaku:

a) Jika B € L£(X) sedemikian sehingg®&T (1) = T(1)B, VA > w, maka

BT(t) =T(t)B Vt = 0.
b) JikaT(W)T(A) = T(W)T (), VA, u, maka
T(t)T(s) = T(s)T(t),Vt,s =0

Bukti:

a) Untukx € X dan 1 > w, maka

f e MT(t)Bxdt = T(A)Bx = BT()x = j e BT (t)xdt
0 0

Berdasarkan teorema keunikan bah®é)Bx = BT (t)x untuk setiap
t=0.

b) Ambil u > w. Berdasarkan poin a) di atas bahfi@)T(t) = T(t)T ()
untuk setiapt > 0. Keterangant > 0 dan penerapan a) ke := T(t)

menunjukkan bahw&(s)T(t) = T(t)T(s) untuk setiap > 0.
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2.10 Semigrup Terintegral k-Kali

Definisi 2.10.1 (Arendt dkk, 2001:124)

Diberikan suatu operat@r pada ruang Banactidank € N,,. DikatakanA adalah
generator dari semigrup terintegkakali jika terdapatw > 0 dan fungsi kontinu
kuatS: R, — L(X) sedemikian sehinggabs(S) < w, (w, ©) € p(A) dan untuk

A1 > w, maka:

o)

R(A,A) = A f e MS(t)dt (2.7)
0
Sehinggas disebut semigrup terintegral k-kali dengan generato

2.11 Masalah Cauchy Orde Kedua (Arendt dkk, 2001:206)
JikaA adalah operator tertutup pada suatu ruang Bakiaddmx,y € X.
Maka masalatP?(x, y) didefinisikan sebagai:
u" (t) =Au(t) (t =0)
P?(x,y){ u(0) =x (2.8)
u'(0) =y
Solusi dariP?(x,y) adalah suatu fungsi € C(R,, X) sedemikian sehingga untuk

setiapt > 0 berlaku:
t rs t
f j u(r)drds = f (t —s)u(s)ds € D(A)
0 Jo 0
dan

ult) =x+ty+A4A Jt(t —s)u(s)ds (2.9)
0
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Proposisi 2.11.1 (Arendt dkk, 2001:206-207)
Diberikan fungsiu € C(R,,X) sedemikian sehinggabs(u) < o. Jika w >
max{abs(u),0} Maka u adalah solusi darP?(x,vy) jika dan hanya jika untuk
setiapAd > w berlaku

(1) eD(A) dan Ax+y=(*—-A)a) (2.10)
Bukti:

TerdapatM > 0 sedemikian sehingdi(t)|| < Me®t(t = 0).
Di mana v(t) := futu(s)ds. Berdasarkan transformasi Laplace, maked)

berlaku jika dan hanya jika

u(d)
AZ

= jme—lfjtu(s)ds dt € D(A) (2.11)
0 0
dan

Y u(A)

, Vi>w (2.12)
Selanjutnya, misalkanu € C(R,,X). Asumsikan bahwaabs(u) < oo dan
w > max{abs(u),0} dan(w, ) c p(A). Fungsiu adalah solusi da®?(x,y)
jika dan hanya jika

(1) = AR(A%,A)x + R(A%, A)y 1> w) (2.13)

Hubungan tersebut akan diperlukan untuk menjelasikarang operatord

sedemikian sehinggaR (12, A) merupakan transformasi Laplace.
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2.12 Deret Von Neumann
Definisi 2.12.1 (Baumgartel, 1985: 54)
Misalkan A operator terbatas pada ruang vektor berndrnMaka Deret Von
Neumann adalah sebagai berikut:
Y gAT=1+A+ -+ A"

dengand® = I adalah identitas operatorXi

Definisi 2.12.2 (Baumgartel, 1985: 54)
Deret Von Neumann selalu konvergen pada suatu tmpdsarnorm dar{/ — A)
memiliki invers, sehingga berlaku:

- =27 A"

dengan merupakan operator identitasXi
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BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai operator linier peait (generator)

dari fungsi sinus Sin pada transformasi Laplacekdaakterisasi realnya.

3.1 Generator Fungsi Sinus
Definisi 3.1.1 (Arendt dkk, 2001:221)
OperatorA padaX merupakan generator fungsi sinus jika terdapa > 0 dan

fungsi kontinu kuatSin : R, — £L(X) sedemikian sehingga memenuhi sifat-sifat

berikut:
a) ||f; Sin (s)ds|| < Me®* (¢ >0) (3.1)
b) 12 € p(A) untuk setiapl > w. (3.2)
c) R(A%LA) = [“e ™ Sin (Ddt (1> w) (3.3)

Kemudian dapat dikatakan bahwa Sin adalah fungassiengan generatdr

3.2 Karakterisas Real Fungs Sinusdan Generator A
Proposisi 3.2.1 (Arendt dkk, 2001:222)
Diberikan Sin adalah fungsi sinus daA adalah generatornya. Maka berlaku

pernyataan-pernyataan berikut:

a) fot(t — 5) Sin(s) x ds € D(A) dan
Af (t —s)Sin(s) x ds =Sin(t)x — tx (3.4)
0

Untuk semua € X.
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b) Jikax € D(A), maka untuk semua> 0
Sin(t)x € D(A) danA Sin(t) x = Sin(t)A x (3.5)

c) Diberikan x,y € X. Makax € D(A) danAx =y jika dan hanya jika
t
f (t —s)Sin(s) yds =Sin(t) x — tx (t=0) (3.6)
0

Bukti:
a) DiketahuiSin adalah fungsi sinus dafh adalah generatornya. Berdasarkan
Definisi 3.1 berartSin adalah fungsi kontinu kuat yang berakibat
t — Sin (t)x kontinu untuk setiap € X.
AnggapSin(t)x = u(t), maka dapat dirumuskan masalah Cauchy orde dua
P?(x,y) sebagai berikut
u"'(t) =-=Sin(t)x = (—Du(t), (t=0)
P%2(0,x){ u(0) =Sin(0)x=0-x=0 (3.7)
UAC0 ) _=RCos/(Mlodll-n]""c=a;
P?(0,x) akan dikatakan mempunyai solusiu € C(R,,X) sedemikian
sehingga berlakg3.4). Dengan kata lain, supaya.4) berlaku maka fungsi
u harus menjadi solusi daf?(0,x) dan fungsiu tersebut dapat menjadi
solusi dariP?(0, x) jika dan hanya jika, untuk setidp> w maka
(1) = AR(A%,A4).0+ R(A%,4).x = R(A%, A)x € D(A). (3.8)
Dengan demikian, inti dari pembuktian ini adalatubrmenunjukkan
(1) = R(1%,A)x € D(A)
Karenatii(1) adalah transformasi Laplace dafit) maka akan ditunjukkan

(1) = L{Sin (t)x}. Berdasarkan persamagh2) dan(3.3) diperoleh
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o]

L{Sin (t)x} =j e M Sin(t)x dt
0

= <Jooe"“ Sin (t) dt) x

= R(A%,A)x € D(4) (3.9
Karena(3.8) ekuivalen denga3.9) makau € C(R,, X) adalah solusi dari
P?(0,x) sedemikian sehingga sesuai den@af) jika u(t) = Sin (t)x maka

berlaku

ftfsSin ()l si= ft(t —s) Sin(s)xds € D(A)
0 Jo 0
dan

t
Sin(tH)x=0+t.x+ Aj (t —s)Sin(s)x ds
0

A ft(t —s)Sin(s)x ds = Sin (t)x — t.
0

b) Diketahui A adalah generatornya fungsin berarti Sin merupakan fungsi
kontinu kuat sedemikian sehinggas(u) < co. Ambil w > abs(u) karena
A € L(X), i(1) = R(2?,A)x danu(t) = Sin(t)x berarti menurut Proposisi
2.9.5 berakibat
AR(A%,A)x = R(1%,A)Ax, VA > w — ASin (t)x = Sin (t)Ax,Vt >0
Diketahui AR(A%,A)x = R(1%,A)Ax, x € D(A) maka Sin (t)x € D(A)
sehingga

AR(22,A)x = R(12, A)Ax

A (f:e‘“ Sin (t) dt) X = (fowe"“ Sin (t) dt )Ax
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o]

J e MASin (H)x dt = J e~ Sin (t)Ax dt
0 0

ASin (t)x = Sin (t)Ax, vVt >0

c) Diketahuix,y € X, akan ditunjukkan
t
x € D(A)dan Ax =y — f (t —s)Sin(s) yds =Sin(t) x — tx, (t = 0)
0
diketahuidx = y sehingga dari persamaéh4) diperoleh

A jt(t —5)Sin(s) x ds =Sin(t)x — tx
0
ftA(t —5)Sin(s) x ds =Sin(t)x — tx
0
ft(t —s5)Sin(s) Ax ds =Sin(t)x — tx
0

ft(t —s)Sin(s) yds =Sin(t)x —tx, (t=0)
0

Selanjutnya akan ditunjukkan

fot(t —s)Sin(s) yds =Sin(t) x —tx,(t = 0) — x € D(A) dandx =y

Diketahui fot(t —s)Sin(s) yds =Sin(t)x — tx, (t = 0). Jika kedua ruas

dikenai dengartransformasi Laplace maka diperoleh

o)

j°° e M Jt(t —s)Sin(s) ydsdt = j e M(Sin(t)x — tx) dt
0 0 0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Penyelesaian untuk ruas Kiri,

[e9) t
f e‘“f (t — s)Sin(s)yds dt
0 0
co t t
=f &L (f (tSin(s)yds)—f sSin(s)yds) dt
0 0 0
A N — v _
—f e M (ty—tycost—ysint+tycost—ty)dt
0

= —yJ- e *sint dt = —yR(A?,A4) (3.10)
0

Penyelesaian untuk ruas kanan

o

e A sin(t)x dt — f e M txdt
0

o)

ooe"“(.S‘in(t)x —tx) dt =
| I

0
= R(12, A)x (3.11)
Dari persamaaf3.10) dan(3.11) diperoleh
—yR(2?,A) = R(1?, A)x,
—y = x atauy = —x
Persamaali2.8) dan(3.8) menunjukkan bahwal = —1, sehingga

y = —x = (—1)x = Ax. Jadi terbukty = Ax.

Proposisi 3.2.2 (Arendt dkk, 2001:223)

Misalkan A suatu operator sedemikian sehinggadan - A adalah generator
semigrup terintegral satu kali. Malk& adalah generator fungsi sinus. Selain itu,
fungsi sinus terbatas secara eksponensial jika dm@u adalah semigrup

terintegral.
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Bukti:

DiketahuiA dan- A adalah generator semigrup terintegral satu kaku&i pada
Definisi 2.10.1 berarti terdapat > 0 dan fungsi kontinu kuaf : R, — £L(X)
sedemikian sehinggabs(S) < w, dan (w,©) c p(4) N p(—A), untuk A > w,
maka

R(A,A) = A [, e Ms(t)dt

[oe)

%R(A,A) =fe‘“5(t)dt (3.12)
0

Selanjutnya, untuk membedakan semigrup terintetmagan generater dan- 4,
anggap
%R(/LA) = IR sh(1 1 dan%R()l, —A) = [7eMS_(t)dt
Oleh karena itu, dapat dikatakan bahwa
S, (t) = semigrup terintegral dengan generator

S_(t) = adalah semigrup terintegral dengan generator

Berdasarkan persamaan resolvent pada Definisi @uiuhuskan

RQLA) =@A-A)t= ﬁ

yang berakibat

1
= (3.13)

N

f e MS. (Hdt =
0

dan

RA(A)=@A+4) 1= TTA
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yang berakibat

1
¢ “—A (3.14)

N

f e MS_(t)dt =
0

Sehingga jikg3.13) dan(3.14) dijumlahkan menghasilkan

[0e] (0e] (0¢]

fe‘“(5+(t)+5_(t))dt= f e‘AtS+(t)dt+f e MS_(t)dt

0 0 0

i\ +1 1
A=A A A+A

_1( 1 i 1 )
V) B Y

1A+ A+ (A-4)
‘Z( ()I—A)()I+A)>

N

B %(()1 - Ai?)l ¥ A))

> 1
7 =47

— 2(/12 — AZ)—l

atau

(0e]

(A2 — A1 = %f e M(S,(0) + S_(1))de

=fe"lt%(5+(t)+5_(t))dt (3.15)
0

Karena berdasarkan persamaan resolvent yang mé&kanjbahwa

(A2 — A1 = = R(2%,4%)

AZ_AZ
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dan sesuai dengan persaméag), diperoleh

o]

R(2%, 4%) =j e MSin(dt (1> w).
0

Dengan demikian terbukti bahwi& adalah generator fungsi sinus.
Di samping itu, persamaaf3.12),(3.13) dan (3.14) menunjukkan
bahwa$, danS_ adalah semigrup terintegral satu kali dengan geoeA dan

- A, berturut-turut sehingga sesuai dengan persanidd’s) dapat diketahui

bahwa

1
Sin (t) = 3 (S:(©+5-(D).

Contoh 3.2.3

Diketahuid € L(X), dengar\/W < Adan
2n+1
f(t)_Z(z v i =
Tunjukkan bahwa fungsi tersebut merupakan fungsisssin!
Selesaian:
Misalkanf (t) dikenai transformasi Laplace sebagai berikut

2n+1

f "“f(t)dt—f Z ‘”(2 +1)'Andt

2n+1

ZJ Gnr ot
;A f ”
=z e~ Mt2ntlde
|
— Cn+ 1)),



Dengan integral parsial diperoleh

0 ; 2n+1 th 2n-1
—At £2n+1 - [ — —(2 N——(2 2 1 -
foe t2ntlde ( 7 (n+)/12 (n)(n+)/13

2n-2

2n—-1)2n)(2n+ 1) — o —(2)...2n-1)

2n) (2n+1)

12n+l  j2n+2

t (2n + 1)!) e_mr
0

—At

Karenae — 0 untukt — o, maka

« 2n + 1)!
f e Mg2ntlge = O—<O—(——l>-1
0

AZn+2

(2n + 1)!
T 2n+z

Sehingga untuk contoh di atas diperoleh

i fw At oa i A" (2n+ 1)
(2n + 1)! 4 (2n+ 1)! A2nt2
n=0 =

AT 1 e AT
2n+2 = 12 12n

n==0 n=0

Dengan menggunakan deret Von Neumann, yaitu:

5 (%)n = (1 — %)_1 ,untuk || > \/ll_Aﬂ

Sedemikian sehingga diperoleh

Jowe"“f(t)dt = %(1 — %)_1

1/22-4a\"
-\ e

=2 —-A)"t=R(1%4)
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Jadi,

R(1%,4) = jwe"“ f(t)dt

0

Sesuai dengan definisi 3.1.1 maka

2n+1

ot
f(t):;(2n+1)!A

merupakan salah satu contoh dari fungsi sinus Sin.

3.3 Kajian Agama tentang Oper ator

Al-Qur'an merupakan inspirasi utama bagi umat mendalam mencari
iImu pengetahuan khususnya bagi umat Muslim. Ayatrsya mengandung
konsep-konsep ilmu pengetahuan yang masih terwsi dilkeh manusia hingga
saat ini. Salah satu objek kajiannya berkenaanateiigiu matematika.

Dalam ilmu matematika, terdapat pembahasan opeyatty tidak lain
adalah fokus pembahasan dalam penelitian ini. @@enaerupakan pemetaah
yang mengaitkan setiap unsur di domai) < X dengan unsur tunggal €Y.
Untuk itu, salah satu contoh relevan yang diberidah Al-Qur’an terkait dengan
operator tersebut yaitu terdapat pada surat Al-Aregat 160, Allah berfirman:

2 E o

P
_ - o - 2 o < _ =4 /7..’»4{ . = - e /./..///su o~ >
QMY}A}L@.@Y}&}*BUML;;@OJ) L@.lt'a‘ﬁ&;ibwlﬁ;l?o-ﬁ

“Barangsiapa membawa amal yang baik, maka bagimahéla) sepuluh kali

lipat amalnya; dan barangsiapa yang membawa perougihat maka Dia tidak

diberi pembalasan melainkan seimbang dengan kegaingth, sedang mereka
sedikitpun tidak dianiaya (dirugikanXAl-An’am:160)
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Ayat di atas menegaskan tentang sif@kmah Allah dalam menghisab
hamba-hamba-Nya. Allah menetapkan bagi orangg yerembuat suatu
kebaikan dalam keadaan berimalan orang kafir sama sekali tidak memiliki
kebaikar-mendapat balasan sepuluh kali lipat. Sedangkara sfapg berbuat
keburukan, hanya diberikan balasan setimpal. (QREU2:254)

Secara matematik, balasan amal pada ayat di afss danalogikan
sebagai suatu operatdr yang memetakan setiap unsurD@d) € X di mana
D(A) = domain dari jenis perbuatan manusia, daadalah jenis balasan atas
perbuatan tersebut. Untuk settajg D(4) dany € Y maka untuk balasan pahala
amal baik orang mukmin dapat didefinisikan dengan

A(x) = 10x, Vx € D(A)
Sedangkan untuk balasan amal buruk orang mukmiat dighefinisikan dengan
A(x) =x, Vx € D(A)

Jadi, setiap manusia pasti akan mendapat balasanaga yang
dikerjakannya dengan jumlah pahala yang berbeda-te¥dantung dari seberapa
banyak dan seberapa ikhlas dia melakukannya.

Dalam surat Az-Zalzalah ayat 7-8, Allah berfirman

Ao Ao F7 -

2555 128 555 QUi a3 oy (33 50 T 855 Ui a3 oy

“Barangsiapa yang mengerjakan kebaikan seberat d#¢goun, niscaya Dia akan
melihat (balasan)nya. Dan barangsiapa yang mengeanakejahatan sebesar
dzarrahpun, niscaya Dia akan melihat (balasan)nyag (QS. Az-Zalzalah:7-8)
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Informasi yang tersampaikan dalam surat Az-Zalzagat 7-8 di atas
menunjukkan bahwa tidak akan ada perbuatan mamwadggapun sekecil apapun
yang luput dari perhitungan Allah yang sangatit8etiap amal perbuatan pasti
akan mendatangkan balasan dengan porsi balasan tealy ditentukan

sebagaimana yang dijelaskan dalam surat al-An’aah 260.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pada pembahasan di Bab Illjahke karakterisasi real
suatu fungsi Sinus Sin dengan operator pembarggida transformasi Laplace

adalah sebagai berikut:

1. Suatu operatoA dikatakan generator dari fungsi sinus, yaitu jialapat
w,M =0 dan fungsi kontinu kuat Sin: R, — L(X) sedemikian
sehingga memenubhi sifat-sifat berikut:

d) ”fOtSin (s)ds“ < Me®t (t=0)
e) 1?2 € p(A) untuk setiapl > w.
f) R(1%A) = foooe_“ Sin (t)dt (1> w)

2. Misalkan Sin adalah fungsi sinus dah adalah generatornya. Maka
berlaku pernyataan-pernyataan berikut:

a) fot(t —s)Sin(s) xds € D(A)
danA fot(t —5)Sin(s) x ds = Sin(t)x — tx untuk semua € X.
b) Jika x € D(A), maka vVt = 0, Sin(t)x € D(A) dan A Sin(t) x =

Sin(t)A x.

c) Ambil x,y € X. Makax € D(A) danAx = y jika dan hanya jika
t
f (t — s)Sin(s) yds =Sin(t) x — tx (t=0)
0

3. Misalkan A suatu operator sedemikian sehinggadan -A adalah

generator semigrup terintegral satu kali. Ma@ltaadalah generator fungsi
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sinus. Selain itu, fungsi sinus terbatas secarpogiensial jika keduanya

adalah semigrup terintegral

3.2 Saran
Pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat méngsepembahasan pada
aplikasi dari fungsi sinus Sin dengan generatprmisalnya pada fungsi

gelombang.



DAFTAR PUSTAKA

Abdussakir. 2007Ketika Kyai Mengajar MatematikaMalang: UIN Malang Press.

Arendt, Wolfgang dkk. 2001Vector-valued Laplace Tranforms and Cauchy
Problems Birkkhauser verlag, Basel, Switzerland

Bartle, Robert G dan Sherbert, Donald R.. 2060@0oduction to Real Analysis™3
Edition. New York: JohnWiley and Sons.

Baumgartel, Hellmut. 1985Analytic Perturbation Theory for Matrices and
Operators.Basel: Academy Verlag Berlin.

Eckstein, Eugene C, Jerome A. Goldstein, dan Madgghs, 1999.The
Mathematics of Suspensions: Kac Walks and Asyropiotlyticity.
Fourth Mississippi State Conference on Diferenkguations and
Computational Simulations, Electronic Journal of fi@ential
Equations: 44.

Gofmann, Casper dan Pedrick, George. 1814t Course in Functional Analysis
New Delhi: Purdue University

Ghozali, Sumanang Muhtar. 2Q0Buang BanachDisampaikan pada Seminar
Nasional Matematika UNJ Universitas Pendidikan Indonesia.
Tanggal 10 Oktober 2009

Nagle, R. Kent dan Saff, Edward B.. 199Bundamentals of Differential
Equations and Boundary Value Problenfslorida: University of
South Florida.

Quthb, Sayyid. 2002.Tafsir Fi Zhilalil Qur'an, di Bawah Naungan Al-Quah.
Jakarta: Gema Insani Press

Rahman, Hairur. 2007Indahnya Matematika dalam Al-Qur'aiMalang: UIN
Malang Press.

Ross, Shepley L.1984Differential Equation Canada: University of New
Hampshire



Rynne, Bryan P. dan Youngson, Martin A.. 2008ear Functional Analysi2™
edition London: Springer



KEMENTRIAN AGAMA RI
UNIVERSITASISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG

FAKULTAS SAINSDAN TEKNOLOGI
JURUSAN MATEMATIKA

Jalan Gajayana 50 Malang Telp. (0341) 551354

Fax. (0341) 572533

BUKTI KONSULTASI SKRIPS|

Nama

NIM

Fakultas/ Jurusan
Judul Skripsi

Dosen Pembimbing |
Dosen Pembimbing ||

: ArinaUlfa
: 07610069

Sains dan Teknologi / Matematika
Operator Linier Pembangkit dari Fungsi
Sinus Sin pada Transformasi Laplace

Hairur Rahman, M.Si

Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

No Tanggal Materi Konsultas Tanda Tangan

1. | 15Juli 2010 Konsultasi Masalah 1.

2. | 19 Oktober 2010 Konsultas Bab | 2.

3. | 25 Oktober 2010 Konsultasi Bab Il dan 111 3.

4. | 17 November 2010 Revisi Bab |, |1 4.

5. | 29 November 2010 Konsultasi Keagamaan 5.

6. | 30 November 2010 Revisi Bab | 6.

7. | 8 Desember 2010 Revisi Bab |1 7.

8. | 14 Februari 2011 Revisi Bab |1 8.

9. | 16 Februari 2011 Revisi Bab |11 0.

10. | 18 Februari 2011 Revisi Bab Il dan I11 10.

11. | 21 Februari 2011 Revisi Bab |11 11.

12. | 2 Maret 2011 ACCBab| i¥

13. | 2 Maret 2011 Revisi Keagamaan 13.

14. | 12 Maret 2011 ACCBab I, Ill dan IV 14.

15. | 12 Maret 2011 ACC Keagamaan 15.

16. | 12 Maret 2011 ACC Keseluruhan 16.
Mengetahui,

Ketua Jurusan M atematika

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001




	07610069-Pendahuluan
	07610069-Isi
	07610069-Lampiran

