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ABSTRAK 

 

Bahri, M. Rofiq Nanang. 2012. Boxicity pada Graf Roda (𝑾𝒏), Graf Helm (𝑯𝒏), Graf Helm 

Tertutup (𝒄𝑯𝒏) dan Graf Sikel Berambut (𝒉𝑪𝒏). Skripsi. Jurusan Matematika, 

Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 

Malang. 

 

Pembimbing  (I)   H. Wahyu H. Irawan, M.Pd 

(II)  Achmad Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci: Graf, Boxicity, k-box 

 

Graf G adalah suatu himpunan tak kosong berhingga  dari objek yang disebut titik-titik 

bersama dengan himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak berurutan titik-titik 

yang berbeda di G yang disebut sisi. Boxicity pada graf 𝐺, dinotasikan sebagai box(G), 

adalah bilangan bulat positif terkecil k sehingga 𝐺 dapat digambarkan sebagai 

perpotongan pada k-box. k-box adalah himpunan dari titik-titik 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × . . .× 𝑅𝑘  

yang dapat diartikan sebagai “ruang dimensi-k”. Jadi boxicity adalah dimensi terkecil k, 

demikian sehingga G dapat digambarkan sebagai intersection graph pada ruang di 

ruang dimensi-k. Skripsi ini membahas tentang boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), graf helm 

(𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛). 

 

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh boxicity graf roda (𝑊𝑛 ), graf helm (𝐻𝑛), graf 

helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛) adalah sebagai berikut: 

1. Graf Roda 

Boxiciy pada graf roda yaitu: 

a. 𝑏𝑜𝑥(𝑊3) = 1  

b. 𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛) = 2, untuk 𝑛 > 3 

2. Graf Helm 

Boxicity pada graf helm  𝐻𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  

3. Graf Helm Tertutup 

Boxicity pada graf helm tertutup  𝑐𝐻𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  

4. Graf Sikel Berambut 

Boxicity pada graf sikel berambut  ℎ𝐶𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  
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ABSTRACT 

 

Bahri, M. Rofiq Nanang. 2012. Boxicity of Wheels Graph (𝑾𝒏), Helm Graph (𝑯𝒏), Close 

Helm Graph (𝒄𝑯𝒏), Hairy Cycle Graph (𝒉𝑪𝒏). Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, Islamic State University Maulana Malik Ibarahim 

Malang. 

 

Supervisor   (I)   H. Wahyu H. Irawan, M.Pd 

(II)  Achmad Nashichuddin, M.A. 

 

Keywords: Graph, Boxicity, k-box 

 

A graph G is a finite nonempty set of objects called vertices (the singular is vertex) 

together with a (possibly empty) set of unordered pairs of distinct vertices of G called 

edges. Boxicity of a graph G, denoted as box(G), is the minimum positive integer k such 

that G is representable as the intersection of k-boxes. k-box is the set of points 𝑅1 ×

𝑅2 × 𝑅3 × . . .× 𝑅𝑘  that could be thought of as a “k-dimensional box”. So boxicity is the 

minimum dimension k, such that G is representable as the intersecton graph of boxes in 

k-dimensional spaces. This thesis discusses boxicity of wheels graph (𝑊𝑛), helm graph 

(𝐻𝑛), close helm graph (𝑐𝐻𝑛), hairy cycle graph (ℎ𝐶𝑛). 

 

Based on discussion the results obtained boxicity of wheels graph (𝑊𝑛), helm graph 

(𝐻𝑛), close helm graph (𝑐𝐻𝑛), hairy cycle graph (ℎ𝐶𝑛) are as follows: 

1. Wheels Graph 

Boxicity of wheels graph are:  

a. 𝑏𝑜𝑥(𝑊3) = 1  

b. 𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛) = 2, for 𝑛 > 3 

2. Helm Graph  

Boxicity of Helm graph  𝐻𝑛  is 2, for 𝑛 ≥ 3  

3. Close Helm Graph 

Boxicity of close helm graph  𝑐𝐻𝑛  is 2, for 𝑛 ≥ 3 

4. Hairy Cycle Graph 

Boxicity of hairy cycle graph  ℎ𝐶𝑛  is 2, for 𝑛 ≥ 3  
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 مخلص البحث

ورسى ,   𝑐𝐻𝑛 رسى انههى انًغهك , (𝐻𝑛)رسى انههى , (𝑊𝑛)رسى انعجهة  من Boxicity. 2012. َُا َج يحًد رافٍك, تحزي

جايعة يىلاَا يانك إتزاهى الإسلايٍة . كهٍة انعهىو وانتكُى نىجً. شعثة انزٌاضٍة.  تحث انجايعً.(ℎ𝐶𝑛)انًشعز سٍكم 

. انحكىيٍة يالاَج

  وحٍى هُكً إراواٌ انًاجستٍز فً انعهىو.1     :يشزٌف

يجٍستز اندٌٍ, أحًد َصٍح اندٌٍ  .  2  

 

 k-box ,Boxicity   ,  رسى:الكلمة الرئي سية

 
Boxicity يٍ رسى G  , انزيزbox(G) , هىعدد صحٍح يىجة أصغزk  حتىG ٌاسفٍٍ تكىٌ يًثهة عهى انُحى ًٌكٍ أ k-

box.k-box  هى يجًىعة يٍ انُماط 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × . . .× 𝑅𝑘  الاتعاد انفضاء "انتً ًٌكٍ أٌ تفسزk  . "  هكذا 

boxicityالاتعاد هى أصغز  k , حتىG  ٍانفضاء فى الاتعاد انفضاء وًٌكٍ وصفها تماطع طزق رسى يk . هذا انثحث ٌُالش

boxicity ٍرسى انعجهة   ي(𝑊𝑛) , رسى انههى(𝐻𝑛) , رسى انههى انًغهك(𝑐𝐻𝑛) , انًشعز ورسى سٍكم(ℎ𝐶𝑛). 

ورسى , (𝑐𝐻𝑛)رسى انههى انًغهك , (𝐻𝑛)رسى انههى , (𝑊𝑛)رسى انعجهة   يٍ boxicity عهى هذِ انًُالشة، انتً ثى انحصىل

:  كًاٌهى(ℎ𝐶𝑛)انًشعز سٍكم 

 (𝑊𝑛)رسى انعجهة  .1

Boxicity هىرسى انعجهة  من: 

 𝑏𝑜𝑥 𝑊3 =  أ.    1

𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛)  .ب = 2, 𝑛 > 3  

 (𝐻𝑛)رسى انههى  .2

Boxicityرسى انههى  من (𝐻𝑛) :  𝑏𝑜𝑥(𝐻𝑛  ) = 2, 𝑛 ≥ 3           

 (𝑐𝐻𝑛)رسى انههى انًغهك .3

Boxicityرسى انههى انًغهك من (𝑐𝐻𝑛) :𝑏𝑜𝑥(𝑐𝐻𝑛  ) = 2, 𝑛 ≥ 3 

 (ℎ𝐶𝑛)انًشعزرسى سٍكم  .4

Boxicityانًشعز رسى سٍكم  من(ℎ𝐶𝑛) :𝑏𝑜𝑥(ℎ𝐶𝑛  ) = 2, 𝑛 ≥ 3 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Allah SWT berfirman dalam surat Al-Mujaadilah ayat 11: 

                           

                          

                  

Hai orang-orang beriman dikatakan kepadamu: "Berlapang-

lapanglah dalam majlis", maka lapangkanlah niscaya Allah akan 

memberi kelapangan untukmu. Dan apabila dikatakan: "Berdirilah 

kamu", maka berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-

orang yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu 

pengetahuan beberapa derajat. Dan Allah Maha Mengetahui apa 

yang kamu kerjakan. (Al-Mujaadilah:11) 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa jika seseorang disuruh melapangkan 

majlis, yang berarti melapangkan hati, bahkan jika dia disuruh berdiri 

sekalipun lalu memberikan tempatnya kepada orang yang patut didudukkan di 

muka, janganlah dia berkecil hati. Melainkan hendaklah dia berlapang dada. 

Karena orang yang berlapang dada itulah kelak yang akan diangkat Allah 

imannya dan ilmunya, sehingga derajatnya bertambah naik  sebagaimana isi 

ayat di atas (Amrullah, 1975:45). 

Banyak sekali ilmu pengetahuan di dunia ini dan salah satunya adalah 

matematika. Matematika seringkali digunakan untuk membantu 

menyelesaikan permasalahan dalam kajian ilmu-ilmu lain. Untuk 

menyelesaikan suatu permasalahan dengan bantuan matematika diperlukan 

pengkajian dan analisis terlebih dahulu kemudian menjadikan masalah 
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tersebut dalam model matematika. Salah satu model matematika yang sering 

digunakan untuk menyelesaikan masalah adalah menjadikannya dalam bentuk 

graf. Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, 

yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya 

(Purwanto, 1998:1). 

Graf pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan Swiss, 

Leonhard Euler pada tahun 1736 lewat artikel yang berjudul “Masalah 

Jembatan Königsberg”. JembatanKönigsberg adalah tujuh jembatan yang 

terletak di kota Königsberg dan digunakan untuk melewati sungai Pregolya. 

Penduduk kota Königsberg menyukai berjalan-jalan di jembatan-jembatan 

tersebut  tetapi sekeras apapun mereka mencoba, tidak seorang pun penduduk 

dapat melewati ketujuh jembatan tersebut tepat sekali. Euler mempelajari 

fenomena ini yang membuat penduduk frustasi dan menulis artikel tentang 

permasalahan tersebut. Artikel yang berjudul “Masalah Jembatan 

Königsberg” ini dianggap oleh banyak orang sebagai awal dari teori graf 

(Harris, Hirst dan Mossinghoff, 2008:1). 

Graf G adalah suatu himpunan tak kosong berhingga  dari objek yang 

disebut titik-titik bersama dengan himpunan (mungkin kosong) dari pasangan 

tak berurutan titik-titik yang berbeda di G yang disebut sisi. Himpunan titik di 

G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi dinotasikan dengan 

E(G). Misalkan sisi e={u,v} menghubungkan titik u dan v. Maka u dan v 

adalah titik yang adjacent (terhubung langsung). Sedangkan u dan e incident 

(terkait langsung), sebagaimana v dan e (Chartrand dan Lesniak, 1996:1). 
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Penelitian mengenai graf yang dilakukan sejak pertama kali graf 

ditemukan semakin berkembang. Salah satu pengembangan dari graf tersebut 

adalah boxicity. Boxicity diperkenalkan oleh Fred S. Roberts pada tahun 1969. 

Boxicity pada graf 𝐺, dinotasikan sebagai box(G), adalah bilangan bulat 

positif terkecil k sehingga 𝐺 dapat digambarkan sebagai perpotongan pada k-

box (Francis, 2009:7).  

Beberapa penelitian tentang boxicity telah dilakukan seperti oleh L. 

Sunil Chandran, Mathew C. Francis dan Naveen Sivadasan (2006) melalui 

jurnal yang berjudul Boxicity and Maximum Degree dan menghasilkan 

conjecture bahwa box(G) adalah 𝛰(𝛥) untuk setiap graf G dengan derajat 

maksimum 𝛥. Mathew C. Francis (2009) melalui jurnal yang berjudul 

Intersection Graph of Boxes and Cubes dan menghasilkan teorema bahwa 

jika G = T ∪ C, dimana T adalah graf pohon dan C adalah graf sikel pada T 

demikian sehingga G adalah planar, maka box(G) = 2 jika G tidak isomorphic 

pada 𝐾4 dan conjecture bahwa setiap graf Halin memiliki boxicity sama 

dengan 2, jika isomorphic pada 𝐾4 maka memiliki boxicity sama dengan 1.  

Sejauh ini belum banyak penelitian di Indonesia yang membahas 

masalah boxicity khususnya pada graf roda, graf helm, graf helm tertutup dan 

graf sikel berambut. Oleh karena itu penulis tertarik untuk melakukan 

penelitian boxicity pada suatu graf, sehingga judul yang diangkat oleh penulis 

adalah “Boxicity pada Graf Roda (𝑊𝑛), Graf Helm (𝐻𝑛), Graf Helm Tertutup 

(𝑐𝐻𝑛) dan Graf Sikel Berambut (ℎ𝐶𝑛)”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah utama dalam penelitian ini adalah berapa nilai 

boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan 

graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛)? 

1.3 Tujuan 

Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui nilai boxicity pada graf 

roda (𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut 

(ℎ𝐶𝑛). 

1.4 Batasan Masalah 

Pembahasan pada graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊𝑛, pada graf 

helm dimulai dari 𝐻3  sampai 𝐻𝑛, pada graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3  

sampai 𝑐𝐻𝑛  dan graf sikel berambut dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶𝑛 . 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini dibedakan berdasar 

kepentingannya. 

1. Bagi penulis 

a. Menambah informasi dan wawasan keilmuan tentang teori graf, 

khususnya boxicity pada graf roda (𝑊𝑛 ), graf helm (𝐻𝑛), graf helm 

tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛). 

b. Menambah pengetahuan tentang masalah sebenarnya, yaitu penggunaan 

teori-teori yang diterima di bangku kuliah tentang teori graf, khususnya 

boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) 

dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛). 
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2. Bagi pembaca  

a. Tambahan pengetahuan tentang graf khususnya boxicity pada graf roda 

(𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut 

(ℎ𝐶𝑛). 

b. Tambahan wawasan dan pengalaman tentang penelitian matematika 

murni. 

3. Bagi lembaga 

Sebagai tambahan bahan pustaka khususnya tentang materi boxicity, graf 

roda (𝑊𝑛 ), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel 

berambut (ℎ𝐶𝑛), serta bahan rujukan untuk perkuliahan. 

1.6 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini, metode penelitian yang digunakan adalah 

metode penelitian pustaka (library research). Adapun langkah-langkah yang 

digunakan untuk menganalisis data adalah sebagai berikut : 

1. Merumuskan Masalah 

2. Mengumpulkan Data  

Data utama yang digunakan berupa gambar graf roda (𝑊𝑛), graf helm 

(𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛), 

Data pendukungnya berupa definisi dan contoh-contohnya meliputi 

definisi graf, adjacent (terhubung langsung) dan incident (terkait 

langsung), derajat titik, definisi subgraf, definisi graf sikel (𝐶𝑛), graf 

roda  𝑊𝑛 , graf helm  𝐻𝑛 , graf helm tertutup  𝑐𝐻𝑛  dan graf sikel 

berambut  ℎ𝐶𝑛 , definisi graf interval, induced cycle, k-box, definisi 

boxicity dan kajian agama. Sumber data yang digunakan dalam 
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penelitian ini berupa buku, makalah, jurnal, artikel maupun sumber 

lainnya yang berhubungan dengan permasalahan yang dikaji. 

3. Analisis Graf 

Langkah-langkah untuk menganalisis graf adalah sebagai berikut: 

a. Menggambarkan graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf helm 

dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 

sampai 𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5. 

b. Menentukan graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf helm 

dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 

sampai 𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5 

termasuk graf interval atau bukan. 

c. Menunjukkan k-box representation pada graf roda dimulai dari 𝑊3 

sampai 𝑊5, graf helm dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf helm 

tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 sampai 𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut 

dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5. 

d. Menentukan boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf 

helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut (ℎ𝐶𝑛). 

4. Membuat Kesimpulan 

Kesimpulan dalam penelitian adalah boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), 

graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel berambut 

(ℎ𝐶𝑛). 

1.7 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, 

maka digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-
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masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai 

berikut: 

BAB I PENDAHULUAN  

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan, 

batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II KAJIAN PUSTAKA  

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung 

bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang 

definisi graf, terhubung langsung (adjacent) dan terkait langsung (incident), 

derajat titik, definisi subgraf, definisi graf sikel (𝐶𝑛), graf roda  𝑊𝑛 , graf 

helm  𝐻𝑛 , graf helm tertutup  𝑐𝐻𝑛  dan graf sikel berambut  ℎ𝐶𝑛 , definisi 

intersection graph, definisi graf interval, induced cycle, k-box, definisi 

boxicity dan kajian agama. 

BAB III PEMBAHASAN  

Pembahasan berisi gambar graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf 

helm dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 sampai 

𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5, menentukan graf 

roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf helm dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf 

helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 sampai 𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut dimulai 

dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5 termasuk graf interval atau bukan, menunjukkan k-box 

representation pada graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf helm dimulai 

dari 𝐻3 sampai 𝐻5, graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 sampai 𝑐𝐻5 dan graf 

sikel berambut dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5, menentukan boxicity pada graf 
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graf roda dimulai dari 𝑊3 sampai 𝑊5, graf helm dimulai dari 𝐻3 sampai 𝐻5, 

graf helm tertutup dimulai dari 𝑐𝐻3 sampai 𝑐𝐻5 dan graf sikel berambut 

dimulai dari ℎ𝐶3 sampai ℎ𝐶5. 

 

 

BAB IV     PENUTUP  

 Pada bab ini memuat kesimpulan dan saran yang diperoleh dari 

pembahasan yang telah dilakukan. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Definisi Graf 

Situasi dalam kehidupan sehari-hari dapat digambarkan dengan sketsa yang memuat 

himpunan titik bersama dengan garis yang menghubungkan titik-titik tersebut. Sebagai 

contoh, titik dapat melambangkan orang dengan garis yang menghubungkannya adalah 

teman atau titik dapat melambangkan kota dengan garis yang menghubungkannya adalah 

jalan raya. Salah satu hal yang menarik melihat sketsa tersebut adalah pada dua titik yang 

dihubungkan oleh garis. Situasi ini jika dilihat secara matematis adalah konsep dasar dari 

graf. Secara matematis graf didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 1  

Graf G adalah suatu himpunan tak kosong berhingga  dari objek yang disebut titik-

titik bersama dengan himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak berurutan titik-titik 

yang berbeda di G yang disebut sisi. Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G), 

sedangkan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1996:1). 

Himpunan titik di G disebut order dari G dan biasanya dilambangkan dengan n(G). 

Sedangkan kardinalitas himpunan sisi disebut ukuran (size) di G dan dinotasikan dengan 

m(G). Graf (n,m) adalah graf yang berorder n dan berukuran m (Chartrand dan Lesniak, 

1996:1). 

Contoh: 

 
Gambar 2.1 Graf G 
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Pada Gambar 2.1, G adalah graf dengan 

𝑉 𝐺 =  𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6 , 𝑣7 , 𝐸 𝐺 =  𝑒1 ,𝑒2 ,𝑒3 , 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6 ,   

𝑛 𝐺 = 7 dan 𝑚 𝐺 = 6 

2.2 Adjacent (Terhubung Langsung) dan Incident (Terkait Langsung) 

Definisi 2  

Sisi e={u,v} menghubungkan titik u dan v  pada graf G, maka u dan v adalah titik 

yang adjacent (terhubung langsung) (Chartrand dan Lesniak, 1996:1). 

Definisi 3  

Sisi e={u,v} menghubungkan titik u dan v pada graf G, maka u dan e incident (terkait 

langsung), sebagaimana v dan e (Chartrand dan Lesniak, 1996:1). 

Berdasarkan Definisi 2 dapat dikatakan bahwa dua titik dari suatu graf adalah 

adjacent jika terdapat sisi yang menghubungkan kedua titik dalam graf tanpa ada titik lain di 

antara kedua titik tersebut. Sedangkan dari Definisi 3, kedua titik tersebut juga dapat disebut 

incident dengan sisi yang menghubungkan mereka (Wilson, 1996:12). Selain order dan 

ukuran ataupun adjacent dan incident, suatu hal yang sering dipelajari dalam teori graf 

adalah derajat titik, yaitu memperoleh bilangan yang menyatakan banyaknya sisi yang 

incident dengan suatu titik. Derajat titik didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 4  

Derajat titik v pada graf G adalah banyaknya sisi di G yang incident dengan v, dan 

dinotasikan dengan deg G v atau deg v (Chartrand dan Lesniak, 1996:2). 

Suatu titik dikatakan ganjil atau genap bergantung apakah titik itu berderajat ganjil 

atatu genap. Titik yang tidak incident dengan sisi disebut titik terisolasi (isolated vertex), 
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dengan kata lain titik terisolasi adalah titik berderajat nol. Sedangkan titik dengan derajat 

satu disebut anting (pendant vertex) atau titik ujung (end vertex) (Vasudev, 2007:224). 

Contoh: 

 
Gambar 2.2 Graf G1 

Pada Gambar 2.2, titik v1 dan titik v2 merupakan titik yang adjacent di graf G1. 

Sedangkan titik v1 dan titik v3 bukan merupakan titik yang adjacent. Sisi 𝑒1 incident dengan 

titik v1 dan v2 di graf G1, tetapi tidak terdapat sisi yang incident antara titik v1 dan v3. Derajat 

dari masing-masing titik pada graf G1 adalah deg(v1)=deg(v4)=deg(v5)=deg(v6)=1, 

deg(v2)=2, deg(v3)=3, dan deg(v7)=0. 

Suatu graf dapat juga memuat graf lain. Graf yang termuat dalam graf lain disebut 

subgraf. Sedangkan graf yang memuat disebut supergraf dari subgraf sebagaimana definisi 

berikut: 

Definisi 5 

Graf H adalah subgraf dari graf G jika V(H) ⊆ V(G) dan E(H) ⊆ E(G). Dalam hal ini 

G adalah supergraf pada H (Chartrand dan Lesniak, 1996:4). 

Cara paling sederhana mendapatkan subgraf pada graf G adalah menghapus titik atau 

sisi. Jika v ∈ V(G) dan |V(G)| ≥ 2, maka G - v menotasikan subgraf dengan himpunan titik 

V(G) - {v}  dan sisinya adalah semua sisi pada G yang tidak incident dengan v. Jika e ∈ E(G), 

maka G - e adalah subgraf yang memiliki titik himpunan V(G)  dan himpunan sisi E(G) - {e} 

(Chartrand dan Lesniak, 1996:4-5). Subgraf yang didapatkan dari menghapus sisi saja 

v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 

v7 
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disebut spanning subgraph (subgraf rentang) (Bondy dan Murty, 2008:46). Sedangkan 

subgraf yang didapatkan dari menghapus titik saja disebut induced subgraph  (subgraf 

terdukung) (Bondy dan Murty, 2008:49). 

Contoh: 

 
Gambar 2.3 Subgraf dari Penghapusan Sisi atau Titik pada Graf 

Pada Gambar 2.3, G - e adalah subgraf pada G yang didapatkan dengan cara 

menghapus sisi atau spanning subgraph. Sedangkan G - v adalah subgraf pada 𝐺 yang 

didapatkan dengan cara menghapus titik atau induced subgraph. 

2.3 Jenis-Jenis Graf 

Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai beberapa graf yang digunakan dalam 

penelitian antara lain: graf sikel, graf roda, graf helm dan graf sikel berambut. 

2.3.1 Graf Sikel (Cycle Graph) 

Definisi 6 

Graf sikel (𝐶𝑛 ) adalah graf beraturan 2 yang mempunyai n titik (𝑛 ≥ 3) dan n 

sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

Contoh: 

                         
Gambar 2.4 Graf Sikel 𝐶3 , 𝐶4 dan 𝐶5 

2.3.2 Graf Roda (Wheels Graph) 

v 

v 
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Untuk memahaminya penulis terlebih dahulu akan menjelaskan operasi 

penjumlahan pada graf. 

Definisi 7 

Penjumlahan (join) dari 𝐺1 dan 𝐺2, ditulis 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2, adalah graf dengan 

𝑉(𝐺) = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) dan 𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪ 𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣 𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1   dan 𝑣 ∈

𝑉(𝐺2)} (Abdussakir, 2009:33). 

Gambar berikut adalah contoh operasi penjumlahan pada graf: 

 
Gambar 2.5 Penjumlahan Graf 

Gambar 2.5 menunjukkan operasi penjumlahan pada G1 dan G2 yang menghasilkan 

graf G dimana V(G) adalah gabungan titik-titik pada G1 dan G2. Sedangkan E(G) 

adalah gabungan dari sisi-sisi pada G1, G2 dan sisi baru yang terbentuk dari titik-titik 

pada G1 yang adjacent dengan titik-titik pada G2.  

Definisi 8  

Graf roda (Wn) adalah graf yang memuat satu sikel yang setiap titik pada sikel 

adjacent dengan titik pusat (Chartrand dan Lesniak, 1986:8). Graf roda (Wn) 

didapatkan dari operasi penjumlahan graf sikel (Cn) dengan graf komplit K1. Jadi, Wn 

= Cn + K1, n > 2 

Berdasarkan Definisi 7 dan Definisi 8, maka W3 dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

u1 

u2 

u1 

u2 

v1 

v2 

v3 

v1 

v2 

v3 

v1 

v2 v3 

v1 

v2 v3 
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Gambar 2.6 Penjumlahan C3 dengan K1 Menghasilkan W3 

Gambar 2.6 adalah graf roda yang didapatkan dari penjumlahan 𝐶3 dengan K1. V(W3) 

= V(C3) ∪ V(K1) dan E(W3) = E(C3) ∪ E(K1) ∪ {uv | u ∈ V(C3) dan v ∈ V(K1)}. Berikut 

adalah gambar dari graf roda W3, W4, W5 dan W6: 

                  
Gambar 2.7 Graf Roda W3, W4, W5 dan W6 

2.3.3 Graf Helm (Helm Graph) 

Dalam penelitian ini digunakan dua jenis graf helm yaitu graf helm (Hn) dan 

graf helm tertutup (cHn). Graf helm (Hn) dan graf helm tertutup (Hn) sebagai berikut: 

Definisi 9 

Graf helm (Hn) adalah graf yang didapatkan dari graf roda (Wn) dengan 

menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Gallian, 20017:7). 

Definisi 10 

Graf helm tertutup (cHn) adalah graf yang didapatkan dari graf helm (Hn) 

dengan menghubungkan titik pada anting-anting untuk membentuk sikel yang baru 

(Gallian, 20017:7). 

u 
u 
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Berikut adalah contoh gambar dari graf helm H3, H4, H5 dan graf helm tertutup cH3, 

cH4, cH5: 

 
Gambar 2.8 Graf Helm H3, H4, H5 

   

 
Gambar 2.9 Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻3, 𝑐𝐻4 , 𝑐𝐻5 

2.3.4 Graf Sikel Berambut (Hairy Cycle Graph) 

Definisi 11 

Graf sikel berambut (hCn) adalah graf yang didapatkan dari graf sikel (Cn) 

dengan menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Wojciechowski, 

2002:2). 

Berikut adalah contoh dari graf sikel berambut hC3, hC4 dan hC5: 

 
Gambar 2.10 Graf Sikel Berambut hC3, hC4 dan hC5 

2.4 Boxicity 

Sebelum menjelaskan tentang boxicity, penulis akan menjelaskan beberapa definisi 

dan istilah yang digunakan pada pembahasan boxicity. 
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Definisi 12 

Jika A dan B adalah himpunan tak kosong, maka perkalian cartesius dari A dan B, 

ditulis A x B, adalah himpunan dari semua pasangan berurutan (a,b), dengan a ∈ A dan b ∈ 

B. Secara simbolik A x B = {(a,b) | a ∈ A , b ∈ B} (Bartle dan Sherbet, 1994:4). 

 

Contoh: 

Misalkan 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} dan 𝐵 = {1,2}, maka perkalian cartesius dari 𝐴 dan 𝐵 yang 

dinotasikan dengan 𝐴 x 𝐵 = { 𝑎, 1 ,  𝑎, 2 ,  𝑏, 1 , (𝑏, 2), (𝑐, 1), (𝑐, 2)} 

Definisi 13 

Misalkan A dan B adalah himpunan. Maka fungsi f dari A ke B adalah subset dari 

𝐴 x 𝐵 demikian sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴, ada 𝑏 ∈ 𝐵 sehingga  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑓 (jika  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑓 

dan (𝑎, 𝑏′) ∈ 𝑓, maka 𝑏 = 𝑏′) (Bartle dan Sherbet, 1994:5). 

Himpunan A dari elemen pertama pada fungsi f disebut domain dari f dan dinotasikan 

dengan 𝐷𝑓 . Himpunan dari semua elemen kedua pada fungsi f disebut range dari f dan 

dinotasikan dengan 𝑅𝑓  (Bartle dan Sherbet, 1994:5). 

f fungsi dari A ke B dinotasikan dengan 𝑓: 𝐴 → 𝐵. Notasi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dapat diartikan 

dengan f pemetaan dari A ke B atau f memetakan A ke B. Jika f fungsi dari A ke B dan 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓, maka b disebut nilai dari fungsi f di a dan dinotasikan dengan 𝑏 = 𝑓(𝑎). 

Contoh: 

Misalkan 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} dan 𝐵 = (1,2). Misalkan f subset dari 𝐴 × 𝐵 dengan 𝑓 =

{ 𝑎, 1 ,  𝑏, 2 , (𝑐, 1)}, maka f adalah fungsi dari A ke B dan 𝑅𝑓 = {1,2}. Masing-masing 

𝑎 ∈ 𝐴 berada tepat satu pasang berurutan (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓. Meskipun 1 ∈ 𝐵 berada pada dua 
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pasangan berurutan yang berbeda (𝑎, 1) dan (𝑐, 1), hal ini tidak bertentangan dengan 

definisi fungsi. 

Definisi 14 

Misalkan S suatu himpunan. Graf G(V,E) disebut intersection graph pada himpunan 

S, jika terdapat f : V(G) → S  demikian sehingga untuk setiap dua titik u,v ∈ V(G), berlaku 

(u,v) ∈ E(G) ⟺ f(u) ∩ f(v) ≠ ϕ (Francis, 2009:3). 

Jadi dimungkinkan untuk menentukan himpunan dari S pada setiap titik di G 

demikian sehingga jika dua titik adjacent, maka himpunan yang menunjukkan dua titik 

tersebut memiliki irisan dan jika dua titik tersebut tidak adjacent, maka himpunannya tidak 

memiliki irisan (Francis, 2009:3).  

Contoh:  

 
Gambar 2.11 Graf Sikel C3 

Gambar 2.11 adalah graf sikel C3, dimana V(C3) = {v1,v2,v3} dan misalkan diberikan S = {-

1,0,1}. Misalkan fungsi f didefinisikan dengan f = {(v1,1),(v2,1),(v3,1)}, maka f adalah fungsi 

dari V(C3) ke S. Setiap a ∈ V(C3) berada tepat satu pasangan berurutan (a,b) ∈ f. Karena f 

fungsi dari V(C3) ke S dan (a,b) ∈ f, dapat diketahui f(v1) = f(v2) = f(v3) = 1 maka f(u) ∩ f(v) 

≠ ϕ. Berdasarkan Gambar 2.11 dapat diketahui v1 adjacent dengan v2 dan v3, maka C3 

adalah intersection graph pada S karena terdapat fungsi yang memetakan V(C3) ke S dan 

setiap dua titik yang adjacent di C3 memiliki peta fungsi yang beririsan (f(u) ∩ f(v) ≠ ϕ). 

Definisi 15 

Graf G adalah graf interval (interval graph) jika terdapat f : V(G) → X demikian 

sehingga demikian sehingga untuk setiap dua titik u,v ∈ V(G), berlaku (u,v) ∈ E(G) ⟺ f(u) 

v1 

v2 v3 
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∩ f(v) ≠ ϕ, dimana X adalah himpunan dari semua interval tertutup pada garis bilangan real. 

Peta fungsi f disebut interval representation graf G (Francis, 2009:3). 

Interval tertutup pada garis bilangan real, dinotasikan sebagai [𝑖, 𝑗] dimana 𝑖, 𝑗 ∈ ℝ 

dan 𝑖 ≤ 𝑗, adalah himpunan {𝑥 ∈ ℝ |𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑗}. Misalkan diberikan interval 𝑋 = [𝑖, 𝑗], maka 

𝑙(𝑋) = 𝑖 dan 𝑟(𝑋) = 𝑗 dimana interval 𝑋 memiliki titik akhir di sebelah kiri 𝑙(𝑋) dan titik 

akhir di sebelah kanan 𝑟(𝑋). Karena dalam penelitian ini hanya menggunakan interval 

tertutup, dalam penulisan selanjutnya “interval tertutup” ditulis dengan “interval” (Francis, 

2009:2). 

Berikut ini adalah contoh dari graf interval: 

 
Gambar 2.12 Graf Interval 

Gambar 2.12 adalah contoh dari graf interval misalkan disebut G, maka dapat diketahui 

𝑉 𝐺 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} dan diketahui X adalah himpunan dari semua interval pada garis bilangan 

real. Misalkan f didefinisikan dengan 𝑓 = { 𝑎,  2,3  ,  𝑏,  1,2  ,  𝑐,  0,1  , (𝑑, [1,2])}, maka 

f adalah fungsi dari 𝑉(𝐺) ke X. Setiap 𝑎 ∈ 𝑉(𝐺) berada tepat satu pasangan berurutan 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓. Karena f fungsi dari 𝑉(𝐺) ke X dan (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓, dapat diketahui 𝑓 𝑎 =

 2,3 , 𝑓 𝑏 =  1,2 , 𝑓 𝑐 = [0,1] dan 𝑓 𝑑 =  1,2 . 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑑 = [1,2] maka 𝑓(𝑏) ∩

𝑓(𝑑) ≠ 𝜙, 𝑓(𝑎) beririsan dengan 𝑓 𝑏  dan 𝑓 𝑑  pada titik [2], 𝑓 𝑐  beririsan dengan 𝑓(𝑏) 

dan 𝑓(𝑑) pada titik [1]. Berdasarkan Gambar 2.12 dapat diketahui titik b adjacent dengan 

titik d, titik a adjacent dengan titik b dan d, titik c adjacent dengan titik b dan d, maka 𝐺 

adalah graf interval pada X karena terdapat fungsi yang memetakan 𝑉(𝐺) ke X dan setiap 
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dua titik adjacent di 𝐺 jika dan hanya memiliki peta fungsi yang beririsan (𝑓(𝑢) ∩ 𝑓(𝑣) ≠

𝜙). Berikut adalah interval representation graf 𝐺: 

 
Gambar 2.13 Interval Representation Graf 𝐺 

Tidak semua graf adalah graf interval. Graf sikel (𝐶𝑛 ) dimana 𝑛 > 3 adalah salah 

satu contoh graf yang tidak termasuk graf interval sebagaimana penjelasan berikut: 

Andaikan 𝐶𝑛 adalah graf interval. Maka terdapat fungsi f  yang memetakan 𝑉(𝐶𝑛 ) ke X, 

dimana X adalah himpunan dari semua interval tertutup pada garis bilangan real. Titik u 

adjacent titik v pada 𝐶𝑛  jika dan hanya jika memiliki peta yang beririsan (𝑓 𝑢 ∩ 𝑓(𝑣) ≠

𝜙). 𝐶𝑛  dapat ditulis 𝑣1𝑣2𝑣3 …𝑣𝑛−1𝑣𝑛𝑣1 sehingga diketahui 

𝑉 𝐶𝑛 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛−1 , 𝑣𝑛 }. Misalkan 𝑣1 adalah titik akhir paling sebelah kiri. Karena 

titik 𝑣1 tidak adjacent dengan titik 𝑣3, maka 𝑓(𝑣1) dan 𝑓(𝑣3) tidak beririsan. Karena 𝑓(𝑣1) 

adalah interval pada titik akhir paling sebelah kiri, sehingga diketahui 𝑟 𝑓 𝑣1  < 𝑙(𝑓(𝑣3)) 

dan juga 𝑟 𝑓 𝑣1  < 𝑙(𝑓(𝑣𝑛−1)). Hal tersebut menyebabkan tiap titik yang adjacent pada 

titik 𝑣1 dan 𝑣3 atau 𝑣1 dan 𝑣𝑛−1 akan memiliki titik 𝑟(𝑓(𝑣1)). Jadi 𝑓(𝑣2) dan 𝑓(𝑣𝑛 ) akan 

memuat titik pada 𝑟(𝑓(𝑣1)) sehingga 𝑓 𝑣2 ∩ 𝑓(𝑣𝑛 ) ≠ 𝜙. Tetapi pada 𝐶𝑛 tidak ada sisi 

yang menghubungkan titik 𝑣2 dengan 𝑣𝑛 (titik 𝑣2 tidak adjacent dengan titik 𝑣𝑛) sehingga 

menyebabkan pengandaian salah. Jadi 𝐶𝑛 tidak termasuk graf interval (Francis, 2009:4). 

 

Definisi 16 

Induced cycle (sikel terdukung) pada 𝐺 adalah sikel pada 𝐺 yang membentuk 

induced subgraph (subgraf terdukung) (Diestel, 2005:8). 
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Sebagaimana dijelaskan sebelumnya, induced subgraph adalah subgraf yang 

didapatkan dengan cara hanya menghapus titik pada graf sehingga tiap sisi yang incident 

dengan titik tersebut juga ikut terhapus. Jadi induced cycle adalah induced subgraph yang 

berbentuk sikel. Dengan demikian induced cycle pada suatu graf adalah sikel itu sendiri. 

Graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari 3 (Francis, 

2009:4) sebagaimana penjelasan berikut: Induced cycle adalah suatu induced subgraph yang 

berbentuk sikel. Setiap graf yang memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 

memuat 𝐶𝑛 untuk 𝑛 > 3. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 20 bahwa graf sikel 

(𝐶𝑛 ) untuk 𝑛 > 3 bukan merupakan graf interval. Sehingga graf yang memuat induced cycle 

dengan sisi sikel lebih dari  bukan merupakan graf interval  karena memuat sikel (𝐶𝑛 ) 

untuk 𝑛 > 3. 

Penelitian ini menggunakan garis bilangan real sebagai ruang dimensi-1 atau 

dimensi-1. Untuk ruang dimensi yang lebih tinggi, misalkan ℝ2
, dari garis bilangan real 

dapat dibentuk dari pasangan terurut pada interval (𝐼𝑥 , 𝐼𝑦). Pasangan terurut interval (𝐼𝑥 , 𝐼𝑦) 

menjelaskan persegi di ℝ2
 (dengan tiap sisi sejajar pada sumbu-sumbunya) sebagaimana 

pada Gambar 2.14. Misalkan diberikan 𝐵 = (𝐼𝑥 , 𝐼𝑦 ). Persegi ini disebut 2-box dalam hal ini 

karena persegi tesebut berada pada dimensi-2 pada bidang ℝ2
 (Francis, 2009:5-6). 

 
Gambar 2.14 2-Box Pada ℝ2 
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Berdasarkan contoh di atas, sehingga dapat digeneralisasikan definisi dimensi-𝑘 dengan 

mendefinisikan k-box. 

Definisi 17 

k-box (ruang-k), dinotasikan sebagai k-berlipat dari interval (𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, … , 𝑅𝑘) 

adalah himpunan dari titik-titik 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × … × 𝑅𝑘 (Francis, 2009:6). 

Jika garis bilangan real adalah dimensi-1. Pasangan terurut pada interval (𝐼𝑥 , 𝐼𝑦) yang 

menotasikan himpunan 𝐼𝑥 × 𝐼𝑦 pada titik-titik di ℝ2
 adalah dimensi-2. Maka k-box adalah 

pasangan terurut (𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 , … , 𝑅𝑘) yang menotasikan himpunan 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × … × 𝑅𝑘 

pada titik-titik di ℝk
 adalah dimensi-k. Karena k-box dinotasikan oleh interval k-berlipat, 

maka 𝑋𝑘
 menotasikan himpunan dari semua k-box dimana X adalah garis bilangan real. Graf 

𝐺 disebut intersection graph pada k-box jika terdapat 𝑓: 𝑉 𝐺 → 𝑋𝑘  demikian sehingga 

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , berlaku  𝑢,𝑣 ∈ 𝐸 𝐺 ⇔ 𝑓 𝑢 ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙. Peta fungsi 𝑓 disebut k-box 

representation pada 𝐺 (Francis, 2009:6). 

Berdasarkan Definisi 17, maka 1-box adalah interval pada garis real (ℝ) sedangkan 

2-box dapat ditunjukkan sebagai persegi pada ℝ2
 dengan tiap sisi sejajar sumbu-sumbunya. 

Untuk contoh graf yang berada pada 2-box dapat menggunakan graf sikel yang telah 

diketahui bukan merupakan graf interval. Graf sikel C4 dapat dipetakan sebagai berikut: 

 
Gambar 2.15 Graf Sikel C4 
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Gambar 2.15 adalah graf sikel C4 yang telah diketahui bukan merupakan graf 

interval, dimana V(C4) = {v1,v2,v3,v4} dan X
2
 adalah himpunan dari semua interval pasangan 

terurut (R1,R2) yang menotasikan R1xR2 pada titik-titik di ℝ2
. Misalkan f didefinisikan 

dengan f = {(v1,[1,4]x[5,8]),(v2,[-1,2]x[3,6]),(v3,[1,4]x[1,4]),(v4,[3,6]x[3,6])}, maka f adalah 

fungsi dari V(C4) ke X
2
. Setiap a ∈ V(C4) berada tepat satu pasangan berurutan (a,b) ∈ f. 

Karena f fungsi dari V(C4) ke X
2
 dan (a,b) ∈ f, dapat diketahui f(v1) = [1,4]x[5,8],  f(v2) = [-

1,2]x[3,6],  f(v3) = [1,4]x[1,4] dan f(v4) = [3,6]x[3,6]. Peta tiap titik pada 𝐶4 berbentuk 

persegi akibat dari pasangan terurut interval-intervalnya sebagaimana gambar berikut: 

   
Gambar 2.16 2-Box Representation untuk C4 

Persegi 𝑣1 beririsan dengan persegi 𝑣2 dan persegi 𝑣4 menunjukkan titik 𝑣1 adjacent 

dengan titik 𝑣2 dan titik 𝑣4. Persegi 𝑣3 beririsan dengan persegi 𝑣2 dan persegi 𝑣4 

menunjukkan titik 𝑣3 adjacent dengan titik 𝑣2 dan titik 𝑣4. Persegi 𝑣1 tidak beririsan dengan 

persegi 𝑣3 menunjukkan titik 𝑣1 tidak adjacent dengan titik 𝑣3. Persegi 𝑣2 tidak beririsan 

dengan persegi 𝑣4 menunjukkan titik 𝑣4 tidak adjacent dengan titik 𝑣4. Jadi 𝐶4 adalah 

intersection graph pada 𝑋2 (2-box) karena terdapat fungsi yang memetakan 𝑉(𝐶4) ke 𝑋2 

dan setiap dua titik adjacent di 𝐶4 jika dan hanya jika memiliki peta fungsi yang 

beririsan (𝑓(𝑢) ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙). Berdasarkan contoh di atas dapat diketahui bahwa graf G 

memiliki k-box representation (interval graf jika 𝑘 = 1) jika dan hanya jika terdapat fungsi 

f(v1) = [1,4]x[5,8] 

f(v2) = [-1,2]x[3,6] 

f(v3) = [1,4]x[1,4] 

f(v4) = [3,6]x[3,6] 
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yang memetakan 𝑉(𝐺) ke 𝑋𝑘 , dimana 𝑋𝑘  menotasikan himpunan dari semua k-box. 

Sehingga untuk penulisan selanjutnya, penulis tidak lagi menentukan fungsi dan intervalnya, 

tetapi cukup menunjukkan k-box representation yang dimiliki suatu graf. 

Definisi 18 

Boxicity pada graf 𝐺, dinotasikan sebagai box(G), adalah bilangan bulat positif 

terkecil k sehingga 𝐺 dapat digambarkan sebagai perpotongan pada k-box (Francis, 2009:7). 

Berdasarkan Definisi 17, k-box adalah interval (𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, … , 𝑅𝑘) adalah himpunan 

dari titik-titik 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × … × 𝑅𝑘 yang menunjukkan suatu dimensi-k sehingga boxicity 

dapat diartikan sebagai dimensi terkecil k demikian sehingga G dapat digambarkan pada 

ruang di dimensi-k. Maka dapat disimpulkan bahwa 𝐺 adalah graf interval  jika dan hanya 

jika 𝑏𝑜𝑥(𝐺) = 1, karena terdapat fungsi yang memetakan 𝑉(𝐺) ke X, dimana X adalah 

interval pada garis bilangan real ( ), dan setiap dua titik yang adjacent di 𝐺 memiliki peta 

fungsi yang beririsan (𝑓(𝑢) ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙). Kemudian karena 𝐶4 bukan merupakan graf 

interval dan memiliki 2-box representation (terdapat fungsi yang memetakan 𝑉(𝐶4) ke 𝑋2, 

dimana 𝑋2 menotasikan himpunan dari semua interval (𝑅1 , 𝑅2) pada titik-titik di ℝ2, dan 

setiap dua titik yang adjacent di 𝐶4 memiliki peta fungsi yang beririsan (𝑓(𝑢) ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙)) 

sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.16, maka 𝑏𝑜𝑥(𝐶4) = 2. 

2.5 Tingkatan Iman dalam Islam 

Beberapa ayat dalam Al-Qur’an menyebutkan tentang keimanan seorang muslim 

salah satunya adalah surat Al-Mujaadillah ayat 11 sebagaimana berikut: 
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                                  

                            

         

 

Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: "Berlapang-

lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi 

kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka berdirilah, 

niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-

orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha mengetahui 

apa yang kamu kerjakan (Al-Mujaadillah:11). 

Menurut Amrullah (1975:42-44) dan Al-Maraghi (1989:23-26) bahwa ayat ini turun 

ketika Rasulullah SAW pada hari jum’at berada  di Shuffah (yaitu ruang tempat berkumpul 

dan tempat tinggal dari sahabat-sahabat Rasulullah SAW yang tidak mempunyai rumah 

tangga). Kemudian para sahabat baik golongan Muhajirin maupun Anshar duduk bersama 

mengelilingi Rasulullah SAW karena hendak mendengar ajaran-ajaran dan hikmah yang 

akan beliau keluarkan. Beberapa orang sahabat yang turut dalam perang Badar telah juga 

turut hadir. Kemudian datang pula beberapa orang sahabat yang turut dalam perang Badar 

yang lain mengucapkan salam kepada Rasulullah SAW dan yang telah hadir lebih dahulu. 

Salam mereka dijawab orang yang telah hadir tetapi mereka tidak bergeser dari tempat 

duduk mereka sehingga orang yang baru datang terpaksa berdiri terus. Melihat hal itu 

Rasulullah SAW merasa kurang senang, terutama karena di antara orang yang baru datang 

adalah sahabat yang mendapat penghargaan istimewa dari Allah karena mereka turut dalam 

perang Badar. Akhirnya bersabdalah Rasulullah SAW kepada sahabat yang bukan ahli 

Badar untuk berdiri. Kemudian beliau menyuruh ahli Badar yang masih berdiri untuk duduk. 

Tetapi yang disuruh berdiri ada yang wajahnya kurang senang atas hal demikian dan orang-

orang munafik yang turut hadir mulai membisikkan celaan. Melihat hal demikian 
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bersabdalah Rasulullah SAW: “Dirahmati Allah  seseorang yang melapangkan tempat buat 

saudaranya”. Lama-lama bertambah teraturlah majlis itu karena masing-masing orang saling 

hormat-menghormati, yang tua patut dituakan, yang lebih berjasa patut dilebihkan. Karena 

Rasulullah SAW pernah pula bersabda: “Supaya mengelilingiku orang-orang yang 

mempunyai pandangan jauh dan lanjutan”. Sejak itu artinya orang-orang tua atau yang 

dituakan duduk di muka. Biasanya Abu Bakar duduk di sebelah kanan Rasulullah SAW, 

Umar di sebelah kiri, sedang Usman dan Ali duduk di hadapan beliau, sebab keduanya kerap 

kali diberi tugas mencatat wahyu kalau kebetulan turun. 

Ayat ini juga menerangkan ketika seseorang disuruh melapangkan majlis, yang 

berarti melapangkan hati, bahkan jika dia disuruh berdiri sekalipun lalu memberikan 

tempatnya kepada orang yang patut didudukkan di muka, maka hal tersebut tidak 

mengurangi haknya. Karena hal yang demikian merupakan peningkatan dan penambahan 

kedekatannya pada Allah. Allah akan menambah iman dan ilmunya, sehingga derajatnya 

akan bertambah naik (Amrullah, 1975:45) dan (Al-Maraghi, 1989:24). 

Allah mengetahui segala perbuatan manusia. Dia akan membalas setiap amal 

perbuatan yang dilakukan manusia. Orang yang berbuat baik akan dibalas dengan kebaikan 

dan orang yang berbuat buruk akan dibalas dengan apa yang pantas baginya atau Allah akan 

mengampuninya jika dia mau bertobat (Al-Maraghi, 1989:24) dan (Al-Qarni, 2008:304). 

Ayat di atas menjelaskan bahwa ketika seseorang mau berlapang dada, Allah akan 

meninggikan iman dan ilmu pengetahuannya. Semakin seseorang beriman dan memiliki 

ilmu maka semakin tinggi derajatnya. Hal ini disebutkan dalam Al-Qur’an surat Ali Imron 

ayat 163 

                     
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(Kedudukan) mereka itu bertingkat-tingkat di sisi Allah, dan Allah Maha melihat 

apa yang mereka kerjakan (Ali Imron:163) 

 

Surat Ali Imron ayat ke 163 menjelaskan bahwa sesungguhnya setiap orang berbeda 

keimanan dan pengetahuannya sewaktu di dunia yang berakibat mempengaruhi setiap amal 

perbuatan yang dilakukan.Perbedaan itu bertingkat-tingkat (Al-Maraghi, 1993:212). Orang 

yang berbuat kebaikan dan mengikuti keridhaan-Nya akan mendapat pahala. Kedudukan 

mereka berbeda dengan orang yang berbuat kejahatan akan kembali dengan membawa 

murka-Nya dan mendapatkan siksa sebagai balasan amal perbuatannya (Muhammad dan 

Abdirrahman, 2011:294) dan (Al-Mubarakfuri, 2007:348). Tidak ada yang samar bagi Allah 

mengenai motivasi-motivasi amal perbuatan yang ada di dalam jiwa manusia. Juga tidak ada 

bagi Allah hal-hal yang tersembunyi di balik hati mereka, baik berupa bisikan hati atau 

keinginannya (Al-Maraghi, 1993:212-213). Allah akan memberikan balasan sesuai dengan 

amal perbuatan. Semua amal perbuatan mereka akan diperhitungkan sehingga masing-

masing akan dibalas sesuai amal baik dan buruk yang dikerjakan (Al-Mubarakfuri, 

2007:349)  dan (Ath-Thabari, 2007:151). 

Dua ayat di atas menjelaskan bahwa orang yang memiliki iman dan ilmu 

pengetahuan derajatnya akan dinaikkan oleh Allah. Jadi setiap orang berbeda-beda 

derajatnya berdasarkan iman dan ilmunya. Rasulullah SAW bersabda: “perbaruilah 

(perbaikilah) iman kalian dengan memperbanyak membaca kalimat Laa Ilaaha Illallah”. 

Rasulullah SAW memerintahkan umatnya untuk memperbanyak membaca kalimat iman. 

Iman menurut sebagian ulama terbagi menjadi lima tingkatan (bagian) yaitu: 

1. Tingkatan iman pertama disebut dengan iman matbu’ yaitu iman yang dimiliki oleh para 

malaikat. Tingkatan iman ini tidak pernah berkurang dan tidak pula bertambah 
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2. Tingkatan iman kedua disebut dengan iman ma’shum yaitu tingkatan iman yang dimiliki 

oleh para Nabi dan Rasul Allah. Tingkatan iman ini tidak pernah berkurang dan selalu 

bertambah ketika wahyu datang kepadanya. 

3. Tingkatan iman ketiga disebut dengan iman maqbul yaitu iman yang dimiliki oleh kaum 

muslimin dan muslimat. Iman tingkatan ini selalu bertambah jika mengerjakan amal 

kebaikan dan akan berkurang jika melakukan maksiat. 

4. Tingkatan iman keempat disebut dengan iman mauquf yaitu iman yang dimiliki oleh ahli 

bid’ah atau disebut iman yang ditangguhkan. Maksudnya adalah jika ahli bid’ah 

berhenti melakukan perbuatan bid’ah maka imannya akan diterima. Contoh ahli bid’ah 

adalah kaum rafidhoh atau dukun, ahli sihir, dan yang sejenisnya. 

5. Tingkatan iman kelima disebut dengan iman mardud yaitu iman yang ditolak. Iman ini 

dimiliki oleh orang-orang musyrik, murtad dan kafir ataupun sejenisnya (Salman, 

2012:1). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

Pada bab III ini akan dibahas mengenai boxicity pada graf roda (𝑊𝑛 ), graf helm (𝐻𝑛 ), 

graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛 ) dan graf sikel berambut (𝑕𝐶𝑛 ) dengan 𝑛 ≥ 3 untuk setiap 𝑛 adalah 

bilangan asli. Sebagaimana dijelaskan sebelumnya boxicity (𝑏𝑜𝑥(𝐺)) adalah dimensi terkecil k 

demikian sehingga 𝐺 dapat digambarkan pada ruang di dimensi-k. Graf G memiliki k-box 

representation (interval graf jika 𝑘 = 1) jika dan hanya jika terdapat fungsi yang memetakan 

𝑉(𝐺) ke 𝑋𝑘 , dimana 𝑋𝑘  menotasikan himpunan dari semua k-box. 

3.1 Boxicity pada Graf Roda 

3.1.1 Graf Roda 𝑾𝟑 

Graf roda 𝑊3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.1 Graf Roda 𝑊3  

Langkah pertama untuk mencari boxicity pada graf roda 𝑊3 adalah menentukan jenis 

graf tersebut termasuk graf interval atau bukan. Dari Gambar 3.1, diketahui 𝑉 𝑊3 =

{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Berdasarkan Definisi 15, maka terdapat fungsi  𝑓 yang memetakan 𝑉(𝑊3) ke X, 

dimana X adalah interval pada garis bilangan real. Titik a adjacent titik b pada 𝑊3 jika dan 

hanya jika memiliki peta yang beririsan (𝑓 𝑎 ∩ 𝑓(𝑏) ≠ 𝜙). Berikut adalah interval 

representation pada 𝑊3: 
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Gambar 3.2 Interval Representation Graf Roda 𝑊3  

Karena dapat ditunjukkan interval representation untuk 𝑊3, maka 𝑊3 termasuk graf 

interval sehingga 𝑏𝑜𝑥 𝑊3 = 1. 

3.1.2 Graf Roda 𝑾𝟒 

Graf roda 𝑊4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 
Gambar 3.3 Graf Roda 𝑊4  

Sikel 𝐶4 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 pada 𝑊4 pada Gambar 3.3. 

Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑊4 memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang 

berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak 

dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑊4 bukan graf interval 

sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊4 sebagaimana gambar berikut: 

 
Gambar 3.4 2-Box Representation Graf Roda 𝑊4  

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊4 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑊4 = 2. 

3.1.3 Graf Roda 𝑾𝟓 

Graf roda 𝑊5 dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.5 Graf Roda 𝑊5 

Sikel 𝐶5 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 pada 𝑊5 pada Gambar 3.5. 

Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑊5 memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang 

berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak 

dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑊5 bukan graf interval 

sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊5 sebagai berikut: 

 
Gambar 3.6 2-Box Representation Graf Roda 𝑊5 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊5 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑊5 = 2. 

3.1.4 Graf Roda 𝐖𝟔  

Graf roda 𝑊6 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.7 Graf Roda 𝑊6  

Sikel 𝐶6 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 pada 𝑊6 pada Gambar 3.7. 

Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑊6 memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang 

berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak 
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dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑊6 bukan graf interval 

sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊6 sebagai berikut: 

 
Gambar 3.8 2-Box Representation Graf Roda 𝑊6  

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊6 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑊6 = 2. 

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka didapatkan pola boxicity pada graf roda 𝑊3 

sampai 𝑊𝑛  sebagaimana pada tabel berikut: 

Tabel 3.1. Boxicity pada Graf Roda 

No Graf Boxicity 

1 𝑊3 1 

2 𝑊4 2 

3 𝑊5 2 

4 𝑊6 2 

5 𝑊𝑛  
𝑊𝑛 = 1, untuk 𝑛 = 3  

 𝑊𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 4 

Teorema 1 

Boxicity pada graf roda (𝑊𝑛 ), untuk 𝑛 ≥ 3 adalah 

𝑏𝑜𝑥 𝑊𝑛  =  
 1, 𝑛 = 3

 2, 𝑛 ≥ 4

     

 

Bukti Teorema 1 

1. Misalkan 𝑊𝑛  adalah graf roda dengan 𝑛 = 3. 𝑉 𝑊3 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} sebagaimana pada 

Gambar 3.1. Berdasarkan Definisi 12, maka terdapat fungsi  𝑓 yang memetakan 𝑉(𝑊3) 

ke X, dimana X adalah interval pada garis bilangan real. Titik a adjacent titik b pada 𝑊3 
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jika dan hanya jika memiliki peta yang beririsan (𝑓 𝑎 ∩ 𝑓(𝑏) ≠ 𝜙). Karena dapat 

ditunjukkan interval representation untuk 𝑊3 sebagaimana pada Gambar 3.2 maka 𝑊3 

adalah graf interval sehingga 𝑏𝑜𝑥 𝑊3 = 1. 

2. Misalkan 𝑊𝑛  adalah graf roda dengan 𝑛 = 4,5,6, … , 𝑛. Sikel 𝐶𝑛  dapat diperoleh dengan 

cara menghapus titik pusat pada 𝑊𝑛 . Berdasarkan Definisi 16, maka 𝑊𝑛 memuat induced 

cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada 

halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih 

dari , maka 𝑊𝑛  bukan graf interval. 𝑊𝑛  dapat digambarkan sebagaimana berikut: 

 
Gambar 3.9 Graf Roda (𝑊𝑛 ) 

Karena 𝑊𝑛 , untuk 𝑛 ≥ 4, bukan merupakan graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-

box representation untuk 𝑊𝑛 sebagaimana gambar berikut:  

    
Gambar 3.10 2-Box Representation Graf Roda (𝑊𝑛) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑊𝑛 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑊𝑛 = 2, untuk 

𝑛 ≥ 4. 

Jadi boxicity pada graf roda adalah 𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛 ) = 1, untuk 𝑛 = 3 dan 𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛 ) = 2, untuk 

𝑛 ≥ 4. 
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3.2 Boxicity pada Graf Helm 

3.2.1 Graf Helm 𝑯𝟑 

Graf helm 𝐻3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.11 Graf Helm 𝐻3 

Langkah pertama untuk mencari boxicity pada graf helm 𝐻3 adalah menentukan jenis 

graf tersebut termasuk graf interval atau bukan sebagaimana penjelasan berikut: Misalkan 

𝐻3 adalah graf interval. Berdasarkan Definisi 15, maka terdapat fungsi f  yang memetakan 

𝑉(𝐻3) ke X, dimana X adalah himpunan dari semua interval tertutup pada garis bilangan 

real. Dari Gambar 3.11, dapat diketahui 𝑉 𝐻3 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔}. Titik u adjacent titik v 

pada 𝐻3 jika dan hanya jika memiliki peta yang beririsan (𝑓 𝑢 ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙). Misalkan 

fungsi f memetakan titik 𝑎 pada interval [0,1]. Fungsi f memetakan titik 𝑏 pada interval 

[1,2]. Fungsi f memetakan titik 𝑐 pada interval [2,3]. Fungsi f memetakan titik 𝑓 pada 

interval [2,4]. Fungsi f memetakan titik 𝑔 pada interval  4,5 . Fungsi f memetakan titik 𝑑 

pada interval [2,3]. Karena titik 𝑒 adjacent titik 𝑑, maka peta titik 𝑒 akan memiliki minimal 

satu titik yang berada di antara interval 2 sampai 3 (2 ≤ 𝑒 ≤ 3). Jika demikian, maka peta 

titik 𝑒 akan beririsan dengan peta yang memiliki interval [2] atau [3] atau [2,3]. Hal ini 

berarti titik 𝑒 adjacent dengan titik 𝑏 atau 𝑐 atau 𝑑 atau 𝑓. Tetapi titik 𝑒 hanya adjacent 

dengan titik 𝑑, dan titik 𝑒 tidak adjacent dengan titik 𝑏 atau 𝑐 atau 𝑓 pada 𝐻3 sehingga 

terjadi kontradiksi. Maka asumsi salah dan diketahui bahwa 𝐻3 bukan graf interval. 
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Karena 𝐻3 tidak termasuk graf interval sehingga cukup ditunjukkan 2-box 

representation untuk 𝐻3 sebagai berikut: 

 
Gambar 3.12 2-Box Representation Graf Helm  𝐻3 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝐻3 maka 𝑏𝑜𝑥 𝐻3 = 2. 

3.2.2 Graf Helm 𝑯𝟒 

Graf helm 𝐻4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.13 Graf Helm 𝐻4 

Sikel 𝐶4 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 dan tiap titik  berderajat satu 

atau anting pada 𝐻4 pada Gambar 3.13. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝐻4 memuat induced 

cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada 

halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih 

dari , maka 𝐻4 bukan graf interval sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 

𝐻4 sebagaimana gambar berikut: 



8 
 

 

 
Gambar 3.14 2-Box Representation Graf Helm 𝐻4 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝐻4 maka 𝑏𝑜𝑥 𝐻4 = 2. 

3.2.3 Graf Helm 𝑯𝟓 

Graf helm 𝐻5 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.15 Graf Helm 𝐻5 

Sikel 𝐶5 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 dan tiap titik  berderajat satu 

atau anting pada 𝐻5 pada Gambar 3.15. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝐻5 memuat induced 

cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada 

halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih 

dari , maka 𝐻5 bukan graf interval sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 

𝐻5 sebagai berikut: 
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Gambar 3.16 2-Box Representation Graf Helm-5(𝐻5) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝐻5 maka 𝑏𝑜𝑥 𝐻5 = 2. 

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka didapatkan pola boxicity pada graf helm 𝐻3 

sampai 𝐻𝑛  sebagaimana pada tabel berikut: 

Tabel 3.2 Boxicity pada Graf Helm 

No Graf Boxicity 

1 𝐻3 2 

2 𝐻4 2 

3 𝐻5 2 

4 𝐻𝑛   𝐻𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Teorema 2 

Boxicity pada graf helm (𝐻𝑛 ) adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Bukti Teorema 2 

Graf helm (𝐻𝑛 ) dapat digambarkan sebagai berikut:  

 
Gambar 3.17 Graf Helm (𝐻𝑛) 

Misalkan 𝐻𝑛  adalah graf helm dengan 𝑛 = 4,5,6, … , 𝑛. Sikel 𝐶𝑛  dapat diperoleh 

dengan cara menghapus titik pusat pada 𝐻𝑛  dan semua titik yang berderajat satu. 

Berdasarkan Definisi 16, maka 𝐻𝑛 memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang 

berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak 

dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝐻𝑛  bukan graf interval. 
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Karena 𝐻𝑛 , untuk 𝑛 ≥ 4, bukan merupakan graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-box 

representation untuk 𝐻𝑛 sebagaimana gambar berikut: 

 
Gambar 3.18 2-Box Representation Graf Helm (𝐻𝑛) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝐻𝑛 maka 𝑏𝑜𝑥 𝐻𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 4. 

Untuk 𝐻𝑛  dimana 𝑛 = 3, telah dijelaskan pada halaman 35 samapai halaman 36 bahwa graf 

helm 𝐻3 tidak dapat dipetakan pada interval garis bilangan real, tetapi 𝐻3 memiliki 2-box 

representation, maka 𝑏𝑜𝑥 𝐻3 = 2. 

Jadi boxicity pada graf helm adalah 𝑏𝑜𝑥 𝐻𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 3. 

3.3 Boxicity pada Graf Helm Tertutup 

3.3.1 Graf Helm Tertutup 𝒄𝑯𝟑 

Graf helm tertutup 𝑐𝐻3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.19 Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻3 

Langkah pertama untuk mencari boxicity pada graf helm tertutup 𝑐𝐻3 adalah 

menentukan jenis graf tersebut termasuk graf interval atau bukan. Sikel 𝐶4 dapat diperoleh 

dengan cara menghapus titik 𝑣1, 𝑣2, 𝑣5 pada 𝑐𝐻3  pada Gambar 3.19. Berdasarkan Definisi 16 

maka 𝑐𝐻3  memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah 



11 
 

 

dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat induced 

cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑐𝐻3  bukan graf interval, sehingga cukup 

ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻3 sebagaimana gambar berikut: 

 

Gambar 3.20 2-Box Representation Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻3 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻3 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻3 = 2. 

3.3.2 Graf Helm Tertutup 𝒄𝑯𝟒 

Graf helm tertutup 𝑐𝐻4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3.21 Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻4 

Sikel 𝐶4 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 dan sikel luar pada 𝑐𝐻4  pada 

Gambar 3.21. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑐𝐻4  memuat induced cycle yaitu induced 

subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf 

interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑐𝐻4 bukan 

graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻4 sebagaimana 

gambar berikut: 
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Gambar 3.22 2-Box Representation Graf Helm Tertutup-4(𝑐𝐻4) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻4 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻4 = 2. 

3.3.3 Graf Helm Tertutup 𝒄𝑯𝟓 

Graf helm tertutup 𝑐𝐻5 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3.23 Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻5 

Sikel 𝐶5 dapat diperoleh dengan cara menghapus titik 𝑣1 dan tiap titik  terluar pada 

𝑐𝐻5  pada Gambar 3.23. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑐𝐻5  memuat induced cycle yaitu 

induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa 

graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑐𝐻5 

bukan graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻5 sebagai 

berikut: 

 
Gambar 3.24 2-Box Representation Graf Helm Tertutup 𝑐𝐻5 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻5 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻5 = 2. 
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Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka didapatkan pola boxicity pada graf helm 

tertutup 𝑐𝐻3 sampai 𝑐𝐻𝑛  sebagaimana pada tabel berikut: 

Tabel 3.3 Boxicity pada Graf Helm Tertutup 

No Graf Boxicity 

1 𝑐𝐻3  2 

2 𝑐𝐻4  2 

3 𝑐𝐻5  2 

4 𝑐𝐻𝑛   𝑐𝐻𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Teorema 3 

Boxicity pada graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛 ) adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Bukti Teorema 3 

Graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛 ) dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.25 Graf Helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) 

Misalkan c𝐻𝑛  adalah graf helm tertutup dengan 𝑛 = 4,5,6, … , 𝑛. Sikel 𝐶𝑛  dapat 

diperoleh dengan cara menghapus titik pusat pada c𝐻𝑛  dan sikel luarnya. Berdasarkan 

Definisi 16, maka 𝑐𝐻𝑛  memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. 

Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat 

induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑐𝐻𝑛  bukan graf interval, sehingga cukup 

ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻𝑛  sebagaimana gambar berikut: 
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Gambar 3.26 2-Box Representation Graf Helm Tertutup (𝑐𝐻𝑛) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑐𝐻𝑛  maka 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻𝑛 = 2, untuk 

𝑛 ≥ 4. Untuk 𝑐𝐻𝑛  dimana 𝑛 = 3, telah dijelaskan pada halaman 40 bahwa graf helm 𝑐𝐻3  

memuat induced cycle sehingga bukan merupakan graf interval. Karena 𝑐𝐻3 memiliki 2-box 

representation, maka 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻3 = 2. 

Jadi boxicity pada graf helm tertutup adalah 𝑏𝑜𝑥 𝑐𝐻𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 3. 

3.4 Boxicity pada Graf Sikel Berambut 

3.4.1 Graf Sikel Berambut 𝒉𝑪𝟑 

Graf sikel berambut 𝑕𝐶3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.27 Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶3 

Langkah pertama untuk mencari boxicity pada graf sikel berambut 𝑕𝐶3 adalah 

menentukan jenis graf tersebut termasuk graf interval atau bukan sebagaimana penjelasan 

berikut: Misalkan 𝑕𝐶3 adalah graf interval. Berdasarkan Definisi 15, maka terdapat fungsi f  

yang memetakan 𝑉(𝑕𝐶3) ke X, dimana X adalah himpunan dari semua interval tertutup pada 

garis bilangan real. Dari Gambar 3.27, dapat diketahui 𝑉 𝑕𝐶3 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}. Setiap 

titik yang adjacent dengan titik lain pada 𝑕𝐶3, Misalkan titik u adjacent titik v, akan 
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memiliki peta yang beririsan (𝑓 𝑢 ∩ 𝑓(𝑣) ≠ 𝜙). Misalkan fungsi f  memetakan titik 𝑎 pada 

interval [0,1]. Fungsi f memetakan titik 𝑏 pada interval [1,3]. Fungsi f memetakan titik 𝑒 

pada interval [3,4]. Fungsi f memetakan titik 𝑓 pada interval [4,5]. Fungsi f  memetakan titik 

𝑐 pada interval [2,3]. Karena titik 𝑑 adjacent titik 𝑐, maka peta titik 𝑑 akan memiliki 

minimal satu titik yang berada di antara interval 2 sampai 3 (2 ≤ 𝑑 ≤ 3). Jika demikian, 

maka peta titik 𝑑 akan beririsan dengan peta yang memiliki interval [2] atau [3] atau [2,3]. 

Hal ini berarti titik 𝑒 adjacent dengan titik 𝑏 atau 𝑐 atau 𝑒. Tetapi titik 𝑑 hanya adjacent 

dengan titik 𝑐, dan titik 𝑑 tidak adjacent dengan titik 𝑏 atau 𝑒 pada 𝑕𝐶3 sehingga terjadi 

kontradiksi. Maka asumsi salah dan diketahui bahwa 𝑕𝐶3 bukan graf interval. Sehingga 

cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶3 sebagai berikut: 

 
Gambar 3.28 2-Box Representation Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶3  

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶3 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶3 = 2. 

3.4.2 Graf Sikel Berambut 𝒉𝑪𝟒 

Graf sikel berambut 𝑕𝐶4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3.29 Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶4 
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Sikel 𝐶4 dapat diperoleh dengan cara menghapus tiap titik  berderajat satu atau anting 

pada 𝑕𝐶4 pada Gambar 3.29. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑕𝐶4 memuat induced cycle yaitu 

induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa 

graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑕𝐶4 

bukan graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶4 

sebagaimana gambar berikut: 

 

Gambar 3.30 2-Box Representation Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶4 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶4 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶4 = 2. 

 

3.4.3 Graf Sikel Berambut 𝒉𝑪𝟓 

Graf sikel berambut 𝑕𝐶5 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 
Gambar 3.31 Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶5 

Sikel 𝐶5 dapat diperoleh dengan cara menghapus tiap titik  berderajat satu atau anting 

pada 𝑕𝐶5 pada Gambar 3.31. Berdasarkan Definisi 16 maka 𝑕𝐶5 memuat induced cycle yaitu 
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induced subgraf yang berbentuk sikel. Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa 

graf interval tidak dapat memuat induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑕𝐶5 

bukan graf interval, sehingga cukup ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶5 sebagai 

berikut: 

 
Gambar 3.32 2-Box Representation Graf Sikel Berambut 𝑕𝐶5 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶5 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶5 = 2. 

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, maka didapatkan pola boxicity pada graf sikel 

berambut 𝑕𝐶3 sampai 𝑕𝐶𝑛  sebagaimana pada tabel berikut: 

 

Tabel 3.4 Boxicity pada Graf Sikel Berambut 

No Graf Boxicity 

1 𝑕𝐶3 2 

2 𝑕𝐶4 2 

3 𝑕𝐶5 2 

4 𝑕𝐶𝑛   𝑕𝐶𝑛 = 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Teorema 4 

Boxicity pada graf sikel berambut (𝑕𝐶𝑛 ) adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3 

Bukti Teorema 4 

Graf sikel berambut (𝑕𝐶𝑛 ) dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3.33 Graf sikel berambut (𝑕𝐶𝑛 ) 

Misalkan 𝑕𝐶𝑛  adalah graf sikel berambut dengan 𝑛 = 4,5,6, … , 𝑛. Sikel 𝐶𝑛  dapat 

diperoleh dengan cara menghapus semua titik yang berderajat satu pada 𝑕𝐶𝑛 . Berdasarkan 

Definisi 16, maka 𝑕𝐶𝑛 memuat induced cycle yaitu induced subgraf yang berbentuk sikel. 

Telah dijelaskan sebelumnya pada halaman 21 bahwa graf interval tidak dapat memuat 

induced cycle dengan sisi sikel lebih dari , maka 𝑕𝐶𝑛  bukan graf interval, sehingga cukup 

ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶𝑛 sebagaimana gambar berikut:   

 
Gambar 3.34 2-Box Representation Graf Sikel Berambut (𝑕𝐶𝑛 ) 

Karena dapat ditunjukkan 2-box representation untuk 𝑕𝐶𝑛 maka 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶𝑛 = 2, untuk 

𝑛 ≥ 4. Untuk 𝑕𝐶𝑛 dimana 𝑛 = 3, telah dijelaskan pada halaman 44 bahwa graf helm 𝑕𝐶3 

tidak dapat dipetakan pada interval garis bilangan real, sehingga 𝑕𝐶3 bukam graf interval. 

Karena 𝑕𝐶3 memiliki 2-box representation, maka 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶3 = 2. 

Jadi boxicity pada graf sikel berambut adalah 𝑏𝑜𝑥 𝑕𝐶𝑛 = 2, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 ≥ 3. 
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3.5 Boxicity dalam Perspektif Islam 

Iman adalah sikap percaya, dalam hal ini terutama percaya pada enam rukun iman, 

sebagaimana disebutkan oleh nabi yang artinya: (iman) adalah engkau beriman kepada 

Allah, malaikat-malaikat-Nya, kitab-kitab-Nya, rasul-rasul-Nya, hari akhir dan engkau 

beriman kepada qadar, yang baik dan yang buruk (HR. Bukhari dan Muslim dalam Kitabul 

Iman). Iman adalah berdasarkan kepada enam rukun tersebut. Iman tidaklah sempurna 

kecuali apabila telah mencakupnya secara keseluruhan. Barang siapa mengingkari salah 

satunya, maka dia bukanlah seorang mukmin (Al-Atsari dan Al-Hamad, 2006:70). 

Beberapa ayat dalam Al-Qur’an menyebutkan tentang keimanan seorang muslim 

salah satunya adalah surat Al-Mujaadillah ayat 11 sebagaimana berikut: 

                                   

                             

         

Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: "Berlapang-

lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah akan memberi 

kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Berdirilah kamu", Maka berdirilah, 

niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan orang-

orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah Maha mengetahui 

apa yang kamu kerjakan (Al-Mujaadillah:11). 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa ketika seseorang mau berlapang dada, Allah akan 

meninggikan iman dan ilmu pengetahuannya. Semakin seseorang beriman dan memiliki 

ilmu maka semakin tinggi derajatnya. Hal ini disebutkan dalam Al-Qur’an surat Ali Imron 

ayat 163: 

                    
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(Kedudukan) mereka itu bertingkat-tingkat di sisi Allah, dan Allah Maha melihat 

apa yang mereka kerjakan (Ali Imron:163) 

Sesungguhnya setiap orang berbeda keutamaan-keutamaan dan pengetahuan sewaktu 

di dunia yang berakibat mempengaruhi setiap amal perbuatan yang dilakukan. Perbedaan itu 

bertingkat-tingkat (Al-Maraghi, 1993:212). 

Ayat-ayat di atas menjelaskan bahwa orang yang memiliki iman dan ilmu 

pengetahuan derajatnya akan dinaikkan oleh Allah. Jadi setiap orang berbeda-beda 

derajatnya berdasarkan iman dan ilmunya. Iman menurut sebagian ulama terbagi menjadi 

lima tingkatan (bagian) yaitu: 

 

1. Iman matbu’ yaitu iman yang dimiliki oleh para malaikat 

2. Iman ma’shum yaitu iman yang dimiliki oleh Nabi dan Rasul Allah 

3. Iman maqbul yaitu iman yang dimiliki oleh orang muslim 

4. Iman mauquf yaitu iman yang dimiliki oleh ahli bid’ah 

5. Iman mardud yaitu iman yang dimiliki oleh orang musyrik, murtad dan kafir 

Boxicity pada graf G, dinotasikan sebagai box(G), adalah bilangan bulat positif 

terkecil k sehingga G dapat digambarkan sebagai perpotongan pada k-box (Francis, 2009:7). 

k-box adalah himpunan dari titik-titik 𝑅1 × 𝑅2 × 𝑅3 × … × 𝑅𝑘 yang menunjukkan suatu 

dimensi ruang sehingga boxicity dapat diartikan sebagai dimensi terkecil k demikian 

sehingga G dapat digambarkan pada ruang di dimensi-k. Dimensi ruang dimulai dari 

dimensi-1 sampai dimensi-n tapi karena keterbatasan indera, manusia hanya dapat melihat 

sampai dimensi-3. Berikut adalah ciri-ciri dari dimensi-1 sampai dimensi-3: 

1. Dimensi-1 yaitu dimensi yang hanya memiliki panjang 

2. Dimensi-2 yaitu dimensi yang memiliki panjang dan lebar 
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3. Dimensi-3 yaitu dimensi yang memiliki panjang, lebar dan tinggi 

Boxicity dapat menjadi salah satu contoh dari isi kandungan surat Ali Imron ayat 163. 

Yakni kedudukan tiap orang bertingkat-tingkat. Perbedaan tersebut bertingkat-tingkat karena 

iman dan ilmu seseorang yang mempengaruhi amal perbuatannya juga bertingkat-tingkat. Iman 

dan ilmu seseorang belum tentu sama dengan yang lainnya meskipun berasal dari sekolah yang 

sama. Sehingga kedudukan tiap orang bertingkat-tingkat berdasarkan iman dan ilmunya. Dalam 

boxicity, dimensi suatu graf juga bertingkat-tingkat karena sifat satu graf dengan yang lainnya 

belum tentu sama. Hal tersebut menyebabkan adanya jenis-jenis graf, misalnya graf interval atau 

yang lain, dimana tiap jenis graf memiliki ciri khusus dan tingkatan dimensi dalam boxicity yang 

berbeda. 



1 
 

 

BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan pada skripsi ini, didapatkan bahwa 

boxicity pada graf roda (𝑊𝑛), graf helm (𝐻𝑛), graf helm tertutup (𝑐𝐻𝑛) dan graf sikel 

berambut (ℎ𝐶𝑛) adalah sebagai berikut: 

1. Graf Roda 

Boxiciy pada graf roda yaitu: 

a. 𝑏𝑜𝑥(𝑊3) = 1  

b. 𝑏𝑜𝑥(𝑊𝑛) = 2, untuk 𝑛 > 3 

2. Graf Helm 

Boxicity pada graf helm  𝐻𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  

3. Graf Helm Tertutup 

Boxicity pada graf helm tertutup  𝑐𝐻𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  

4. Graf Sikel Berambut 

Boxicity pada graf sikel berambut  ℎ𝐶𝑛  adalah 2, untuk 𝑛 ≥ 3  

  

4.2 Saran 

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis hanya mendapatkan graf yang berada sampai 

dimensi-2 atau 𝑏𝑜𝑥(𝐺) = 2. Oleh karena itu penulis memberikan saran kepada pembaca yang 

tertarik pada permasalahan ini supaya mengembangkannya dengan membahas graf yang 

memiliki 𝑏𝑜𝑥 𝐺 ≥ 3. 
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