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ABSTRAK



Rhomah, Azizatu. 2012. Studi Copula Gumbel Family 2-Dimensi Dalam Identifikasi Struktur Dependensi. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

 Pembimbing: (1) Fachrur Rozi, M.Si

  (2) Dr. H. Munirul Abidin. M. Si.



Kata kunci: Copula Gumbel Family, struktur dependensi.

Hubungan antara beberapa variabel atau disebut dependensi memiliki cara pengukuran yang sama baik untuk linier maupun non linier. Dependensi linier akan lebih mudah dalam pengukuran dependensinya, sedangkan untuk non linier akan sulit karena korelasi memiliki kelemahan. Oleh karena itu dependensi non linier dijelaskan dalam copula yang digunakan untuk memodelkan dependensi antar variabel acak. Jika dalam korelasi pearson distribusinya diasumsikan normal dan diketahui, maka copula dapat mengidentifikasi jika distribusi diasumsikan tidak normal dan bahkan tidak diketahui. Dalam hal ini copula yang akan diidentifikasi adalah family copula Archimedian, yaitu copula Gumbel yang dapat mengidentifikasi dependensi positif.

 Copula Gumbel tersebut dianalisis menggunakan teori-teori copula untuk diidentifikasi sifat-sifat, transformasi ke dalam distribusi marginal uniform [0,1], identifikasi distribusi tersebut berdasarkan sifat dasar copula dan dependensi antara dua variabel. Pada penelitian ini diperoleh nilai dependensi Kendall , yaitu . Melalui simulasi dengan membangkitkan data acak 2 variabel yang berdistribusi Gamma (4,3) dan lognormal (3,2) diperoleh  untuk  

 







































ABSTRACT



Rhomah, Azizatu. 2012. Study of Copula Gumbel Family 2-Dimension in Identification Dependence Structure. Thesis. Mathematics Department Faculty of Science and Technology the State of Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.

Promotor: (1) Fachrur Rozi, M.Si.

(2) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag.



Relationship among severally variable or so called dependence has to make the point good same measurement for linear and also non linear. Linear Dependence will a lot easier in measurement dependence, meanwhile for non linear will be hard since correlation have weakness. Therefore non linear dependence is worded deep copula which is utilized to model dependence among random variable. If in Pearson's correlation its distribution assumed by normal and is known, therefore copula can identify if distribution is assumed not normal and even unknown. In this case copula what do will be identified is family copula Archimedian, which is copula Gumbel one that gets to identify dependence positive.

Copula Gumbel that analyzed utilizes copula's theories to been identified characters, transformation into uniform's marginal distribution [0,1] identify that distribution bases copula's basic character and dependence among two variables. Via simulation arouse random data two variables that gets Gamma distribution (4,3) and lognormal (3,2) acquired  for  .



Key words: Copula Gumbel Family, dependence structure.











































ملخص البحث





الرحمة، عزيزة. ٢٠١٢. الدراسات جامبل الأسرة حباك تحديد الهيكل ٢ الأبعاد ضمن التبعيات. الأطروحة. قسم الرياضيات بكلية العلوم والتكنولوجيا الدولة الإسلامية جامعة الملك مالانج ابراهيم مولانا.

المشرف : (١) فخر الروزى، الماجستير

 (٢) الدكتورمنيرالعابدين الحج، الماجستير.



 الكلمات الرئيسية : جامبل حباك الأسرة، وتحديد الهوية. 

	

           علاقات تبعية بين متغيرات متعددة أو تبعية ما يسمى لديها طريقة لقياس الشيء نفسه بالنسبة لكلا الخطية وغير الخطية .وسوف يكون من الأسهل تبعيات الخطية في قياس تبعياته، في حين أن العلاقة غير الخطية وسيكون من الصعب لأنه يحتوي على ضعف, لذلك يستخدم غير الخطية التبعيات حباك الموصوفة في نموذج لتبعيات بين المتغيرات العشوائية.  ويستخدم لذلك غير الخطية التبعيات حباك الموصوفة في نموذج لتبعيات بين المتغيرات العشوائية. في هذه الحالة حباك اسمه أرخميدس هو حباك العائلة، وهي تعرف وظيفة حباك. في هذه الحالة أيضا أن يتم تحديد وأرخميدس حباك الأسرة ، وهي جامبل حباك التي يمكن أن تحدد بشكل إيجابي على التبعيا.

وقد تم تحليل جامبل حباك به حباك نظرية للتعرف على الخصائص، وتحول الى توزيعات حدية موحدة 0،1 ، ويستند في تحديد التوزيع على طبيعة حباك والتبعيات بين متغيرين. في هذه الدراسة التي تم الحصول عليها كيندال القيم τ التبعيات  وهي  من خلال محاكاة عن طريق توليد بيانات عشوائية متغيرين يتم توزيع غاما (4،3)،ولوك المعتدلون (3،2) lالحصول=τ 0،5440 لى =θ1.5396.
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ABSTRAK

Rhomah, Azizatu. 2012. Studi Copula Gumbel Family 2-Dimensi Dalam 
Identifikasi Struktur Dependensi. Skripsi. Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik 
Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Fachrur Rozi, M.Si

  (2) Dr. H. Munirul Abidin. M. Si.

Kata kunci: Copula Gumbel Family, struktur dependensi.
Hubungan antara beberapa variabel atau disebut dependensi 

memiliki cara pengukuran yang sama baik untuk linier maupun non 
linier. Dependensi linier akan lebih mudah dalam pengukuran 
dependensinya, sedangkan untuk non linier akan sulit karena korelasi 
memiliki kelemahan. Oleh karena itu dependensi non linier dijelaskan 
dalam copula yang digunakan untuk memodelkan dependensi antar 
variabel acak. Jika dalam korelasi pearson distribusinya diasumsikan 
normal dan diketahui, maka copula dapat mengidentifikasi jika distribusi 
diasumsikan tidak normal dan bahkan tidak diketahui. Dalam hal ini 
copula yang akan diidentifikasi adalah family copula Archimedian, yaitu 
copula Gumbel yang dapat mengidentifikasi dependensi positif.

Copula Gumbel tersebut dianalisis menggunakan teori-teori copula 
untuk diidentifikasi sifat-sifat, transformasi ke dalam distribusi marginal 
uniform [0,1], identifikasi distribusi tersebut berdasarkan sifat dasar 
copula dan dependensi antara dua variabel. Pada penelitian ini diperoleh 

nilai dependensi Kendall ,߬ yaitu ஼߬= ఏିଵ
ఏ . Melalui simulasi dengan 

membangkitkan data acak 2 variabel yang berdistribusi Gamma (4,3) dan
lognormal (3,2) diperoleh =߬ 0.5440 untuk  ߠ= 1.5396
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ABSTRACT

Rhomah, Azizatu. 2012. Study of Copula Gumbel Family 2-Dimension in 
Identification Dependence Structure. Thesis. Mathematics Department 
Faculty of Science and Technology the State of Islamic University 
Maulana Malik Ibrahim Malang.
Promotor: (1) Fachrur Rozi, M.Si.

(2) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag.

Relationship among severally variable or so called dependence has 
to make the point good same measurement for linear and also non linear. 
Linear Dependence will a lot easier in measurement dependence, 
meanwhile for non linear will be hard since correlation have weakness. 
Therefore non linear dependence is worded deep copula which is utilized 
to model dependence among random variable. If in Pearson's correlation 
its distribution assumed by normal and is known, therefore copula can 
identify if distribution is assumed not normal and even unknown. In this 
case copula what do will be identified is family copula Archimedian, 
which is copula Gumbel one that gets to identify dependence positive.

Copula Gumbel that analyzed utilizes copula's theories to been 
identified characters, transformation into uniform's marginal distribution 
[0,1] identify that distribution bases copula's basic character and 
dependence among two variables. Via simulation arouse random data 
two variables that gets Gamma distribution (4,3) and lognormal (3,2) 
acquired =߬ 0.5440 for  ߠ= 1.5396.

Key words: Copula Gumbel Family, dependence structure.
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  ملخص البحث

  
. الأبعѧѧاد ضѧѧѧمن التبعیѧѧѧات٢الھیكѧѧѧل الدراسѧѧات جامبѧѧѧل الأسѧѧѧرة حبѧѧاك تحدیѧѧѧد . ٢٠١٢. الرحمѧѧة، عزیѧѧѧزة

قسѧѧم الریاضѧѧیات بكلیѧѧة العلѧѧوم والتكنولوجیѧѧا الدولѧѧة الإسѧѧلامیة جامعѧѧة الملѧѧك مѧѧالانج . الأطروحѧѧة
.ابراھیم مولانا

  فخر الروزى، الماجستیر) ١: (المشرف 
  .الدكتورمنیرالعابدین الحج، الماجستیر) ٢(

  
 .وتحدید الھویةجامبل حباك الأسرة، : الرئیسیةالكلمات

    
الشѧيء نفسѧھ طریقѧة لقیѧاسلѧدیھامѧا یسѧمىتبعیѧةمتعѧددة أومتغیѧراتتبعیة بѧینعلاقات           
، فѧي تبعیاتѧھفي قیاسالخطیةتبعیاتیكون من الأسھلوسوف.الخطیة الخطیة وغیركلا بالنسبة ل
غیѧر لѧذلك یسѧتخدم, ضѧعفلأنѧھ یحتѧوي علѧىسѧیكون مѧن الصѧعب غیر الخطیة والعلاقةحین أن 

المتغیѧرات العشѧوائیةبѧینتبعیѧات لنمѧوذجالموصوفة فѧيحباكالتبعیاتالخطیة . ویسѧتخدم لѧذلك 
في ھذه الحالة. غیر الخطیة التبعیات حباك الموصوفة في نموذج لتبعیات بین المتغیرات العشوائیة

یѧتم تحدیѧدأیضѧا أنالحالѧةفѧي ھѧذه . حبѧاكوظیفѧةتعѧرف، وھѧي العائلةحباكھوأرخمیدساسمھحباك
التبعیابشكل إیجابي علىالتي یمكن أن تحددحباكجامبلوھيالأسرة ،حباكأرخمیدس و .
الѧѧى، وتحѧѧول الخصѧѧائصللتعѧѧرف علѧѧىنظریѧѧةحبѧѧاكبѧѧھحبѧѧاكجامبѧѧلوقѧѧد تѧѧم تحلیѧѧل

بѧѧین التبعیѧѧات وحبѧѧاكطبیعѧѧةالتوزیѧѧع علѧѧىتحدیѧѧدفѧѧيویسѧѧتند، 0،1موحѧѧدةحدیѧѧةتوزیعѧѧات

=τେوھيالتبعیات τالقیمكیندالالتي تم الحصول علیھافي ھذه الدراسة .متغیرین ఏିଵ
ఏ نѧم

،ولѧوك المعتѧدلون )4،3(غامایتم توزیعمتغیرینبیانات عشوائیةعن طریق تولیدمحاكاةخلال
)3،2(lالحصول=τ0،5440 لى=θ1.5396.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Al-Qur’an menjelaskan tentang berbagai konsep yang sangat penting 

dalam kehidupan sehari-hari. Salah satu konsep tersebut adalah mengenai 

keterhubungan, yang dimaksud disini adalah keterhubungan suatu hal dengan 

hal lain. Hal tersebut dijelaskan dalam ayat-ayat berikut ini: 

                 

Artinya: “Dan segala sesuatu kami ciptakan berpasang-pasangan supaya 

kamu mengingat kebesaran Allah.”(QS. Adz-Dzaariyaat: 49) 

 

                          

                             

                       

               

Artinya:”Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, silih bergantinya 

malam dan siang, bahtera yang berlayar di laut membawa apa yang berguna 

bagi manusia, dan apa yang Allah turunkan dari langit berupa air, lalu 

dengan air itu dia hidupkan bumi sesudah mati (kering)-nya dan dia 

sebarkan di bumi itu segala jenis hewan, dan pengisaran angin dan awan 

yang dikendalikan antara langit dan bumi; sungguh (terdapat) tanda-tanda 

(keesaan dan kebesaran Allah) bagi kaum yang memikirkan.” (QS. Al-

Baqarah: 164) 

Ayat di atas sangat jelas menggambarkan  bahwa  di dalam al-

Qur’an banyak penjelasan dan gambaran mengenai hubungan. Manusia-pun 
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telah diciptakan dengan berpasangan-pasangan ini tertera dalam al-Qur’an 

surat adz-Dzaariyaat 49. Dalam konsep matematika terutama statistika, 

pasangan-pasangan ini identik dengan penyebutan variabel-variabel yang 

saling berkaitan satu sama lain. Atau bisa juga dikatakan variabel tersebut 

saling berpasangan.  

Sedangkan untuk ayat kedua menjelaskan bagaimana keterkaitan 

langit dan bumi dalam proses terjadinya kehidupan. Mulai dari bergantinya 

siang dan malam, turunnya air dari langit untuk membasahi bumi yang kering, 

hingga diciptakannya manusia secara berpasangan yaitu antara laki-laki dan 

perempuan. Ini merupakan suatu gambaran yang nyata bahwa antara langit 

dan bumi saling memiliki hubungan dan saling bergantung satu sama lain. 

Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi yang terlihat sekarang 

ketinggiannya, keindahannya, keluasannya, bintang-bintangnya yang beredar, 

serta perputaran falak (kosmik) nya, dan bumi dengan kepadatannya, lembah-

lembahnya, gunung-gunungnya, pergantian malam dan siang hari semuanya 

memiliki berbagai macam manfaat (Abdullah, 2004: 45). 

Allah menundukkan laut agar dapat membawa berlayar perahu-

perahu dari satu pantai ke pantai yang lain untuk keperluan penghidupan 

manusia dan dapat dimanfaatkan oleh para penduduk yang berada di kawasan 

tersebut sebagai jalur transportasi untuk mengangkut keperluan-keperluan dari 

satu pantai ke pantai yang lainnya secara timbal balik. 

Ketika berbicara hubungan dan dependensi, maka sangat banyak 

pemikiran yang akan muncul mengenai hal itu. Khususnya dalam bidang 

statistika yang mengkaji masalah tersebut secara mendalam. 
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Dalam kehidupan sehari-hari, sering ditemui fenomena hubungan 

antara beberapa karakteristik yang diduga mempunyai keterkaitan antara  

karakteristik yang satu dengan yang lain. Dalam statistika keterkaitan ini 

sering disebut dependensi (keterhubungan) antara variabel yang satu dengan 

variabel yang lain. Jogdeo (1982) mengatakan: 

”Hubungan ketergantungan (dependensi) antara beberapa variabel acak 

adalah salah satu persoalan yang sangat banyak dipelajari dalam ilmu 

probabilitas dan statistika…”  

 

Dalam hal ini korelasi merupakan kuantifikasi untuk mengukur 

dependensi yang bersifat linear (linear dependencies). Merupakan suatu 

dependensi antara variabel yang satu dan variabel yang lain yang diukur oleh 

korelasi mengukur hubungan antar dua variabel yang apabila kita plot dalam 

grafik pencar (scatter plot), maka hubungan yang bersifat linear digambarkan 

sebagai persamaan garis lurus. Namun jika dependensi yang terjadi bersifat 

nonlinear, maka dalam hal ini korelasi memiliki kelemahan untuk 

menjelaskan fenomena dependensi nonlinear tersebut (Jogdeo, 1982: 8). 

Oleh karena itu perlu dilakukan pendekatan identifikasi lain yang mampu 

menjelaskan dependensi nonlinear tersebut. Korelasi merupakan suatu bentuk 

kuantifikasi yang dependensinya bersifat linear yang berfungsi untuk 

mengetahui keterhubungan antara dua variabel, jika ada hubungan, 

bagaimana hubungan dan seberapa besar hubungan tersebut. Sedangkan 

copula adalah bentuk kuantifikasi yang dependensinya lebih fleksibel. Karena 

dalam korelasi memiliki kelemahan dalam hal menjelaskan bagaimana 

hubungan dependensi yang non linear, maka hadir copula sebagai penjelas 

dalam dependensi non linear. 
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Salah satu metode dalam model dependensi yang sangat popular saat ini 

adalah copula. Kata copula berasal dari bahasa Latin yang artinya hubungan, 

pertalian atau ikatan. Copula hadir untuk perluasan metode dalam 

memodelkan dependensi antar variabel acak. Selain itu, aplikasi copula 

sangat banyak digunakan dalam berbagai bidang dan akhir-akhir ini banyak 

dikembangkan dalam bidang biostatistika, ilmu aktuaria, dan keuangan (Gary 

Geng, 2003: 3). 

Konsep dari copula adalah memperhatikan dua komponen  yang terdapat 

dalam model multivariat, yaitu: 

a. Komponen marginal (individu) yang menyatakan karakteristik dari 

masing-masing variabelnya, dan 

b. Struktur dependensi antara variabel marginal. 

Dalam skripsi ini dibahas tentang identifikasi copula Archimedean 

Gumbel family dalam identifikasi struktur dependensi. Dari berbagai 

fenomena yang dijelaskan di atas, maka penulis memberi judul skripsi ini 

dengan judul “STUDI COPULA GUMBEL FAMILY 2-DIMENSI DALAM 

IDENTIFIKASI STRUKTUR DEPENDENSI”. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka masalah dalam penelitian 

ini dapat dirumuskan sebagai berikut: 

a. Bagaimana sifat-sifat dari copula Gumbel family 2-dimensi untuk 

identifikasi struktur dependensi? 
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b. Bagaimana aplikasi copula Gumbel family 2-dimensi untuk identifikasi 

struktur dependensi antara dua variabel? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah: 

a. Mengetahui sifat-sifat dari copula Gumbel family 2-dimensi untuk 

identifikasi struktur dependensi. 

b. Mengetahui aplikasi copula Gumbel family 2-dimensi untuk identifikasi 

struktur dependensi. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Sesuai rumusan masalah dan tujuan penelitian, pembatasan masalah yang 

diberikan adalah: 

a. Keluarga copula yang akan dibahas yaitu Archimedean copula Gumbel 

family. 

b. Struktur dependensi yang dibahas adalah dependensi antara dua variabel, 

yaitu dengan dependensi Kendall 𝜏. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah: 

a. Pengembangan ilmu dalam memberikan alternatif identifikasi dependensi, 

khususnya jika dihadapkan pada pembahasan pada permasalahan 

dependensi yang bersifat nonlinear antara dua variabel. 
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b. Memberikan gambaran bagaimana aplikasi copula dalam 

mengidentifikasi struktur dependensi. 

c. Menambah khasanah keilmuan Matematika, terutama dalam bidang 

statistika mengenai struktur dependensi non linear. 

 

1.6 Metode Penelitian 

1.6.1 Pendekatan Penelitian 

Penelitian dilakukan dengan menggunakan pendekatan penelitian 

kepustakaan (library research) dan deskriptif kuantitatif. Dimana untuk 

menganalisis copula dalam identifikasi struktur dependensi, terlebih dulu 

dikaji mengenai definisi dan sifat-sifat dasar dari copula. Selanjutnya 

dilakukan analisis deskriptif mengenai bagaimana copula digunakan untuk 

mengidentifikasi adanya dependensi antara dua variabel. 

1.6.2 Data dan Variabel Penelitian 

Data yang digunakan dalam penelitian ini menggunakan data 

simulasi. Yaitu dengan membangkitkan data yang terdiri dari dua variabel 

yang didesain memiliki dependensi linear maupun nonlinear. 

1.6.3 Metode Analisis 

a. Studi Literatur 

Studi literatur yang akan dilakukan adalah mengenai teori copula , 

teori dependensi, dan simulasi program. 

b. Analisis 

Analisis terhadap studi literatur sesuai dengan masalah yang 

dirumuskan, yaitu bagaimana secara teori copula dapat digunakan 
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untuk mengidentifikasi adanya dependensi antara dua variabel. 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam metode analisis 

tersebut adalah sebagai berikut: 

1.  Membahas sifat copula Gumbel family. 

2.  Mengidentifikasi distribusi marginal. 

3.  Mentransformasikan ke dalam distribusi marginal uniform [0,1]. 

4.  Mengidentifikasi distribusi tersebut berdasarkan sifat dari copula 

Gumbel family. 

c. Simulasi dan Aplikasi 

Melakukan simulasi dengan membangkitkan data sesuai dengan 

pendefinisian variabel penelitian dan mengaplikasikan teori copula 

yang telah dianalisis untuk mengidentifikasi adanya dependensi antara 

dua variabel, dengan memberikan visualisasi program terhadap hasil 

simulasi. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Untuk mempermudah pembaca memahami tulisan ini, penulis membagi 

tulisan ini kedalam empat bab sebagai berikut : 

1. BAB I PENDAHULUAN: Pada bab ini penulis memaparkan tentang latar 

belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan 

masalah, metode penelitian serta sistematika penulisan. 

2.  BAB II KAJIAN TEORI: Penulis membahas tentang landasan teori yang 

dijadikan ukuran standarisasi dalam pembahasan pada bab yang 



 

 

8 
 

merupakan tinjauan teoritis, yaitu tentang teori dari copula, copula 

Archimedean, dan struktur dependensi.  

3. BAB III PEMBAHASAN: Dalam bab ini dipaparkan pembahasan tentang 

analisis dari identifikasi copula Gumbel family yang disertai dengan 

pembuktian dari teorema-teorema yang mendasarinya. 

4. BAB IV PENUTUP: Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir 

penelitian dan beberapa saran. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

 

2.1 Kajian Teori yang Mendasari Copula 

2.1.1 Definisi-definisi umum 

Didefinisikan simbol garis bilangan riil yang diperluas adalah ℝ , dimana 

ℝ = ℝ ∪  −∞ ∪  ∞ . Analogi yang sama, maka ℝ 2 mendefinisikan ruang 

dua dimensi bilangan riil yang diperluas. Untuk dua vektor 𝑝 = (𝑥1, 𝑦1)′ dan 

𝑞 = (𝑥2, 𝑦2)′ di ℝ 2 dituliskan 𝑝 ≤ 𝑞  jika 𝑥1 ≤ 𝑥2 dan 𝑦1 ≤ 𝑦2 (Nelsen, 

1998:5). 

Definisi 1. Persegi Panjang (Nelsen, 1998: 5) 

Suatu persegi panjang di ℝ 2 adalah perkalian silang dari dua interval di ℝ  

dalam bentuk: 

𝐷 =  𝑥1, 𝑥2 ×  𝑦1, 𝑦2  , 𝑝 ≤ 𝑞                                                             (1) 

 

Dimana 𝑝 =  𝑥1, 𝑦1 
′  dan 𝑞 =  𝑥2, 𝑦2  di ℝ 2. 

Himpunan dari semua persegi panjang di ℝ 2 akan didefinisikan sebagai ℜ2. 

Titik ujung dari persegi panjang D adalah titik-titik 

 𝑥1, 𝑦1 ,  𝑥2, 𝑦1 ,  𝑥2, 𝑦1 , dan (𝑥2, 𝑦2).  

 

 

 

 

 



10 

 

 

 

                    𝒚𝟐    - - - - - 

 

                                                             D 

                     𝒚𝟏  - - - - -    

 

              𝒙𝟏                           𝒙𝟐                   𝑿 

      Gambar 1. Persegi panjang B di ℝ 2 

Definisi 2. Volume-H (Nelsen. 1998: 6) 

Misalkan 𝑆1, 𝑆2 subhimpunan berupa selang tak kosong dari ℝ  dan 𝐻:ℝ 2 ⟶ℝ 

adalah fungsi sedemikian sehingga 𝐷𝑜𝑚 𝐻 = 𝑆1 × 𝑆2. Misalkan 𝐵 =

 𝑥1, 𝑥2 ×  𝑦1, 𝑦2  adalah suatu persegi panjang, dimana 𝐵 ⊂ 𝑑𝑜𝑚 (𝐻). Maka 

volume-H dari persegi panjang D didefinisikan oleh: 

   𝑉𝐻 𝐷 = 𝐻 𝑥2, 𝑦2 − 𝐻 𝑥2, 𝑦1 − 𝐻 𝑥1, 𝑦2 + 𝐻 𝑥1, 𝑦1                            (2) 

Jika definisikan turunan pertama dari H pada persegi panjang B sebagai 

   ∆𝑥1

𝑥2𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝐻 𝑥2, 𝑦 − 𝐻 𝑥1, 𝑦                                                                    (3a) 

     ∆𝑦1

𝑥2𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝐻 𝑥, 𝑦2 − 𝐻 𝑥, 𝑦1                 (3b) 

Maka volume-H dari persegi panjang D merupakan turunan kedua dari H pada 

persegi panjang D, yaitu 

    𝑉𝐻 𝐷 = ∆𝑦1

𝑦2∆𝑥1

𝑥2 𝑥, 𝑦  

  

                                                                 (4) 
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Definisi 3. Fungsi 2-increasing (Nelsen. 1998: 6) 

Misalkan H fungsi bernilai riil. H dikatakan 2-increasing jika 𝑉𝐻(𝐷) ≥ 0 untuk 

semua persegi panjang D di ℝ 2 yang mana semua titik ujung dari D berada di 

Dom(H). 

Contoh 1: 

Misalkan 𝐻 𝑥, 𝑦 =  2𝑥 − 3  2𝑦 − 3  dengan 𝐷𝑜𝑚 𝐻 = 𝐼2, 𝐼2 = 𝐼 × 𝐼 

dimana 𝐼 = [0,1]. Maka H merupakan 2-increasing. Akan tetapi H fungsi turun 

pada persegi panjang  0,1/2 .  

Definisi 4. Fungsi Grounded (Nelsen. 1998: 6) 

Misalkan 𝑆1, 𝑆2 subhimpunan tak kosong dari ℝ  dan 𝐻: ℝ 2 ⟶ℝ adalah fungsi 

sedemikian sehingga 𝐷𝑜𝑚 𝐻 = 𝑆1 × 𝑆2. Misalkan 𝑆1, 𝑆2 mempunyai elemen 

terkecil masing-masing 𝑔 dan ℎ. Maka H dikatakan grounded, jika: 

𝐻 𝑔, 𝑥 = 0 = 𝐻(ℎ, 𝑦), untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑆1, 𝑦 ∈ 𝑆2.                                      (5) 

Akibatnya dapat dikatakan jika H grounded, maka: 

 𝑉𝐻 𝐷 = 𝐻(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝐷 =  𝑔, 𝑥 ×  ℎ, 𝑦 ⊂ 𝐷𝑜𝑚 𝐻 .                  (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sebagai ilustrasi sebagai berikut: 
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   𝑌 

    

   𝒚 

                                                                      D 

   𝒈            

 

     𝒉                       𝒙                            𝑿 

Gambar 2. Persegi Panjang 𝐷 =  ℎ, 𝑥 ×  𝑔, 𝑦  

Maka diperoleh: 

𝑉𝐻 𝐷 = 𝐻 𝑥, 𝑦 − 𝐻 𝑥, 𝑔 − 𝐻 ℎ, 𝑦 + 𝐻 𝑔, ℎ = 𝐻(𝑥, 𝑦)                         (7) 

karena 𝐻 𝑥, 𝑔 = 𝐻 ℎ, 𝑥 = 𝐻 𝑔, ℎ = 0 

2.2  Fungsi Distribusi 

Peluang variabel acak Z lebih kecil atau sama dengan z ditulis 𝑃(𝑍 ≤ 𝑧) 

adalah 𝐹(𝑧). Nilai 𝐹(𝑧) berada diantara 0 dan 1, selanjutnya 𝐹(𝑧) ini disebut 

dengan fungsi distribusi (Nelsen, 1998:15). 

Definisi 5. Fungsi Distribusi Marginal (Nelsen, 1998: 15) 

Fungsi distribusi (marginal) adalah suatu fungsi F dengan 𝐷𝑜𝑚 𝐹 = ℝ  

sedemikian sehingga: 

1. F fungsi tak turun. 

2. 𝐹 −∞ = 0 dan 𝐹 ∞ = 1 

 

 

Definisi 6. Fungsi Distribusi Gabungan (Nelsen, 1998: 15) 



13 

 

Fungsi distribusi gabungan adalah suatu fungsi H dengan 𝐷𝑜𝑚 𝐻 = ℝ 2 

sedemikian sehingga: 

1. H fungsi 2-increasing. 

2. 𝐻 𝑥, −∞ = 𝐻 −∞,𝑦 = 0 dan 𝐹 ∞,∞ = 1 

2.3  Copula 

Copula dapat didefinisikan secara informal sebagai variabel-variabel 

random yang kontinu dengan fungsi-fungsi distribusi 𝐹 𝑥 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) dan 

𝐺 𝑦 = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) dengan fungsi distribusi gabungan 𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤

𝑦). Untuk setiap (𝑥, 𝑦) di [−∞,∞]2 pada titik di 𝐼3(𝐼 =  0,1 ) dengan koordinat 

 𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 , 𝐻 𝑥, 𝑦   yang memetakan dari 𝐼2 ke 𝐼 merupakan copula. Copula 

juga diketahui sebagai fungsi dependensi (Nelsen, 1998: 8). 

Definisi 7. Subcopula (Nelsen, 1998: 8) 

Subcopula dua dimensi (2-subcopula) adalah fungsi C’ yang memenuhi sifat-sifat: 

a. 𝐷𝑜𝑚 𝐶′ = 𝑆1 × 𝑆2, dimana 𝑆1 dan 𝑆2 adalah subhimpunan dari 𝐼 = [0,1]. 

b. C′ grounded dan 2-increasing. 

c. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑆1 dan 𝑥 ∈ 𝑆2, berlaku 

𝐶′ 𝑥, 1 = 𝑥 dan 𝐶′ 1, 𝑦 = 𝑦                                                      (8) 

Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑢  =  𝑥, 𝑦 ′ ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐶′), maka 0 ≤ 𝐶′(𝑢, 𝑣) ≤ 1 

ini berarti Range(C’) adalah subhimpunan dari I. 

Definisi 8. Copula (Quesada dan Antonio, 2003: 500) 

Copula dua dimensi (2-copula) adalah subcopula 2 dimensi (2-subcopula) C 

dengan 𝐷𝑜𝑚 𝐶′ = 𝐼2. Ekivalen dengan mengatakan bahwa copula dua 

dimensi (2-copula) adalah fungsi 𝐶: 𝐼2 → 𝐼 yang memenuhi sifat-sifat: 

a. Untuk setiap 𝑢  = (𝑥, 𝑦)′ ∈ 𝐼2, maka berlaku 
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𝐶 𝑥, 0 = 0 = 𝐶 0, 𝑦                                                                          (9a) 

dan juga 

𝐶 𝑥, 1 = 𝑥 dan 𝐶 1, 𝑦 = 𝑦                                                  (9b) 

b.   Untuk setiap 𝑢  =  𝑥1, 𝑦1 
′ , 𝑣 = (𝑥2, 𝑦2)′ ∈ 𝐼2 sedemikian sehingga 

 𝑢  ≤ 𝑣 , maka berlaku: 

𝐶 𝑥2, 𝑦2 − 𝐶 𝑥2, 𝑦1 − 𝐶 𝑥1, 𝑦2 + 𝐶 𝑥1, 𝑦1 ≥ 0                           (10) 

Himpunan dari semua copula dua dimensi didefinisikan sebagai 𝐶2. 

Teorema 1. Teorema Sklar (Nelsen, 1998: 15) 

Misalkan H adalah fungsi distribusi gabungan dari variabel X dan Y dengan F dan 

G masing-masing adalah fungsi distribusi marginal dari X dan Y. Maka terdapat 

sebuah copula C sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅  berlaku 

𝐻 𝑥, 𝑦 = 𝐶 𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦  = 𝐶 𝑢, 𝑣                                                             (11) 

 

dengan 𝑢 = 𝐹 𝑥  dan 𝑣 = 𝐺 𝑦 . 

Bukti: 

Jika F dan G kontinu, maka copula C tunggal jika F dan G tidak kontinu, maka 

copula C tunggal pada Range(F)×Range(G). Sebaliknya jika C adalah copula, F 

dan G adalah fungsi distribusi, maka funsi H didefinisikan sebagai (11) adalah 

fungsi distribusi gabungan dengan marginal F dan G. 

2.4 Copula Archimedean 

Salah satu kelas copula yang akan didiskusikan adalah Archimedean 

copula yang merupakan aplikasi yang luas untuk bilangan, alasanya adalah. 

(Nelsen. 1998: 89) 

1. Dapat dikontruksi dengan mudah. 

2. Mempunyai sub family yang besar dan bervariasi. 
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3. Banyak sifat-sifat yang dipengaruhi oleh anggota-anggota dari kelas 

copula ini.  

Definisi 9. Pseudo invers fungsi generator (𝝋) (Nelsen, 1998: 90) 

Misal 𝜑 adalah fungsi kontinyu turun dari 𝐼 ke [0,∞] sedemikian hingga 𝜑 1 =

0. Pseudo invers 𝜑 adalah fungsi 𝜑[−1] dengan 𝐷𝑜𝑚 𝜑[−1] = [0,∞] dan 

𝑅𝑎𝑛 𝜑[−1] = 𝐼 yang diberikan oleh: 

𝜑 −1  𝑡 =  
𝜑 −1  𝑡 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜑 0 ,

0, 𝜑 0 ≤ 𝑡 ≤ ∞.
  

 

   (12) 

𝜑[−1] adalah kontinu dan tak turun pada  0,∞ , dan secara seksama akan turun 

pada [0, 𝜑 0 ]. Selanjutnya, 𝜑 −1  𝜑 0  = 𝑢 di 𝐼 dan 

𝜑 −1  𝜑 𝑡  =  
𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜑 0 ,

𝜑 0 , 𝜑 0 ≤ 𝑡 ≤ ∞.
  

         = min 𝑡, 𝜑 0  . 

 

   (13) 

Sehingga, jika 𝜑 0 = ∞, maka 𝜑 −1 = 𝜑−1 

Definisi di atas, mengakibatkan lemma yang digunakan untuk mengkontruksi 

fungsi copula. 

 

Lemma 9.1 

 Misal 𝜑 fungsi turun dari 𝐼 ke [0,∞] sedemikian hingga 𝜑 1 = 0, dan 

misal 𝜑 −1  adalah pseudo invers dari 𝜑 yang didefinisikan sebagai 𝜑 𝐶(𝑢, 𝑣) =

𝜑 𝑢 + 𝜑(𝑣). Misal 𝐶 adalah fungsi dari 𝐼2 ke 𝐼 yang dinyatakan sebagai: 

𝐶 𝑢, 𝑣 = 𝜑 −1  𝜑 𝑢 + 𝜑 𝑣  . 
 

   (14) 

 

maka 𝐶 memenuhi kondisi (9.a) dan (9.b), yaitu: 
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Untuk setiap 𝑢, 𝑣 di 𝐼, berlaku: 

𝐶 𝑢, 0 = 0 = 𝐶(0, 𝑣) dan 𝐶 𝑢, 1 = 𝑢, 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣 

Bukti: 

a) Untuk 𝐶 𝑢, 0 = 0 

= lim𝑣→0 𝜑
 −1  𝜑 𝑢 + 𝜑 𝑣    

= 𝜑 −1  𝜑 𝑢 + 𝜑 0    

= 𝜑 −1  𝜑 𝑢 + ∞   

= 𝜑 −1 (∞)  

= 0  

b) Untuk 𝐶 𝑢, 1 = 𝑢 

 𝐶 𝑢, 1 =  𝜑 𝑢 + 𝜑 1   

              = 𝜑 −1  𝜑 𝑢  = 𝑢.  

Dengan simetri 𝐶 0, 𝑣 = 0 dan 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣. 

Contoh: 

Fungsi distribusi H dinyatakan sebagai berikut: 

𝐻 𝑥, 𝑦 =  

 𝑥 + 1  𝑒𝑦 − 1 

𝑥 + 2𝑒𝑦 − 1
,  𝑥, 𝑦 ∈  −1,1 ×  0,∞ ,

1 − 𝑒𝑥 ,                  𝑥, 𝑦 ∈  1,∞ ×  0,∞ 

0, 𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

  

Dengan fungsi marginal 𝐹 dan 𝐺 diberikan sebagai berikut: 

𝐹 𝑥 =  

0,        𝑥 < −1,
𝑥+1

2
,         𝑥 ∈  −1,1 ,

1, 𝑥 > 1.

  dan 𝐺 𝑦 =  
0,            𝑦 < 0,

1 − 𝑒−𝑦 , 𝑦 ≥ 0.
  

Quasi invers untuk 𝐹 dan 𝐺 diperoleh dengan: 

                    𝐹 𝑥 =
𝑥+1

2
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  𝑦 =
𝑥+1

2
  

2𝑦 = 𝑥 + 1  

  𝑥 = 2𝑦 − 1  

            𝐹 −1  𝑥 = 2𝑥 − 1  

            𝐹 −1  𝑢 = 2𝑢 − 1  

𝐺 𝑦 = 1 − 𝑒−𝑦   

      𝑧 = 1 − 𝑒−𝑦   

  𝑒−𝑦 = 1 − 𝑧  

                 ln 𝑒−𝑦 = 𝑙𝑛⁡(1 − 𝑧)  

   −𝑦 = ln⁡(1 − 𝑧)  

      𝑦 = −ln⁡(1 − 𝑧)  

               𝐺 −1  𝑦 = −ln⁡(1 − 𝑥)  

               𝐺 −1  𝑣 = − ln 1 − 𝑣   

Untuk 𝑢, 𝑣 di 𝐼, sehingga copula 𝐶 adalah: 

𝐶 𝑢, 𝑣 = 𝐻(𝐹 −1  𝑢 , 𝐺 −1  𝑣 )  

𝐶 𝑢, 𝑣 =  2𝑢 − 1, − ln 1 − 𝑣    

             =
 2𝑢−1+1 (𝑒−ln  1−𝑣 −1)

2𝑢−1+2𝑒−ln ⁡(1−𝑣)−1
  

             =
 2𝑢  

1

1−𝑣
−1 

2𝑢−2+2 
1

1−𝑣
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              =
2𝑢

1−𝑣
−2𝑢

2𝑢−2+
2

1−𝑣

  

=
2𝑢− 1−𝑣 2𝑢

1−𝑣
 1−𝑣  2𝑢−2 +2

1−𝑣

  

 =
2𝑢−(2𝑢−2𝑢𝑣)

2𝑢−2−2𝑢𝑣+2𝑣+2
  

 =
2𝑢𝑣

2𝑢−2𝑢𝑣+2𝑣
  

 =
2𝑢𝑣

2 𝑢−𝑢𝑣+𝑣 
  

 =
𝑢𝑣

𝑢+𝑣−𝑢𝑣
   

2.5 Struktur Dependensi 

1. Konkordan 

 Suatu pasangan variabel acak adalah konkordan jika besar nilai salah satu 

cenderung berhubungan dengan besar nilai yang lain, dan salah satu nilainya 

kecil dengan nilai yang lain. Misalkan (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) dan (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ) merupakan dua 

pengamatan dari vector (𝑋, 𝑌) variabel acak yang kontinu. Dapat kita 

katakana bahwa (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) dan (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ) adalah konkordan jika 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗  dan 

𝑦𝑖 < 𝑦𝑗  atau jika 𝑥𝑖 > 𝑥𝑗  dan 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 . Hampir sama jika kita mengatakan 

bahwa (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) dan (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ) adalah diskordan jika 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗  dan 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 , atau 

jika 𝑥𝑖 > 𝑥𝑗  dan 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 . Atau dengan formulasi lain dapat dituliskan sebagai 
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(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) dan (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ) adalah konkordan jika  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗   𝑦𝑖 − 𝑦𝑗  > 0,dan 

diskordan jika  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗   𝑦𝑖 − 𝑦𝑗  < 0. (Nelsen, 1999: 125-126) 

1.1 Kendall’s Tau 

Bentuk kuantifikasi dependensi ini merupakan kuantifikasi 

berdasarkan atas data rangking.  

Definisi 10. Kendall’s Tau 

Pengukuran Kendall’s 𝜏 untuk pasangan (𝑋, 𝑌), menurut distribusi 𝐻, 

misalkan (𝑋1, 𝑌1) dan (𝑋2, 𝑌2) dua vector acak yang independen dan 

berdistribusi identik pada ruang peluang (Ω, 𝐴, 𝑃). Kendall’s 𝜏 

didefinisikan sebagai selisih antara probabilitas konkordan dan diskordan 

sebagai berikut: 

𝜏 ≡ 𝜏𝑋.𝑌 = 𝑃  𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 > 0 − 𝑃( 𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 

< 0) 

        (15) 

𝑄 = 𝑄 𝐶1, 𝐶2 = 4 𝐶2 𝑢, 𝑣 𝑑𝐶1 𝑢, 𝑣 − 1 

Karena (𝑋, 𝑌) variabel random maka kontinu, sehingga: 

𝑃  𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 < 0 = 1 − 𝑃[ 𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 > 0] 

Oleh karena itu: 

𝑄 = 2𝑃  𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 > 0 − 1               (16) 

 

𝑃  𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 > 0 = 𝑃 𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2  

+𝑃[𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2 ] 
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Probabilitas tersebut dapat dievaluasi dengan pengintegralan atas distribusi pada 

salah satu vektor-vektornya, yaitu  𝑋1, 𝑌1  atau (𝑋2, 𝑌2). 

Misalkan menggunakan vektor (𝑋1, 𝑌1), maka diperoleh: 

𝑃 𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2 = 𝑃[𝑋2 < 𝑋1, 𝑌2 < 𝑌1]  

            =  𝑃 𝑋2 ≤ 𝑥, 𝑌2 ≤ 𝑦 𝑑𝐶1(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )  

            =  𝐶2(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )𝑑𝐶1(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )  

Dengan mentransformasikan 𝐹 𝑥 = 𝑢 dan 𝐺 𝑦 = 𝑣 menghasilkan: 

𝑃 𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2 =  𝐶2(𝑢, 𝑣)𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)  

            =  𝑃 𝑋2 ≤ 𝑥, 𝑌2 ≤ 𝑦 𝑑𝐶1(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )  

                                  = 1 − 𝑃 𝑋2 ≤ 𝑥 − 𝑃 𝑌2 ≤ 𝑦 + 𝑃 𝑋2 ≤ 𝑥, 𝑌2 ≤

𝑦 𝑑𝐶1(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )  

                                  =  [1 − 𝐹 𝑥 − 𝐺 𝑦 + 𝐶2 𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦  ] 𝑑𝐶1(𝐹 𝑥 , 𝐺 𝑦 )  

                                  =   1 − 𝑢 − 𝑣 + 𝐶2 𝑢, 𝑣  𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)  

Karena 𝐶1 adalah fungsi distribusi gabungan pada pasangan random variabel 

(𝑈, 𝑉) uniform (0,1), 𝐸 𝑈 = 𝐸 𝑉 =
1

2
, oleh karena itu: 

𝑃 𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2 = 1 −
1

2
−

1

2
+  𝐶2 𝑢, 𝑣 𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)  

                                  =  𝐶2 𝑢, 𝑣 𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)  

𝑃  𝑋1 − 𝑋2  𝑌1 − 𝑌2 > 0 = 2 𝐶2(𝑢, 𝑣)𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)  

Hasil di atas kemudian disubstitusikan ke persamaan (16), sehingga diperoleh: 

𝑄 = 2(2 𝐶2(𝑢, 𝑣)𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)) − 1 

= 4 𝐶2(𝑢, 𝑣)𝑑𝐶1(𝑢, 𝑣)) − 1 
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Persamaan di atas merupakan fungsi dari Kendall 𝜏, maka dapat dituliskan 

sebagai berikut: 

               𝜏𝑐 = 4 𝐶 𝑢, 𝑣 𝑑 𝑢, 𝑣 − 1,

1

0

 

                                                        (17) 

Dimana 𝐶 adalah copula pada  𝑋, 𝑌 . (Juan Quesada-Molina, 2003:512). 

Bentuk di atas merupakan definisi Kendall’s 𝜏 untuk populasi. Dalam 

prakteknya, ukuran dependensi Kendall’s 𝜏 dapat didefinisikan berdasarkan 

sampel. Misalkan   𝑥1, 𝑦1 ,… , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) , 𝑛 ≥ 2 adalah sampel yang berukuran n 

dari vektor acak kontinu (𝑋. 𝑌). Setiap pasang sampel   𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ) , 𝑖, 𝑗 ∈

 1, … , 𝑛 , 𝑖 ≠ 𝑗 merupakan suatu diskordan atau konkordan. Maka terdapat  𝑛
2
  

pasangan berbeda dari sampel yang ada. Misal K menyatakan banyaknya 

pasangan konkordan, dan D menyatakan banyaknya pasangan diskordan. 

Sehingga untuk sampel, Kendall’s  𝜏 didefinisikan sebagai berikut. 

𝜏 =
𝐾 − 𝐷

𝐾 + 𝐷
=
𝐾 − 𝐷

 𝑛
2
 

 
                                                         (18)                                                                                                               

Sehingga dengan definisi tersebut di atas dapat ditunjukkan bahwa copula 

mempunyai hubungan dengan Kendall’s 𝜏. (Rozi, 2009:42) 

2.6 Kajian tentang Dependensi dalam Al-Qur’an 

Al-Qur’an banyak menjelaskan tentang adanya yang hubungan suatu hal 

dengan hal lainnya, salah satunya tertera pada ayat berikut: 
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                                  

 

Artinya:”Apakah kamu tiada melihat, bahwasanya Allah menurunkan air 

dari langit, lalu jadilah bumi itu hijau? Sesungguhnya Allah Maha halus 

lagi Maha Mengetahui”. (QS. Al-Hajj: 63) 

Ayat lain dalam Al-Qur’an, Allah juga menjelaskan tentang konsep 

.dependensi 

                          

                                

Artinya:”Dan Dia-lah Tuhan yang membentangkan bumi dan menjadikan 

gunung-gunung dan sungai-sungai padanya. dan menjadikan padanya semua 

buah-buahan berpasang-pasangan, Allah menutupkan malam kepada siang. 

Sesungguhnya pada yang demikian itu terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) 

bagi kaum yang memikirkan”. (QS. Ar-R’ad: 3) 

Ayat tersebut menjelaskan tentang bagaimana hubungan air, langit dan 

bumi yang masing-masing memiliki keterkaitan dalam suatu proses penciptaan 

bumi. Ayat kedua menjelaskan bagaimana Allah telah menciptakan makhluk 

hidup di bumi ini secara berpasang-pasangan. Selain itu, terdapat hal-hal dalam 

kehidupan ini yang memang sengaja memiliki pasangan dengan yang lain. Setiap 

apapun yang ada dan telah diciptakan pasti memiliki pasangan dan saling 

berhubungan. (Anonim, 2003) 

Hal ini sangat berkaitan dengan konsep copula yang merupakan suatu 

bentuk korelasi. Terdapat beberapa variabel yang saling bergantung satu dengan 



23 

 

yang lainnya, ini yang kemudian disebut dengan struktur dependensi. Bagaimana 

hubungan antar variabel pada suatu fungsi dan kebergantungannya. Sehingga ayat 

tersebut erat kaitannya dengan konsep yang akan dikaji dalam permasalahan ini. 
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BAB III 

PEMBAHASAN  

 

 

3.1 Konsep Dasar Copula Gumbel Family 

Analisis mengenai dependensi antara dua atau lebih variabel merupakan 

subjek penting dalam aplikasi kehidupan sehari-hari, misalnya pemasaran, 

percobaan, keuangan, dan bisnis. Analisis yang biasannya dilakukan adalah 

dalam bentuk satu nilai tingkat korelasi yang selanjutnya memberikan petunjuk 

apa yang harus dilakukan.  

Copula memiliki peranan yang sangat penting dalam hal analisis 

dependensi antar berbagai variabel. Ini dapat menjadi suatu analisis yang 

penting ketika satu variabel atau kedua variabel mempunyai distribusi marginal 

yang tidak normal atau mempunyai tail dependensi. Pada korelasi pearson 

diperkenalkan dengan asumsi bahwa variabelnya berdistribusi normal. Tetapi 

jika distribusinya adalah tidak normal atau bahkan tidak diketahui 

distribusinya, maka copula dapat lebih fleksibel dimana distribusi marginal dari 

variabel dapat berbeda atau bahkan tidak diketahui. 

Copula merupakan dependensi yang variabel-variabelnya berpasangan 

dan saling memiliki hubungan. Copula Gumbel dibahas pertama kali oleh 

Gumbel pada 1960 yang akhirnya dikenal dengan family Gumbel. Copula ini 

memliki kelebihan dalam mengidentifikasi perilaku tail dependensi atas. 

Bentuk umum copula Gumbel adalah sebagai berikut: 

𝐶𝜃 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

) 
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Fungsi di atas dapat dikonstruksi dari fungsi generator karena copula Gumbel 

adalah family dari copula Archimedean. Adapun fungsi generator dari copula 

Gumbel adalah: 

𝜑𝜃(𝑡) = (− ln 𝑡)𝜃   

Sesuai dengan definisi pseudo invers, fungsi generator di atas dapat di invers-kan 

sebagai berikut: 

Misal: 𝜑𝜃 𝑢 = 𝑦 

𝑢 = 𝜑𝜃
−1 𝑦 ⟺ 𝜑𝜃 𝑢 = 𝑦  

𝜑𝜃 𝑢 = (− ln 𝑢)𝜃   

        𝑦 = (− ln𝑢)𝜃   

   𝑦1/𝜃 = (− ln𝑢)  

   𝑦1/𝜃 = ln
1

𝑢
  

  𝑒𝑦
1/𝜃

= 𝑒(ln
1

𝑢
)
  

  𝑒𝑦
1/𝜃

=
1

𝑢
  

        𝑢 =
1

𝑒𝑦
1/𝜃   

        𝑢 = 𝑒−𝑦
1/𝜃

  

Sehingga diperoleh: 𝜑𝜃
−1 𝑦 = 𝑢 = 𝑒−𝑦

1/𝜃
 

Substitusi persamaan di atas ke persamaan (20): 

𝐶 𝑢, 𝑣 = 𝜑 −1  𝜑 𝑢 + 𝜑 𝑣    

𝐶 𝑢, 𝑣 = 𝑒(−[(− ln 𝑢)𝜃  +(− ln 𝑣)𝜃 ]1/𝜃 )  

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−[(− ln 𝑢)𝜃 + (− ln 𝑣)𝜃 ]
1

𝜃)  
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Di bawah ini adalah grafik copula Gumbel dengan nilai 𝜃 yang bebeda 

 

Gambar 3. Fungsi distribusi kumulatif dari copula Gumbel dengan 𝜃 = 0 

 

Gambar 4. Fungsi distribusi kumulatif dari copula Gumbel dengan 𝜃 = 10 
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Gambar 5. Fungsi distribusi kumulatif dari copula Gumbel dengan 𝜃 = 100 

 

3.2 Sifat-Sifat Copula Gumbel family 

Menurut definisi sifat-sifat dari copula secara umum, dapat ditunjukkan 

bahwa copula Gumbel juga berlaku: 

𝐶: 𝐼2 → 𝐼  yang memenuhi sifat: 

1. Untuk setiap 𝑢, 𝑣 di 𝐼 

𝐶 𝑢, 0 = 0 = 𝐶(0, 𝑣)  

Dan 

𝐶 𝑢, 1 = 𝑢 dan 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣 

a) Untuk 𝐶 𝑢, 0 = 0 

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

𝐶 𝑢, 0 = limv→0 exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

             = limv→0 e(−  − ln 𝑢 𝜃+ − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

) 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

u1u2



28 
 

                              = 𝑒(−  − ln 𝑢 𝜃+ − ln 0 𝜃  
1
𝜃 )  

                              = 𝑒(−  − ln 𝑢 𝜃+ ∞ 𝜃  
1
𝜃 )  

                              = 𝑒(−  − ln 𝑢 𝜃+∞ 
1
𝜃 )  

                              = 𝑒− ∞ 1/𝜃
  

                              = 𝑒−∞   

                              = 0  

b) Untuk 𝐶 0, 𝑣 = 0 

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

𝐶 𝑢, 0 = limu→0 exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

             = limu→0 𝑒
(−  − ln 𝑢 𝜃+ − ln 𝑣 𝜃  

1
𝜃 ) 

             = 𝑒(−  ∞ 𝜃+ − ln 𝑣 𝜃  
1
𝜃 )  

             = 𝑒(− ∞+ − ln 𝑣 𝜃  
1
𝜃 )  

             = 𝑒(− ∞ 
1
𝜃 )  

             = 𝑒−∞   

            = 0  

c) Untuk : 𝐶 𝑢, 1 = 𝑢  

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

𝐶 𝑢, 1 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 1 𝜃  
1/𝜃

)  

               = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  0 𝜃  
1/𝜃

) 

               = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃  
1/𝜃

)  
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               = exp⁡  ln𝑢 𝜃  
1/𝜃

 

               = exp⁡(ln 𝑢)  

                = 𝑢  

d) Untuk : 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣 

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

𝐶 1, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 1 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

              = exp⁡(− 0 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

              = exp⁡(−  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)  

             = exp⁡  ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

  

             = exp⁡(ln 𝑣) 

             = 𝑣  

2. Untuk setiap 𝑢1, 𝑢2 , 𝑣1, 𝑣2 di 𝐼 sedemikian hingga 𝑢1 ≤ 𝑢2 dan 𝑣1 ≤ 𝑣2 

berlaku: 

𝐶 𝑢2, 𝑣2 − 𝐶 𝑢2, 𝑣1 − 𝐶 𝑢1, 𝑣2 + 𝐶 𝑢1, 𝑣1 ≥ 0  

 (− ln 𝑢)𝜃 ≥ 0, untuk 0 < 𝑢 < 1 

𝑢1 ≤ 𝑢2 ⟹ (−ln𝑢1)𝜃 ≥ (− ln 𝑢2)𝜃   

𝑣1 ≤ 𝑣2 ⟹ (−ln𝑣1)𝜃 ≥ (− ln 𝑣2)𝜃   

Dengan mensubstitusikan ke persamaan copula, maka: 

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

)    
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= exp  −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 − exp −  − ln 𝑢2 
𝜃 +

 − ln 𝑣1 
𝜃  

1

𝜃 − exp −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 +

exp⁡(−  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1/𝜃

) ≥ 0     

Untuk 𝑥 > 𝑦 maka akan berlaku 𝑒−𝑥 ≤ 𝑒−𝑦  sehingga: 

a)  −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 < −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1

𝜃  

exp −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1
𝜃 ≥ exp −  − ln 𝑢2 

𝜃 +  − ln 𝑣1 
𝜃  

1
𝜃  

b)  −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 < −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1/𝜃

 

exp −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1
𝜃 ≥ exp⁡(−  − ln 𝑢1 

𝜃 +  − ln 𝑣1 
𝜃  

1/𝜃
) 

Misal: 

 exp  −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 = 𝑎 

    exp  −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1

𝜃 = 𝑏  

    𝑎 ≥ 𝑏 ⟹ 𝑎 − 𝑏 ≥ 0 .    (Bartle. 2000:26) 

   exp  −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 = 𝑐  

   exp  −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1

𝜃 = 𝑑  

    𝑐 ≥ 𝑑 ⟹ 𝑐 + 𝑑 ≥ 0  

     𝑎 − 𝑏 ≥ (𝑐 + 𝑑)  

Karena: 

−exp  −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 + exp⁡(−  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1

𝜃),  
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maka: 

 𝑎 − 𝑏 > (𝑐 + 𝑑)  

 𝑎 − 𝑏 −  𝑐 + 𝑑 > 0  

Sehingga memenuhi sifat: 

exp  −  − ln 𝑢2 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1

𝜃 − exp −  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣2 

𝜃  
1

𝜃 +

exp⁡(−  − ln 𝑢1 
𝜃 +  − ln 𝑣1 

𝜃  
1/𝜃

) ≥ 0     

𝐶 𝑢2, 𝑣2 − 𝐶 𝑢2, 𝑣1 − 𝐶 𝑢1, 𝑣2 + 𝐶 𝑢1, 𝑣1 ≥ 0  

3. Sifat independen untuk copula Gumbel dengan pembatas 

Akan ditunjukkan bahwa untuk 𝜃 = 1, maka pembatas 𝐶1 = Π , 

Π 𝑢, 𝑣 = 𝑢𝑣. (Quesada dan Antonio. 2003:500) 

Substitusi ke dalam persamaan copula Gumbel: 

𝐶1 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 1 +  − ln 𝑣 1 
1

1)  

= exp⁡(−[(− ln 𝑢) + (− ln 𝑣)])  

= exp⁡(ln𝑢) + (ln 𝑣)  

= 𝑒(ln 𝑢)+(ln 𝑣)  

= 𝑒ln 𝑢 . 𝑒ln 𝑣  

= 𝑢. 𝑣  

= 𝑢𝑣  

= Π(u, v) (independen) 
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3.3 Keterkaitan Copula Gumbel family dengan Konsep Dependensi Kendall 𝝉 

Bentuk umum Kendall 𝜏 adalah sebagai berikut: 

𝜏𝑐 = 4 𝐶 𝑢, 𝑣 𝑑 𝑢, 𝑣 − 1,

1

0

 

Atau 

𝜏𝑐 = 1 + 4 
𝜑 𝑡 

𝜑′ 𝑡 

1

0

 

Karena bentuk fungsi copula Gumbel family didefinisikan sebagai: 

𝐶 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

) dengan 𝜑𝜃 = (− ln 𝑡)𝜃  𝑑𝑎𝑛 𝜃 ∈

[1,∞). 

Untuk: 
𝜑𝜃

𝜑 ′ 𝜃
=

(ln 𝑡)𝜃

𝜃

𝑡
(ln 𝑡)𝜃−1  

 

                     =
1

𝜃
 𝑡 (ln 𝑡)𝜃−(𝜃−1)  

                     =
1

𝜃
 𝑡 (ln 𝑡)1  

                     =
𝑡 ln 𝑡

𝜃
  

𝜏𝐶 = 1 + 4 
𝜑 𝑡 

𝜑′ 𝑡 

1

0
  

     = 1 + 4 
𝑡 ln 𝑡

𝜃
  

1

0
  

     = 1 +
4

𝜃
 𝑡 ln 𝑡

1

0
 ..........................a) 

Mencari hasil dari  𝑡 ln 𝑡 dengan menggunakan integral parsial 

Misal: 𝑢 = ln 𝑡                           𝑑𝑣 = 𝑡 

𝑑𝑢 =
1

𝑡
𝑑𝑡                       𝑑𝑣 =  𝑡 𝑑𝑡 

                                       𝑣 =
1

2
𝑡2 

 𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −  𝑣 𝑑𝑢  
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 𝑡 ln 𝑡 = ln 𝑡.
1

2
𝑡2 −  

1

2
𝑡2 .

1

𝑡
 𝑑𝑡  

             =
1

2
𝑡2 ln 𝑡 −  

1

2
𝑡 𝑑𝑡  

             =
1

2
𝑡2 ln 𝑡 −

1

4
𝑡2  

 𝑡 ln 𝑡
1

0
= [

1

2
𝑡2 ln 𝑡 −

1

4
𝑡2]0

1   

              = (
1

2
 12. ln 1 −

1

4
. 12) − (

1

2
. 0 ln 0 −

1

4
. 0)  

              = −
1

4
  

Substitusi ke persamaan (a) menjadi: 

𝜏𝐶 = 1 +
4

𝜃
(−

1

4
)  

     = 1 −
1

𝜃
  

     =
𝜃−1

𝜃
  

 

3.4 Aplikasi Copula Gumbel family 2-Dimensi dalam Identifikasi Struktur 

Dependensi antara Dua Variabel 

Identifikasi struktur dependensi dapat diaplikasikan dengan membangkitkan 

suatu data yang memiliki korelasi dan berdistribusi berbeda. Dalam aplikasi 

penelitian ini, data dibangkitkan dari data acak melalui program Microsoft Excel. 

berdistribusi Gamma (4,3) dan lognormal (3,2). Setelah membangkitkan data 

acak, kemudian ditransformasi dalam distribusi uniform [0,1]. Berikut ini gambar 

data acak yang dibangkitkan dari Microsoft Excel dan hasil transformasi ke 

uniform [0,1]. 
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Gambar 6. Plot 200 data acak 

 

Gambar 6 menunjukkan data yang berasal dari distribusi berbeda, dapat terlihat 

bahwa antara variabel 𝑥 dan 𝑦 memiliki korelasi. Dari data di atas kemudian 

ditransformasi ke uniform. Sehingga diperoleh plot sebagai berikut: 

 

Gambar 7. Plot data hasil transformasi ke uniform [0,1] 
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Setelah ditransformasi ke uniform [0,1] terlihat bahwa plot tersebut memiliki 

dependensi atas dan bawah. Karena copula Gumbel mendeteksi tail dependensi 

atas, maka yang akan dianalisis adalah tail dependensi atasnya. 

Melalui hasil perhitungan dengan menggunakan program Matlab 8.0, 

diperoleh hasil dependensi untuk Kendall 𝜏 sebagai berikut: 

𝜏 = 0.5440 untuk  𝜃 = 1.5396 

 

3.5 Konsep Dependensi dalam Al-Qur’an 

Konsep dependensi adalah suatu konsep yang menjelaskan 

keterhubungan antara satu variabel dengan variabel lainnya. Dengan merujuk 

pada pengertian tersebut akan dapat dilihat dari tinjauan ayat-ayat Al-Qur’an 

mengenai dependensi. Salah satunya yaitu pada ayat berikut ini: 

                           

                             

  

Artinya:”Dan Dia-lah Tuhan yang membentangkan bumi dan menjadikan 

gunung-gunung dan sungai-sungai padanya. dan menjadikan padanya semua 

buah-buahan berpasang-pasangan, Allah menutupkan malam kepada siang. 

Sesungguhnya pada yang demikian itu terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) 

bagi kaum yang memikirkan”. (QS. Ar-R’ad: 3) 

 

Ayat di atas menjelaskan keterkaitan antara penciptaan bumi, air dan 

tumbuhan. Sebagai tempat berpijak manusia, bumi telah diciptakan oleh Allah 

sedemikian hingga dengan desain yang begitu sempurna dan memiliki 
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hubungan satu sama lain yang tidak dapat dipisahkan. Dengan diciptakannya 

bumi selanjutnya komponen-komponen yang mendukung di dalamnya juga 

akan diciptakan secara silih berganti. 

Kandungan yang terdapat pada ayat di atas memiliki makna yang hampir 

sama dengan QS. Al-Baqarah 16. Air diturunkan dari langit sedangkan 

tumbuh-tumbuhan berasal dari bumi. Antara langit dan bumi adalah suatu 

komponen yang saling memiliki hubungan. Dua hal ini telah Allah ciptakan 

secara berpasangan, selain itu masih ada banyak hal yang memang oleh Allah 

diciptakan secara berpasangan. Seperti halnya adanya siang dan malam yang 

tidak mungkin dapat terpisah satu sama lain. 

Penciptaan bumi dengan segala komponen pendukungnya yang 

dijelaskan dalam QS. Al-Baqarah 16 memiliki keterkaitan dengan ayat Al-

Qur’an QS. Al-Hajj 63. Dalam ayat ini Allah  telah menciptakan bumi dengan 

kondisi hijau, yang artinya subur. Kondisi ini dikarenakan adanya air yang 

turun dari langit. Dengan adanya air hujan itu kemudian bumi menjadi subur 

dan tumbuhan-pun akan hidup dengan kondisi yang subur. 

Seperti yang tertera pada ayat di atas bahwa komponen pendukung yang 

sangat berperan adalah makhluk hidup, dalam hal ini adalah tumbuh-

tumbuhan. Sebelum itu terjadi, Allah menurunkan air hujan sebagai komponen 

yang sangat penting dalam menumbuhkan berbagai jenis tumbuh-tumbuhan di 

dalam bumi ini. Maka inilah yang kemudian disebut dengan keterhubungan 

antara satu dengan yang lainnya. 
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                 

Artinya: “Dan segala sesuatu kami ciptakan berpasang-pasangan 

supaya kamu mengingat kebesaran Allah.”(QS. Adz-Dzaariyaat: 49). 

 

  

Adanya keterhubungan tersebut menunjukkan bahwa tiap hal atau 

komponen yang diciptakan oleh Allah merupakan suatu yang saling 

berpasangan. Yakni seluruh makhluk dalam bumi ini berpasang-pasangan, 

langit dan bumi, siang dan malam, matahari dan bulan, daratan dan lautan, 

terang dan gelap, iman dan kufur, kematian dan kehidupan, kesengsaraan dan 

kebahagiaan, surga dan neraka, bahkan pada hewan dan juga tumbuh-

tumbuhan (‘Abdullah, 2004: 544). 

Konsep lain tentang kata berpasangan juga dijelaskan dalam QS. Ar-Ra’d 

3, bahwa segala sesuatu yang diciptakan Allah memang sengaja didesain 

memiliki pasangan, contohnya buah-buahan dan bergantinya siang serta malam 

yang tidak dapat dipisahkan keberadaanya. 

 Kata berpasang-pasangan yang menjelaskan pada semua buah-buahan 

yang diciptakan oleh Allah terutama pada QS. Ar-Ra’d menyatakan bahwa 

terdapat dua macam pada setiap bentuk. Sedangkan pada kalimat   يغشى اليل النهار 

yang artinya “Allah menutupkan siang kepada malam”. Maksudnya masing-

masing membutuhkan yang lain, yang mengikutinya dengan cepat. Bila yang 

satu telah pergi, maka ditutup oleh yang lain, jika yang satu sudah habis 

waktunya, datanglah yang lain. Maka Allah berkuasa mengatur segi waktu 

(zaman), sebagaimana berkuasa mengatur dalam segi tempat dan penghuninya 

(‘Abdullah, 2004: 476). 
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Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi yang kita lihat sekarang 

ketinggiannya, keindahannya, keluasannya, bintang-bintangnya yang beredar, 

yang tetap, serta perputaran falak (kosmik) nya, dan bumi dengan 

kepadatannya, lembah-lembahnya, gunung-gunungnya, pergantian malam dan 

siang hari semuanya memiliki berbagai macam manfaat. Allah menunudukkan 

laut agar dapat membawa berlayar perahu-perahu dari satu pantai ke pantai 

yang lain untuk keperluan penghidupan manusia dan dapat dimanfaatkan oleh 

para penduduk yang berada di kawasan tersebut sebagai jalur transportasi. 

untuk mengangkut keperluan-keperluan dari satu pantai ke pantai yang 

lainnya secara timbal balik. Hal ini yang disebut hubungan manusia dengan 

Allah atau hablun minallah.  

Hubungan manusia dengan manusia atau hablun minannas sendiri dapat 

dideskripsikan sebagai hubungan yang bersifat saling membutuhkan dan 

memiliki keterkaitan. Contoh pada kehidupan sehari-hari adalah adanya orang 

miskin dan orang kaya. Adanya orang kaya untuk melengkapi orang miskin 

dalam hal kebutuhan. Ketika orang miskin tidak dapat memenuhi kebutuhan 

yang dapat dipenuhi oleh orang kaya, maka dapat saling berpengaruh dan 

berhubungan. Hal ini juga berlaku sebaliknya, sehingga Allah menciptakan 

segala sesuatu berpasangan adalah agar saling berhubungan dan untuk 

menciptakan keseimbangan di bumi ini dengan segala bentuk ciptaan-Nya. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada bab III di atas, dapat disimpulkan mengenai 

sifat-sifat copula Gumbel yang disesuaikan dengan definisi dasar copula. Selain 

itu dapat juga dibandingkan hasil dari identifikasi konsep dependensinya, yaitu 

Kendall 𝜏. 

a) Adapun sifat-sifat copula yang dipenuhi untuk copula Gumbel sebagai berikut: 

𝐶𝜃 𝑢, 𝑣 = exp⁡(−  − ln 𝑢 𝜃 +  − ln 𝑣 𝜃  
1/𝜃

) dengan          𝜑𝜃 =

(− ln 𝑡)𝜃  𝑑𝑎𝑛 𝜃 ∈ [1, ∞) 

𝐶: 𝐼2 → 𝐼 memenuhi sifat: 

1. Untuk setiap 𝑢, 𝑣 di 𝐼 

𝐶 𝑢, 0 = 0 = 𝐶(0, 𝑣)  

Dan 

𝐶 𝑢, 1 = 𝑢 dan 𝐶 1, 𝑣 = 𝑣 

2. Untuk setiap 𝑢1, 𝑢2 , 𝑣1, 𝑣2 di 𝐼 sedemikian hingga 𝑢1 ≤ 𝑢2 dan 𝑣1 ≤ 𝑣2 

berlaku: 

𝐶 𝑢2, 𝑣2 − 𝐶 𝑢2, 𝑣1 − 𝐶 𝑢1, 𝑣2 + 𝐶 𝑢1, 𝑣1 ≥ 0 

Hasil dari identifikasi copula Gumbel melalui konsep dependensi Kendall 𝜏 

sebagai berikut: 

𝜏𝐶 = 1 +
4

𝜃
(−

1

4
)  

     = 1 +
1

𝜃
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     =
𝜃−1

𝜃
 , dengan 𝜃 ∈ [1, ∞]  

Hal ini karena copula Gumbel hanya dapat mendeteksi dependensi atas 

atau positif. Hal khusus untuk 𝜃 = 1, maka menunjukkan bahwa dependensi antar 

variabel adalah bebas (independen). 

b) Berdasarkan hasil dari simulasi melalui program Microsoft Excel dan Matlab 

7.6.0, diperoleh nilai dependensi Kendall 𝜏 sebesar 0.5440 untuk 𝜃 = 1.5396. 

ini diperoleh dari membangkitkan data acak dengan 2 variabel yang memiliki 

distribusi berbeda. 

 

4.2 Saran 

Penulis sadar jika dalam penelitian ini masih jauh dari sempurna. Oleh 

karena itu, penulis berharap penelitian ini dapat dilanjutkan dan dikembangkan 

pada pembahasan masalah sifat-sifat dan struktur dependensi untuk family copula 

lain dari Archimedean. 
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LAMPIRAN

a) Lampiran program gambar 3 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],1);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

b) Lampiran program gambar 4 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],10);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

c) Lampiran program gambar 5 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],10);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

d) Lampiran program hasil Kendall d߬ari Matlab 8.0


LAMPIRAN



a) Lampiran program gambar 3 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],1);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

b) Lampiran program gambar 4 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],10);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

c) Lampiran program gambar 5 dari Matlab 8.0

>> u = linspace(0,1,10);

>> [U1,U2] = meshgrid(u,u);

>> F = copulacdf('Gumbel',[U1(:) U2(:)],10);

>> surf(U1,U2,reshape(F,10,10))

>> xlabel('u1')

>> ylabel('u2')

d) Lampiran program hasil Kendall  dari Matlab 8.0

>> U1=[Mengcopy F(x) dan F(y) dari Excel]

>> U2=U1'

>> paramhat1=copulafit('Gumbel',U2)

>> tau=corr(U2(:,1),U2(:,2))
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>> U1=[Mengcopy F(x) dan F(y) dari Excel]

>> U2=U1'

>> paramhat1=copulafit('Gumbel',U2)

>> tau=corr(U2(:,1),U2(:,2))
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