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ABSTRAK

Hidayatulloh, Syarif. 2012. Sifat-sifat Ring Euclid. Skripsi.JurusanMatematika.
FakultasSainsdanTeknologiUniversitas Islam  NegeriMaulana Malik
Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) EvawatiAlisah, M.Pd
(1) Abdul Aziz, M.Si

Kata kunci:RingEuclid,Ring Z, Daerah faktorisasitunggal

RingEuclid merupakan ring komutatif dan tidak memuat elemen pembagi
nol dan terdapat pemetaan terhadap bilangan bulat non negatif sedemikian
sehingga a =Imakad(a) =0, d(a) <d(ab),Va,b € R dengan a #
I,b#1, dan juga Va,b € R,a #I,b # 1 adaq,r sehinggaa = b o q *
r,r = Oatau d(r) < d(b). Prosedur faktorisasi tunggal dari ringEuclid
dapat dilakukan dengan menggunakanringZyang terdapat algoritma
pembagian yang berlaku sifat-sifat keterbagain. Faktorisasi Tunggal pada
ring Euclid merupakan proses menunjukkan bahwa setiap ring Euclid
adalah daerah faktorisasi tunggal, dengan syarat setiap anggota tidak nol
pada ring Euclid (R,*,0) adalah sebuah unit di R atau dapat dinyatakan
sebagai perkalian sejumlah bilangan berhingga yang merupakan bilangan
prima di R. Misalkan(R,*,o) adalah ring Euclid dan misalkan a adalah
elemen R yang tidak nol sedemikian sehinggaa = p;eopy o ...op, =
q1°qy° ..o gsdimana setiap p;(1 <i <r) sebagaimana halnya setiap
q; (1 < i <s) adalah elemen prima dari R, maka r = s dan setiap p;
berasosiasi dengan q; dan q; berasosiasi dengan p;. Ring Euclid

mempunyaikarakteristiktersendiri. Karekteristikdari ring Euclid
dapatdiketahuidenganmempelajarisifat-sifatdari ring Euclid itusendiri.
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ABSTRACT

Hidayatulloh, Syarif. 2012. Properties of Euclidean
Ring.Thesis.MathematicsDepartment.Science and Technology Faculty.
State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors : (I) EvawatiAlisah, M.Pd
(1) Abdul Aziz, M.Si

Keywords:Euclidean Ring,RingZ,Unique Factorisation Domain

EuclideanRingiscommutativeringandhaven’tdivisorszeroelementand there
ismappingof non negative integerssuchthata =I1sod(a) =0, d(a) <
d(ab),Va,b € Rwitha # I,b # I,andthenva,b € R,a # I,b #

I thereq,r sothata = b oq *r,r = 0ord(r) < d(b).Unique
factorisation procedureofEuclideanring can be done
usingringZwhichtheredivisorsalgorithm  whichdivisority into  effect.
Unique factorisationof Euclideanring is a procces that showsevery
Euclideanring isunique factorization domain, with conditionevery non zero
element of an Euclidean ringRis either a unit inRor it is expressible as the
product of a finite number of prime elements ofR. LetRbe an
Euclideanring andletabe an arbitrary non zero element of R such that
Aa=piopy°..op. =(q1°qye°..oqwhereeach p;(1<i<r) as well
aseachq; (1 <i<s)is a prime element of R, thenr=s and
everyp;associated withg;andg;is an associate of somep;.Euclidean ring
has special characteristic. That characteristic can be understood with
studying properties of Euclidean ring it self
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara bahasa, kata “matematika* berasal dari bahasa Yunani yaitu
“mathema” atau mungkin juga “mathematikos” yang artinya hal-hal yang
dipelajari. Orang Belanda menyebut matematika dengan wiskunde yang artinya
ilmu pasti. Sedangkan orang Arab menyebut matematika dengan ‘ilmu al-hisab,
artinya ilmu berhitung. Secara istilah, sampai saat ini belum ada definisi yang
tepat mengenai matematika. Definisi-definisi yang dibuat para ahli matematika
semuanya benar berdasar sudut pandang tertentu. Meskipun belum ada definisi
yang tepat, matematika mempunyai ciri khas yang tidak dimiliki pengetahuan
lain, yaitu merupakan abstraksi dari dunia nyata, menggunakan bahasa simbol,
dan menganut pola pikir deduktif (pola berpikir yang didasarkan pada kebenaran-
kebenaran yang secara umum sudah terbukti benar) (Abdussakir, 2007:5).

Sumber studi matematika, sebagaimana sumber ilmu pengetahuan dalam
islam adalah tauhid, yaitu ke-Esa-an Allah. Akan tetapi Al-Quran tidak
mengangkat metode baru dalam masalah ini, melainkan telah menunjukkan
tentang adanya eksistensi dari sesuatu yang ada di balik alam semesta itu sendiri.
Alam semesta serta segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang
cermat dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan

rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi.



Dalam Al-Qur’an surat Al-Qamar ayat 49 disebutkan,

Lo g me P
A TN g
ﬁ.\_a.jwéwu\fb/l

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut
ukuran.”

Ayat di atas menjelaskan bahwa semua yang ada di alam ini ada
ukurannya, hitungannya, rumusnya, atau persamaannya. Ahli matematika atau
fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya menemukan rumus
atau persamaan (Abdussakir, 2007:80). Jadi matematika sebenarnya telah
diciptakan sejak zaman dahulu, manusia hanya menyimbolkan fenomena-
fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari. Manusia dianugerahi Allah
petunjuk dengan kedatangan sekian rasul untuk membimbing mereka. Allah juga
menganugerahkan akal agar mereka berpikir tentang kebesaran Tuhan. Semua
anugerah itu termasuk dalam sistem yang sangat tepat, teliti, dan rapi yang telah
ditetapkan Allah SWT. Dalam Al-Quran surat Al-Furgaan ayat 2 dijelaskan:
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Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia
tidak mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam
kekuasaan(Nya), dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia
menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya”

Ayat di atas menjelaskan bahwa hanya Allah yang mampu menciptakan
alam semesta beserta seisinya. Semua dari ciptaan Allah diatur secara tepat dan
sempurna. Dalam tafsir Jalalain dijelaskan (Yang kepunyaan-Nyalah kerajaan
langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya

dalam kekuasaan-Nya, dan Dia telah menciptakan segala sesuatu) karena hanya



Dialah yang mampu menciptakan kesemuanya itu (dan Dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya) secara tepat dan sempurna.

Dalam kehidupan sehari-hari, manusia tidak lepas dari berbagai masalah
yang menyangkut berbagai aspek penyelesaiannya perlu pemahaman melalui
suatu metode dan ilmu bantu tertentu. Matematika merupakan salah satu cabang
ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu lain. Matematika juga merupakan alat
untuk menyederhanakan penyajian dan pemahaman masalah (Purwanto, 1998:1).
Seiring dengan perkembangan zaman, keilmuan matematika juga berkembang
dalam konsep dan penerapannya, baik penerapan dalam kehidupan sehari-hari
maupun dalam hubungannya dengan disiplin ilmu lainnya. Matematika
mempunyai beberapa cabang keilmuan yang masing-masing mempunyai
penerapan dalam hubungannya dengan berbagai disiplin ilmu lain dan dalam
kehidupan sehari-hari. Salah satu dari cabang-cabang ilmu tersebut adalah aljabar
abstrak.

Salah satu cabang matematika yang berkembang saat ini adalah aljabar
abstrak, yaitu sebuah pembahasan yang dimulai dengan memperkenalkan konsep
struktur aljabar dan sifat-sifatnya. Bhattacharya, dkk (1990:61) menyebutkan
bahwa struktur aljabar juga sering disebut sistem aljabar. Struktur aljabar adalah
suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan paling sedikit satu operasi
biner. Dalam pembahasan selanjutnya pada suatu struktur aljabar akan dikenakan
aturan atau aksioma tertentu. Perbedaan aksioma yang dikenakan ini yang menjadi
pembeda struktur aljabar yang satu dengan yang lain, sebagai contoh grup, ring,

dan ideal.



Ring merupakan perluasan dari konsep grup. Grup merupakan struktur
aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan satu operasi biner yang
sering dilambangkan atau ditulis sebagai operasi penjumlahan. Adapun ring
merupakan struktur aljabar dengan satu himpunan tak kosong dengan dua operasi
biner yang sering dilambangkan dengan operasi penjumlahan sebagai operasi
pertama dan perkalian sebagai lambang pada operasi kedua.

Himpunan bilangan bulat dengan penjumlahan sebagai operasi pertama
dan perkalian sebagai operasi kedua adalah integral domain. Dalam teori bilangan
yang semesta pembicaraannya adalah integral domain bilangan bulat, telah
diperkenalkan sifat-sifat keterbagian sebagai dasar konsep faktorisasi tunggal.
Konsep faktorisasi tunggal tersebut diperluas untuk integral domain yang lebih
abstrak.

Raisinghania dan Aggarwal (1980:408) ring Euclid dalam aljabar abstrak
merupakan ring komutatif dan tidak memuat elemen pembagi nol dan terdapat
pemetaan terhadap bilangan bulat non negatif sademikian sehingga a =
Omakad(a) =0, d(a) <d(ab),Va,b € Rdengana # 0,b # 0, dan juga
Va,b € R,a # 0,b # 0 ada q,r sehinggaa = bg +r,r =0 atau d(r) < d(b).
ring Z merupakan contoh dari ring Euclid, sehingga di dalamnya berlaku valuasi
Euclid dan algoritma pembagian. Pada ring Z terdapat algoritma pembagian
ternyata juga berlaku sifat-sifat keterbagain. Kasus pada ring Z selanjutnya
dikembangkan dalam bentuk faktorisasi. Oleh karena itu, tulisan ini akan

membahas daerah faktorisasi tunggal pada ring Euclid dan sifat-sifat ring Euclid.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalah yang akan dibahas dalam
skripsi ini adalah:
1. Bagaimana sifat-sifat ring Euclid?
2. Bagaimana menunjukkan bahwa setiap ring Euclid adalah daerah

faktorisasi tunggal?

1.3 Batasan Masalah
Dalam skripsi ini, permasalahan yang dibahas dibatasi hanya pada
definisi-definisi dan teorema-teorema yang berkaitan dengan daerah faktorisasi

tunggal pada ring Euclid dan sifat-sifat ring Euclid.

1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dikaji sebelumnya, maka tujuan
penelitian ini adalah mengidentifikasi sifat-sifat ring Euclid dan mendeskripsikan

bahwa setiap ring Euclid adalah daerah faktorisasi tunggal.

1.5 Manfaat Penelitian
Dari penulisan skripsi ini penulis berharap agar pembahasan ini
bermanfaat bagi berbagai kalangan, antara lain:
1. Bagi Penulis
a. Sebagai tambahan pengetahuan tentang faktorisasi tunggal pada ring

Euclid.



b. Sebagai tambahan wawasan dan pengalaman tentang penelitian
matematika murni.
2. Bagi Lembaga
a. Sebagai bahan informasi tentang pembelajaran matakuliah aljabar
abstrak, khususnya tentang faktorisasi tunggal pada ring Euclid.
b. Sebagai tambahan pustaka untuk rujukan penelitian tentang materi
faktorisasi tunggal pada ring Euclid.
3. Bagi Pembaca
c. Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai faktorisasi

tunggal pada ring Euclid.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode studi literatur
yaitu penelitian yang dilakukan dengan mengumpulkan teori dan informasi yang
berhubungan dengan penelitian dengan bantuan referensi yang terdapat di ruang
perpustakaan seperti buku-buku.
Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut :
1) Membahas definisi ring Euclid.
2) Mencari sifat-sifat ring Euclid sekaligus membahasnya.
3) Mengidentifikasi proses dalam menentukan setiap ring Euclid adalah
daerah faktorisasi tunggal.

4) Merumuskan kesimpulan dari hasil pembahasan.



1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan penelitian ini sistematis dan mempermudah pembaca
memahami tulisan ini, penulis membagi tulisan ini ke dalam empat bab sebagai
berikut:
1. BABI PENDAHULUAN
Bab ini membahas tentang latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.
2. BABIlI KAJIAN PUSTAKA
Dalam bab ini dikemukakan definisi dan sifat-sifat yang menjadi
bahan dalam uraian BAB Ill, di antaranya yaitu definisi grup dan ring
beserta contohnya, sifat-sifat grup dan ring beserta bukti dan contohnya,
definisi dan sifat-sifat ideal beserta contohnya dan sifat-sifat keterbagian
beserta contohnya.
3. BABIlIl PEMBAHASAN
Dalam bab ini dipaparkan pembahasan tentang ring Euclid,
teorema-teorema yang berkaitan dengan setiap ring Euclid yaitu daerah
faktorisasi tunggal dan mencari sifat-sifat ring Euclid.
4. BAB IV PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan dari materi yang dibahas dan saran

peneliti untuk pembaca dan peneliti selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Relasi

Suatu relasi f dari suatu himpunan A ke himpunan B adalah sub himpunan
dari A x B. Himpunan {x: (x,y) € f} disebut daerah asal (domain) dari f dan
himpunan {y: (x,y) € f} disebut himpunan daerah hasil (range). Invers dari f,
dinotasikan f~!, adalah relasi dari B ke A didefinisikan sebagai f~! =
{(y,x): (x,y) € f}. Jika A = B, sebarang sub himpunan dari A X A disebut relasi
dalam himpunan A. Jika f suatu relasi dan (x,y) € f, dikatakan bahwa x
direlasikan oleh f ke y (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 11).
Contoh 2.1
Misalkan P = {2,3,4} dan Q = {2,4,8,9,15}. Jika didefinisikan relasi R dari P ke
Q dengan (p,g)€R jika p membagi g maka diperoleh

R ={(2,2),(2,4),(4,4),(2,38),(48),(3,9),(3,15)}.

2.2 Grup
2.2.1 Operasi Biner

Bhattacharya (1990:21) menyebutkan definisi dari operasi biner pada S
sebagai suatu operasi yang memetakan setiap anggota pasangan terurut S x S
tepat pada satu anggota di S. Suatu pemetaan *: S X S — S disebut operasi biner

pada himpunan S.



Operasi biner = dikatakan komutatif jika x*y =y=*x, Vx,y €S,
dikatakan asosiatif jika, xx*(yxz)= (x*y)*z, Vx,y,z€S, dikatakan
distributif kiri atas o jika x*(yoz)=(x*y)o(x*z), Vx,y,z€ S dan
dikatakan distribitif kanan atas o jika (y e z) * x = (y * x) o (z * x), Vx,y,z € S.
Contoh 2.2
Operasi aritmatik (+, —,%,+) dikenakan pada himpunan bilangan bulat adalah

operasi biner.

2.2.2 Definisi Grup

Himpunan tak-kosong G dikatakan grup jika dengan satu operasi biner
yang dilambangkan “*”, yang dituliskan sebagai (G,*) memenuhi aksioma:

1. Untuk setiap a,b,c € G mengakibatkan a * (b * c) = (a * b) * ¢ (sifat
assosiatif)
2. Terdapat suatu elemen e € G sedemikian sehingga a*xe=exa=a

untuk setiap a € G (e adalah elemen identitas di G)

Untuk setiap a € G, terdapat suatu elemen a~! € G sedemikian sehingga
axal=a"lxa=-e(a"?!adalah invers dari a di G) (Herstein, 1975:28).
Contoh 2.3
Z adalah himpunan bilangan bulat, (Z, +) adalah grup karena berlaku:

1. Untuk setiap a, b € Z maka (a + b) € Z. Jadi operasi + tertutup di Z.
2. Untuk setiap a,b,c€Z maka a+ (b+c)=(a+b)+c. Jadi bersifat

assosiatif.
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3. Terdapat elemen identitas yaitu 0 € Z sedemikian sehinggaa+0=0+a =
a, untuk setiap a € Z.
4. Untuk setiap a € Z terdapat a~! = —a € 7 sedemikian sehingga
a+(—a)=(—-a)+a=0
Elemen (—a) adalah invers dari a.
Karena himpunan Z dengan operasi + (penjumlahan) memenuhi aksioma-aksioma
grup, maka (Z, +) adalah grup.
Grup (G,*) dikatakan abelian (komutatif) jika untuk setiap a,b € G
berlakua *xb = b x a
Contoh 2.4
Pada grup (Z,+) di atas, jelas bahwa a + b = b + a, sehingga (Z, +) dikatakan

grup abelian.

2.2.3 Sifat-Sifat Grup
Dari penjelasan Raisinghania dan Aggarwal (1980:75-76) secara umum
penulis menguraikan sebagai berikut:
(1) Identitas di G tunggal
Buki:
Misalkan (G,x) adalah grup. Andaikan ada dua elemen identitas di G, yaitu
e; dan e,, dan e; # e,, maka berlaku

(i) egxe; =eyxe; = e [e; sebagai identitas]

(iie, xe; =e; xe, = e, [e, sebagai identitas]
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karena e, * e, dan e, * e; adalah elemen tunggal pada G maka dari (i) dan (ii)
berakibat e; = e, (kontradiksi dengan pengandaian). Ini berarti bahwa
elemen identitas di G adalah tunggal.

(2) Untuk setiap a € G,a™? tunggal
Bukti:

Misalkan (G,*) adalah grup dengan elemen identitas e. Andaikan invers dari
a e G tidak tunggal yaitu a;* dan a;'dengan a;? #a;?

ay! adalah invers dari a, sehingga a x a;t = a;l*a =e ... (i)
a, ! adalah invers dari a, sehingga a * a;* = a;* * a = e ... (ii)
axayl=e [dari(i)]
(axa;) *xa;' =exaz’
= 15"
axa;t=e [dari(ii)]
ajtx(a*xazt) =a;'xe
= ok
(axa;!) xazt = (a7' *a) xa;' [axa;® = a;’ * a, sifat komutatif]
(a7t*a) *a;t = ajl * (a xay;) [sifat asosiatif pada grup]
exa,l =ajl+*e
a,’ = aj'(kontradiksi dengan pengandaian)
Sehingga terbukti bahwa elemen a mempunyai invers tunggal (satu invers).
(3) (a™1)™! = a, untuk setiap a € G
Bukti:

Misalkan (G,*) grup dengan elemen identitas e. Misalkan a sembarang
elemen di G yang memempunyai invers a~1. Akan ditunjukkan (a™1)"! = a.

Karena a~! adalah invers dari a, maka



axa™!=a"1xa=e,sehingga

(axaDx(@aHT=ex(a)?
ax[(a) (@)™ = (a1~ [sifat asosiatif grup]
axe= (a7 [(@Hx*@H™*=e¢]
a=>)
Sekarang,
alsa=e
(@D lx(alxa)=(a ) lxe
[+ (@ D] *xa=(at)"! [sifat asosiatif grup]
exa=(@H? [@D1x@!)=¢]
a=(ab

Sehingga terbukti (a™1)™! = a.

(4) Kanselasi berlaku di G. Va, b, c € G berlaku:
axb=axc=>b=c [kanselasi kiri]
bxa=c*xa=>b=c [kanselasi kanan]
Bukti:

Ambil sebarang a, b, c € G dan diketahui bahwa a * b = a * ¢, maka

altx(a*b)=alx(a*xc) [Ggrupdana € G, makaa™! € G]
(at*a) b = (a!*a)*c [sifat assosiatif]
exb=exc [definisi identitas]

b=c
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i) ambil sebarang a, b, c € G dan diketahui bahwa a * ¢ = b * ¢, maka
(axc)*ct=(bxc)*c™! [Ggrupdan c € G,makac™! € G]
ax(cxc ) =bhx(cxc™1) [sifat assosiatif]

axe=b=xe [definisi identitas]

a=D>b

B) (axb)t=b"1xq?
Bukti:

Misalkan ¢ = (a * b)~%, sehingga dengan definisi ¢, (a = b) * ¢ = e. Dengan
sifat assosiatif diperoleh a = (b * ¢) = e. Kedua ruas dioperasikan dengan
a~1 dari kiri untuk memperoleh bentuk:

alx(ax(bxc))=alxe

Pada ruas kiri dikenakan sifat assosiatif operasi dan pada ruas kanan
dikenakan definisi identitas e, diperoleh:
(alxa)«(b*c)=a?
ex(bxc)=at [definisi identitas]
(bxc)=at [definisi identitas]
Kedua ruas dioperasikan dengan b~ di sebelah kiri dan dengan cara yang
sama:

b™'x(b*c)=b"1xa?l

(b7t«xb)xc=b"1xa? [sifat assosiatif]
exc=b"1xqg? [definisi identitas]
c=blxq? [definisi identitas]

(axb)t=b"1xq? [definisi c]
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Jadi terbukti bahwa (a * b)™* = (b™1) x (a™1).

2.2.4 Subgrup

Dari penjelasan Raisinghania dan Aggarwal (1980:172-173) secara umum
penulis menguraikan definisi subgrup sebagai berikut. Misalkan (G,*) adalah
grup. (H,*) dikatakan subgrup dari (G,*) jika H #= @ dan H S G yang memenuhi
aksioma-aksioma grup. Jika H subgrup G, maka dinotasikan H < G.

Misalkan H # @ adalah subhimpunan dari grup (G,*). Himpunan (H,*)
merupakan subgrup dari (G,*) jika dan hanya jika Va,b € H,a *b™! € H.
Bukti:
a. Syarat perlu

Misalkan H subgrup dari (G,*) dana,b € H . Maka (H,*) subgrup.

beH=>b1leH
a€HbleH=>axbleH

b. Syarat cukup

Misalkan (H,x) memenuhia € HLb € H > a*b 1€ H
Maka harus ditunjukkan (H,e) adalah subgrup (G,*). Jika a adalah sebarang
anggota H, maka

a€EHa€EH=>a*xal=e€eH
a€EHeeH=exal=aleH

Jadi terdapat elemen identitas e di H dan setiap elemen H memilki invers. Dan
jika b merupakan sebarang elemen H, maka b~! € H. Jadi, dengan sifat yang

telah diberikan
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a€EHbleH>ax(b ) 1=axbeH

Hal ini menunjukkan bahwa operasi * tertutup di H. Karena H adalah subset G,

setiap elemen H adalah elemen . Jadi komposisi asosiatif di &, dengan demikian

komposisi juga asosiatif di H. Jadi H subgrup G

Contoh 2.5:

(Z, +) adalah grup, H = {5k|k € Z } subgrup dari Z

Bukti:

Misalkan H adalah subhimpunan dari G dan didefinisikan H={5k, k adalah

elemen bilangan bulat}. Akan dibuktikan bahwa H adalah grup.

1.

P.

3.

Ambil sebaranga,b elemen dari Hmaka a =5k dan b =S5l
dengan k,  adalah anggota bilangan bulat, maka a + b =5k + 51 =
5(k + 1) = 5m. Terlihat bahwa 5m adalah anggota dari H sehingga
berlaku sifat ketertutupan.
Ambil sebarang a, b, c elemen dari H maka a = 5k dan b = 5l ¢ = 5m
dengan k, [, m, adalah anggota bilangan bulat, maka
(a+b)+c=GBk+5)+5m=5k+5l+5n=5k+ (5l+5m) =
a+ (b + c). Terlihat bahwa 5m adalah anggota dari H sehingga berlaku
sifat asosiatif.
Terdapat elemen identitas e anggota H sedemikian sehingga a + e = e +
a=a.,Yyatu0=5-0.
Ambil sebarang a elemen dari H, maka untuk setiap a = 5k elemen dari H
terdapat a=* = —5k = 5(—k) = 5(1) anggota H sedemikian sehingga

a+al=al4a=e.
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Terbukti bahwa (H, +) adalah subgrup dari grup (Z, +).

2.3 Ring

Misalkan R himpunan tidak kosong dengan dua operasi biner, yaitu " * "
sebagai operasi pertama dan "o " sebagai operasi kedua. Maka sistem (R,x,°)
disebut ring jika memenuhi aksioma berikut (Raisinghania dan Aggarwal,
1980:313).

1. (R,*) adalah grup abelian

2. Operasi o bersifat asosiatif di R.

3. Operasi o bersifat distributif terhadap operasi * di R.

Untuk mempermudah pemahaman, penulis menjelaskan sebagai berikut.

1. (R,*) adalah grup abelian

2. Operasi o bersifat asosiatif di R.

(aeb)oc=ao(boc)

3. Operasi o bersifat distributif terhadap operasi * di R.
ao(bxc)=(aob)x*(aoc) [sifatdistributif kanan]
(axb)oc=(acc)x*(boc) [sifatdistributif kiri]

Contoh 2.6
Buktikan (Z, +,%) adalah ring, karena

(i) (Z,+) adalah grup abelian [contoh 2.10]

(i) Operasi x bersifat asosiatif
(axb)xc=ax(bxc) Vabc€Z

(iii)Berlaku sifat distributif pada perkalian terhadap penjumlahan
ax(b+c)=axb+axc [sifatdistributif kanan]

(a+b)xXc=axc+bxc [sifatdistributif kiri]] Va,b,c € Z
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2.3.1 Bentuk-bentuk Khusus pada Ring

Misal(R,*,0) adalah ring. R dikatakan ring komutatif jika operasi o bersifat
komutatif, Ya,b € R berlaku aobh = hbhoa. R dikatakan ring dengan elemen
satuan jika ada identitas pada operasi kedua di R. Misal I adalah elemen identitas
operasi pertama dan i adalah elemen identitas operasi kedua. (R,*,c) disebut ring
dengan pembagi nol jika ada a # I,b # I akan tetapi a o b = I, dikatakan ring
tanpa pembagi nol jika tidak ditemukan a #1,b # I tetapi ao b =1 atau jika
aob =1makaa =1 atau b = I. (R,*,0) dikatakan integral domain jika R adalah
ring komutatif dengan elemen satuan dan ring tanpa pembagi nol. R disebut field
jika R adalah ring komutatif dengan elemen satuan, dan setiap elemen di R
kecuali I punya invers terhadap operasi kedua (Raisinghania dan Aggarwal,
1980:314).
Contoh 2.7
(Z,+,x) adalah ring komunitatif Ya,b € Z maka a X b = b X a yang berarti
operasi kedua (operasi x) bersifat komunitatif di Z. (Z, +,%) ring dengan elemen
satuan Va €Z maka axi=ixXa=a diperoleh i=1€ Z. Karena Jika
ab=0=a=0 atau b = 0 untuk Va, b € Z. Jadi (Z, +,x) merupakan integral
domain
Contoh 2.8
(Zg, +,%) adalah ring dengan pembagi nol.
Bukti : Ambil dua unsur yang tidak 0 akan tetapi jika dikalikan hasilnya 0. Zg =

{0,1,2,3,4,5}, 2 dan 3 keduanya tidak 0 akan tetapi jika dikalikan hasilnya adalah
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0. Ini berarti didapatkan dua unsur yang tidak 0 akan tetapi jika dikalikan hasilnya
0. Jadi (Zg, +,%) adalah ring dengan pembagi nol

Contoh 2.9

(Q, +,%) adalah ring tanpa pembagi nol

Bukti : Ambil a,b € Q, a,b # 0, maka

£

a=-danb=-p,qr,s€Zdang,s #0

S1

a=2a#0b=Zab=+0. Karenaa,b # 0, makap,q,r,s # 0

q " s

pXr v

axb= s X <= == vWF 0 berdasarkan sifat ketertutupan pada bilangan

s qxs

bulat, maka% # 0. Jadi (Q, +,%) ring tanpa pembagi nol.

2.3.2 Subring

Misal (R,*,0) adalah ring. Misal S € R dan S # @ maka S disebut sub
ring dari ring R jika S menetapkan atau mempertahankan kedua operasi di R dan
pada S sendiri dengan kedua operasi tersebut memenuhi aksioma ring. S
dikatakan menetapkan atau mempertahankan kedua operasi di R maksudnya
bahwa kedua operasi di R juga berlaku di S, yaitu Va,b € S maka a xb € S dan
juga a o b € S atau (S tertutup terhadap kedua operasi di R). Begitu pula pada S
memenuhi aksioma ring. Untuk lebih jelasnya definisi tersebut dapat ditulis
sebagai berikut :
Misal (R,*,0) adalah ring.
Misal S € Rdan S # @ dan pada (S,*,°) berlaku:

I. (S,*) adalah grup abelian
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Il. Operasi o tertutup di S

I1l. Operasi o bersifat assosiatif di S

IV. Operasi o bersifat distributif terhadap operasi = di S
maka dikatakan bahwa (§,*,0) adalah subring dari (R,*,°).
Contoh 2.10

(Z,+,%x) merupakan subring dari (Q, +,%).

2.4 ldeal
Dari definisi ideal menurut Raisinghania dan Aggarwal (1980: 361), secara

umum penulis menjelaskan sebagai berikut. Misal (R,*,0) adalah ring, misalkan
subring S dari ring R. Jika S merupakan ideal kanan R dan juga ideal kiri R, maka
S disebut ideal dari R, dimana:

(i) YaeS,VreR=aor €S [Sdisebutideal kanan R]

(i) YaeS,VreR=>roa €S [S disebut ideal Kiri R]
Suatu ring (R,*,0) adalah ideal dari dirinya sendiri, maka disebut improper ideal.
Suatu subring (I,*,0) dengan I adalah himpunan identitas operasi * , maka disebut
trivial ideal. Bila ada ideal yang lain dari (R,*,0) selain I dan R sendiri, maka
ideal yang lain tersebut disebut sebagai proper ideal.
Contoh 2.21
27 adalah ideal dari (Z, +,x). 2Z ={...,—4,—-2,0,2,4, ...} merupakan subset

dari Z, sehingga: () a € 2Z,r € Z=>aor € 2Z, (ii)a € 2Z,r EZ=>1roa € 2Z.
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2.4.1 ldeal Utama (Principal Ideal)

Dari definisi Raisinghania dan Aggarwal (1980:363), penulis
mendefinisikan bahwa suatu ideal dari ring (R,*,0) yang dibangun oleh elemen
tunggal dari ring (R,*,0) disebut ideal utama (principal ideal).

Contoh 2.11
(Z,+,x) adalah ring dari himpunan bilangan bulat. K = {2n|n € Z}.
(K,+,x) adalah ideal dari Z, karena K dibangun oleh 2 maka (K, +,x) adalah

ideal utama.

2.5 Keterbagian

Suatu bilangan bulat n adalah habis dibagi oleh suatu bilangan bulat
m # 0 jika ada suatu bilangan bulat x sehingga n = mx, dinotasikan dengan m|n
(dibaca m membagi n, n habis dibagi m, m faktor n, atau n kelipatan dari m) dan
m t n (dibaca m tidak membagi n, n tidak habis dibagi m, m bukan faktor n, atau
n bukan kelipatan dari m). Jika suatu bilangan bulat dibagi oleh suatu bilangan
bulat lain, maka hasil pembagiannya adalah bilangan bulat atau bukan bilangan
bulat. Misalnya jika 30 dibagi 5 maka hasil baginya adalah bilangan bulat 6; tetapi
jika 30 dibagi 4, maka hasil baginya adalah 7,5 bukan bilangan bulat (Muhsetyo,
1997: 43).

Contoh 2.12

4|12 sebab ada bilangan bulat 3 sehingga 12 = 4 x 3 atau % =3
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2.5.1 Dalil Algoritma Pembagian

Jika a,b €Z dan a >0, maka ada bilangan-bilangan q,r € Z yang
masing-masing tungoal, sehingga a = bg + r dengan 0 < r < b. Jika b } a, maka
r memenuhi ketidaksamaan 0 <r < b
Bukti :

Dengan a,b € Z dapat dibentuk suatu barisan aritmatika (a — bq) dengan
q €Z vyaitu: ..,a—3b,a—2b,a—b,a,a+b,a+ 2b,a+ 3b,.. Yyang
mempunyai bentuk umum suku (a — bq).

Ambil suatu himpunan S yang unsur-unsurnya adalah suku-suku barisan yang
tidak negatif, yaitu:
S={a—-bqlq €Z,a— bg =0}
Menurut prinsip urutan, S mempunyai unsur terkecil, misalnya r.
Karena r € S, maka r dapat dinyatakan sebagai » = a — bq dengan q € Z
Dari r = a — bq dapat diperoleb a = bg + r
Jadi, jikaa > 0dana,b € Z, makaada q,r € Z sehinggaa = bq + r
Untuk menunjukan bahwa 0 < r < b, digunakan bukti tidak langsung
Anggaplah bahwa tidak benar 0 <r < b, maka r = b (r tidak mungkin
negatif sebabr € 5)
r=2b—(r—-b)=0
r=a—bq—>r—b=(@—-bg)—b=a—-(q+1)b
(r—=b)=20—-r—-b=a—-(q+1b=0

Karena (r—»b)>0 dan (r—b) mempunyai bentuk (a —bq), maka

(r—b)€S
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Karena a > 0 maka (r — b) < r, sehingga (r — b) merupakan unsur S yang
lebih kecil dari r. Hal ini kontradiksi dengan pengambilan r sebagai unsur
terkecil dari S.
Jadio <r <b
Untuk menunjukkan ketunggalan g dan r digunakan bukti tidak langsung
Misalkan g dan r tidak tunggal, yaitu ada q;, q,, 74,72 € Z yang memenuhi
hubungan
a=bq+1r,0<r; <b
a=bq,+1,0<r,<b
Dengan q; # q, dan r; # ry(misalkan r; > r,), maka:
bq, +1r, =bg, + 1y
= 12.=b(q2 = q1)
b|(ry —13)
Karena 0 <r; < b dan 0 < r, < b, maka nilai terbesar (r; —r,) < b (untuk
r, < b dan r, = 0) dan nilai terkecil (r;, — 1) > —b(untuk r; = 0 dan r, <
b), sehingga dapat ditentukan bahwa —b < (r; — 1) < b
Akibat dari b|(r; — ;) dan —b < (r; — 1) < b adalah:

1. Jka0< (r,—1r,) <b,makab t (r, —r,) karena b > 0, (r; — 1) > 0, dan
b >, (r; — ) akan berakibat pembagian (r; — ;) oleh a menghasilkan
pecahan . Jadi tidak mungkin 0 < (r; —13) < b

2. Jika b < (r; —1,) <0, maka b t (r; — 1) karena b >0, (r, — ;) > 0,

dan b >, (r, — r;) akan berakibat pembagian (r, — ;) oleh a menghasilkan
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pecahan , demikian pula pembagian (r; — ) oleh a menghasilkan pecahan.
Jadi tidak mungkin —b < (r; — 1) <0

3. Jika r, —r, =0, maka b|(r; —r,) (karena a > 0), sehingga berakibat
=T
rn=nrdanr,—nrn =>b(q; —q,) > b(g, —q,) =0
b>0danb(g;, —q;) =0-q,—q. =0-q, =q-
Jadi r, =, dan g, = q,, yaitu g dan r masing-masing adalah tunggal.
Selanjutnya, jika b t a, maka tidak ada q € Z sehingga a = bq. Ini berarti
a # bq,a=bq+rdengan 0 <r < b (r # 0 sebab untuk » = 0 diperoleh

a = bq) (Muhsetyo, 1997: 52).

2.5.2 Keterbagian di Integral Domain

Misal (D,*,0) adalah integral domain. Misal I adalah unsur identitas
operasi “*” dan misal i adalah unsur identitas operasi o. Pada integral domain
berlaku bahwa Va,c € Ddengan a # I,c # I maka a oc # I. Perhatikan
pernyataan a oc # I, dapat ditulis sebagai a ec = b dengan b # I.
Selanjutnya a # I,b # I sehingga a cc = b dimana 3¢ € D,c #1 maka
dikatakan bahwa a adalah pembagi dari b, ditulis sebagai a|b.

a #1,b # Idenganalb=b=acc;3ceD,c+1

Contoh 2.13
(Z, +,x) adalah integral domain, karena

Jika ab = 0 makaa = 0 atau b = 0.
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2.6 Unit di Integral Domain

Misalkan (D,*,0) adalah integral domain. Unsur a disebut unit di D, jika
unsur a € D — {0} merupakan pembagi semua unsur di D — {0}. 0 adalah
identitas operasi pertama.
Contoh 2.14
(Z,+,%x) adalah integral domain. Unsur 4 € Z — {0} bukan termasuk unit, karena
445 untuk unsur 5 € Z — {0}. Untuk semua a € Z — {0}, unsur 1 € Z — {0}
memenuhi 1|a. Begitu pula unsur —1 € Z — {0} memenuhi —1|a. Karena selain 1
dan -1 tidak ada unsur lain di Z — {0} yang membagi a, maka unit di Z adalah

{—1,1}.

2.7 Asosiasi
Misalkan a dan b adalah unsur tak nol di integral domain (D,*,0). Maka
unsur a dikatakan asosiasi dengan b, yang ditulis a~b < a|b dan b|a.
Contoh 2.15
(Z,+,%) adalah integral domain, maka a = 4 dan b = —4 adalah asosiasi, karena

—4|4 dan 4|—4.

2.8 Faktor Persekutuan Terbesar
Misalkan (D,*,0) suatu integral domain dan a dan b unsur di D — {0}.
Unsur f € D — {0} adalah faktor persekutuan terbesar (FPB) dari a dan b jika:
1. fladan f|b, dan

2. Jika c|a dan c|b, maka c|f untuk setiap c € D — {0}
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Contoh 2.16
FPB dari 8 dan 12 di Z adalah 4, karena:
1. Pembagi dai 8 adalah +1,+2, +4,+8
pembagi dari 12 adalah +1, +2,+3,+4,+6,+12
2. Pembagi persekutuan adalah +1, +2, +4.

Jadi FPB dari 8 dan 12 adalah 4

2.9 Kelipatan Persekutuan Terkecil
Misalkan (D,*,°) suatu integral domain dan a dan b unsur di D — {0}.
Unsur k € D — {0} adalah kelipatan persekutuan terkecil (KPK) dari a dan b jika:
1. alk dan b|k, dan
2. Jika a|c dan b|c, maka k|c untuk setiap ¢ € D — {0}
Contoh 2.17
KPK dari 6 dan 9 di Z adalah 18, karena:

6|18 dan 9|18, dan jika 6|c dan 9|c, maka 18|c

2.10 Pembagi Tak Sejati dan Pembagi Sejati

Misalkan (D,*,0) adalah integral domain dan a € D — {0}. Unsur unit di D
dan unsur asosiasi dari a selalu menjadi pembagi (faktor) dari a. Selanjutnya
unsur unit dan asosiasi itu disebut pembagi tak sejati dari a. Sedangkan pembagi
a yang lain disebut pembagi sejati dari a.

Contoh 2.18
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(Z,+,x) adalah integral domain. Unsur unitnya yaitu {—1,1}. Ambil 8 € Z,
karena 8 ~ 8 dan —8 ~ 8, maka unsur asosiasi dari 8 adalah {—8,8}. Sehingga:
1. Pembagi tak sejati dari 8 adalah setiap unsur himpunan {—8,—1,1,8}

2. Pembagi sejati dari 8 adalah setiap unsur himpunan {—4, —2,2,4}

2.11Unsur Prima dan Komposit

Misalkan (D,*,0) adalah integral domain dimana a € D — {0} dan a bukan
unsur unit. Jika a tidak memiliki pembagi sejati, maka a disebut unsur prima atau
irreducible (tak tereduksi) dari D. Sehingga, jika a unsur prima dan a = a;a,,
dimana a4, a, € D, maka salah satu dari a; dan a, harus merupakan unsur unit di
D. Tetapi, jika a memiliki pembagi sejati, maka a disebut unsur komposit atau
reducible (tereduksi) dari D.
Contoh 2.19
(Z,+,x) adalah integral domain Untuk semua unsur integral domain Z, maka:

1. 2 merupakan unsur prima di Z, karena tidak memiliki pembagi sejati.
Dimana untuk 2 = a; X a, berlaku 2 =1 x 2 dan 2 = —1 x (—2), yaitu
salah satu dari a, atau a, merupakan unsur unit.

2. 8 merupakan unsur komposit, karena memiliki pembagi sejati yaitu
{—4,-2,2,4}. Dimana untuk 8 = a,.a, ada 8 = 2 x 4.

3. 1 merupakan kasus khusus. 1 € Z bukan unsur prima, karena untuk
1=a,; Xa, berlaku 1 =1x1dan 1 =(-1) x (—1), yaitu a, dan a,
keduanya selalu merupakan unsur unit. Tetapi, 1 € Z juga bukan unsur

komposit, karena tidak memiliki pembagi sejati.
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2.12 Daerah Faktorisasi Tunggal

Suatu daerah integral (D,*,0) adalah suatu daerah faktorisasi tunggal
(DFT), jika setiap unsur bukan unit a € D dapat ditulis secara tunggal (unique)
sebagai suatu hasil kali dari elemen tak tereduksi.
Contoh 2.20
(D,*,0) daerah faktorisasi tunggal jika
(D,*,0) adalah integral domain. a adalah bilangan yang faktor-faktotnya prima
dan a = p,p, ...p, dimana p,p, ...p, € D. Faktorisasi pada a adalah tunggal,
maka ada faktorisasi yang lain yaitu a = q,q, ...q,, dimana q,q; ...qmy € D.

Maka p~q dengan m = n.

2.13 Kajian Agama Tentang Ring

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam
Al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu
matematika yang ada dalam Al-Qur’an diantaranya adalah masalah statistik,
logika, pemodelan, dan aljabar. Teori tentang ring, dimana definisi dari ring
sendiri adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (R,* o) dengan R
tak-kosong dan " x,0 " adalah operasi biner pada R yang memenuhi aksioma grup
abelian, operasi kedua bersifat asosiatif, dan bersifat distributif. Himpunan-
himpunan dalam ring mempunyai anggota yang juga merupakan makhluk dari

ciptaan-Nya. Sedangkan operasi biner merupakan interaksi antara makhluk-
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makhluk-Nya, dan aksioma yang harus dipenuhi merupakan aturan-aturan yang
telah ditetapkan oleh Allah, artinya sekalipun makhluk-Nya berinteraksi dengan
sesama makhluk ia harus tetap berada dalam koridor yang telah ditetapkan oleh
Allah.

Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam Al-Qur’an. Misalnya
kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam golongan. Dimana golongan
juga merupakan himpunan karena himpunan sendiri merupakan kumpulan objek-
objek yang terdefinisi.

Dalam Al-Qur’an surat Al-fatihah ayat 7 menyebutkan:

0 LT 2l il 28 1 gile G230 il B
Artinya: (yaitu) jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada
mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan)
mereka yang sesat (Q. S. Al-Fatihah: 7).
Ayat di atas menjelaskan bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu (1)
kelompok yang mendapat nikmat dari Allah, (2) kelompok yang dimurkai, dan (3)
kelompok yang sesat (Abdussakir, 2007: 79).

Ayat ini melukiskan permohonan manusia kepada Allah untuk
membimbingnya ke jalan orang-orang yang diberi nikmat oleh-Nya, seperti
nikmat berupa petunjuk, kesuksesan, kepemimpinan orang-orang yang benar,
pengetahuan, amal yang baik, yaitu jalan lurus para nabi, orang-orang sholeh, dan
semua orang yang mendapat nikmat, rahmat, dan kemurahan-Nya. Jalan yang
lurus adalah ajaran tauhid, agama kebenaran, dan keimanan kepada perintah
Allah. Ayat ini juga memperingatkan kepada manusia tentang adanya dua jalan

yang menyimpang di hadapan manusia yaitu jalan orang-orang yang mendapatkan
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murka-Nya dan orang-orang yang tersesat. Adapun yang dimaksud dengan orang-
orang yang diberi nikmat oleh Allah seperti yang ditunjukkan pada Al Quran surat
An-Nisa’ [4] ayat 69 :

~ ~

(1502075 nmadially Gl oo oile ST L2l Gl a0 SL36 0,200 S el 2
1) ety Syl (L5 el

Artinya: “Dan Kami tidak mengutus seseorang rasul melainkan untuk
ditaati dengan seizin Allah. Sesungguhnya jikalau mereka ketika menganiaya
dirinyal®**® datang kepadamu, lalu memohon ampun kepada Allah, dan Rasulpun
memohonkan ampun untuk mereka, tentulah mereka mendapati Allah Maha

Penerima Taubat lagi Maha Penyayang.”

Ayat di atas menjelaskan bahwa orang-orang yang mendapat nikmat dan rahmat

Allah ada empat kelompok: para nabi, orang-orang yang ikhlas, para saksi, dan

orang-orang yang beramal shaleh. Sedangkan pemisahan dua kelompok terakhir

dalam Al Quran surat Al Fatihah ayat 7 ini dari kelompok lainnya mengisyaratkan
bahwa masing-masing kelompok memiliki karakteristik khusus. Dalam hal ini,

Imani (2006: 60-61) membagi karakteristik khusus dua kelompok yang terakhir

menjadi tiga tafsir :

1. Orang-orang yang tersesat adalah awam yang tidak terbimbing, sedangkan
magdhubi ‘alaihim adalah orang yang tidak terbimbing yang keras kepala atau
munafik. Orang-orang yang mendapatkan murka-Nya adalah orang-orang
yang disamping kekufuran mereka, mengambil jalan kedegilan dan
permusuhan kepada Allah, dan kapan saja mereka dapat, mereka bahkan

melukai para pemimpin llahiah dan para nabi sebagaimana disebutkan dalam

Al Quran surat Ali Imran ayat 112.
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2. Sebagian ahli tafsir percaya bahwa adh-dhallin (orang-orang yang tersesat)
merujuk pada orang-orang Nasrani; sedangkan magdhubi ‘alaihim (orang-
orang yang mendapatkan murka-Nya) mengacu pada orang-orang yahudi.
Kesimpulan ini diambil karena respon-respon khas mereka.

3. Bacaan adh-dhallin dimaksudkan kepada orang-orang yang tersesat tapi tidak
menekan orang-orang selain mereka untuk tersesat juga, sedangkan magdhubi
‘alaihim mengacu pada orang-orang yang tersesat dan membuat orang lain
tersesat juga. Mereka mencoba mempengaruhi orang lain agar seperti mereka.
Acuan makna ini adalah Al Quran surat Asy-Syura ayat 16.

Sistem aljabar merupakan salah satu materi pada bagian aljabar abstrak
yang mengandung operasi biner. Himpunan dengan satu atau lebih operasi biner
disebut sistem aljabar. Sedangkan sistem aljabar dengan dua operasi biner disebut
ring. Kajian himpunan dengan dua operasi biner dalam konsep Islam diantaranya
yaitu, bahwa manusia adalah ciptaan Allah secara berpasang-pasangan. Perhatikan

firman Allah SWT dalam surat Al-Fathir ayat 11:

8 g~

Y‘C@JYJLSJ‘ JA.;LA) t’»))l/ﬁl}}/g: u.avqu\);u.aﬁlbewb

2 -8 -

Artinya: “Dan Allah menciptakan kamu dari tanah, kemudian dari air mani,
kemudian Dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan
perempuan). Dan tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan
tidak (pula) melahirkan melainkan dengan sepengetahuan-Nya. Dan
sekali-kali tidak dipanjangkan umur seorang yang berumur panjang
dan tidak pula dikurangi umurnya, melainkan (sudah ditetapkan) dalam
Kitab (Lauh mahfuzh). Sesungguhnya yang demikian itu bagi Allah
adalah mudah. “
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Dalam surat lain juga menyebutkan bahwa Allah menciptakan sesuatu

saling berpasang-pasangan. Allah SWT berfirman

P APIE R LSS U T SR SRR { S S B PEERPR A a P
eSS G ol Sl el Calih 1 oV e dll IS casnls s

-~ -0y
(@\\) R ,
D) ML_S.U
Sz -

N 2 ~

~

Artinya: “dan di antara tanda-tanda kekuasaan-Nya ialah menciptakan langit dan
bumi dan berlain-lainan bahasamu dan warna kulitmu. Sesungguhnya
pada yang demikan itu benar-benar terdapat tanda-tanda bagi orang-
orang yang mengetahui.

Kembali pada definisi ring yang merupakan suatu struktur aljabar yang
dinyatakan sebagai (R,* o) dengan R tak-kosong dan " x,o " adalah operasi biner
pada R yang memenuhi aksioma grup abelian, operasi kedua bersifat asosiatif, dan
bersifat distributif Misal "o " adalah operasi pada elemen-elemen S, maka ia
disebut biner apabila setiap dua elemen a,beS, maka (aob)eS. Jadi, jika
anggota dari himpunan S dioperasikan hasilnya juga merupakan anggota S. Begitu
juga dengan operasi biner dalam dunia nyata. Operasi biner dan sifat-sifat yang
harus dipenuhi oleh grup merupakan interaksi-interaksi dengan berbagai macam

pola, ia akan tetap berada dalam himpunan tersebut, yaitu himpunan makhluk

ciptaan-Nya.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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PEMBAHASAN

Dalam pembahasan ini ring Euclid akan dikembangkan dalam bentuk

daerah faktorisasi tunggal serta akan dibahas tentang sifat-sifat dari ring Euclild.

3.1 Definisi Ring Euclid
Misalkan (R,*,0) adalah ring komutatif dan tanpa pembagi nol. R
dikatakan ring Euclid jika terdapat pemetaan d: R — Z* U {0} sedemikian
sehingga :
(i) a =1 makad(l) = 0, I adalah identitas operasi pertama
(ii) d(a) < d(ab),Va,b € Rdengana # I,b # I,
(ii)Va,b € R,a # I,b # I ada q,r sehinggaa =boq*r,r =0 atau
d(r) < d(b)
Pemetaan d disebut valuasi Euclid dan persamaan (iii) disebut algoritma

Euclid.

Contoh 3.21

Ring dari semua bilangan bulat (Z, +,x) adalah ring Euclid

Bukti : Misalkan didefinisikan pemetaan d :Z — Z* U {0} dengan
d(a) =|al,a €Z

(i) d(a) =|al =0jikaa=0

(if) Ambil sebarang a,b € Z,a # 0,b # 0, maka

32
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d(ab) = |ab]|
= |al|b|
> |al
=d(a)
d(a) < d(ab)
(iii) Jika a dan b sebarang dua bilangan bulat tak nol, maka berdasarkan

algoritma pembagian di dalam bilangan bulat yang terdapat pada bab 2, maka

terdapat bilangan bulat g dan r sedemikian hingga
a=bq+r
dengan 0 < r < |b].
Karena d adalah valuasi Euclid pada Z, maka Z adalah ring Euclid
Sesuai dengan pembahasan contoh diatas, maka semua bilangan bulat

termasuk ring Euclid, karena bilangan bulat memenuhi semua aksioma-aksioma

ring dan juga memenuhi aksioma-aksioma yang ada pada ring Euclid.

3.2 Sifat-sifat Ring Euclid
Penulis akan menyatakan beberapa sifat-sifat ring Euclid sebagai berikut:
Sifat 1
Setiap ring Euclid adalah ideal utama
Bukti:
Misalkan (R,*,0) adalah ring Euclid dan d valuasi Euclid di R. Misalkan S
sebarang ideal di dalam R. Jika S = {I}, (I identitas operasi *) maka S =<1 >

yaitu ideal yang dibangun oleh identitas operasi *. Sekarang misalkan S
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merupakan ideal nontrivial, maka S memuat paling sedikit satu elemen bukan I
dari R. Sekarang dibentuk
T ={d(a):a € Sdan a # 0}

Jelas bahwa T merupakan subset tidak kosong dari himpunan bulat nonnegatif.
Akibatnya T mempunyai elemen terkecil, sebut elemen terkecil tersebut k. Karena
k € T, maka k = d(b) untuk suatu elemen tidak nol b € S. Selanjutnya ingin
ditunjukkan S = < b > yaitu ideal yang dibangun oleh b. Untuk menunjukkan
ini, diambil sebarang elemen tak nol a € S.

Karena a,b € S € R dan R merupakan ring Euclid, maka terdapat g, € R

sehingga

a =(beq)* rdenganr = [ataud(r) < d(b)
berarti r=ax(boqg)?
Tetapi a € Sdan b,q € S (karena S ideal di R).

Akibatnya r=ax*(boq) ' €S,denganr = [ataud(r) < d(b).

Karena d(b) merupakan elemen terkecil dari 7, maka tidak mungkin r € S
dengan d(r) < d(b).Jadi yang mungkin adalah r = 1.

Jadi diperoleh a = b o g untuk suatu g € R.

Jadi S merupakan ideal utama yang dibangun oleh b.

Karena S dipilih sebarang ideal dari R, ini berarti setiap ideal dari R merupakan
ideal utama.

Akibatnya R merupakan ideal utama.
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Sifat 2

Misal (R,*,0) adalah ring Euclid. Setiap pasangan elemen bukan identitas

operasi pertama pada ring Euclid mempunyai FPB, jika g adalah FPB dari dua

elemen tidak nol a dan b dari ring Euclid R maka g = (r o a) * (s o b) untuk

suatu r dan s di R.

Bukti:

Misal a dan b adalah sebarang dua elemen tidak nol dari ring Euclid R, I
adalah identitas operasi * dan i adalah identitas operasi o. Diberikan himpunan
S ={xa+ yb:x,y € r}diperoleh bahwa S adalah ideal R karena setiap ideal dari
ring Euclid adalah ideal utama berlaku bahwa S adalah ideal utama dari R dan
terdapat g € S sedemikian sehingga S =< g >. S adalah ideal utama yang
dibangun oleh g karena g € s g dapat ditujukkan kedalam bentuk g = roa *s o
b, untuk suatur,s € R
Diklaim bahwa g adalah FPB dari a dan b karena setiap ring Euclid mempunyai
elemen satuan, maka elemen a dan b di R dapat dibentuk sebagaia =icaxIlob
danb =1oa xio b sehinggaa € S dan b € S karena S menjadi ideal utama yang
dibangun oleh g a = a4 ° g untuk beberapa a, € R dan b = b;,g untuk beberapa
b, € R. Sehingga diperoleh gla dan g|b. Jika terdapat h € R sedemikian
sehingga h|a dan h|b maka h membagi ra dan h membagi sb sehingga h
membagi (rea + sob). Misalkan g adalah r o a * s o b maka h membagi g.
Sehingga g adalah FPB dari a dan b
Contoh 3.22

Misalkan (Z, +,x) adalah ring Euclid. Misalkan g € Z
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a=326,b=78
a=bXxXq+r
326 =78x4+ 14

78=14x5+8

14=8x1+6
8=6%x1+2
6=2x%3
FPB dari 326 dan 78 adalah 2
r=a-—bq
2=8—-6x1

=8—1(14—1x8)
=2xXx8—-1x14
=2(78—-5x%x14)—-1x4
=2Xx78—11x%x14
=2Xx78—11(326 —4 x 78)
=46 x 78 — 11 X 326
Jadir = 46dans = —11
Sifat 3
Misalkan (R,*,0) adalah ring Euclid dan misalkan a, b, c adalah tiga elemen
yang bukan identitas operasi pertama dari R sedemikian sehingga a dan b
adalah relatif prima dan a|bc, maka alc.

Bukti:
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Karena a dan b adalah relatif prima maka faktor persekutuan terbesarnya
adalah 1.
l=roaxsob
Oleh karena itu c=(roaxsob)oc=roaqocxSoboc
albc maka b o c = ak
c=roaoc*Soboc
=qao(rocxsok)

Jadialc,c =roaoc*soboc
Contoh 3.23

Z adalah ring Euclid. a, b,c € ZVa,b,c # 0
misala=3,b=4,c=9

a, b relatif prima, maka FPB dari 3 dan 4 adalah 1.

albc =3|4-9
= 3|36
1l=ra+sb
1=r3+s4

¢ =rac + sbc

albc maka bc = ak

4-9=3-k
36 = 3k
k=12
¢ =a(rc+ sk)

9 =127+ 36s
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Maka a|c = 3|9, dengan ¢ = rac + shc
Sifat 4
Misalkan (R, *,0) adalah ring Euclid dan misalkan p suatu elemen prima dari
ring Euclid R dan misalkan a, b elemen bukan identitas operasi pertama dari R
sedemikian hingga p|ab, dan p|a atau p|b.
Bukti:
Misalkan p bukan pembagi dari a, maka p prima, ini berlaku p dan a relatif
prima. Sekarang plab dan p,a adalah relatif prima, maka dengan teorema
sebelumnya p|b.
Contoh 3.24
Misalkan (Z, +,%) adalah ring Euclid.
misalp =3,a=9,b =5
plab = 3|9.5
= 3|45

dan pla = 3|9

Sifat 5
Misal (R,*,0) adalah ring Euclid dan misal d valuasi Euclid di R. Misal a dan
b dua elemen bukan identitas operasi pertama di R, maka
(i) Jika b adalah unitdi R,d(ab) = d(a)

(ii) Jika b bukan unit di R, d(a) < d(ab)



39

Bukti :
Dari definisi valuasi Euclid d pada domain R, untuk sebarang dua elemen
tidak nol a dan b pada R.
dla) <d(ab) ..., 1)
(i) Misal b adalah sebuah unit di R, maka b adalah inversibel, sehingga b1
ada di R dan sesuai definisi pada d
d(a) = d(a(bb™1)) = d((ab)b~t) > d(ab) )
Sehingga dari (1) dan (2) di peroleh
d(a) = d(ab)
(if) Misalkan b bukan unit di R , maka
Terdapat a dan b elemen R — {0}, maka ab elemen R — {0}.
sehingga dari definisi d, untuk elemen tak nol a dan ab di R dan ada
elemen g dan r di R, sedemikian sehingga
a=qo(aob)xr
dimana,r = I atau d(r) < d(ab)
Jikar =1
a=qo(ach)
((axqe(aeb))™ =0
ao(l*xqob) 1 =0
(1xqob)™t=0[va+#0,(1xqob)"! € R dan R tanpa pembagi nol]
qgeb=i
b adalah inversible

b adalah unit di R
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tetapi dari hipotesis b bukan unit di p. Jadi r # I akibatnya diperoleh
d(r) < d(ab) sehingga
d[((axqo(aob))™] <d(ach)
dlac (1xqgb) "t <d(aeb)
d(a) <dlao(1xqgb) '] <d(acb)
d(a) < d(aob)
Contoh 3.25
(Z,+,%) adalah ring Euclid
Didefinisikan d:Z — Z* u{0}dand(a) = |al,a € Z
misala =5b=7,c=1

i) Karena c adalah unit, maka

d(ac) = d(a)
d(5-1) = d(5)
|5- 1] =15]

5=5

ii) Karena b bukan unit, maka
d(a) < d(ab)
d(5) < d(5-7)
I5] < |15-7]

5<35
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Sifat 6
Misal (R,x,0) adalah ring Euclid dan d adalah valuasi Euclid, maka d(a) =
d(1) jika dan hanya jika a unit.
Bukti
Misal a adalah unit di ring Euclid R, maka dari sifat nilai Euclid d di r ,di
peroleh
d(a) = d(1a) = d(1)
d(a) =d(1) ....1
Karena a unit di R dan a™! ada, sehingga
V=pd a8
Diperoleh
d(a) =d(a-a ) =d(a)
d(1) =d(a) ....ii
Jadi dari (i) dan (ii) di peroleh

d(a) = d(1)

Sifat 7
Setiap anggota tidak nol pada ring Euclid (R,*,0) adalah unit di R atau dapat
dinyatakan sebagai perkalian sejumlah berhingga bilangan prima di R.

Bukti:
Misal R adalah ring Euclid dan d adalah valuasi Euclid di R. Diberikan a
adalah sebarang tidak nol di R. Jika a adalah unit di R dalam teorema

tersebut. jadi andaikan a adalah tidak nol, maka a bukan elemen unit di R dan
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harus dibuktikan bahwa a dapat dinyatakan sebagai perkalian sejumlah
berhingga bilangan prima di R.
Teorema dibuktikan dengan induksi di d(a)
Andaikan d(a) = 0 dan andaikan a = bc, dimana ¢ bukan unit,
maka
d(a) = d(bc)
karena, ¢ bukan unit
d(bc) > d(b)
d(a) > d(b)
0> d(b)
maka d (b) adalah negatif
tetapi tidak ada bayangan d anggota R yang negatif
jadid(a) = 0and a = bc
a adalah sebuah unit di R
a adalah elemen prima di R
ketika d(a) < 1
misal d(a) = n,n # 0 dan di asumsikan bahwa teorema tersebut benar untuk
semua x di R dimana d(x) <n. Sehingga dari asumsi tersebut akan
menunjukkan teorema tersebut benar untuk setiap a dimana peta oleh d adalah
n.
Jika a adalah prima maka teorema tersebut jelas. Misal a bukan prima jadi
a adalah bilangan komposit, maka a dapat dinyatakan a = bc dimana

keduanya bukan unit di R, maka



43

d(b) < d(bc) =d(a)
d(c) < d(bc) =d(a)
d(b) < d(a)dand(c) < d(a)
Karena teorema di atas diasumsikan benar untuk semua R dimana peta
oleh d kurang dari d(a). Sehingga dapat dinyatakan
b =pypy, ...,prdan c = q4,qy, ..., qs
dimana untuk setiap p;(1 < i <r) dan q;(1 < j < s)adalah prima di R,
sehingga
bec=piepse..ocpreqieqz®..oqs
selanjutnya A=p1°P2°..°Pr°q1°q° ... ¢s
dimana py,p2, .., Pr» 41, 92, ---» G5 adalah elemen prima dari R
Kemudian jika teorema tersebut benar untuk semua x anggota R dimana
d(x) < n, maka juga benar untuk d(a) = n, sehingga benar untuk semua
anggota di R.
Contoh 3.26
Misalkan ring (Z, +,x) adalah ring Euclid.
didefinisikan d:Z — Z* u {0} dand(a) = |al,a € Z
misala =1,b =5,c = 210
i) a # 0, karena a memiliki invers yakni a~! dimana a.a™® = 1.1, a.a™! € R,
maka a adalah unit di R
ii) b # 0, karena b tidak memiliki invers di R, namun b dapat dinyatakan dalam

perkalian sejumlah bilangan prima yakni 5.
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iii) ¢ # 0, karena c tidak memiliki invers di R, namun c dapat dinyatakan

dalam perkalian sejumlah bilangan prima yakni 210 =2-3-5-7.

Sifat 8
Misalkan (R,*,0) adalah ring Euclid dan misalkan a adalah elemen R yang
tidak nol sedemikian sehingga
aA=pi°opP2°.-°Pr=q1°qz°...°(s
dimana setiap p; (1 < i < r) sebagaimana halnya setiap q;(1 < i < s) adalah
elemen prima dari R, maka r = s dan setiap p; berasosiasi dengan g; dan q;
berasosiasi dengan p;.
Bukti :
Karena p; membagi pyepy o ...op,. dan pyepyo...op. =q1°qz° ...° (s,
maka berlaku p;|gq; ° g5 © ... o g5 oleh karena itu p, harus membagi sedikitnya
1 dari gioqye..oqs. R adalah ring komutatif, tanpa menghilangkan
keumumannya diasumsikan p;|q; akan tetapi p;dan g; keduanya adalah
elemen prima dari R. jadi p,|q, berarti p;dan g, saling berasosiasi dan karena
itu q; = a4 ° p; dimana a, adalah unit di R.
selanjutnya
Piopzeopr=(a1°p1)°qi°qz°..°qs
P1°opz2°..°Pr=p1°a1°q1°qz°..°(qs
dengan hukum pencoretan diperoleh

P2°P30--°Pr =041°41°q2° ...°(s
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Dengan cara yang sama argumen diatas diulangi dengan p, sampai seterusnya.
Dalam kasus r < s setelah langkah-langkah r ruas kiri menjadi 1 dan ruas
kanan mengurangi perkalian beberapa unit di R dan beberapa nilai tertentu
q1S, tetapi setiap g; adalah elemen prima di R dan tidak mungkin menjadi unit
di R. Jadi perkalian beberapa unit di R dan beberapa g, s tidak mungkin sama
dengan 1, akibatnya r t s

Jadir = s

dengan cara yang sama diperoleh

jadir =s
Contoh 3.27
Misalkan ring (Z, +,x) adalah ring Euclid
didefinisikan d:Z — Z* u{0}dand(c) = |c|,a € Z
misalkan ¢ = 210 =2.3.5.7=2-3-5-7
P1=2,p, =3,p3=5ps =7
¢1 =2,42 73,93 =544 = 7
Misalkan p; berasosiasi dengan g,
Karena p; = U.q; dan U adalah unit di R
p1=1q
P1 =01

2=2
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Sifat 9

Setiap ring Euclid adalah daerah faktorisasi tunggal
Bukti:

Misalkan (R,*,0) adalah ring Euclid, berdasarkan sifat 7 yang berbunyi setiap
anggota tidak nol pada ring Euclid (R,*,o) adalah sebuah unit di R atau dapat
dinyatakan sebagai perkalian sejumlah bilangan berhingga yang merupakan
bilangan prima di R dan sifat 8 yaitu Misalkan (R,*,0) adalah ring Euclid dan
misalkan a adalah elemen R yang tidak nol sedemikian sehingga

AQ=p1°pP2°...°Pr =(q1°¢2°...°(s

dimana setiap p;(1 <i < r) sebagaimana halnya setiap q;(1 <i < s) adalah
elemen prima dari R, maka r = s dan setiap p; berasosiasi dengan g; dan q;
berasosiasi dengan p;, maka setiap elemen tidak nol dan bukan unit pada ring
Euclid dapat dinyatakan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima yang
berhingga dan tunggal. Oleh karena itu, setiap ring Euclid adalah daerah
faktorisasi tunggal

Jika ring Euclid memenuhi sifat 7 dan sifat 8 maka termasuk daerah
faktorisasi tunggal. Jika salah satu tidak terpenuhi maka ring Euclid tersebut
bukan termasuk daerah faktorisasi tunggal.
Contoh 3.28
Misalkan ring (Z, +,%) adalah ring Euclid
didefinisikan d:Z — Z* u {0} dan d(a) = |al|,a € Z
misala =1,b =7,c = 2310

dari sifat 7 didapatkan
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i. a # 0, karena a memiliki invers yakni a=! dimanaa.a ! = 1.1, a.a™! €
R, maka a adalah unit di R
ii. b # 0, karena b tidak memiliki invers di R, namun b dapat dinyatakan
dalam perkalian sejumlah bilangan prima yakni 7
iii. ¢ # 0, karena ¢ tidak memiliki invers di R, namun ¢ dapat dinyatakan
dalam perkalian sejumlah bilangan primayakni 2-3-5-7-11
Dari sifat 8
Cg 293 AN T =07 e 3ia 15 7 =] 1
P1 = 2,03 =38,p3,=5,p, = TPz =gl
41 =2,q2 =3,43 = 5,44 = 7,q5s = 11
Misalkan p, berasosiasi dengan g,

Karena p; = U.q; dan U adalah unit di R

p1=1q

Karena (Z, +,x) memenuhi sifat 7 dan 8 maka (Z, +,x) adalah daerah faktorisasi

tunggal.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan :

1. Ring Euclid memiliki sifat-sifat

a.

b.

Setiap ring Euclid adalah ring ideal utama

Setiap pasangan elemen bukan identitas operasi pertama pada ring Euclid
mempunyai FPB, jika g adalah FPB dari dua elemen tidak nol a dan b dari
ring Euclid R maka g = (r o a) * (s o b) untuk beberapa r dan s di R.

Jika a, b,c adalah tiga elemen bukan identitas operasi pertama dari R
sedemikian sehingga a dan b adalah relatif prima dan a|bc, maka a|c.

Jika p sebuah elemen prima dari ring Euclid R dan misalkan a, b elemen
identitas operasi pertama dari R sedemikian hingga p|ab, dan p|a atau p|b.
Jika d Valuasi Euclid di R. Misal a dan b dua elemen identitas operasi
pertama di R, maka

Jika b adalah unit di R, d(ab) = d(a)

Jika b bukan sebuah unit di R, d(a) < d(ab)

Jika d adalah valuasi Euclid, maka d(a) = d(1) jika dan hanya jika a unit.
Setiap anggota bukan elemen identitas pada ring Euclid (R,*,0) adalah
sebuah unit di R atau dapat dinyatakan sebagai perkalian sejumlah bilangan

berhingga yang merupakan bilangan prima di R.
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h. Jika (R,*,0) adalah ring Euclid dan misalkan a adalah elemen R yang bukan
elemen identitas operasi pertama sedemikian sehingga
aA=pi1°pPz°..°Pr =(q1°qz°...°(s
dimana setiap p;(1 <i <r) sebagaimana halnya setiap q;(1 <i<s)
adalah elemen prima dari R, maka r = s dan setiap p; berasosiasi dengan q;
dan g; berasosiasi dengan p;.

2. Setiap ring Euclid adalah daerah faktorisasi tunggal.

4.2 Saran
Dari penelitian ini, masih perlu adanya pengembangan keilmuan.
Diharapkan penelitian selanjutnya dapat lebih mengembangkan pembahasan pada

ring yang lain.
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