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ABSTRAK

Ghufiroh, Siti Jail. 2012. Analisis Penyelesaian Analitik dan Numerik Persamaan
Reaksi-Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd
(1) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci: Persamaan Reaksi-Difusi, Analisis Analitik, Analisis Numerik.

Persamaan reaksi-difusi adalah persamaan diferensial parsial linear
yang didapatkan dengan analisis Brownian Motion yang dapat dikerjakan
pada kasus difusi 2D. Persamaan difusi 2D merupakan persamaan diferensial
parsial tipe eliptik. Dalam penelitian ini persamaan reaksi-difusi
diimplementasikan di jaringan jantung terhadap sumbu x dan v disertai arus

ion yang mempengaruhinya. Penelitian ini berupaya untuk memperoleh
penyelesaian analitik dan numerik yang diasumsikan pada persamaan difusi
2D pada model konduksi jaringan jantung.

Dalam hal ini penyelesaian partikulir masalah nilai awal dikerjakan
dengan menggunakan penyelesaian d’4lembert solution. Sedangkan untuk
untuk nilai batasnya menggunakan metode pemisahan variabel. Adapun
penyelesaian numerik dikerjakan dengan menggunakan metode ADI dalam
memformulasikan penyelesaian-penyelesaian di semua titik grid dari objek
persegi. Software MATLAB untuk program yang dikonstruksi dapat
menjelaskan penyelesaian V" dari waktu ke waktu yang dipilih. Amplitudo

gelombang difusi untuk t yang berjalan selanjutnya dapat divisualisasikan

dalam grafik 3D.
Adapun dari perhitungan analitik dengan d’Alembert solution
dlperoleh penyelesalan

:—f'; — ys) ——f x —5) ——r:u — ys) ——r: - — s untuk masalah
nilai awal Sedangkan darl metode pemlsahan variabel diperoleh solusi
V(x,y,t) =D, 511"[ J smlu J =%, Adapun penyelesaian numerik

dengan menggunakan skema Crank-Nicholson diperoleh skema korektor

1, " nts
—a Vi (L4 a Vi e i = ta V P+ (1—a )V, +

1 n4=
Py
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ABSTRACT

Ghufiroh, Siti Jail. 2012. Analysis Analytical and Numerical Solution of Reaction-
Difussion Equations in Conduction Cardiac Tissue Models. Thesis.
Mathematics Department, Science and Technology Faculty, Islamic State
University Maulana Malik Ibrahim Malang.

Adviser: () Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd
(1) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Key Words: Reaction-Diffusion Equations, Analytical Analysis, Numerical Analysis

Reaction-diffusion equation is a linear partial differential equations
obtained by the analysis of Brownian Motion can be done in the case of 2D
diffusion. 2D diffusion equation is a partial differential equation of elliptic
type. In this study the reaction-diffusion equation is implemented in cardiac
tissue the x-axis and y ions with currents that influence it. This study seeks to
obtain analytical and numerical resolution assumed in the 2D diffusion
equation model of cardiac conduction tissue

In this case, the initial value problem resolution partikulir done using
settlement d'Alembert solution. As for the limit to the value of the variable
separation method. The numerical resolution is done by using the ADI method
in formulating settlement-settlement at all points of the grid square object.
MATLAB software for a program that is constructed to explain the
completion of V from time to time with the selected. Diffusion wave
amplitude for a running t can then be visualized in 3D graphics.

The analytic calculation of the d'Alembert solution obtained by the

completlon of
Vix,y) :—f'J — ys) ——f';- —5) ——.::-; — ys) ——G'J — s for the initial

value problem Whlle the method of separatlon of variables obtained from the

solution V(x,v,t) =D, sm( ] sm(“w] 2.e¥2'  The  numerical

resolution by using the Crank Nicholson scheme obtained corrector

scheme

eV + (Lt a Wt e i = eV P (L—a )Y, T

%a:xtf::'

with the amplification factor |M,.|" =08
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial parsial merupakan salah satu cabang ilmu
matematika yang sering digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam
kehidupan manusia. Banyak hukum-hukum alam dan hipotesa-hipotesa dapat
diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung turunan melalui bahasa
matematik. Persamaan diferensial parsial digunakan untuk melakukan formulasi
dan menyelesaikan permasalahan yang melibatkan fungsi-fungsi yang tidak
diketahui, yang dibentuk oleh beberapa variabel, seperti penjalaran suara dan
panas, elektrostatika, elektrodinamika, aliran fluida, elastisitas, atau lebih umum
segala macam proses yang terdistribusi dalam ruang, atau terdistribusi dalam
ruang dan waktu. Kadang beberapa permasalahan fisis yang amat berbeda
memiliki formulasi matematika yang mirip satu sama lain (Anonymous, 2011).

Di dalam proses intrepretasi dunia nyata tersebut, digunakanlah model
matematik. Model matematik adalah suatu cara untuk menguraikan beberapa
bagian yang berhubungan dengan dunia nyata ke dalam bentuk matematika.
Model merupakan suatu representasi dari suatu sistem yang sedang kita pelajari
(dapat berupa obyek, kejadian, proses atau suatu sistem) dan digunakan sebagai
alat untuk meramalkan dan mengontrol. Fungsi utama dari model ialah
kemampuannya untuk menjelaskan (explanatory) dan bukan deskriptif. Model
merupakan suatu kesatuan (entity) yang terdiri dari bagian-bagian atau

komponen-komponen yang satu sama lain saling berkaitan. Model bukanlah hal



yang sesungguhnya terjadi, akan tetapi hanya suatu pencerminan dari suatu
kenyataan hidup (a reflection of reality) (Supranto, 1988:53).

Dalam Al-Qur’an surat Az Zumar/39 ayat 27 Allah berfirman:

<

B & F o s S50 o P
759 095 A% e I 8 olsall1 s 3 WL B3l 23

Artinya :”Sesungguhnya, telah Kami buatkan bagi manusia dalam Al Qur’an ini
setiap macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran”.

Ayat tersebut menjelaskan bahwasanya perlu dibuat sebuah perumpamaan
untuk menyederhanakan dan menyelesaikan permasalahan atau untuk
memberikan pemahaman dan petunjuk bagi orang-orang yang menginginkannya
(Al-Jazairi, 2009:362).

Model matematika digunakan dalam banyak disiplin ilmu dan bidang studi
yang berbeda. Aplikasi model matematika dapat ditemukan dalam bidang-bidang
seperti fisika, biologi, teknik, ilmu sosial dan politik, ekonomi, bisnis dan
keuangan, dan problem-problem jaringan komputer. Dalam Biologi, model
matematika dapat diterapkan untuk menjelaskan fenomena-fenomena transport
dalam tubuh manusia. Tubuh manusia tersusun dari kumpulan sel-sel yang
menyatu dan membentuk sebuah jaringan. Kumpulan dari jaringan-jaringan
tersebut membentuk sebuah organ, untuk selanjutnya terbentuklah sistem organ.
Sistem organ tersebut tersusun rapi, dan dalam melaksanakan tugasnya senantiasa

saling bekerja sama, dalam surat Al-Infithaar/82 ayat 6-8 Allah berfirman :



Gl GLsls dlals Lg,\u.,”)s:u\q;, 42 G ey

R ISHENS P

Artinya @ Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat

durhaka) terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah. Yang telah menciptakan kamu

lalu menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang.

Dalam bentuk apa saja yang Dia kehendaki, Dia menyusun tubuhmu. (Q.S Al-
Infithaar/82: 6-8).

Ayat ini menjelaskan betapa sempurna Allah menciptakan apapun yang

Dia kehendaki, seperti halnya susunan tubuh manusia. Allah menyusun tubuh

manusia dengan susunan yang sangat sempurna dengan anggota tubuh yang

lengkap dan bentuk tubuh yang serasi, sesuai dengan fungsinya masing-masing.

Sebagaimana firman Allah SWT dalam surat Al-Furqan/25 ayat 2, sebagai

berikut:

\;r,,‘j)-\_ﬁ.é )O)-\_Q.Q ;wd&&)

Artinya:... Dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya (Q.S Al-Furqan/25:2).

Salah satu organ terpenting dalam sistem tubuh manusia adalah jantung.
Jantung adalah sistem yang kompleks yang dirancang untuk mengubah sinyal
listrik menjadi kekuatan mekanik yang memompa darah ke seluruh tubuh. Jantung
merupakan organ yang membutuhkan kegiatan yang terkoordinasi antara puluhan
juta miosit individu untuk menghasilkan tekanan pompa yang cukup. Pemodelan
matematika memegang peran penting dalam elektrofisiologi jantung. Pemodelan
pada sistem konduksi jantung menjadi penelitian penting untuk mengetahui
permasalahan-permasalahan yang timbul akibat gangguan jantung, seperti aritmia.

Aritmia merupakan suatu kondisi dimana irama jantung abnormal, yakni jantung



berdenyut secara tidak teratur, bisa terlalu cepat atau terlalu lambat. Pada
prinsipnya aritmia jantung terjadi karena adanya gangguan pada sistem konduksi
listrik atau konsleting pada sistem denyut listrik di jantung. Aritmia jantung
menjadi penyebab utama morbiditas dan kematian di negara-negara maju.
Meskipun penelitian secara intensif telah dilakukan, akan tetapi mekanisme
generasi, pemeliharaan dan penghentian aritmia masih belum jelas dipahami.
Kemampuan untuk memprediksi, mencegah dan mengobati aritmia tetap menjadi
tantangan ilmiah besar. Model komprehensip aktifitas listrik dari saluran ion
jantung, pertama kali diformulasikan oleh Hodgkin & Huxley (1952). Model ini
didasarkan pada formulasi matematika Hodgkin & Huxley, yang memungkinkan
reproduksi arus makroskopis ionik. Pendekatan ini menghitung konduktansi dari
suatu saluran ion tertentu sebagai fungsi dari peluang terbukanya saluran tiap
gerbang dan konduktansi maksimum membran untuk ion tertentu (Trenor, dkk:
2012).

Penyebaran aktivitas listrik dalam jaringan jantung dimodelkan dengan
persamaan reaksi-difusi. Reaksi menunjukkan perilaku arus ion sebagai fungsi
dari potensial membran, sedangkan difusi menunjukkan penyebaran arus dari satu
sel ke sel lainnya. Berdasarkan (Zhao, dkk: 2006) persamaan diferensial parsial
untuk konduksi pada jaringan jantung dideskripsikan oleh persamaan reaksi-difusi
sebagai berikut :

v °v v

& Cc I(ﬂx:_ﬂ}ffj

Dimana © menunjukkan koefisien difusi, ¢ merupakan kapasitas membran, 1~

menunjukkan potensial membran, dan [, adalah total kepadatan arus ion.



Perilaku elektrofisiologi dalam jaringan jantung dapat dimodelkan dengan
cara persamaan diferensial. Seringkali merupakan kombinasi dari persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Terdapat berbagai model sel
jantung yang mempunyai sifat yang berbeda, termasuk kompleksitas model, dan
tingkat kekakuan. Oleh karena itu, metode numerik diharapkan menjadi
penyelesaian yang paling efisien untuk setiap model.

Persamaan diferensial parsial melibatkan serangkaian kajian yang
mendalam atas solusi analitik atau bahkan solusi numerik dari model yang
dihadapi. Solusi analitik merupakan penentuan solusi yang terdefinisi atau sahih
dalam sistem yang dihadapi. Penyelesaian secara analitik diperoleh dengan
menggunakan perhitungan secara sistematis dan solusi yang diperoleh berupa nilai
eksak. Dalam pembahasan solusi analitik, suatu persamaan diferensial parsial
umumnya mengkaji masalah nilai awal dengan menggunakan d’Alembert’s
Solution dan untuk masalah nilai batas menggunakan metode pemisahan variabel
(Separation of Variable). Sehingga solusi analitik yang dimaksud harus terdefinisi
dalam sistem atau pada batas-batas sistem. Akan tetapi solusi analitik bukanlah
proses yang mudah karena melibatkan serangkaian prosedur yang rumit, oleh
karena itu biasanya digunakan solusi numerik yang terkatagori sebagai prosedur
yang masuk akal untuk dilalui oleh semua peneliti, terutama bagi mereka yang
tidak terlalu mendalami prosedur matematik secara mendalam. Tetapi harus
diingat bahwa solusi numerik adalah hanya solusi pendekatan, sehingga solusi
analitik memegang kendali dalam mengontrol keakuratan dari solusi

pendekatannya. Tetapi tidak dapat dipungkiri bahwa kadangkala ada beberapa



masalah dalam suatu model yang hampir tidak mungkin ditentukan solusi
analitiknya (Munir, 2006).

Penelitian ini ditekankan pada solusi analitik dan numerik yang melibatkan
masalah nilai awal dan nilai batas dari persamaan reaksi-difusi, yang
menggambarkan aktivitas elektrik jantung untuk memberikan pemahaman yang
lebih baik dari aritmia jantung. Sehingga bisa digunakan sebagai panduan pasien
tertentu dalam pemilihan strategi pengobatan yang paling efektif (Nash, dkk:
2004). Selain itu, pengembangan dalam teknologi informasi mengenai masalah-
masalah yang disebabkan oleh gangguan jantung akan lebih membantu dunia
kedokteran untuk menganalisis berbagai jenis penyakit jantung.

Dari uraian di atas, maka penelitian ini menjadi penting untuk dilakukan
karena akan sangat membantu pengamatan lebih lanjut terhadap persamaan
reaksi-difusi. Oleh karena itu, peneliti menuangkan gagasan tersebut dalam skripsi
ini dan memberi judul: “Analisis Penyelesaian Analitik dan Numerik Persamaan

Reaksi-Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung”.

1.2 Rumusan Masalah
Berangkat dari uraian di atas, maka dalam penelitian ini akan difokuskan
pada masalah berikut:
1. Bagaimana konstruksi persamaan difusi 2 dimensi?
2. Bagaimana penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model
konduksi jaringan jantung?
3. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan reaksi-difusi pada model

konduksi jaringan jantung?



1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengetahui konstruksi persamaan difusi 2 dimensi.
2. Mengetahui penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model
konduksi jaringan jantung.
3. Mengetahui penyelesaian numerik persamaan reaksi-difusi pada model

konduksi jaringan jantung.

1.4. Batasan Masalah
Adapun batasan yang diberikan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut:
1. Analisis persamaan reaksi-difusi dibatasi pada model 2 dimensi

2. Solusi Analitik menggunakan d’alembert Solution dengan mendefinisikan

kondisi awal V (x,v.0) = f [_-_-,_v];? (2, v, 0) = f'(x v) untuk t = Q.

3. Solusi  Analitik menggunakan Separation of Variables dengan
mendefinisikan kondisi batas V(0.v,t) =V(L,v,t) = 0 untuk setiap t,
y € [B,U]. V(x,B,t) = V(x,U,t) = 0 untuk setiap t, x € [0,L].

4. Solusi Numerik dengan menggunakan metode ADI (Alternating Direction

implicit).

5. Simulasi model jaringan dengan kondisi batas non-flux.

1.5 Manfaat Penelitian
Diharapkan penelitian ini dapat dijadikan referensi dan dilanjutkan untuk

ditemukan tindakan preventif dalam penentuan strategi pengobatan yang tepat



dalam dunia kedokteran khususnya berkenaan dengan penyakit yang disebabkan

gangguan jantung.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan dengan langkah-langkah sebagai berikut :

1. Konstruksi persamaan difusi 2 dimensi.

2. Menentukan solusi analitik dari model reaksi-difusi

a)
b)
c)
3.
a)
b)
c)
d)
€)
4.
5.

Solusi nilai awal dengan menggunakan d’Alembert’s Solution.

Solusi nilai batas dengan menggunakan Separation of Variables.
Menentukan solusi umum

Menentukan solusi numerik persamaan reaksi-difusi
Mentransformasikan persamaan reaksi-difusi ke bentuk persamaan
diskrit dengan menggunakan metode ADI (Alternating Direction
Implicit).

Merancang model iterasi penyelesaian persamaan diferensial parsial
model difusi.

Mendefinisikan kondisi awal dan kondisi batas pada semua grid.
Membuat matriks-matriks untuk menyelesaikan persamaan dengan
menggunakan software MATLAB.

Merancang algoritma pemrograman dari model iterasi yang telah
dibuat untuk model difusi.

Melakukan simulasi hasil program.

Analisis dan pembahasan.
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1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunakan sistematika

penulisan yang terdiri dari 4 bab sebagai berikut:

BAB I : PENDAHULUAN
Pada bab ini penulis memaparkan tentang latar belakang masalah,
rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat
penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.

BAB II : KAJIAN PUSTAKA
Pada bab ini penulis menjelaskan beberapa teori-teori yang berhubungan
dengan penelitian, diantaranya adalah jantung dan matematika dalam Al-
Qur’an, dasar teoritik difusi pada model konduksi jaringan jantung,
persamaan reaksi-difusi, kaidah umum penyelesaian analitik, deret
Fourier, kaidah umum penyelesaian numerik, metode Crank-Nicholson,
metode Von-Neumann, dan matriks tridiagonal.

BAB III: PEMBAHASAN
Pada bab ini penulis menjelaskan tentang konstruksi persamaan difusi 2
dimensi, penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model
konduksi jaringan jantung, dan penyelesaian numerik persamaan reaksi-
difusi pada model konduksi jaringan jantung.

BAB IV: PENUTUP
Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yang diperoleh dari
pembahasan yang dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan

hasil penelitian ini.



BABII

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Jantung dan Matematika dalam Al-Qur’an

Qalbu berasal dari Qalaba yang berarti berubah, berpindah, atau berbalik
dan menurut Ibn Sayyidah berarti hati. Musa Asyari menyebutkan arti galbu
dengan dua pengertian, yang pertama pengertian fisik, yaitu segumpal daging
yang berbentuk bulat panjang, terletak di dada sebelah kiri, yang sering disebut
jantung. Sedangkan arti kedua yaitu, hakekat manusia yang dapat menangkap
segala pengertian, berpengetahuan dan arif (Dimas, 2011).

Dalam Al-Qur’an surat Al-Infithaar/82 ayat 6-8 Allah berfirman :

Artinya : Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat
durhaka) terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah. Yang telah menciptakan kamu
lalu menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang.
Dalam bentuk apa saja yang dia kehendaki, dia menyusun tubuhmu.

Manusia adalah makhluk yang indah bentuknya, sempurna ciptaannya, dan
seimbang posturnya. Sungguh keajaiban-keajaiban yang terdapat pada penciptaan
dirinya lebih besar daripada apa yang diketahuinya, dan lebih mengagumkan
daripada apa saja yang dilihat di sekelilingnya. Keindahan, kesempurnaan, dan
keseimbangan tampak pada bentuk tubuhnya. Juga pada keberadaan akal dan
ruhnya, yang semuanya tersusun rapi dan sempurna di dalam dirinya. Di sana

terdapat unsur-unsur kesempurnaan lagi tentang sifat organ-organ manusia dengan

kelembutan dan keteraturannya (Quthb, 2001:198).

10
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Banyak persoalan di dunia yang sangat rumit untuk dipelajari atau bahkan
dicari penyelesaiannya. [lmu matematika hadir sebagai salah satu ilmu yang dapat
mempelajari persoalan-persoalan yang membutuhkan penyederhanaan atau
bahkan penyelesaian. Salah satunya adalah permasalahan tentang berbagai
penyakit yang disebabkan oleh gangguan jantung. Pemodelan matematika hadir
sebagai cabang ilmu matematika yang digunakan untuk menyelesaikan persoalan
dengan membuat pemodelannya. Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Az

Zumar/39 ayat 27 sebagaimana berikut:

<

N d/.//a @ 7 “z w 8 /,35; N A & /’/./ ,://
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Artinya :”Sesungguhnya, telah Kami buatkan bagi manusia dalam Al Qur’an ini
setiap macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran’.

Dalam tafsir Al-Aisar dijelaskan bahwasanya Allah Ta’ala mengabarkan
kepada orang-orang Arab untuk memberikan hidayah kepada mereka yang Allah
membuatkan dalam Al-Qur’an perumpamaan tentang umat-umat terdahulu dalam
masalah keimanan, pendustaan, kebaikan, kerusakan, keberhasilan, dan kerugian
mereka. Dari ayat di atas dianjurkan bahwasanya, perlu dibuat suatu
perumpamaan untuk menyederhanakan dalam menyelesaikan permasalahan atau
untuk memberikan pemahaman dan petunjuk bagi orang-orang yang
menginginkannya (Al-Jazairi, 2009:361-362).

Dalam penyelesaian berbagai model matematika, selain solusi numerik
dikenal pula solusi analitik. Solusi ini merupakan solusi exact atau pasti, dalam
arti solusi analitik sebagai pemegang kendali dari penyelesaian numerik. Solusi

analitik melibatkan masalah nilai awal dan nilai batas di dalam prosedur
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penyelesaiannya. Nilai awal merupakan nilai yang diberikan sebagai asumsi awal
dalam prosedur penyelesaian, sedangkan nilai batas merupakan nilai yang
digunakan untuk membatasi ruang lingkup persoalan yang diselesaikan. Sehingga
solusi awal dan solusi umum persamaan diferensial parsial harus terdefinisi atau
sahih di dalam atau pada batas sistem atau daerah. Membahas tentang nilai batas,
Allah berfirman dalam surat Al-Baqarah/2 ayat 286 tentang batas kemampuan

manusia sebagai berikut :

~/? A L &,///9,4 _ - o oo o //l// P > a5~ s "/} -
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Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan
ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami
memikulnya. beri ma'aflah Kami; ampunilah Kami; dan rahmatilah kami.
Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami terhadap kaum yang kafir."

Penekanan tentang batas kemampuan manusia terletak pada awal ayat yaitu,

v
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Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya
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Dalam Tafsir al-Maragi kata at-Takliif ( <3 ) diartikan kewajiban yang
mempunyai beban atau bobot dan kata al-Wus’u ( &~ ) diartikan batas kekuatan
manusia tanpa menyusahkan atau merepotkan dirinya. Oleh karena itu dikatakan
bahwa ayat ini menerangkan bahwa Allah tidak membebani seorang melainkan
hanya sebatas kemampuannya, yang mungkin dilakukan olehnya (Al-Maragi,
1974: 143-148).

Dalam Tafsir al-Qurthubi lebih lengkap dijelaskan bahwa kata at-Takliif (
ISl ) (pembebanan) adalah suatu yang memberatkan seseorang. Terbebani
sesuatu artinya adalah menanggung atau menahan beban terebut. Makna ini
disampaikan oleh Al Jauhari. Sedangkan kata s==s adalah kesungguhan,
kemampuan dan kesanggupan. Sehingga pada ayat ini dijelaskan bahwasanya
Allah memberitahukan bahwa dari awal diturunkannya ayat pertama, hamba-
hamba-Nya tidak pernah dibebani dengan suatu ibadah, entah ini yang dilakukan
dengan anggota badan yang terlihat ataupun yang tidak terlihat, kecuali
pembebanan itu masih dapat dilakukan oleh mereka. Untuk kata << | sebenarnya
kata ini memerlukan dua objek (maf’ul) sekaligus, namun pada ayat ini salah satu
objek tersebut tidak disebutkan. Perkiraan yang seharusnya adalah Allah SWT
tidak membebani seseorang dengan ibadah ataupun yang lainnya. Karena Allah
dengan kenikmatan dan kasih sayang-Nya kepada hamba-Nya (Al-Qurthubi,
2008: 959-956).

Dari paparan di atas, maka dapat dilihat bahwa ada korelasi antara ayat
286 dari surah Al-Bagarah yang membahas tentang batas kemampuan manusia
dengan bahasan masalah nilai batas pada matematika. Suatu permasalahan pada

matematika, tidak akan dapat diselesaikan tanpa adanya batasan. Karena
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interpretasinya akan sulit diperoleh jika permasalahan tersebut tidak terdefinisi
dengan jelas. Begitu juga dengan manusia, Allah memberikan ujian sesuai
dengan kemampuannya karena jika tidak terdefinisi dengan jelas dalam artian
tidak diketahui dengan jelas karena telah sampai pada batas kemampuan manusia,

maka ujian tersebut akan sulit untuk diselesaikan.

2.2 Dasar Teoritik Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung

Persamaaan Diferensial Parsial (PDP) merupakan persamaan diferensial
yang menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap
satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984:4). Mekanika fluida dan mekanika
padat, transfer panas, teori elektromagnetik dan berbagai bidang fisika lainnya
penuh dengan masalah-masalah yang harus dimodelkan dengan persamaan
diferensial parsial.

Dewasa ini penerapan PDP telah berkembang pada sistem kardiovaskuler.
Model matematika dari aktivitas listrik di jaringan jantung menjadi alat yang
penting dalam pembelajaran aritmia jantung. Aktifitas listrik bertanggungjawab
untuk kontraksi periodik dan siklus relaksasi dari jantung yang mendorong darah
ke seluruh tubuh. Oleh karena itu, aktifitas listrik sangat penting untuk jantung
melakukan fungsinya (Dean, 2009).

Berdasarkan (Zhao, dkk: 2006) persamaan diferensial parsial untuk model
konduksi jaringan jantung dideskripsikan dengan persamaan reaksi-difusi berikut :

& _ hor | p v E'::-') @2.1)

ar C dx? a2

dimana :
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L) = koefisien difusi

¢ = kapasitas membran

I” = potensial membran

I;,n = total kepadatan arus ion
Model seperti ini disebut sebagai model reaksi-difusi. Reaksi menunjukkan
perilaku arus ion sebagai fungsi dari potensial membran. Sedangkan difusi

menunjukkan penyebaran arus dari satu sel ke sel lainnya (Potse, 2007).

2.2.1 Dasar Teori Persamaan Reaksi-Difusi

Dalam ilmu Biologi, difusi diartikan sebagai proses perpindahan molekul
dari konsentrasi tinggi ke konsentrasi yang lebih rendah atau penyebaran molekul
zat dari konsentrasi (kerapatan) tinggi ke konsentrasi rendah, tanpa menggunakan
energi sel. Difusi merupakan transport pasif. Transport pasif adalah salah satu
cara perpindahan molekul atau ion tanpa menggunakan energi sel melewati
membran. Pada proses transport pasif, senyawa yang berdifusi diikat oleh suatu
senyawa lain yang terdapat dalam membran, kemudian diangkut ke pihak lain dan
dilepaskan lagi dalam bentuk senyawa semula (Poedjiadji, 1994:198). Sebagai
contoh, setetes parfum akan menyebar ke seluruh ruangan (difusi gas di dalam
medium udara), molekul dari sesendok gula akan menyebar ke seluruh volume air
di gelas meskipun tanpa diaduk (difusi zat padat di dalam medium air), hingga
kerapatan zat tersebut merata.

Difusi dapat terjadi karena gerakan acak kontinu yang menjadi ciri khas

semua molekul yang tidak terikat dalam suatu zat padat. Tiap molekul bergerak
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secara lurus sampai ia bertabrakan dengan molekul lainnya. Pada setiap tabrakan
molekul terpental dan melaju ke arah lain. Hal ini yang menyebabkan gerakan
acak dari molekul tersebut. Kecepatan difusi zat melalui membran sel tidak hanya
tergantung pada gradien konsentrasi, tetapi juga pada besar, muatan, dan daya
larut dalam lipid dari pertikel-partikel tersebut (Kimball, 1983:122-123).

Hukum pertama Fick tentang difusi yang dikemukakan oleh ilmuan
Jerman, Adolph Fick menyatakan bahwa fluks materi (jumlah partikel per satuan
luas per satuan waktu) sebanding dengan gradien rapatan pada suatu titik (Atkins,
1999:288).

Dalam hal perumusan masalah difusi pada kasus berikut, maka dapat

diperhatikan Gambar 2.1 dibawah ini:

Gambar 2.1 Penampang Lintang Difusi
Lempengan tipis dengan luas penampang lintang A dan tebal dari x sampai
x — 1. Dimisalkan konsentrasi x pada watu t adalah ¢. Jumlah mol partikel yang
memasuki lempengan persatuan waktu adalah j4, sehingga kenaikan konsentrasi
di dalam lempengan (yang volumenya Ji) yang disebabkan oleh fluks dari kiri
adalah:

5‘6_&_{

ar Al 1
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Terdapat pula aliran keluar melalui jendela kanan. Fluks melalui jendela
itu adalah /', dan perubahan konsentrasi yang dihasilkan:

dc —J'4 T
dt Al l
Sehingga laju perubahan konsentrasi dinyatakan dalam bentuk:
dec he [
ar

Setiap fluks sebanding dengan gradien konsentrasi pada jendela. Dengan

menggunakan hukum pertama Fick, dapat ditulis:

3 de ae'
AT T ax Ax

0L+ plictal

T ETE 5

8

=Dl

Jika digantikan hubungan ini ke dalam ungkapan untuk laju perubahan
konsentrasi dalam lempengan, maka diperoleh bentuk umum persamaan difusi
sebagai berikut:

de _ 5 E:':r:‘
ar @x?

Persamaan di atas disebut sebagai hukum kedua Fick tentang difusi. Pada tahap
ini sudah diketahui bahwa ¢ merupakan fungsi dari x dan ¢ dan turunannya
dituliskan sebagai turunan parsial.

Sedangkan laju atau kecepatan reaksi adalah perubahan konsentrasi
pereaksi atau produk dalam suatu satuan waktu. Laju suatu reaksi dapat

dinyatakan sebagai laju berkurangnya konsentrasi suatu pereaksi, atau laju



18

bertambahnya konsentrasi suatu produk. Laju reaksi R ditunjukkan sebagai
berikut:

oc Dv? R
o pyle s
ot

Persamaan reaksi-difusi merupakan salah satu anggota kelas dalam
persamaan diferensial parsial, karena melibatkan turunan parsial dari fungsi
banyak variabel. Untuk menyelesaikan persamaan reaksi-difusi diperlukan
beberapa kondisi awal dan kondisi batas. Kondisi awal merupakan nilai awal
konsentrasi atas domain dari masalah, sedangkan kondisi batas merupakan elemen
baru. Secara umum, akan ada kondisi khusus pada perbatasan dari domain.
Misalnya, dalam sistem kimia, batas biasanya mewakili dinding dari wadah.
Tembok-tembok yang kedap bahan kimia, jadi diperlukan suatu kondisi yang
mengatakan bahwa bahan kimia tidak dapat bocor melalui dinding. Kondisi batas
seperti ini disebut kondisi batas non-fluks. Secara matematis kondisi batas non-
fluks dinyatakan sebagai berikut:

Jon=10

dimana n merupakan vektor normal terhadap perbatasan.

2.2.2 Sistem Konduksi Jantung

Tubuh manusia diibaratkan suatu jaringan listrik yang kompleks. Di
dalamnya terdapat pembangkit lokal seperti jantung, otak dan ginjal. Juga terdapat
rumah-rumah pelanggan berupa sel-sel otot. Untuk dapat mengalirkan listrik ini
diperlukan ion-ion yang akan mengantarkan perintah dari pembangkit ke rumah-
rumah pelanggan. Ion-ion ini disebut sebagai elektrolit. Ada dua tipe elektrolit

yang ada dalam tubuh, yaitu kation (elektrolit bermuatan positif) dan anion
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(elektrolit bermuatan negatif). Beberapa contoh kation dalam tubuh adalah
Natrium (Na*), Kalium (K"), Kalsium (Ca2"), Magnesium (Mg2"), sedangkan
anion adalah Klorida (CI'), SO4".

Jantung merupakan organ vital yang berfungsi untuk memompakan darah
ke seluruh tubuh. Di dalam otot jantung terdapat jaringan khusus yang dapat
menghantarkan aliran listrik. Jaringan tersebut mempunyai sifat-sifat yang khusus
yaitu sebagai berikut:

Otomatisasi  : kemampuan menghasilkan impuls secara spontan

Ritmisasi : pembangkitan impuls yang teratur

Konduktifitas : kemampuan untuk menyalurkan impuls

Daya rangsang :kemampuan untuk menanggapi stimulasi

Berdasarkan sifat-sifat tersebut di atas, maka secara spontan dan teratur jantung
akan menghasilkan impuls-impuls yang disalurkan melalui sistem hantar untuk
merangsang otot jantung dan bisa menimbulkan kontraksi otot (Hasgur, 2010).

Kontraksi sel otot jantung terjadi karena adanya potensial aksi yang
dihantarkan sepanjang membran sel otot jantung. Potensial aksi merupakan
peristiwa penjalaran impuls listrik yang telah melewati ambang batas (treshold)
pada sel saraf maupun sel-sel otot untuk mengantarkan sinyal atau memulai

kontraksi.

2.2.3 Arus Ion yang Mempengaruhi Aktivitas Listrik di Jantung
Aktifitas listrik jantung disebabkan pergerakan ion melalui saluran ion.
Sedangkan pergerakan ion disebabkan perbedaan konsentrasi di dalam dan di luar

sel. Membran sel dimodelkan sebagai kapasitor yang terhubung secara paralel
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dengan variabel resistensi dan baterai mewakili arus dan pompa ionik yang
berbeda. Jaringan jantung dapat dimodelkan dengan sistem persamaan diferensial

parsial sebagai berikut :

ar I .

=, TDhvY
Dimana " merupakan potensial membran, £ menunjukkan waktu, £ = 1 uF Jem?®
menunjukkan kapasitas membran, D =0.001 cm”/ms merupakan koefisien
difusi, sedangkan I,_,, merupakan jumlah dari semua arus ion dalam membran
(Panvilov dan Alonso, 2007). Nilai negatif untuk [, menunjukkan bahwa
terdapat aliran elektron ke dalam sehingga potensial memiliki turunan positif dan

potensial meningkat. Sedangkan nilai positif untuk I,_, menunjukkan bahwa

n
terdapat aliran elektron yang keluar sehingga mempunyai turunan negatif dan
potensial menurun (Dean, 2009).
Dengan menggunakan model Luo-Rudy fase 1 (LR1), I;,, didefinisikan
sebagai total dari 6 arus ion sebagaimana berikut :
Lion=1Iya T 1y g — Iy Tz, +1

Lo a

Dimana : I;, =fast sodium current

[, =slowinward (largely) calcium current
{ = time dependent potassium current
I., =second time independent potassium current

¢y = plateau potassium current

I, = time independent background current

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.3 Persamaan Reaksi-Difusi

2.3.1 Persamaan Reaksi-Difusi sebagai Persamaan Diferensial Parsial Linier
Secara umum, Persamaan diferensial parsial (PDP) diklasifikasikan

menjadi PDP linier dan tak linier. Bentuk umum PDP linier tingkat dua dengan

dua variabel bebas sebagai berikut:

Al y)u, (% ¥) + 2B(xy)u,, (% y) + Clx,y)u,, (xy) + D(x,¥)u, (% y) +
E(x,y)u,(x,y) + F(x, y)ulx,¥) = G(x,¥)

(2.2)
dengan A, B, C, D, E, F dan G bisa merupakan fungsi dari variabel x dan y dan
variabel tidak bebas u.

Linieritas dari PDP ditentukan oleh fungsional dari Kkoefisien
A(x,v),Blx,¥),C (x,v),D(x, v}, E(x,y), F(x,¥),dan G(x,¥) . Jika koefisien-
koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas,
[F(x,v) = 0], maka PDP tersebut adalah linier (Zauderer, 2006: 66). Jika
koefisien-koefisiennya merupakan fungsi dari turunan pertama dan kedua
[Fle, yvow,u, 1, ux_,l_}= 0], maka PDP tersebut adalah non linier
(Zauderer, 2006:102). Untuk lebih jelasnya perhatikan beberapa PDP berikut:

= a-

(Persamaan diferensial parsial linear)

N EpE
a%u &u . . . . .
b. e szt u=sinx (Persamaan diferensial parsial linear)
x” L'p_‘,"
du du . . . .
C. g-ut—y+u= (Persamaan diferensial parsial nonlinear)
X ¥
a%u 6 u 2 . . . .
d —+—=+u =10 (Persamaan diferensial parsial nonlinear)
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Dari penjabaran di atas, maka persamaan reaksi-difusi (2.1), merupakan
persamaan diferensial parsial linier karena koefisien-koefisien dari persamaan
tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas.

2.3.2 Orde Persamaan Diferensial Parsial Reaksi-Difusi

Orde suatu persamaan diferensial adalah derajat atau pangkat tertinggi dari
turunan yang muncul dalam persamaan (Waluya, 2006:3). Persamaan diferensial
parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi
dari variabel terikatnya adalah satu. Bentuk umum persamaan diferensial parsial

linier dan nonlinier berorde satu adalah:

= = e(x, ) e(x,t) + d(x,t) (2.3)

dimana a, b, ¢, dan d adalah fungsi dan di setiap titik (x, t) merupakan vektor

[alx,t), bx,t)] yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.3) dapat ditulis

dalam bentuk :

dimana v, (x,t) = q“ - dan v, (x,t) = r.;_ (Zauderer, 2006:63).

Demikian halnya dengan persamaan diferensial parsial dengan dua
variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde m jika turunan
tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m. Bentuk umum
persamaan diferensial parsial linear dan non linear berorde dua, tiga, empat dan
berorde n berturut-turut sebagai berikut:

a. Persamaan diferensial persial linier orde dua dengan varaiabel 7



23

I R
é‘x é‘x : é‘x chTmaes

i=1 =1 i=1

b. Persamaan diferensial persial linier orde tiga dengan varaiabel n

20 RIS X N S

i=1j=1k=1 i=17=1 i=1

c. Persamaan diferensial persial linier orde empat dengan varaiabel 7

zzvz s

i.=1

ZZ *u
““ dx. dx, Ox. 5 5
':1 Ig=

L3 f’__zc’__ =
Lol gy gx, L Y A

i,i=1i,=1 o 3 i=1

d. Persamaan diferensial persial linier orde n dengan varaiabel n

E E Doy a; ;o ; . mre B
, mEteerimo gy Jy
f=1i,=1 =1 iy £

(Zauderer, 2006: 137).
Dari penjabaran di atas diketahui bahwa persamaan reaksi-difusi (2.1)

merupakan persamaan diferensial orde dua karena turunan tertinggi dari variabel

L

dx= " dy

2.3.3 Persamaan Difusi 2D sebagai Persamaan Diferensial Parsial Eliptik
Berdasarkan tipe-tipenya persamaan diferensial parsial (PDP) terdiri dari
tiga tipe yaitu, hiperbolik, parabolik, dan eliptik.

a. Persamaan Hiperbolik
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Suatu persamaan disebut sebagai persamaan hiperbolik apabila
B* —4A(C = 0. Persamaan hiperbolik biasanya berhubungan dengan getaran,
atau permasalahan dimana terjadi ketidak-kontinuan (discontinue) dalam
waktu, seperti gelombang kejut yang terjadi ketidak-kontinuan dalam
kecepatan, tekanan dan rapat massa. Penyelesaian dari persamaan hiperbolik
mirip dengan penyelesaian persamaan parabolik, yaitu memerlukan kondisi
awal dan batas (Triatmodjo, 2002: 200). Misalnya pada tipe hiperbolik,
ditentukan persamaan diferensial parsial homogen:

*u(x,t)
at?

olx) + Lu(x,t) =0, xEG, 1=0

dengan kondisi batas:

i 5
W s
h Enlx...!.zl

alx)ulx, t) + B(x) =0, t=0
dn
26
a,u(0,t) — Bu,(0,t) =0, a-u(l,t)+ Bu (Lt)=0, t=0
dan kondisi awal:
ul(x,0) = flx), u(x0)=g(x) € G.

dengan memisalkan u(x,t) = M (x)N(t), maka persamaan diferensial parsial

di atas akan menjadi bentuk () . Selanjutnya dihasilkan

LM(x)= Ap(x)M(x), dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di
atas, yaitu N''(t) + AN (t) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).
Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe hiperbolik adalah persamaan

gelombang, sebagai berikut:

aty L%y
- =0
Jt? dx-
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dengan y adalah perpindahan vertikal (fluktuasi) pada jarak x pada ujung tali
yang bergerak, yang mempunyai panjang L sesudah waktu 7. Oleh karena nilai
y pada ujung-ujung tali biasanya diketahui untuk semua waktu (kondisi batas)
dan bentuk serta kecepatan tali diketahui pada waktu nol (kondisi awal), maka
penyelesaian persamaan adalah yaitu menghitung y pada x dan ¢ tertentu

(Triatmodjo, 2001:201-202).

Persamaan Parabolik

Suatu persamaan disebut persamaan parabolik apabila B —4AC = 0.
Persamaan parabolik merupakan persamaan yang bergantung waktu (tidak
permanen). Penyelesaian persamaan tersebut memerlukan kondisi awal dan
kondisi batas. Misalnya pada tipe parabolik, kita tentukan persamaan

diferensial parsial sebagai berikut:

W/
L]

i 5 - ak d i 5
. LAk Faal wr +7 — -E 3 + o=
,l:"\.'.) e T _|.4_|\_l__ I'zl = 'D\ xX e i, L

dengan kondisi batas dan kondisi awal sebagai berikut:

u(x,0)= f(x), x€G6

4

dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial

< w4 -

T OAET e

Selanjutnya dihasilkan

di atas akan menjadi bentuk —_ =—
LM (x)= Ap(x)M(x), dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di
atas, yaitu N'(t) — AN (£} = 0 (Zauderer, 2006:180-183).

Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe parabolik adalah

persamaan perambatan panas yaitu:

aT_KafT
ar = ax?
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dimana pada persamaan tersebut 7 merupakan temperatur, K adalah kofisien
konduktifitas, ¢ adalah waktu dan x adalah jarak. Penyelesaian persamaan ini
adalah mencari temperatur 7" di lokasi (titik) x dan setiap waktu ¢ (Triatmodjo,
2002:201).
Persamaan Eliptik

Suatu persamaan disebut persamaan eliptik apabila B —4AC < 0.
Persamaan eliptik pada umumnya berhubungan dengan masalah
keseimbangan atau kondisi permanen (tidak tergantung waktu), dan
penyelesaiannya memerlukan kondisi batas di sekeliling daerah tinjauan
(Triatmodjo, 2002:200). Misalnya pada tipe eliptik, ditentukan persamaan

diferensial parsial sebagai berikut:

L':.:

m
]
[t
M
I

p(x)

;“ — Lulx,v) = 0;
Kondisi batas dan kondisi awal adalah:
u(x,0) = flx), ulxl)=g(x); XEG

dengan memisalkan u(x,v) = M (x)N(v) maka persamaan diferensial parsial

di atas akan menjadi bentuk — = _ M I*

plx)M(x]

. Selanjutnya dihasilkan
LM(x) = Ap(x)M(x), dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di
atas, yaitu N"(») — AN(») = 0 (Zauderer, 2006:180-183).

Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe eliptik adalah persamaan

Poisson, sebagai berikut:

dan persamaan Laplace:
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Persamaan ini umumnya berhubungan dengan masalah-masalah
keseimbangan atau aliran permanen, seperti aliran air tanah di bawah
bendungan karena adanya pemompaan, defleksi plat karena adanya
pembenaran, dan sebagainya (Triatmodjo, 2002:201).

Dari penjabaran di atas diketahui bahwa persamaan reaksi-difusi (2.1)
merupakan persamaan diferensial tipe eliptik karena B® —4AC =< 0. Untuk
mengetahuinya yaitu dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) sehingga
diperoleh:

S = S (-"'-‘n_"lrj u_x_‘.'(-‘".- _'l,':l —_— |::|
. a:i.
A=Alxy)u, (xy)=DZL=D

C=C(x,v)u,.(xy)= z— =D

maka dapat dinyatakan:
—4D? < (.
Jadi, persamaan reaksi-difusi (2.1) merupakan persamaan diferensial tipe

eliptik.

2.4 Kaidah Umum Penyelesaian Analitik Persamaan Diferensal Parsial
Penyelesaian analitik model matematika adalah penyelesaian yang didapat

dari prosedur aljabar terhadap persamaan dasar sehingga didapat suatu

penyelesaian yang berlaku untuk setiap titik dalam domain yang menjadi

perhatian (Munir, 2006).



28

Dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial dikenal istilah
penyelesaian umum dan penyelesaian khusus. Penyelesaian umum adalah suatu
penyelesaian yang terdiri dari sejumlah fungsi bebas sembarang yang jumlahnya
sesuai dengan orde persamaannya. Sedangkan penyelesaian khusus adalah
penyelesaian yang bisa didapatkan dari penyelesaian umumnya dengan pilihan
khusus dari fungsi sebarang (Spiegel, 1983:2). Sebagai contoh

. 1 7 = . . .
u=x"v—-xv-+ Flx)+G(v) merupakan penyelesaian dari persamaan

-

— — 2x — v. Penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian umum karena

terdiri dari dua fungsi bebas sembarang yaitu F(x) dan G(y).

Untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari persamaan diferensial
parsial dengan nilai awal, maka harus ditentukan terlebih dahulu adalah
penyelesaian masalah nilai awal dengan menggunakan metode d’Alembret’s
Solution. Kemudian menentukan penyelesaian masalah nilai batas, jika diberikan
syarat batas yang salah satu metode penyelesaiannya menggunakan metode
pemisahan variabel. Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persamaan
diferensial parsial dan semua penyelesaian yang memenuhi syarat yang
dinamakan syarat batas (Spiegel, 1983:276).

Misal persamaan diferensial linier orde dua

P
X

! (2.4)

Sl

a,(x)y"+a,(x)y' + ag(x)y=F
dimana koefisien-koefisien @,{x),ay(x),az(x) dan fungsi j(x) merupakan
fungsi-fungsi yang kontinu di dalam selang a = x = & dengan a,(x) =0 di
dalam selang ini. Menentukan penyelesaian ¥(x) dari persamaan diferensial (2.4)

pada sebuah titik x = x, di dalam selang @ =< x = b dan memenuhi dua syarat

awal yang diberikan



29

y(xg) = ¥y dan ¥'(x5) =¥y 2.5
merupakan suatu masalah nilai awal (MNA). Dalam banyak MNA variabel bebas
x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakan waktu, x, menyatakan
waktu awal dan 7; dan ¥; menyatakan syarat awal. Bila variabel x bebas
merupakan variabel yang menyatakan tempat (space variable), maka mencari
suatu penyelesaian v{x) dari persamaan diferensial yang memenuhi syarat pada
titik akhir dari selang & < x = b
via) = A dany(k) =B (2.6)
dengan A dan B dua buah konstanta, disebut syarat batas. Persamaan diferensial
(2.5), bersama-sama dengan syarat batas (2.6), merupakan suatu masalah nilai
batas (MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhir dapat sangat berbeda-beda
(Finizio dan Ladas, 1982: 244).
Beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi,
yaitu:
1. Kondisi batas Separated
a;v(a) +a,v'(a)=c; b,y(b) + b,¥'(b) = ¢,
2. Kondisi batas Dirichlet
¥ LAy = 0; v(0)=v(L)=0

T

yang mana nilai eigennya A, = [f%]_, dimana n = 1,2,3,... dan fungsi

Wis S

eigennya adalah:

'J‘T.TTI)

¢, (x) = &, sin (T
dimana a,, adalah konstanta tidak nol.

3. Kondisi batas Neumann
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Yty =0 y()=y(L)=0
yang mana nilai eigennya i, — (’1—'_'?)‘, dimana n = 1,2,3,... dan fungsi

eigennya adalah:

nwTx
L /

¢, (x) = ¢, cos {
dimana c,, adalah konstanta tidak nol.
4. Kondisi batas periodik

V'+iy =0; y(=m) = y(x) y'(=m) =y'(x)

yang mana nilai eigennya A, —n°, dimana » — 1,2,3,.. dan fungsi

eigennya adalah:

@, x) = A4, ¢,(x)=4A cosnx+ B, sinnx; nxl

dimana A4, dan E, adalah konstanta tidak nol untuk keduanya.

Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas yang khusus digunakan
pada nilai batas (Nagle dan Saff, 1996:612).

Solusi nontrivial dalam masalah nilai batas, biasa disebut dengan nilai
eigen (eigen value). Nilai eigen sangat penting dalam mencari solusi persamaan
diferensial parsial dengan menggunakan metode pemisahan variabel (separation
of variable) (Nagle dan Saff, 1996:615).

Berikut ini diberikan ilustrasi penerapan prosedur analitik untuk

persamaan Laplace dua dimensi, yaitu:

E‘L::+a%—0,0a:x=~:u,0=~:_m:b, 2.7)
ax? ' By

dengan kondisi batas:

ulx,0)=f(x);0<x<a (2.8)

u(v0)=f(y);0<y<b 2.9)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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misal:
ulzy) = X(»¥ ()
maka 2% = x"(x)¥ (37 dan zT = X(D)Y" (). (2.10)
Substitusi persamaan (2.10) ke persamaan (2.9), sehingga menghasilkan:
X'x)¥V(v)+X(x)Y'(v)=10
(2.11)
Pemisahan variabel dari persamaan (2.11) adalah:
X"(x) d ¥ p)
X(x) Y (y)
atau
X'ix)—KX(x)=10 (2.12)
Y'(y) | KY(y)=0 (2.13)

dimana K adalah konstanta tidak nol.

Dengan mengkombinasikan kondisi batas (2.8) dan persamaan (2.12)
maka:
X"[x)— KX(x) =0; X(0) =X(a) =0 (2.14)
untuk menyelesaiakan persamaan (2.14) maka dibawa ke bentuk persamaan
diferensial biasa m* — K = 0

Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus, yaitu:
1. Kasus 1 : Jika & = 0, maka akar-akarnya adalah +./K. Maka solusi umum

dari persamaan (2.14) adalah:
X(x) = C,e¥F* L 0, e ™VF (2.15)
Untuk menentukan ¢, dan ¢, maka dikombinasikan dengan kondisi

batasnya sehingga:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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¥X0)=c,+c =0
sehingga diperoleh:
c, = —C,. (2.16)
Sedangkan untuk X{a), adalah:
X(a)=c,eF s ceFr=10 (2.17)
substitusikan persamaan (2.16) ke persamaan (2.17), maka diperoleh:
%(2) = ¢, — e — 0
A L | (2.18)

dari persamaan (2.18) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

€, = Qatau |:9“E= —e“'“} =0.

Dalam kasus ini dipilih ¢; = 0 dan (" T _]I = 0, maka:

o _  --Fa
gt =g

sehingga dapat dinyatakan:

karena £ = 0 maka (93“1 — 1) = 0 sehingga ¢, = €, = 0 sehingga tidak ada
solusi nontrivial untuk K = 1.

Kasus 2: Jika K =0, maka akar-akarnya adalah kembar, sehingga solusi
umum dari persamaan (2.14) adalah:

X(x) = C,e¥Fe 4 xC. eVKe (2.19)
untuk menentukan £ dan £, maka dikombinasikan dengan kondisi batasnya
0 = x = a, sehingga diperoleh:

x(0) = c,e”® L (0)C,eVF0

CIQD =0
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maka didapatkan:
¢, = 0. (220)
Sedangkan untuk X{a), adalah:
X(a) = c,e"F L (a)C,e’Fe =0 (2.21)
substitusikan persamaan (2.20) ke persamaan (2.21), maka didapatkan:
X(a) = (a)C-e"F= =0
sehingga:
] (2.22)

Karena C; = £, = 0, maka tidak ada solusi nontrivial untuk £ = Q.
3. Kasus 3: Jika K = 0. Maka akar-akarnya adalah ++/—K. Maka solusi umum

dari persamaan (2.14) adalah:
X(x) = C,cosy/—Kx+ C,sin\/—Kx (2.23)
Untuk menentukan £ dan £, maka dikombinasikan dengan kondisi batasnya
0 = x = a, sehingga diperoleh:

X(0) = €, cos+/—K (0) + C, sin/—K(0)
maka didapatkan:
¢, =0 (2.24)
Sedangkan untuk X{a), maka diperoleh:
X(a) = C,cosvV—K (a) + C,sinV—-K(a) = 0 (2.25)
substitusikan persamaan (2.24) ke persamaan (2.25), maka didapatkan:

X¥(a) = €, sinvV—K(c) =0
dari persamaan di atas diperoleh dua kesimpulan yaitu:

C, = 0 atau siny—K(a) = 0.
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sinv—K(a) — 0 hanya berlaku ketika v—K x —nm atau & = — J'E]‘,
dengan n = 1,23 ..
maka solusi nontrivial nya adalah:
NITX
¥, (x)=a,sin {—
. ﬂ 4
dimana @,, adalah konstan.
Karena ¥ = K, = — [E]_ maka penyelesaian untuk " adalah:
Yc. (_1!-':' = _'4.|:. T Sl:'-.l"' (226)
sehingga:
nTy nry
Y (v) = A, cos (—] 1B, ( - ] ;s n=1,23 ..
o S \ o S
dimana (untuk fungsi trigonometri) dapat ditulis dalam bentuk:
Y,(y) = A, + By, Y,(v) =C, sin(=(b+D,))=0 (2.27)

untuk n = 1,2,3 ... dimana C,, dan D, adalah konstanta.

Untuk kondisi batas (x,b) =0, apabila v =b maka persamaan (2.27)
menjadi:

A, + Bob =0, dan C, sin (% (b+ D_“_jj =0 (2.28)
dengan » = 1,2,3 ...

Dari persamaan (2.28) asumsikan A, = —bE, dan D, = —b. Substitusikan
asumsi tersebut ke persamaan (2.26) dan (2.27), maka menghasilkan solusi:

uplx,v) = X (x)¥(v) = agBylv — b) = E;(v — b)
usl,y) = X, ()%, (1) = a,c05 () ¢, sin [Z (v — b)]
=E, coz (%) sin [% (v — b]] ;o n=1,2.3, ..

dimana E,, adalah konstanta. Sehingga didapatkan solusi umum yaitu:
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ulx, vl =E(y—b)+ i E, cos (%)sm E (v — b]]
n—1

2.5 Deret Fourier
Deret Fourier adalah suatu deret fungsi-fungsi trigonometri. Misalkan
didefinisikan fungsi f{x) pada selang ‘a, & +2L], maka deret Fourier dari f(x)

adalah:

==
L Ty . mma
- Z -i'L cos + b, sin ]
2 a L/

dengan koefisien Fourier:

1 ra2+2L
g :EJ Flx)dx

1 T nITx
Q. =—J Flax)cos—dx
I .
[ird
e nwx
i =EJ f(ﬁ.}sm dx
@

untuk setiap n = 1,2,3, ... n (Soehardjo, 1996).
Adapun deret Fourier ganda dari fungsi f(x, v} pada interval —k << x <X k

dan —! = ¥ <= [ adalah sebagai berikut:

==

1 [ Ry . _ ﬂ,;n'~|
Cpm T 5 a, CDS[—\]—L’J“SIH(—]—
mn 3 In 1/ On L]
n=1
oo
Y . . mimwx
[aw} c:rs[ L ] =+ Bp Sin [ I )] +

n=1

M nryy M Ty
n COS )cos (—) + b, cos( }sin(

Z Z 5111 (m?rx) cos (TET'L’

n=1m=

m?rx\ ﬂ."'!.' V
sm (

)—i— - sm(

dengan koefisien-koefisien Fouriernya sebagai berikut:
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Ay = %[ J: Flx,v) cos (*m"rx) cos (?) dx dy

By = %J: J: Flx,v) cos (m:x) sin (?) dx dy

177 ., . gmax nTYy
Con — 73 Jlx,¥)sin r - \I cosf - \I ax ay
me k) -_ 7
i 1 [ | . fmEXy | NIy :
Doy = 75 ’ ‘ f(x,v)sin ( - ] sin (—] dx dy
'p:l LY K 4 LY [ 4 4

S R

(Soehardjo, 1996).

2.6 Kaidah Umum Penyelesaian Numerik Persamaan Diferensial Parsial

Metode numerik merupakan teknik untuk menyelesaikan permasalahan-
permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara operasi hitungan
(arithmetics) (Triatmodjo, 2002:1). Metode artinya cara, sedangkan numerik
artinya angka. Jadi metode numerik secara harfiah berarti cara berhitung dengan
menggunakan angka-angka.

Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode analitik terletak
pada dua hal. Pertama, solusi dengan menggunakan metode numerik selalu
berbentuk angka. Berbeda dengan metode analitik yang biasanya menghasilkan
solusi dalam bentuk fungsi matematik yang selanjutnya fungsi matematik tersebut
dievaluasi untuk menghasilkan nilai dalam bentuk angka. Kedua, metode numerik
hanya memperoleh solusi yang menghampiri atau mendekati solusi sejati
sehingga dinamakan solusi hampiran namun solusi hampiran dapat dibuat seteliti
mungkin. Solusi hampiran jelas tidak tepat sama dengan solusi sejati, sehingga
ada selisih antara keduanya. Selisih inilah yang disebut dengan galat (error)

(Munir, 2006).
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Secara garis besar model matematis dapat dibagi menjadi dua bagian yaitu
persamaan aljabar dan persamaan diferensial. Model matematis yang sering
muncul adalah bentuk persamaan diferensial yang mana salah satu konsep
penyelesaiannya menggunakan metode beda hingga (finite difference) (Sasongko,
2010:61).

Metode beda hingga adalah metode yang memanfaatkan deret Taylor
untuk mendekati nilai turunannya (Triatmodjo, 2001:11). Pendekatan turunan
menggunakan rumusan beda hingga dapat dilakukan dari kiri, kanan, dan tengah
yang akan digunakan untuk menentukan nilai fungsi pada titik tertentu yang
dikenal dengan beda maju, beda mundur dan beda tengah (Ross, 1984).

a) Metode Beda Maju (forward finite differences)
Beda hingga maju didefinisikan sebgai berikut:

Pada metode beda hingga maju, informasi pada titik hitung i dihubungkan
dengan titik hitung i+1 yang berbeda di depannya, seperti gambar berikut

ni:

i
{n+7 (/1:;; !U;f}?
N IAI’ #
T @—
Uy i+71
h
< »
-1 J j+17

Gambar 2.2. Metode Beda Hingga Maju
dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga maju

bisa ditulis sebagai berikut:



b)

df

dx

38

Metode beda hingga maju terhadap ruang:

a T e a FlL_gmes
a7 = L atau af = i+ L

dxl; Ax Bl Ax
dengan Ax = x4 — x;

Metode beda hingga maju terhadap waktu:

ar FlEi_gn af fiti—fl,
Fel = aagraUaiEE el
ar, Az el 4y At

A — a2+l L1
dengan Ax =t =

Metode Beda Mundur (backward finite differences)

Beda hingga mundur didefinisikan sebagai berikut:

_Flx) = f(x_y)
Ax

Pada metode beda hingga mundur, informasi pada titik hitung i
dihubungkan dengan informasi pada titik hitung { — 1 yang berada di

belakangnya, seperti gambar berikut ini:

vy’
[}

i i+7
Gambar 2.3. Metode Beda Hingga Mundur

dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga mundur
dapat ditulis sebagai berikut:

Metode beda hingga mundur terhadap ruang:

a T e a T+l en+l
gr| iR g, Y| = ETAE
B ; Fe Bx ; %4
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dengan Ax = x, —x,_y

Metode beda hingga mundur terhadap waktu:

E'_f _ FlE_gn atau E'_f _ prEi_gn
drli_q At drl; At

dengan Ax = t771 — ¢7
c) Metode Beda Pusat (center finite differences)
Beda hingga pusat didefinisikan sebagai berikut:

ar fhy L, a -
Ilo— fits Jfica atau Fl _ Jiva -1

3zl 20t 3x 24t
Berikut gambar dari metode beda hingga pusat:

n+l ntl

, f
o L U i
At
n
) ~ 8 o—
Uj g i Ui
| h
&l i i+1

Gambar 2.4. Metode Beda Hingga Pusat

Beda hingga terhadap ruang derivasi kedua:

i:.?:{: = a (z_i) = (z_i):.ﬂ.ﬂju N [%J

= mundur
dx= dx Ax
Fiva=fi | fi-Fis
— Ax Ax
Ax
_ f:—,1 T Ef: Ll .F:—1
[Ax)?

untuk ™ maka:

é*f _ i1 — 2 T2y
Al :‘ (Ax)?

nt+l

untuk 1 maka:
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a*f

dacl

At
(ax)?

i

Sedangkan untuk beda hingga pusat terhadap waktu adalah sebagai

berikut:
E - f__’;j"__f__z? E = f:-:;:_f-'z . E . _r:-'ii'—_f:-'-
del;_y At ’ Brl; At atau Bel;eq At

dengan ar = £t — ¢

2.7 Metode Crank-Nicholson

Pandang persamaan perambatan panas yang mempunyai bentuk berikut:

ar _ 81
& = K = (2.29)

Dengan T adalah temperatur, & adalah koefisien konduktifitas, t adalah waktu
dan x adalah jarak (ruang). Dalam skema eksplisit, ruas kanan dari persamaan
(2.29) ditulis untuk waktu 7. Dalam skema implisit, ruas kanan dari persamaan
tersebut ditulis untuk waktu #n + 1. Dalam kedua skema tersebut diferensial
terhadap waktu ditulis dalam bentuk:

ar [T;’*‘i - T7)
ar At

yang berarti diferensial terpusat terhadap waktu n + % Skema Crank-Nicholson

menulis ruas kanan dari persamaan (2.29) pada waktu n + }yang merupakan nilai

rerata dari skema eksplisit dan implisit.

Turunan kedua fungsi terhadap x adalah:

Fr __(I-l'l+_ "I"1+‘+I"1+') L1 ( "I' ! )
dx? i

dengan menggunakan skema di atas, maka persamaan (2.29) dapat ditulis:
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(Tt —T17) E(Tﬁf — 2T+ Tfi;ij L1 (T:-’ii — 2T + r;il)

At 2 Ax 2 Ax

- -

Suku kedua ruas kanan dari persamaan di atas menghasilkan bentuk
persamaan implisit. Kelebihan dari skema ini adalah bahwa untuk nilai Ax
tertentu kesalahan pemotongan pada suku dalam At adalah lebih kecil daripada

dalam skema implisit dan eksplisit (Triatmodjo, 2001:222).

2.8 Metode Von Neumann untuk Memeriksa Kestabilan PDP

Pendekatan secara numerik untuk suatu model persamaan diferensial
parsial dikerjakan dengan metode beda hingga maupun metode elemen hingga.
Kedua metode ini memegang tiga konsep dasar yaitu, stabilitas, kekonsintenan,
dan kekonvergenan skema numeriknya. Stabilitas dimaksudkan bahwa solusi
tidak sensitif terhadap perubahan sekecil apapun pada data awalnya.
Kekonsistenan berarti bahwa persamaan beda adalah pendekatan terbaik suatu
persamaan diferensial parsial. Kekonvergenan berarti penyelesaian numerik
mendekati penyelesaian analitik dengan tingkat dan besar kesalahan sekecil-
kecilnya (Flaherty).

Salah satu tujuan digunakannya stabilitas Neumann adalah untuk
menunjukkan bahwa skema Crank-Nicholson adalah stabil. Pandang persamaan
perambatan panas (2.29) sebagai berikut:

aT_KafT
at ax?

maka persamaan (2.29) dapat di ubah dalam bentuk:

o
1r1:'?2_1 —-T7 25[(1'1:?1_11 - 2'Tin_i B T:'n—_113' + (T2, - 2T + T
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Kot
dengan o = o

E?!-"l — E" = [Eﬂ+'_[e—i¢ —z+ Eié) +Eﬂ[e—i¢ -2 +e:¢)]

LS

i+

dan menggunakan e* = cos¢ +ising

. E
dengan asumsi & = —;
E

maka diperoleh:
6—1=2[6(2cos9—2) + (2c056 — )]

sehingga didapatkan:

= 1+ o(cosgp—1) 1— 2ozin® (¢/2)
- 1-—o(cosp—1 1+ 20sin?(¢/2

dapat dilihat bahwa |G| < 1 untuk semua frekuensi (¢), sehingga skema ini

adalah stabil (Davidson, 2011).

2.9 Matrik Tridiagonal
Matriks tridiagonal adalah matriks bujursangkar yang seluruh elemen
bukan O (nol) berada di sekitar elemen diagonal, sementara elemen lainnya

bernilai O (nol). Sebagi contoh diberikan matriks A sebagai berikut

Salah satu algoritma yang digunakan dalam penyelesaian bentuk matriks
adalah algoritma Thomas. Algoritma Thomas sangat cocok untuk menyelesaikan
persamaan linier simultan yang dapat dibentuk menjadi matriks tridiagonal.
Algoritma proses dekomposisi Thomas:

1. Mendapatkan matiks [L] dan [U]

2. Menyelesaikan [L]{y}={b}
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3. Menyelesaikan [U]{x}={z}
Berdasarkan sistem persamaan linier (SPL):

Gy1%; + Qy2%, = by
flogXq T OonXy, T g = by
3p%; + A33%; + Ay = by

GazXy + Qe Xyt dge = b

O —1n—1 + Bym = bn (229)

dengan mengunakan notasi matriks, sistem persamaan di atas (2.29) dapat

dituliskan:

323 0 0 0,. O 0 0 xy by

Gy Gyya,, 0 0., O 0 o || x2 5
ﬂ ﬂ'gf ﬂrgg ﬂE-': 0 Sl 0 0 I:] 1:3 = bg (2.30)
‘j 0 ﬂ 'D O .:ﬂ'?!—'l?! I"-‘[’:"!—:.l:'z—‘l H’n.—in Tt bq._i
0O 0 o 0O 0 Bupn—1 Gpp Xy b

Pada sistem tridiagonal di atas tampak bahwa mayoritas dari elemen pada
koefisien matriksnya adalah nol. Untuk sistem tridiagonal ini, digunakan tiga
vektor @, d dan ¢ untuk menyimpan nilai elemen yang bukan nol sepanjang

diagonal mayor dan sub-diagonalnya sehingga matriks di atas menjadi:

a,d, 00 0 0 0 [ x b,
U

0 @3dy €30 0 O X3 by
0 ¥ 0 oo - dn—l fa-1 En-1 b?‘z—l
0 Ug oo v a, d, X, b J
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Konstruksi Persamaan Difusi 2D
Pada persamaan difusi orde 1 distribusi probabilitas memenuhi
persamaan:

viz,t+ 1, =pvix—4,t) +qvix+ 6,t).
Persamaan ini menyatakan bahwa probabilitas dari partikel x pada waktu
t + rsama dengan probabilitas pada titik x — § pada waktu t dikalikan dengan

probabilitas p yang bergerak ke kanan pada langkah berikut ditambah dengan

probabilitas partikel yang berada di titik x + & pada waktu ¢ dikalikan dengan

probabilitas g yang bergerak ke kiri pada langkah berikut.
Untuk persamaan difusi pada 2 dimensi distribusi probabilitas partikel
didefinisikan dengan:

{H[xJ .t Tj X _,'.‘J'L’-‘(_’X' - 61 ¥ r.) Ll q'l:-'(}" a 61 ¥ tj
‘{L’[;l"}', t+ Tj = PE‘(XJ}T_ 61 rj Ll qv(:":i}f L S.tj

maka deret Taylor :

v(iz, vt +1) =vieyt +17v.(x vt

1_,
v(x—4& wt) =vixyt —dv.(xvt)+ Eé"vxx(x,}r,t] +e

1_,
v(z+ 8 vt) =vixyt + v, (xyt)+ ;5‘1:111(:5,}?,1_‘] +e

44
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viny—4t) =v(xyt) = dv(xy t) + 3 6 v, (xy,t) +e

1
v,y +6.t) =v(xytl + dv(x v, t] + 3 §rv.(xyt) +e

45
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Substitusi deret Taylor pada kondisi-kondisinya.

1) Kondisi partikel (x, v — (x =+, v)

1 _,
v(x,y,t) +1v, =P [v(x,}r,t] — v, (xyt) +Eﬁ"vxx(x,}r,tj] +

150
q [., (7,0 +8v.(xyt) + % &% v, (x,v.t) ]
v, (o pt) =(+qg— vy + (@ —p)iv. (0 +
1 .
(p+a)5 8 v, (0. 1)
dengan p + 5 = 1 maka,

. i, W
v (x,v.t) = (g —pldv, (x,v.1) + Eﬁ'vﬂ (x,v,1)

a7

0
g, (g tY 1 E .= (x, ¥, t)

v (x,y,t) =

. : a* . G-
dimana limy~o—= D, lim__,, 2 — _p
IS_"‘E' =T T

maka: v, (x,y,t) = —Bv.(x,y,t) + Dv_ . (x,y.t).
Diasumsikan keadan ideal, p = g, sehingga — 5 =0

maka v, (x,v,t) = Dv,_ (x v, 5.

2) Kondisi partikel (x, v} = (x,v = &)
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1.,
v(5,7,8) + 73, =p[v(x,7,0) = 6u, (1,3, 0) + 5670, (x.1,0)] +
1.,

a[o(x.2,0) +6v,(x,7,0 + 5670, (2 ,0)]

v (x, vt =(p+ g —Dulxey, t) + (g—p)dv, (x,vt) +
1.,

(p+a)5 %0, (nyt)
dengan p + g = 1 maka,

tv,(x, 3, t) = (g — P)8v, (x,3,1) + = 6%v, (n ¥, 1)

[

)

q—7 ; .
v, (x,v,t) = Sv (x,v,t)+—v, (x,v.t)
L - o . E-T o 7 -
. : &2 , -7 - .
dimana limz~o—= D, lin__, =8 = —B.
=g 2T T

maka : v, (x,y,t) = —Bv,(x,y.t) + Dy, (x,y.t).

Diasumsikan p kondisional : p =g, g —p=0,—E =0

(o (1', M f) =, 'l?':}._.}- (.’X’, ¥, f'j-

Maka bentuk persamaan difusi 2 dimensi :

v, (x,y.t) + v (xy.t) = Dv,, (x,y,t)Dv,, (x.¥.t)

2v,(x, v, t) = D[v,, (.3 1) + v, (2,3, 8]]
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1

v, (x,3,t) == D[v,, (x.7t) + v, (xy)]. (3.1)

Persamaan (3.1) merupakan persamaaan dasar difusi 2D.

3.2 Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi pada Model Konduksi
Jaringan Jantung
3.2.1 Penyelesaian Partikular Masalah Nilai Awal

Pandang persamaan Reaksi-Difusi pada model konduksi jaringan jantung

berikut :
o _ _fan Y 2
E - c D (E'x= Ayt (32)

Dalam hal ini persamaan (3.2) merupakan persamaan diferensial parsial
eliptik, selanjutnya dilakukan prosedur faktorisasi operator di ruas kanannya,

sehingga persamaan (3.2) dapat dinyatakan sebagai berikut :

8V . Lon _ (E_E_

Bt c \Bxt &

W  hon _ 84 ;N2 _ i8Ny

atr £ D[eg la;.-,- l:E'.r l.a;.-jL (x,5) (3:3)

dengani=+ 1, dari persamaan (3.3) dimisalkan :

(5 N 1;] V(x,v) = w(x,y). (3.4)

Substitusikan persamaan (3.4) ke persamaan (3.2), maka persamaan (3.2) dapat

dinyatakan kembali ke dalam bentuk sebagai berikut :

dw cdwy @V fgn
D(E+ La_y)_a:—i_ o, (3.5)

Dimisalkan I = v, maka dari proses tersebut di atas akan menghasilkan sistem

persamaan diferensial orde satu yaitu :
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(j_x_ ;j—v) Vi y) =wixy)

dw  dwy  dV [
Y5

ion

T

ax Yoy

pada kondisi awal di t = 0, diberikan nilai awal:

.[-"r(j.'_. _11") - f(.').'_. _11")_. dal’l ? [:_')_'J _1,,") — g[_j_"l }rj
dari persamaan (3.6) ke persamaan (3.4)

[l y) =i glxy) =wix,y)

karena persamaan (3.4) (Z—i — 12—[) =w(x,¥v)

maka gabungan dari (3.4) dan (3.7)

e (PN . o
(E‘x IE'_‘,'J f -’-J_-l'j "g(xJ}j'

Jika pada kondisi awal difusi adalah laminar T

_:j ::;} V(x,0) =V(z,0) = f(1)

dari persamaan (3.5) dapat disimpulkan:

v . Bw _ &V | Lgn
y—t+iy—=—+—7"
d

Yoy " a T ¢

de ,_13-_1. E—[E—‘ri"“}
¥ E bz dt c J

ds d
sehingga :

dx =y ds dv =iy ds
[dx=[yds [dy = [ivds
X = V¥s Vv =iys

akibat bersama dengan kondisi awal
x=T+vs

artinya T = x — y¥s sehingga:

49

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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V(x,0) =V(r+ys,0) = f(r +ys)
sehingga persamaan (3.6) menjadi:
V(z0)=V(x—ys,0) = flx—ys)
dari gabungan persamaan (3.4) dan (3.7) menghasilkan:

av  ar
(E —1 5_1J = f.l(:'-.i_vj ot g(l‘l}’j

o=1 =i Z = (f'xy) —ig(xy)
sehingga :

dx = ds dy =—ids dV = (f'lxy) —ig(x.)) ds
Jde =] ds Jdy=—[ids Jdv = [(f'(x.y) —i g(xy)) ds

X =5 Vv = —is V= f::g. f"(xj}rj —1 g[:{, _vjj s

sehingga x = =.

Oleh karena itu dengan kondisi awalnya:
x=1+ts—=21t=x—5—=V(1,0)=f(1)
x=1+s
x— pr=r+s5 —ys

maka :

»T, j (F'(x,y) —i g(x,)) ds

s fﬁf“(r) —14(0))ds+f(7)

V= [(Flle=ys) — talx—y9))ds + f(x—9)

=
F

ff'(x—}*s:ds-i-f(x—s:l— ftg(x—}*s]ds

=0

%
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dimisalkan :
A=x—ys

A=1+s5—ys

dd . dd
—=1—y sehingga ds = —
ds 1—y
V= ' flt+s—ys)lds + flx—5) — ‘ ig(T+s—vys)ds
. =THi—ys A=1t+s—ys

. - . " . dd
V= i) 1 flx— 5} igld)

g ¥ 11—y
catatan : T, = x — s, T, =X — %

1 ' i '
Vi, v)= ‘ FiA+ flx—s)— ' gl d)
— | LA) N gia)
1 — i
Viey) = fi4) - R e [G(x—vys)—G(x—5)]
" 1 . . L . . . ! .
Vie,v) = flx—ys) — flx—s)+ flx—5) — G(x —ys)
11— | — V¥
L
- Glx—s)
1—y

Sehingga diperoleh penyelesaian partikulir masalah nilai awal sebagai berikut:

1 i
V(e,y) = fla—ys) ———flx—s) — Glx—ys)
% l—'l'z" l—'l'z" l—'l'z"
i
+ G —2)
1—v

3.2.2 Penyelesaian Partikulir Masalah Nilai Batas
Pada persamaan reaksi-difusi pada konduksi jaringan jantung (3.2), untuk

menentukan penyelesaian partikular masalah nilai batas, diasumsikan batas-batas
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daerah dalam interval 0 <= x < L dan 0 < ¥ < ¥ dengan syarat awal Z_l:: = f(t).

Sehingga kondisi batas dapat didefinisikan sebagai berikut:
V(D ¥, t) —V(L,» () — 0, untuk setiap ¢
V(x,0,t) =V(x,W,t) =0, untuk setiap t.
Misalkan V{(x,y.t) = X(x)¥(¥)T(t), maka persamaan (3.2) dapat

didefinisikan sebagai berikut:

Z=X"@YOTO (3.9)
S = X(DY"()T(D (3.10)
Z—= X(x¥()T'(1) (3.11)

Selanjutnya substitusi persamaan (3.9), (3.10), (3.11) ke persamaan (3.2) sehingga

menghasilkan:

X()Y(IT' () = =228+ D(X'() Y (1) £(8) + X (V" (3)T(2))

i =y XY () +y XERYGIT(E — X (Y OGIT'(8) (3.12)

dengan asumsi O =7v¥. Selanjutnya persamaan (3.12) dibagi dengan

X(x)Y(v)T(t) sehingga menjadi :

Y

p Uy FOTFEUION fom 1 (3.13)

A=) T YO T(e € X(x)Y()T(t)

Selanjutnya pemisahan variabel dari persamaan (3.13), yaitu dipisah sebagai

fungsi x saja dan v saja, sehingga untuk fungsi i menjadi:

LX) kan 1 _ Y, T
X2 | © xxEATE ! ¥l | T G-19)

dimisalkan ruas kanan dari persamaan (3.14) bernilai konstanta k tidak nol

sehingga menjadi:
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5 xcx}Y;—}rcr} - 1;;; I—:: =k (3.15)
Persamaan (3.14) dapat dituliskan kembali menjadi:
y X' x)=kX(x)
X'(x) = 5 X(x)
X' (x) — — X(x)=0 (3.16)
persamaan (3.16) ekuivalen dengan bentuk:
m’ — = =0ataum’ =~ (3.17)
sehingga akar-akar karakteristik dari persamaan (3.17) yaitu:
my = £ [ (3.18)

[
Kasus 1 : Jika k& = 0 untuk setiap ¥ = 0, maka akar-akarnya yaitu, m, = I'_’—' atau
N

-
m, = — I'_i: , mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.18) adalah:
N

X(x) — eV + e V7T (3.19)
untuk menentukan £; dan £, maka kita kombinasikan persamaan (3.19) dengan

kondisi batasnya 0 = x =< L, sehingga diperoleh:

171
171

x(0) = ce V@ 4 e @ =0
artinya :

c,+C,=0

maka didapatkan :

R (3.20)

Sedangkan untuk kondisi batas di X = L berlaku:
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ko _fkey
x(L) = e @+ e =0 3.21)
substitusi persamaan (3.20) ke persamaan ( 3.21), maka diperoleh:
ko _fkyy
Cle'\::'ﬂl} — Cle ‘\:'”L} =0
persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai:
c,lent " - e'ﬁ““) =0 (3.22)
dari persamaan (3.22) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:
.E'ia;- — ?—:u.j
Cy=0ataueVr  —e Nt =0,
) = (L) 3 E'i.a.'- . .
Jika C; = 0, maka ev" —e ¥" =0, sehingga dapat dinyatakan:
' E (L) - _':—:.:L_'-
[E'~-‘ — e )='D.
Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
e _1=0
e = 1 untuk setiap k > 0. Sehingga didapatkan:
-
2 E(L)=0. (3.23)
NE

Persamaan (3.23) di atas tidaklah konsisten, sehingga seharusnya diasumsikan

e e
= (L - 1Ep
v

bahwa C; =0, dan &'  —e ¥ # 0. Oleh karena itu dapat disimpulkan

bahwa C, = C. = 0 sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus k = 1.
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Kasus 2: Jika & = 0 untuk setiap ¥ = 0, maka akar-akarnya yaitu, m, =0 dan
1, = 0. Sehingga solusi umum dari persamaan (3.18) adalah:

X(x) = e +x0,e

X(x)=Cy+xC, (3.24)
untuk menentukan ¢y dan L5, maka kombinasikan persamaan (3.24) dengan
kondisi batasnya 0 = x = L, sehingga diperoleh:

XM=c,+(0)c,=0

maka didapatkan: C. = 0.

Sedangkan untuk kondisi batas di X = L berlaku:

X(L)=¢c,+(L)C, =0, untuk C; = O

maka diperoleh: £, = 0.

Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa jika & = 0 maka £; = C, = 0, artinya

X(x) identik dengan 0. Dapat disimpulkan bahwa tidak terdapat solusi nontrivial

pada kasus k = 0.

.
Kasus 3: Jika ¥ < 0 untuk setiap ¥ = 0, maka akar-akarnya yaitu, m, = |- atau
2

m., = — |-=, yang berarti keduanya imaginer dan berbeda. Solusi umum dari
N

persamaan (3.18) adalah:

X¥(x)= Cycos |-2x+ Cysin |—x (3.25)
Rl N

untuk menentukan £; dan C; maka kombinasikan dengan kondisi batasnya

0 = x = L, sehingga diperoleh:
X(0) = Cycos [—=(0)+C,sin [-2 (0] =0
N A

maka didapatkan: C. = 0.
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Sedangkan untuk kondisi batas di X = L berlaku:
. [ .
X(L) = Cycos [—2 (L) +Cysin {2 (L] (3.26)
N N

substitusi nilai £, ke persamaan (3.26), maka diperoleh:

—

C,sin [-2(L)=10
2sin |-

yang berarti:

[
C,=0atausin [-Z(L)= 0.
A

;
Ketika dianggap C, = 0, artinya sin = (L) = 0, kondisi ini berlaku ketika
N

T~
II_;.:- (L) =nm

o

maka diperoleh & = — [;)_ ¥, untuk setiap n = 1,2,3 ... (3.27)

Sehingga solusi untuk persamaan (3.18) adalah:

r . nmx
X (x)=g, sm[ - J*

yang merupakan penyelesaian terhadap i dengan a,, adalah konstanta tak nol.
Mengingat persamaan (3.15) yaitu:

fion 1 ¥'(>)  T'(8)

3 =k
C Eix)F(nT) ¥ ¥ () Tie)

dengan mensubstitusikan persamaan (3.27) ke persamaan (3.15) maka akan

didapatkan:
fon 1 P T"ir}__(ﬂ)z
€ E(=)¥(AT(E) ¥iy) | T I
atau:
Y'I:_}'}_ T (&) — Ton 1 nm 2
Y0 | T ¢ xu:x:lru:;,-}ru::ﬁ(;.) Y. (3.29)
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Selanjutnya dengan pemisahan variabel dari persamaan (3.29), sehingga untuk

fungsi ¥ menjadi:

.

¥iy) C X(x)¥iy) Tig)
dengan memisalkan ruas kanan dari persamaan (3.30) bernilai konstanta k, tidak

nol yaitu:

(3.31)

sehingga mengakibatkan:

Y ¥

yaitu:

Y'v) = — ¥(v)

sehingga dapat dinyatakan kembali:

v'(y) -2 v(y) =0. (3.32)
Persamaan (3.32) ekuivalen dengan bentuk persamaan karakteristik:

ms t=10

sehingga diperoleh:

m? =2 (3.33)

¥

sehingga akar-akar karakteristik dari persamaan (3.33) yaitu:
My, = & 122 (3.34)
'

untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus yang dapat ditinjau, yaitu:



Kasus 1: Jika k, > D untuk setiap ¥ = 0, maka akar-akarnya adalah, m, = |

- ||5‘—|

atau m, = — |
N

adalah:

Ho Wy

Y(y)=Cyel7 T+ CoeiT

- ||F—|

NI

. Hal ini mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.34),

(3.35)

untuk menentukan C; dan £, maka kombinasikan persamaan (3.35) dengan

kondisi batasnya 0 = v = W sehingga diperoleh:

Loem . n—__ i
Y[ﬂj:cge‘~:-' ‘?_C-_E' Ny =0

artinya :

Sedangkan untuk kondisi batas di ¥ = W berlaku:

= 1
LV ) Eaaie— A

Y(W)=CeVT = 4C,e VT =0

substitusi persamaan (3.36) ke persamaan (3.37) maka diperoleh:

persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai:
T Wy,
Colet ™ _ v M) _ g

dari persamaan (3.38) diperoleh 2 kesimpulan, yaitu:

I|';‘_i (¥ _ II'k_‘— W
Cazl:lataug‘\':" - =

B W) - Eey
JikaCy # 0,makae™” =~ — e %" =0, Halini berarti:

(3.36)

(3.37)

(3.38)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



59
g
( en ¥ W — T{Tl ) =0
. \:'?_ Wl
bentuk di atas dapat dinyatakan kembali sebagai bentuk:
2 |E [
R
e U = 1 untuk setiap k = 0.
Sehingga didapatkan :
—
2 [2(w)=0. (3.39)
N

Persamaan (3.39) di atas tidak konsisten, sehingga seharusnya diasumsikan bahwa

(4

T

lfim]

,=0,dane'7 ° — e 7 " =0, Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa

(o

C; = C. = 0 sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus k; = 0.

Kasus 2: Jika k; = 0 untuk setiap ¥ = 0, maka akar-akarnya yaitu, 1, = 0 atau
m, = 0, sehingga mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.34) adalah:
Y(¥) =C; +¥C, (3.40)
untuk menentukan C; dan . maka kombinasikan persamaan (3.40) dengan
kondisi batasnya 0 = v = 1¥" sehingga diperoleh:

Y(0)=C; +(0)C, =0

maka didapatkan:

c,=0,. (3.41)
Sedangkan untuk kondisi batas di ¥ = 1%, dan substitusi persamaan (3.41) maka

berlaku:

(W)C, =0, sehingga C. = 0. (3.42)
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Oleh karena itu, dari persamaan (3.41) dan (3.42) maka dapat disimpulkan bahwa
jika k; =0 maka C; =C, =0 artinya ¥(v) identik dengan Q. Disimpulkan

bahwa tidak terdapat solusi nontrivial pada kasus k. = Q.

-
Kasus 3: Jika k < 0 untuk setiap y > 0, maka akar-akarnya yaitu, m, = |-22
v
atau m, = — | - yang berarti keduanya imaginer dan berbeda. Sehingga solusi
NE
umum dari persamaan (3.34) adalah:
V(v) = Cgoos |- y+ Cysin -y (3.43)
| ot LA

untuk menentukan C; dan €., maka kombinasikan persamaan (3.43) dengan

kondisi batasnya 0 = v = W, sehingga diperoleh:
A T

¥(0) = Cycos j_""_'— 0)+C, sin |- (0
E (0} +C, b )

maka didapatkan:
c.=0. (3.44)

Sedangkan untuk kondisi batas di ¥ = ¥ berlaku:
ra k R Y
V(W) = Cycos |-=2 (W) 4+ C,sin [—22(W)=0 (3.45)
A B N

substitusi persamaan (3.44) ke persamaan (3.45) maka diperoleh:

Coein -2 (W)=n (3.46)
Y
dari persamaan (3.46) diperoleh dua kesimpulan yaitu:

—

C,=Oatausin |- (W) =0.
J7



61

—
Ketika ~ dianggap C,=0, artinya sin (-2 (W)=0, dan berlaku
N
—
ketika [—= (W) = nm
N

maka diperoleh k, = — ( EY ¥, untuk setiap = = 1,2,3 ... (3.47)

Sehingga solusi untuk persamaan (3.34) adalah:

IV

() = b sin () y

yang merupakan penyelesaian terhadap v dimana b,, adalah konstanta tak nol.

Pandang persamaan (3.31) yaitu:

Lo il T' ()
lon _ ~f et = }{1
C X({xI¥(¥)IT(t) Tle)

selanjutnya dengan pemisahan variabel dari persamaan di atas sehingga untuk
fungsi t menjadi:

'8 o 1

S =y — k- (3.49)

T L XCxIFLYITE]

dengan memisalkan ruas kanan dari persamaan (3.49) bernilai konstanta k, tidak

nol yaitu:

ky— k-2 —— =, (3.50)

yaitu:

T'(t) =k, T(t)

sehingga:

T'(t)—k,T(t)=0 (3.51)

persamaan (3.51) ekuivalen dengan bentuk persamaan karakteristik:
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m—k, =0
m=k,. (3.52)
Sehingga solusi untuk persamaan (3.52) yaitu:
T (t) =c, et (3.53)
yang merupakan penyelesaian terhadap ¢ dimana C,, adalah konstanta tak nol.
Diketahui bahwa V' (x, . t) = X (x)¥ ()T (t), sehingga diperoleh solusi umum:
V(ev, t) = a,sn (TJ‘T" b, sin (TJ) V.C, e st (3.54)
sehingga diperoleh:
V(ix,v.t) = a,.b,. c, sin (HLE] .gin (%) pt ekt (3.55)
misalkan:
D,= a,.b,.c, untuk setiap n = 1,2,3... (3.56)

substitusi persamaan (3.56) ke persamaan (3.55), sehingga diperoleh solusi
umum:

V(x,v,t) =D, sin [”hj) .sin [1J y.ekat (3.57)
untuk setiap 7 = 1,2,3....

Uji keabsahan solusi:

Penyelesaian untuk X {x):

X¥(x)= a,sin [?J ¥

sehingga dapat dinyatakan kembali bahwa:

I _ i nwx
Xx)=ua, . cos( . )'r

dan

-

X'(x) = —a, (=) sin(Z)y (3.58)

L
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Substitusikan persamaan (3.58) ke persamaan (3.16), sehingga diperoleh:

E
—a, (?) sin (mrx) ¥+ ( Lj ’ i,, sin (m;_x] ¥ =0

Penyelesaian untuk ¥ {v):

sehingga dapat dinyatakan kembali bahwa:

Y'(v) =b, Zcos(Z=X)y
dan
Y'(y) = b, IZI_ sin ILJ ¥ (3.59)

substitusikan persamaan (3.59) ke persamaan (3.32), sehingga diperoleh:

FT S, (=) ¥ ST,
Jv + b, sin |

FHITT, 2 r
—b, | —| sin{—
AW LW

Penyelesaian untuk T(t):

sehingga dapat dinyatakan bahwa:
T'(t) = k,c, e*zt
kemudian substitusikan persamaan di atas ke persamaan (3.51), sehingga

diperoleh:

dari hasil uji keabsahan solusi, maka dapat dinyatakan bahwa persamaan (3.57)
merupakan solusi umum untuk persamaan (3.12).

Pandang solusi umum pada persamaan (3.57) sebagai berikut:

V{x,v,t) =D, sin [”Lj) .sin [”LL) ekt untuk setiap n = 1,2,3,...
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Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam deret fourier sebagai berikut:

Viegvt) = Z D, ez ty? gin [@) sin [mn)
_ L W

n=1
dengan menggunakan syarat batas:
Vie,v,0)=f(x,yv),0<x<LO<y<W

A

Sehingga dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

) . 7 . Con g, TOTEN T,
1 I\_"_._:l-l. .DJ — _.FL.-'.'_"-',I = '\T‘ D“ ea w..l:_.-— gin |. JSlI‘. |. - .|
L. m - LW/
n=1
= .IT X FLIT
=yD “ sin | | sin (——)
! Jr_
n=1
maka diperoleh:
4 Lo ol S W I T S
D, =- ' 'J| viw(x) vl v)dyd
T r
kLT JyoJdq
untuk = = 1, maka:
T Ceow . famx) W
k=1, u(x) = sin | —| v(v) = sin|—|
4 LW , \ i T,
D =—y*° | fx.y)sin| |sin | —]
n LW Jo J; O N VR

Untuk mengetahui grafik dari solusi analitik persamaan reaksi-difusi,
maka diinputkan pada program MAPLE, sehingga menghasilkan gambar sebagai

berikut:

o

‘{ki\\
‘\

o
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Gambar 3.1 Grafik Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi

3.3 Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi pada Model Konduksi
Jaringan Jantung

Metode ADI (Alternating Direction Implicit) merupakan metode yang
dilakukan dalam dua tahap yaitu dengan skema prediktor dan korektor. Tahap
pertama dengan mengambil setengah langkah secara implisit pada arah =z, dan
secara eksplisit pada arah v yang disebut sebagai skema prediktor. Tahap kedua
dengan mengambil setengah langkah secara implisit pada arah v dan setengah
langkah secara eksplisit pada arah x yang disebut dengan skema korektor. Untuk
selanjutnya persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jantung (3.2) akan
dikonstruksi menjadi model terdiskritisasi dengan menggunakan metode Crank-
Nicholson. Langkah pertama yaitu dengan menurunkan persamaan (3.2) dengan
menggunakan deret Taylor seperti yang telah dijelaskan pada sub bab
sebelumnya. Pandang persamaan reaksi-difusi (3.2) berikut:

v Lom D'”afv *v
ot C \dx? gy’

Dengan batas daerah dalam interval 0 €= x = L , 0 = vy =< W dan0 =t = T.
Sehingga kondisi batas dapat didefinisikan sebagai berikut:

V(0.,v.t) = V(L v.t) = 0,untuk setiap ¢

V(x,0,t) =V {(x,W,t) =0, untuk setiap t

serta kondisi awal V (x,v,0) = f(t)
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dengan menggunakan metode Crank Nicholson maka konstruksi persamaan

terdiskritisasi dapat dinyatakan sebagai berikut:

Vi Ve _ _Lon ( VL D2V VAL WL 2V v |
At c 2477 20x7 J
D (=t it 4 Sume Ll L | (3.60)

2 1 yrll 1
@ ="} LT A1 + | i
PV =Viiy; — 2V + VE,
plyntl —ypnil _opntt g prtl

maka persamaan (3.60) dapat dinyatakan dalam bentuk:

Rl (e e | N (3.61)

sehingga didapatkan:

V= Vi = ko o2V

1 ~.I DAL

+ QIVE) + 2 (@2VAT + 02V7). (3.62)

Misalkan:

J—' = . dan J—'d = a,, dengan menggunakan metode setengah langkah

sehingga persamaan (3.62) menjadi:

rnt o 1 2rrnt 1 2rrnt 1 2rr 1 2rr
.['?i‘ t— .['?i‘ = kAt _;a:(ipx.['ff;:" ! _;CI)(,DJI-?; Y+ ;ax‘px.['n_, Ll ;a_,g:'_,.['?i‘
(1 - %axgﬁi - %a}_g::f.) 1";}_1 = kit + { 1+ %ﬂx(pi + }rx}_f,::f.) V5 (3.63)

dengan memanipulasi operator sehingga bentuk persamaan (3.63) menjadi:
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(1——9: or — ﬂcx cp} G) q:xqs})lf”ﬂ—kﬂt—i-(l-l-%rxxcpi—i-
1rx L@+ 1 )V
sehingga didapatkan:

[l — %crAmf:] [l — %cr_,l.tp;.J If’:f,;i = kAt + (l - %cr_.*.:ap_f — % -:*s_,l.t,f:-_:".:] v (3.64)

dengan kAt sebagai konstanta, maka dari penurunan skema persamaan (3.64),
maka dapat dijadikan 2 tahap sebagai berikut:

Tahap pertama:

[1—-ax<,=.x)1 =(1+1a,02) v (3.65)
Tahap kedua:
(1-ta02)vrt = (1+2a02)yF (3.66)

dari persamaan (3.65) diperoleh:

?n_% — _i —I _1 I" _i _I -’rn
T = [1 - rxx:,f:'x) l\l - c\:}.:,f:'}_) Vis (3.67)
dengan mensubstitusikan persamaan (3.66) dengan persamaan (3.67) diperoleh:

-1
(1-2y58) v = (14 3ag) (1 - Seued)” (1 ) 2

Selanjutnya dilakukan uji kasus, untuk untuk masing-masing tahap sebagai
berikut:

Tahap Pertama:

(1_ “« ‘P"‘)V}

n—‘i 1 n+‘§ 'z+§ rn+‘: " .
v, _E‘*I(Ve—u_m’u SV Rl Vi + a, (Vi — 2V + V)
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n—‘i 1 V?H"i V?HE 1 V?H-; — Vn e el R

i 2 %xVio1; T a, iz FaVie1j + ST -1 T XYy + 2TV
Sehinggga diperoleh:

1 nis > 1 ntl 1 .
_Eang_lJ +(1+a jV — 7% T’i+:|_h,. a:_‘; 'Lfi?; -1 T (_1 - fx})vzf:' + Ea}'LifJ'+1

(3.68)

Selanjutnya dengan memasukkan nilai dari %, j sehingga diperoleh:
untuk ; = 2, maka:
=25 —la P (e —ta, v, =t v (1 - U, +
%a;'VEHE
ISty =, (e i T g e A e e
%a;'VE??E
i=4--2a, 1T+ (1+a)y, faxL«f:f =2aVn +(1—a, Vi +
%a;-L'fz
i=N—-1-—la v & +@+a)V i, —ta v =2avi,. +

- 1
_ n al_ o
[_l ﬂ}'}I’.\-—i.E - fx;-L.\-—m

untuk ; = 3 maka:

L—2—>—irxV +[1+rx]

1
5“;—1’2,4

~te,ur (L — a5 +
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1 1 L
. 1 nig 1 nts 1 "
i=3-—cal, t+(l+a ), el =ce W + (1 -, )W +
1 n
an%,‘i
1 1 L

: 1 s r_ 1 mtr_1 n n
i=4-—ca VP +Q+a )V " —TaV, "=+ (1-a )V +
1 .
:ﬂ.I.L__

1 nts s L nts 4 -
r__ y A P z 2 Y = 2 — )
i=N=1=—‘aV =+ (1+ rxx]I{,_._m S @ Vs® = 28, Wy,
. » 1 %
(4™ “}-)V\-‘—l,a toa, V14
untuk j = 4 maka:
. 1 r.+_% L | n+_% 1 ,?ﬂ+.% 42 H ”
[=2- _EQIVL; L ax.JV:J.; = Eaxbg}q r Ea_‘;VLE + [1 i a_‘;)VLf} +
1 n
EfxyVE,E
. L B .
[=3— _:axbg.; S h fxij'34 7 Eaxb;_ﬁ; -5 a_}VE s T (_1 a}')VE.-l LE
1 T
2 I::':yVZE,E
. & 1 e S -
i=4-—al, P+ Q+a )V, —cal, =V + (1 - )V +
1 T
;‘%-%,5
Y mT 1 n—? r'H'% r:wJ % —_ re
i=N—-1— —;mxiﬁ\:_:lﬂ} +(1+ anI’:‘-’—‘l.é :a:_rLf\__. = ﬂ.‘-'L.‘f—i.g 4

1
(1 - fxy)wr!—u Tra,Viois

untuk ; = N — 1 maka:
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dari hasil uji didapatkan matriks sebagai berikut:

AT, = (BU,)"

_%‘Ix 1 —|1- e,
0 =L
0 0
A= 5 5
0 0
0 0
0 0
0 0

_Ea

1+a,

x

0 0
1 0
_:ax 1
1+ea, 2%
0
0 _%ax
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

i
' 1 nt— i
P=2=- a:me 1+{1+a: Wyt 1_Eaxv3,nr—21_5‘x:r -2+
(1- ) LN-1 ‘|' a, Vi
- SR N
i=3—=-— rxiv’”l+(1+rx]vg_~, Rl AT 0 e
(i —_ ﬂ_‘.'}.[fg.:\'-—i -+ %ﬂ::l..[-'rg. N
(=4 -tay 1 sty y
T J"_axsni (+aj4\1 aIE".l 2 Fy an-2
[l — ﬂ}'}.[:';p".'-_l +; fx}.V4Tln.'r
a2 ?‘2+:

=N—1—>——rxV _2n-1 (1_ajv —in-1 2 Cx"Na—1 T
1
E%—L{\?—L\—z ' 5 [1 y a}')I'{".-'—l,.‘v'—l _Ea_}'bﬁ.?—lp‘."
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12 n [Pl
3 Viiee Vijoq e VHp-14-1
= = T ||t 1 n nooL. n
T=| | |67 =|[fe, 1-a, ial| VDV VE -y
- -1 aww -
r-"!_f I--l ,_1 I’ﬂ .'_1 ["'I1_|.'1__'_|_._I|'—‘_|_
Vi 5 3

dengan ordo matriks A¢y yuin.), U1y g Brasa Un g o

Tahap Kedua:

rrt 1_1-

ViT 1——a: fp[

vt = Ze, (it — vt ) = vt e (VR -2 R L«f”_?)

ratl _1 rtl o mtl =L ratl rﬁ' i r z r:‘! z 1
Lij :a LJ—i [ LJ _“-Lm—i LM a, b - wxld

3 mi=

-a V., *

A & g

sehingga diperoleh:

2 ¥ =
1 R
—crxl:._iul.

Selanjutnya dengan memasukkan nilai dari i, j sehingga diperoleh:

untuk ! = 2, maka:
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1
‘ 1 +1 1 _ 1 pme1 L ntg
j= 2=:-—Erx}V'”' +(1+rx;’,.)1/’a2 —sa, Wit = el +(1-
. 1 *z,+—
5
a )V, +ia v,
+_
j=3—-3a, Vﬂ+1+{:1+a it -lavrit=ta v+ (1
1
LomtD 1w
crx_llleg ‘—;crxbglg :

j=4=>—3n; Vit (Lt a Wit - e it =ca VL T+ (1

5y 2,5 x 1,4
,‘" 2l "2+—
a, )V, +zaxva,4
j=N 1= a1 (1 e )R et = ch?H_ l
2N 2 vy 2 N—-1 g ¥ LN T 1N-1
(1—a j"\-1+ erLE.‘
untuk ! = 3 maka:
j= 2::-—5 ST (L +a )Wt - Ca, Wit = Ca (-
kil ¥ 3.3 3 xT23
: 1 '1—'5
rz:x_]TfEl -|-2rz:d_r i

j=3= —a,WEt 4+ (1 +a Wt - Sa it = ta, v+ (1-
! n+% 7l vz+%
ﬂ?”’{m +Ea-'rv‘:~:
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n-lL

;=N—1=> ——a: V'i.fflz +(1+a, )Vaﬂ::ll——a Rl =—anxvHr .+

: =
(1- rx]” 1+ r":x‘ur1
untuk : = 4 maka:

r"'—'.l rnt+1l 1 me1 1 rn_%
j=2 =:-——cr Ve + (L4, )V —sa, Vit = ca V(1
@IV, P +ia, vt
- 1 +1 +1_ 1 +1 1 nts |
}—3=:-—Ea:_V”f.’ + (1 +a,)Vi —sa Vi =sa VLt (-
: 1
rz:x_]I{L +2rxxV53
— 1 +1 rns1 1 +1 1 nts
j=4= a5 (11 a Vit e W= a0, 1 (1
Lont= g =

ax-”{m +E‘IIVE.4
. = 1 i 1 n
j=N-1=—a Tff#« +(1+ a Vit —Sa, Vit = a2 +
(1- cx]“*1+ T Vowoa
untuk : =N 1 maka:
. 1 ni +3 E nf= 4 , :
j=2-—ga T (lta jV f ~ 2% Wo1a T 7% Va2
) n 1 :
(1 -y )Win + LN
. i ?‘21': _1
j= 3—}— a, V +{1+rx ]V —ca t o=sa g+

(1- ﬂy)V$-1,a + Efxypﬁ,a
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j=4--la, V + T+ eV s = 30N s =78 Was +
(1- fx}-)v'-:'!—m + ;%—T’{'-;A
}—_"n,r—]_:}——.'_"[j'[._"_i\__ [\fl_a}.['\.'l\ 1__{[:.['-. 1-._
1 - 1
;ﬂ_'.'.[:'.'-."—:..'\:—i T [._ - EI:I.}I-":_‘_-_:[“\_-_:[ ﬂ Vi NN-1
dari hasil uji di atas, maka didapatkan matriks:
AU, = (BU,)T
1
- 1+a, —a, 0 0 0 0 0 0
2%y S 0 0
0 _iﬂ: 1+, _:CI}. 1 0 a 0
¥ - < 3 — e 0 0 0 0
0 0 el 1+« - &
A— E : 0 0 0 0
4] 1
g g 0 Nl ; g
0 BV L = Ll 0
0 0 5 0o o 3% 1% % 2 |
0 0 - 0 0 0o &, 1ia, 3%
vt
e .T
b Sty omig i
Vis Vierr Yicaz . Y1
U= ;o |EWT=|[fa. 1-a, fafjytTE o e 0
Vi PR
. Ve Viaal L.‘f;_.—“l._.-'
.0y~ 1 -
L L’:?f\:;
dengan ordo matriks Afy, jx(x, _'-U_i[_.‘\-'l-_l:c L B -_3(3.-;.\-'}-;-'

Untuk selanjutnya dilakukan analisis kestabilan untuk persamaan (3.69)
dengan menggunakan metode Von Neumann. Bentuk deret fourier untuk kasus
dua dimensi adalah sebagai berikut:

L
'U_-;E?k —_ E EK 1A?‘! ‘“'~T+f} (370)

(Flaherty).
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Pandang persamaan (3.69) sebagai berikut:
42
~La vt + (14 a Wt —ta vt = e,V + (- a )Y
1 nt—
2% Vi)
misalkan:
A=Za, B=1+a, C=Za,
D=2a, E=1-a, F=-a,
maka persamaan (3.69) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
F L F 1t p— n_"? - l'n_% r l'n_%

—AVE + BV - evil = oy o - A o (3.71)

dengan mensubstitusikan persamaan (3.70) ke persamaan (3.71) maka diperoleh:

- (P, =) ri(Piy )
[_A(A;;1E_.;l|”. 7 _.] 5(4” 1 l| 7 J:.J

r—1J7-1
amilgj-q) 2% 2mi (g j+q) -z
n+l n+l 3 n+l |
[(—Az-lme T +BA™le T —cAtile | ]e T ]
p=0g=0
-17-
el ZITE o7 nel 274
S S (o e,
el
a
p=0g=0
ne= IME ITLG) amEipi
| FA E J )e ! ]
.
Imip
untuk setiap —— = 0 maka:
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I-1/-1 -
—zmig b el 2w f
AazteTT +BArlocanteT e T |
ﬂ=Eq=D
i-1j71 .
zmoy  ES
—ZZ[(DA L pA T ral z)e I]
p=lg=
untuk setiap ¢~ 7 — © maka:
r—-1J7-1 _
—zmig g
[(—_4 ATH,TT 4 BATL C‘z_;;_ﬁgTJ]
p=0g=0
i—1/-1
=2 2 |(pA5T A rd )
p=0g=0
sehingga diperoleh:
I=1Jj-1
—zmlg m
[(-ae™T +B-ce T )azy]
p=0g=0
—-1J-1
| Rin ittt .
-3 [ o]
p=0g=0
maka persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
—amig 2@y h. 'r|_~' 2T L1
azit=(-4eT +B-CeT [ﬂ +E+Fe 1 )4’
sehingga didapatkan:
L
‘.I. B I:lw'}a)n
dimana:
. i —z7ig zmig, 1 —zrix 27z
(M) =(-4e¢T +B—CcT ) (De i +E+Fe 1) (3.72)

dengan mensubstitusikan bentuk persamaan berikut:
e = cosp+ising

maka persamaan (3.72) akan menjadi:
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(M, )"

<l
D(ccs——zsm—) E+ F(cus——asln—)
I I I
? = isin

(e BTt v 7)

.l

(a1, )"

1 2mp 1 . . 2mp 1 2mp 1 . . 2mp
Ja, cos—— —caisin—=+ (1 -=a,) +Ja, cos— + @, isin—

[ - [ -

1 Img 1 Znq
—IJ_—-r: -——-r: cos — =, Isin

= 4 = } 4

1 Ing 1 Ing
— =, COS +-a, lsin

= . 4 = . J

sehingga dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

(L—a,)+ a, cos—

g S 2my
I1—-r: -—-r: cos

4

maka didapatkan faktor amplifikasi sebagai berikut:

(3.73)

. DAt At
dengan catatan bahwa nilai ¢, = — dan . = —.

Sehingga penampang gelombangnya dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.2 Grafik Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi
Grafik penyelesaian numerik di atas menunjukkan pergerakan gelombang

secara perlahan dari waktu ke waktu, dalam hal ini diberikan level waktu
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t = [0,100000]. Sedangkan simulasi, diberikan At =100, Ax =1, Ay = 1. Hal
ini dimaksudkan agar grafik bisa mencapai titik kestabilannya. Adapun batas arah
x=[—2020] dan arah y =[-20,20]. Dalam kasus ini diberikan nilai dari
koefisien difusi untuk masalah di jantung adalah I} = 0.001. Grafik akan berjalan
dan akan berhenti pada saat berada di kondisi kestabilannya. Berdasarkan

perhitungan dari faktor amplifikasi pada persamaan (3.73) sebagai berikut:

1—-2a,+a(1+ u:c:rS'%]
|"“":-: 4 Zmq

1+ 2a, +a,’ [l - cos:%j

maka haruslah :; bernilai minimum, dalam hal ini dapat dikatakan :; ¥ T

™% harus bernilai maksimum, sehingga dapat dikatakan

4

Sedangkan untuk

mg

* 0. Persamaan (3.73) dapat ditulis kembali:

|:rlff._c. |_ = M
P 1+2ay+e, *l1-1)
sehingga diperoleh:
Myl =12 < o

dengan memasukkan nilai D, At, Ax, dan Ay maka didapatkan:

0.001 (100)
= — 0.05 dan o, = =T

0.001(100)

= 0.05. (3.75)

Substitusi persamaan (3.75) ke persamaan (3.74) sehingga diperoleh:

e 1 — 2(0.05)
P2l 1 4 2(0.05)

sehingga didapatkan:
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dengan faktor amplifikasi (.8 atau menghampiri 1, maka dapat dikatakan bahwa

penyelesaian ini sudah stabil.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG

\RY

AL LIBR;

CENTI



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari paparan pembahasan di atas dapat disimpulkan untuk penyelesaian
analitik dan numerik persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jaringan
jantung sebagai berikut:

1. Persamaan dasar difusi 2D melalui konstruksi Brownian Motion yaitu:
v (x,y,t) = 3 Dlvee(xy, t) + v, (x, 7, £)]

dengan asumsi distribusi probabilitas partikel yang didefinisikan sebagai
berikut:

{ﬂ'(_’f{" .t Ij = ';G"l:-'(x ¥ a: ¥ r) L r'.T'L’-‘(.'). Ll EJ ¥, tj
'l:-'(_').', .t Ij = -I-Gt;‘(x.l y— 'i r) Ll qﬂ'(l’l}-’ o 6! rj

2. Penyelesaian analitik reaksi-difusi pada model konduksi jaringan jantung
a) Masalah nilai awal persamaan reaksi-difusi dengan d’Alembert Solution

sebagai berikut:
V(xy) = Flx—ys) — = flx =) = ==G(x—ys) + =G (x - 5)

b) Masalah nilai batas persamaan reaksi-difusi dengan metode pemisahan

variabel diperoleh penyelesaian khusus sebagai berikut:
Fungsi dalam X, (x) = a,sin ((”Lj) r), ¥n=123.. sedangkan

dalam

Y, (v) = b, sin ((%)T), ¥n =123 .. dandalam T(t) = ¢, e"=".

78
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Sehingga diperoleh penyelesaian umum persamaan reaksi-difusi pada

model konduksi jaringan jantung sebagai berikut:

FRTTY

_ . g i, ﬂ'?T}? " Ko b
Vix,yt) = J’Jn.smk . .:1n(—w ].}* etz

dengan n = 1,2,3, ...
Selanjutnya penampang gelombangnya dapat digambarkan sebagai

berikut:

QSN R

Gambar 4.1 Grafik Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi
3. Penyelesaian Numerik persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jaringan
jantung dengan menggunakan skema Crank-Nicholson diperoleh skema

korektor sebagai berikut:

vl ——q VP 4 q VT — —a VT
5 Syt ¥ P L, 3
E . 1 1
,'1+§ 1 ?‘21‘? L nTT L n Ty
- Vw. +EQIVE—L}' TGy 'fz',_;l' +EQIE+L}'
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Adapun penampang gelombang digambarkan sebagaimana berikut:

Gambar 4.2 Grafik Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi

4.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan pada model 3D dengan menggunakan
metode-metode yang lainnya. Selain itu pengembangan dalam teknologi
informasi akan memberi efek yang lebih nyata dalam pengembangan dunia

kedokteran.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran 1: Listing Program Penyelesaian Analitik

> restart;

>with (PDEtools) :

>diff(V(x,y,t),t)=—

Iion/C+gamma* {diff (V(x,y,t),x$2)+diff (V(x,y,t),y$2)};
0 v _ ion 92 92
E (x7y’t)__ C +Y{(V(x’y’t)]'i'(ayzv(x?y?t)]}

ox?

>
V(0,y,t)=0;V(L,y,t)=0;V(x,0,t)=0;V(x,W,t)=0;Diff (V(x,y,
0),t)=0;

V(0,y,t)=0

V(L,y,t)=0
V(x,0,7)=0
V(ix,W,1)=0

0
iV(x,y, 0)=0

>

V(x,y,t)=sum(sum(d[mn] *gamma*2*sin (n*Pi*x/L) *sin (n*Pi*y

/W) ,n=1. . infinity),m=1..infinity);

—0.1075051147 10y (0.4791081924 10" — 0.2395540963 10'' y)
sin(0.3141592654 x) — 0.1343813934 107 y
(0.404683115 10" — 0.2023415574 10" y) sin(0.6283185308 x) —
0.3981670915 107'® y (0.9582364252 10'* - 0.4791182128 10" y)
sin(0.9424777962x) =0

>
d[mn]=4*gamma”~2/ (L*W) *int (int (£ (x,y) *sin (m*Pi*x/L) *sin (
n*Pi*y/W) ,x=0..L),y=0..W);

mn
2 10

el axtey) —xtey)®) 2y y) —y0r )y sinf ™5 sinf 2™ e dy
5 10 2

0%0

> f£:=(4%x-x"2) ¥ (2*y-y"2) ;L:=4;W:=2;
f=Ex—x)(2y-y")
L:=4
W =2
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>

d[mn] :=4*0.000001/ (L*W) *int (int (f*sin (m*Pi*x/L) *sin (n*P
i*y/W),x=0..L),y=0..W);

d :=0.000256 (4 -2 mmsin(m 1) —4 cos(mm)—4 cos(nm)

+2cos(mm)nmsin(nm)+2mmusin(mm) cos(nT)—2nmsin(nT)
+4 cos(mm) cos(nm) +mn’sin(mn) nsin(nn)) / (m’ 7°n’)
>
d[mn] :=simplify (subs(sin(n*Pi)=0,sin (m*Pi)=1,cos(n*Pi)=
0,cos(m*Pi)=1,d[mn]));
_ 0.1673094984 10

m* n’

d =

mn

>

V(x,y,t) :=sum(sum(d[mn] *sin (m*Pi*x/L) *sin (n*Pi*y/W) ,h n=1
& )5 m="19 N3

V(x,y, t) :=-0.1673094984 10 sin(0.7853981635 x) sin( 1.570796327 y)

—0.2091368730 107 sin(0.7853981635 x) sin(3.141592654 y)
—0.6196648089 107 sin(0.7853981635 x) sin(4.712388981 y)

—0.4182737460 107 sin( 1.570796327 x) sin( 1.570796327 y)
—0.5228421825 107 sin( 1.570796327 x) sin(3.141592654 y)

—0.1549162022 107 sin( 1.570796327 x) sin(4.712388981 V)
—0.1858994427 10° sin(2.356194490 x) sin( 1.570796327 y)
—0.2323743033 107 sin(2.356194490 x) sin(3.141592654 y)
—0.6885164543 107 sin(2.356194490 x) sin(4.712388981 y)

>ou:=evalf (subs (t=0,V(x,y,t)));

ou =—-0.1673094984 107 sin(0.7853981635 x) sin( 1.570796327 y)
—0.2091368730 107 sin(0.7853981635 x) sin(3.141592654 y)
—0.6196648089 107 sin(0.7853981635 x) sin(4.712388981 y)

—0.4182737460 107 sin(1.570796327 x) sin( 1.570796327 y)
—0.5228421825 107 sin( 1.570796327 x) sin(3.141592654 y )

—0.1549162022 107 sin( 1.570796327 x) sin(4.712388981 y)
—0.1858994427 10°° sin(2.356194490 x) sin( 1.570796327 y)

—0.2323743033 107 sin(2.356194490 x) sin(3.141592654 y)
—0.6885164543 10°® sin(2.356194490 x) sin(4.712388981 y)

>with(plots) :
>plot3d(uo,x=0..L,y=0..W, axes=BOXED, title="Gambar
3.1:grafik Penyelesaian Analitik:Pergerakan awal");

>V2:=subs (Pi=3.14,t=2,V(x,y,t));
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V2 :=-0.1673094984 107 sin(0.7853981635 x) sin( 1.570796327 y)
—0.2091368730 107 sin(0.7853981635 x) sin(3.141592654 y)
—0.6196648089 107 sin(0.7853981635 x) sin(4.712388981 y)

—0.4182737460 107 sin( 1.570796327 x) sin( 1.570796327 y)
—0.5228421825 107 sin( 1.570796327 x) sin(3.141592654 y)

—0.1549162022 107 sin( 1.570796327 x) sin(4.712388981 y)
—0.1858994427 10°° sin(2.356194490 x) sin( 1.570796327 y)

—0.2323743033 107 sin(2.356194490 x ) sin(3.141592654 y)
—0.6885164543 107® sin(2.356194490 x) sin(4.712388981 y)

>plot3d(V2,x=0..L,y=0. .W, axes=BOXED, title="Gambar
3.2:Pergerakan Membran pada waktu t=2");

>animate3d(V(x,y,t),x=0..L,y=0. .W,t=0. .2, axes=BOXED) ;

>

Lampiran 2: Listing Progam Penyelesaian Numerik

clear all;
chfcr
dx=1; dy=1; dt=0.5;
x=—20:dx:20;
y=-20:dy:20;
t=0:dt:1000;
D=0.001;
alpha_x=D*dt/ (2*dx"2) ;
alpha_y=D*dt/ (2*dy"2) ;
Nx=length (x) ;
Ny=length (y) ;
Nt=length (t);
up=zeros (Nx,Ny) ;
u=zeros (Nx, Ny, Nt) ;
A=zeros (Ny-2,Ny-2) ;
B=zeros (1, 3);
C=zeros (Nx—-2,Nx-2) ;
D=zeros (1, 3);
for iy=1:Ny-2
if (iy==1)
A(iy,iy)=1+2*alpha_y;
A(iy,iy+1l)=-alpha_y;
elseif (iy==Ny-2)
A(iy,iy-1)=-alpha_y;
A(iy,iy)=1+2*alpha_y;
else
A(iy,iy-1)=-alpha_y;
A(iy,iy)=1+2*alpha_y;
A(iy,iy+1l)=-alpha_y;
end;
end;
for ix=1:Nx-2
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end;

if (ix==1)
C(ix,ix)=1+2*alpha_x;
C(ix,ix+1l)=-alpha_x;
elseif (ix==Nx-2)
C(ix,ix—-1)=-alpha_x;
C(ix,ix)=1+2*alpha_x;
else
C(ix,ix—-1)=-alpha_x;
C(ix,ix)=1+2*alpha_x;
C(ix,ix+1l)=-alpha_x;
end;

B=[alpha_x 1-2*alpha_x alpha_x];
D=[alpha_y 1-2*alpha_y alpha_y];

for

end;

ix=2:Nx-1

for iy=2:Ny-1
u(ix,iy,1)=exp (- (x(ix)*2+y (iy)"2)/100);

end;

figure (1) ;

SIULEIE (52, W, 6 (8, 8 L) Vg
shading interp;

epaalE (=20 20 =20 20 0 iL])
drawnow;

for

end;

1t=2:Nt
for ix=2:Nx-1
o) (115, 24 SINNEARIL ) S EEaRy: (72l (2Rl (Glod=1L BRIl - 2 8 W=l aLic =dL)) ) V) Y 4
end;
figure (1) ;
SuEit (5=, Vg, wigd( 8hF2) Y )H
shading interp;
e ISEEEY 0™ 0270 2 OM0, T8Ip) 7

drawnow;

for iy=2:Ny-1
u(2:Nx-1,1iy,it)=inv(C) * (D*up (2:Nx-1,iy-1:iy+1)")"';

end;

figure (1) ;

Sz (5%, W, 0 (8, 3£ LE) §)) 7

shading interp;
axis([-20 20 -20 20 0 11);
drawnow;
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