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ABSTRAK 

  

  

  

Ghufiroh, Siti Jail. 2012. Analisis Penyelesaian Analitik dan Numerik Persamaan  

Reaksi-Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang.   

Pembimbing: (I)   Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd   

    (II) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A 

  

Kata Kunci: Persamaan Reaksi-Difusi, Analisis Analitik, Analisis Numerik. 

 

Persamaan reaksi-difusi adalah persamaan diferensial parsial linear 

yang didapatkan dengan analisis Brownian Motion yang dapat dikerjakan 

pada kasus difusi 2D. Persamaan difusi 2D  merupakan persamaan diferensial 

parsial tipe eliptik. Dalam penelitian ini persamaan reaksi-difusi 

diimplementasikan di jaringan jantung terhadap sumbu  dan  disertai arus 

ion yang mempengaruhinya.  Penelitian ini berupaya untuk memperoleh 

penyelesaian analitik dan numerik yang diasumsikan pada persamaan difusi 

2D pada model konduksi jaringan jantung.  

Dalam hal ini penyelesaian partikulir masalah nilai awal dikerjakan 

dengan menggunakan penyelesaian d’Alembert solution. Sedangkan untuk 

untuk nilai batasnya menggunakan metode pemisahan variabel. Adapun  

penyelesaian numerik dikerjakan dengan menggunakan metode ADI dalam 

memformulasikan penyelesaian-penyelesaian di semua titik grid dari objek 

persegi. Software MATLAB untuk program yang dikonstruksi dapat 

menjelaskan penyelesaian  dari waktu ke waktu yang dipilih. Amplitudo 

gelombang difusi untuk  yang berjalan selanjutnya dapat divisualisasikan 

dalam grafik 3D. 

   Adapun dari perhitungan analitik dengan d’Alembert solution 

diperoleh penyelesaian 

 untuk masalah 

nilai awal. Sedangkan dari metode pemisahan variabel diperoleh solusi 

. Adapun penyelesaian numerik 

dengan menggunakan skema Crank-Nicholson diperoleh skema korektor 
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ABSTRACT 

 

 

 

Ghufiroh, Siti Jail. 2012. Analysis Analytical and Numerical Solution of Reaction-

Difussion Equations in Conduction Cardiac Tissue Models. Thesis. 

Mathematics Department, Science and Technology Faculty, Islamic State 

University Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Adviser: (I)   Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd 

   (II) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A 

 

Key Words: Reaction-Diffusion Equations, Analytical Analysis, Numerical Analysis 

 

Reaction-diffusion equation is a linear partial differential equations 

obtained by the analysis of Brownian Motion can be done in the case of 2D 

diffusion. 2D diffusion equation is a partial differential equation of elliptic 

type. In this study the reaction-diffusion equation is implemented in cardiac 

tissue the x-axis and y ions with currents that influence it. This study seeks to 

obtain analytical and numerical resolution assumed in the 2D diffusion 

equation model of cardiac conduction tissue 

In this case, the initial value problem resolution partikulir done using 

settlement d'Alembert solution. As for the limit to the value of the variable 

separation method. The numerical resolution is done by using the ADI method 

in formulating settlement-settlement at all points of the grid square object. 

MATLAB software for a program that is constructed to explain the 

completion of V from time to time with the selected. Diffusion wave 

amplitude for a running t can then be visualized in 3D graphics. 

The analytic calculation of the d'Alembert solution obtained by the 

completion of 

for the initial 

value problem. While the method of separation of variables obtained from the 

solution . The numerical 

resolution by using the Crank-Nicholson scheme obtained corrector 

scheme

with the amplification factor .  
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 ملخص البحث

 

 

 
.الا نتهاء تحليل التحليلية والعذدية للمعادلات نشررر فعل فى نمىرج من نسيج التى  ٢١٠٢ غفشِ,سرى جاإل.

. أعشودح. ذخظض فى انش ٌاضٍاخ,كهٍح انؼهىو وانركُىنىجٍا,انجايؼح الاسلايٍح انذكىيٍح يىلاَا صيل القلبى

  يانك اتشاهٍى يالاَج.

 ارً كوسومستو تٌ( ٠: )المشرف 

احمد بارزً( ٢)  

معادلة نشر, تحليلي تحليل, تحليل عددىالكلمة الرءيسية:   

انشدَششهاايؼادنح ًٌكٍ اٌ ٌرى انًؼادلاخ انرفاضهٍح انجزءٌح انخغٍح انرً دظهد ػهٍهاادش كح          

فً هزِ  تٍضاوي انشكم. َىع يٍ انجزئٍح انرفاضهٍح انًؼادنح هى د٢يؼادنح الاَرشاس د.٢انثشاوٍَح ذذهٍم فً دانح َشش

 هزِ انذساسح انرً ذؤثش. انرٍاساخ يغ والأٌىَاخ صيذىس س و أَسجح انقهة َششها فً انشد انًؼادنح ٌرى ذغثٍق انذساسح

انقم يٍ الأَسجح انرىطٍم ًَىرج د٢يؼادنح الاَرشاس انًفرشضح فًانؼذدٌح انرذهٍهٍح و قشاس انذظىل ػهى ذسؼى إنى   

     
أيا تانُسثح  دٌفىاس. دانًثشخ انرسىٌح دم ٌرى رنك تاسرخذاو انقًٍح الأونٍح فشذكىنش قشاس، فئٌ انًشكهح فً هزِ انذانح    
 انشثكح فً جًٍغ َقاط نرسىٌح ذسىٌح تاسرخذاو ادي فً طٍاغح انؼذدٌح انقشاس وٌرى انًرغٍشاخ. نفظم عشٌقح انقًٍحذذود نه

اذساع  َشش انًذذدج. ًٌكٍ يغ الاَرهاء يٍ يٍ وقد َخش نششح انرً ٌرى تُاؤها يجنثشَا تشَايج ياخ لاب يشتغ. كائٍ
انشسىياخ فً ذظىس ػُذئزرشغٍم يىجح ن  

 
ذسىٌح دٌفىاس دانًثشخ يٍ انذم انرذهٍهٍح دساب انذظىل ػهى       

 
    . انقًٍح الأونٍح نًشكهح  

انذم انًشرقح يٍ انًرغٍشاخ فظم عشٌقح فً دٍٍ أٌ  

 
يخغظ يظذخ ٍَكهسىٌ كشَك َظاو تاسرخذاو انؼذدٌح قشاس هىانذظىل ػ  

 
انرضخٍى ػايم  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

�

1.1 Latar Belakang 

Persamaan diferensial parsial merupakan salah satu cabang ilmu 

matematika yang sering digunakan untuk menyelesaikan permasalahan dalam 

kehidupan manusia. Banyak hukum-hukum alam dan hipotesa-hipotesa dapat 

diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung turunan melalui bahasa 

matematik. Persamaan diferensial parsial digunakan untuk melakukan formulasi 

dan menyelesaikan permasalahan yang melibatkan fungsi-fungsi yang tidak 

diketahui, yang dibentuk oleh beberapa variabel, seperti penjalaran suara dan 

panas, elektrostatika, elektrodinamika, aliran fluida, elastisitas, atau lebih umum 

segala macam proses yang terdistribusi dalam ruang, atau terdistribusi dalam 

ruang dan waktu. Kadang beberapa permasalahan fisis yang amat berbeda 

memiliki formulasi matematika yang mirip satu sama lain (Anonymous, 2011).  

Di dalam proses intrepretasi dunia nyata tersebut, digunakanlah model 

matematik.� Model matematik adalah suatu cara untuk menguraikan beberapa 

bagian yang berhubungan dengan dunia nyata ke dalam bentuk matematika. 

Model merupakan suatu representasi dari suatu sistem yang sedang kita pelajari 

(dapat berupa obyek, kejadian, proses atau suatu sistem) dan digunakan sebagai 

alat untuk meramalkan dan mengontrol. Fungsi utama dari model ialah 

kemampuannya untuk menjelaskan (explanatory) dan bukan deskriptif. Model 

merupakan suatu kesatuan (entity) yang terdiri dari bagian-bagian atau 

komponen-komponen yang satu sama lain saling berkaitan. Model bukanlah hal 



��

�

yang sesungguhnya terjadi, akan tetapi hanya suatu pencerminan dari suatu 

kenyataan hidup (a reflection of reality) (Supranto, 1988:53).  

Dalam Al-Qur’an surat Az Zumar/39 ayat 27 Allah berfirman: 

���� �� ������ ���� ������ ������� ���� �	� ����	� �
 �
�� 	� ��������
 ������������ ��������	� �
�� �	 � ����������

Artinya :”Sesungguhnya, telah Kami buatkan bagi manusia dalam Al Qur’an ini 
setiap macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran”. 
 

 Ayat tersebut menjelaskan bahwasanya perlu dibuat sebuah perumpamaan 

untuk menyederhanakan dan menyelesaikan permasalahan atau untuk 

memberikan pemahaman dan petunjuk bagi orang-orang yang menginginkannya 

(Al-Jazairi, 2009:362). 

Model matematika digunakan dalam banyak disiplin ilmu dan bidang studi 

yang berbeda. Aplikasi model matematika dapat ditemukan dalam bidang-bidang 

seperti fisika, biologi, teknik, ilmu sosial dan politik, ekonomi, bisnis dan 

keuangan, dan problem-problem jaringan komputer. Dalam Biologi, model 

matematika dapat diterapkan untuk menjelaskan fenomena-fenomena transport 

dalam tubuh manusia. Tubuh manusia tersusun dari kumpulan sel-sel yang 

menyatu dan membentuk sebuah jaringan. Kumpulan dari jaringan-jaringan 

tersebut membentuk sebuah organ, untuk selanjutnya terbentuklah sistem organ. 

Sistem organ tersebut tersusun rapi, dan dalam melaksanakan tugasnya senantiasa 

saling bekerja sama, dalam surat Al-Infithaar/82 ayat 6-8 Allah berfirman : 



��

�

�	� ��
� ���������� ����� ����� ������� ��� �
�������
��	� ���������� �� ������� ��������� �� ������� �� �� ��������� ���

���
���!�� �������
 �� ����� ���� ����"����

Artinya : Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat 
durhaka) terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah. Yang telah menciptakan kamu 
lalu menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang. 
Dalam bentuk apa saja yang Dia kehendaki, Dia menyusun tubuhmu. (Q.S Al-
Infithaar/82: 6-8). 
 

Ayat ini menjelaskan betapa sempurna Allah menciptakan apapun yang 

Dia kehendaki, seperti halnya susunan tubuh manusia. Allah menyusun tubuh 

manusia dengan susunan yang sangat sempurna dengan anggota tubuh yang 

lengkap dan bentuk tubuh yang serasi, sesuai dengan fungsinya masing-masing. 

Sebagaimana firman Allah SWT dalam surat Al-Furqan/25 ayat 2, sebagai 

berikut: 

�# ���� �����$��
 �% ���&�' �� �� �������
� �� 	����������

Artinya:… Dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan 
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya (Q.S Al-Furqan/25:2). 
  
 

Salah satu organ terpenting dalam sistem tubuh manusia adalah jantung. 

Jantung adalah sistem yang kompleks yang dirancang untuk mengubah sinyal 

listrik menjadi kekuatan mekanik yang memompa darah ke seluruh tubuh. Jantung 

merupakan organ yang membutuhkan kegiatan yang terkoordinasi antara puluhan 

juta miosit individu untuk menghasilkan tekanan pompa yang cukup. Pemodelan 

matematika memegang peran penting dalam elektrofisiologi jantung. Pemodelan 

pada sistem konduksi jantung menjadi penelitian penting untuk mengetahui 

permasalahan-permasalahan yang timbul akibat gangguan jantung, seperti aritmia. 

Aritmia merupakan suatu kondisi dimana irama jantung abnormal, yakni jantung 
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berdenyut secara tidak teratur, bisa terlalu cepat atau terlalu lambat. Pada 

prinsipnya aritmia jantung terjadi karena adanya gangguan pada sistem konduksi 

listrik atau konsleting pada sistem denyut listrik di jantung. Aritmia jantung 

menjadi penyebab utama morbiditas dan kematian di negara-negara maju. 

Meskipun penelitian secara intensif telah dilakukan, akan tetapi mekanisme 

generasi, pemeliharaan dan penghentian aritmia masih belum jelas dipahami. 

Kemampuan untuk memprediksi, mencegah dan mengobati aritmia tetap menjadi 

tantangan ilmiah besar. Model komprehensip aktifitas listrik dari saluran ion 

jantung, pertama kali diformulasikan oleh Hodgkin & Huxley (1952). Model ini 

didasarkan pada formulasi matematika Hodgkin & Huxley, yang memungkinkan 

reproduksi arus makroskopis ionik. Pendekatan ini menghitung konduktansi dari 

suatu saluran ion tertentu sebagai fungsi dari peluang terbukanya saluran tiap 

gerbang dan konduktansi maksimum membran untuk ion tertentu (Trenor, dkk: 

2012). 

 Penyebaran aktivitas listrik dalam jaringan jantung dimodelkan dengan 

persamaan reaksi-difusi. Reaksi menunjukkan perilaku arus ion sebagai fungsi 

dari potensial membran, sedangkan difusi menunjukkan penyebaran arus dari satu 

sel ke sel lainnya. Berdasarkan (Zhao, dkk: 2006) persamaan diferensial parsial 

untuk konduksi pada jaringan jantung dideskripsikan oleh persamaan reaksi-difusi  

sebagai berikut : 

 

Dimana  menunjukkan koefisien difusi,  merupakan kapasitas membran,  

menunjukkan potensial membran, dan   Iion  adalah total kepadatan arus ion. 
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 Perilaku elektrofisiologi dalam jaringan jantung dapat dimodelkan dengan 

cara persamaan diferensial. Seringkali merupakan kombinasi dari persamaan 

diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Terdapat berbagai model sel 

jantung yang mempunyai sifat yang berbeda, termasuk kompleksitas model, dan 

tingkat kekakuan. Oleh karena itu, metode numerik diharapkan menjadi 

penyelesaian yang paling efisien untuk setiap model.  

Persamaan diferensial parsial melibatkan serangkaian kajian yang 

mendalam atas solusi analitik atau bahkan solusi numerik dari model yang 

dihadapi. Solusi analitik merupakan penentuan solusi yang terdefinisi atau sahih 

dalam sistem yang dihadapi. Penyelesaian secara analitik diperoleh dengan 

menggunakan perhitungan secara sistematis dan solusi yang diperoleh berupa nilai 

eksak. Dalam pembahasan solusi analitik, suatu persamaan diferensial parsial 

umumnya mengkaji masalah nilai awal dengan menggunakan d’Alembert’s 

Solution dan untuk masalah nilai batas menggunakan metode pemisahan variabel 

(Separation of Variable). Sehingga solusi analitik yang dimaksud harus terdefinisi 

dalam sistem atau pada batas-batas sistem. Akan tetapi solusi analitik bukanlah 

proses yang mudah karena melibatkan serangkaian prosedur yang rumit, oleh 

karena itu biasanya digunakan solusi numerik yang terkatagori sebagai prosedur 

yang masuk akal untuk dilalui oleh semua peneliti, terutama bagi mereka yang 

tidak terlalu mendalami prosedur matematik secara mendalam. Tetapi harus 

diingat bahwa solusi numerik adalah hanya solusi pendekatan, sehingga solusi 

analitik memegang kendali dalam mengontrol keakuratan dari solusi 

pendekatannya. Tetapi tidak dapat dipungkiri bahwa kadangkala ada beberapa 
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masalah dalam suatu model yang hampir tidak mungkin ditentukan solusi 

analitiknya (Munir, 2006). 

Penelitian ini ditekankan pada solusi analitik dan numerik yang melibatkan 

masalah nilai awal dan nilai batas dari persamaan reaksi-difusi, yang 

menggambarkan aktivitas elektrik jantung untuk memberikan pemahaman yang 

lebih baik dari aritmia jantung. Sehingga bisa digunakan sebagai panduan pasien 

tertentu dalam pemilihan strategi pengobatan yang paling efektif (Nash, dkk: 

2004). Selain itu, pengembangan dalam teknologi informasi mengenai masalah-

masalah yang disebabkan oleh gangguan jantung akan lebih membantu dunia 

kedokteran untuk menganalisis berbagai jenis penyakit jantung. 

Dari uraian di atas, maka penelitian ini menjadi penting untuk dilakukan 

karena akan sangat membantu pengamatan lebih lanjut terhadap persamaan 

reaksi-difusi. Oleh karena itu, peneliti menuangkan gagasan tersebut dalam skripsi 

ini dan memberi judul: ”Analisis Penyelesaian Analitik dan Numerik Persamaan 

Reaksi-Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

  Berangkat dari uraian di atas, maka dalam penelitian ini akan difokuskan 

pada masalah berikut: 

1. Bagaimana konstruksi persamaan difusi 2 dimensi? 

2. Bagaimana penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model  

konduksi jaringan jantung? 

3. Bagaimana penyelesaian  numerik persamaan reaksi-difusi pada model 

konduksi jaringan jantung? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

  Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:  

1. Mengetahui konstruksi persamaan difusi 2 dimensi. 

2. Mengetahui penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model 

konduksi jaringan jantung. 

3. Mengetahui penyelesaian numerik persamaan reaksi-difusi pada model 

konduksi jaringan jantung. 

 

1.4. Batasan Masalah 

  Adapun batasan yang diberikan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut:  

1. Analisis persamaan reaksi-difusi dibatasi pada model 2 dimensi 

2. Solusi Analitik menggunakan d’alembert Solution dengan mendefinisikan 

kondisi awal  untuk . 

3. Solusi Analitik menggunakan Separation of Variables dengan 

mendefinisikan kondisi batas  untuk setiap ,  

.  untuk setiap ,  .  

4. Solusi Numerik dengan menggunakan metode ADI (Alternating Direction 

implicit). 

5. Simulasi model jaringan dengan kondisi batas non-flux. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Diharapkan penelitian ini dapat dijadikan referensi dan dilanjutkan untuk 

ditemukan tindakan preventif dalam penentuan strategi pengobatan yang tepat 
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dalam dunia kedokteran khususnya berkenaan dengan penyakit yang disebabkan 

gangguan jantung. 

 

1.6  Metode Penelitian 

  Penelitian ini dilaksanakan dengan langkah-langkah sebagai berikut :  

1. Konstruksi persamaan difusi 2 dimensi. 

2. Menentukan solusi analitik dari model reaksi-difusi  

a) Solusi  nilai awal dengan menggunakan d’Alembert’s Solution. 

b) Solusi  nilai batas dengan menggunakan Separation of Variables. 

c) Menentukan solusi umum 

3. Menentukan solusi numerik persamaan reaksi-difusi  

a) Mentransformasikan persamaan reaksi-difusi ke bentuk persamaan 

diskrit dengan menggunakan metode ADI (Alternating Direction 

Implicit). 

b) Merancang model iterasi penyelesaian persamaan diferensial parsial 

model difusi. 

c) Mendefinisikan kondisi awal dan kondisi batas pada semua grid. 

d) Membuat matriks-matriks untuk menyelesaikan persamaan dengan 

menggunakan software MATLAB. 

e) Merancang algoritma pemrograman dari model iterasi yang telah 

dibuat untuk model difusi. 

4. Melakukan simulasi hasil program. 

5. Analisis dan pembahasan. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

 Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunakan sistematika 

penulisan yang terdiri dari 4 bab sebagai berikut: 

BAB I : PENDAHULUAN 

   Pada bab ini penulis memaparkan tentang latar belakang masalah, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat 

penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II : KAJIAN PUSTAKA 

   Pada bab ini penulis menjelaskan beberapa teori-teori yang berhubungan 

dengan penelitian, diantaranya adalah jantung dan matematika dalam Al-

Qur’an, dasar teoritik difusi pada model konduksi jaringan jantung, 

persamaan reaksi-difusi, kaidah umum penyelesaian analitik, deret 

Fourier, kaidah umum penyelesaian numerik, metode Crank-Nicholson, 

metode Von-Neumann, dan matriks tridiagonal. 

BAB III : PEMBAHASAN 

   Pada bab ini penulis menjelaskan tentang konstruksi persamaan difusi 2 

dimensi, penyelesaian analitik persamaan reaksi-difusi pada model 

konduksi jaringan jantung, dan penyelesaian numerik persamaan reaksi-

difusi pada model konduksi jaringan jantung. 

BAB IV : PENUTUP 

   Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yang diperoleh dari 

pembahasan yang dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan 

hasil penelitian ini. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Jantung dan Matematika dalam Al-Qur’an 

 Qalbu berasal dari Qalaba yang berarti berubah, berpindah, atau berbalik 

dan menurut Ibn Sayyidah berarti hati. Musa Asyari menyebutkan arti qalbu 

dengan dua pengertian, yang pertama pengertian fisik, yaitu segumpal daging 

yang berbentuk bulat panjang, terletak di dada sebelah kiri, yang sering disebut 

jantung. Sedangkan arti kedua yaitu, hakekat manusia yang dapat menangkap 

segala pengertian, berpengetahuan dan arif (Dimas, 2011). 

Dalam Al-Qur’an surat Al-Infithaar/82  ayat 6-8 Allah berfirman : 

� ������ ����������� ����������	�� ���	
 ��� �������� ���� � �������� 	�
� ���	

� ��		�	
��� �� 

�	
 
	� 	�

������� ��

�� �������� ��������� � ����� �� 
����������

Artinya : Hai manusia, apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat 
durhaka) terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah. Yang telah menciptakan kamu 
lalu menyempurnakan kejadianmu dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang. 
Dalam bentuk apa saja yang dia kehendaki, dia menyusun tubuhmu. 
 
 Manusia adalah makhluk yang indah bentuknya, sempurna ciptaannya, dan 

seimbang posturnya. Sungguh keajaiban-keajaiban yang terdapat pada penciptaan 

dirinya lebih besar daripada apa yang diketahuinya, dan lebih mengagumkan 

daripada apa saja yang dilihat di sekelilingnya. Keindahan, kesempurnaan, dan 

keseimbangan tampak pada bentuk tubuhnya. Juga pada keberadaan akal dan 

ruhnya, yang semuanya tersusun rapi dan sempurna di dalam dirinya. Di sana 

terdapat unsur-unsur kesempurnaan lagi tentang sifat organ-organ manusia dengan 

kelembutan dan keteraturannya (Quthb, 2001:198). 
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 Banyak persoalan di dunia yang sangat rumit untuk dipelajari atau bahkan 

dicari penyelesaiannya. Ilmu matematika hadir sebagai salah satu ilmu yang dapat 

mempelajari persoalan-persoalan yang membutuhkan penyederhanaan atau 

bahkan penyelesaian. Salah satunya adalah permasalahan tentang berbagai 

penyakit yang disebabkan oleh gangguan jantung. Pemodelan matematika hadir 

sebagai cabang ilmu matematika yang digunakan untuk menyelesaikan persoalan 

dengan membuat pemodelannya. Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Az 

Zumar/39 ayat 27 sebagaimana berikut: 

��
� 
 ������ �� ������� ���	�� ������	������� ���� � ����	����� �����
� ���� �!�� 	�
���� ��
� �� �� ����"�����

Artinya :”Sesungguhnya, telah Kami buatkan bagi manusia dalam Al Qur’an ini 
setiap macam perumpamaan supaya mereka dapat pelajaran”. 
 

 Dalam tafsir Al-Aisar dijelaskan bahwasanya Allah Ta’ala mengabarkan 

kepada orang-orang Arab untuk memberikan hidayah kepada mereka yang Allah 

membuatkan dalam Al-Qur’an perumpamaan tentang umat-umat terdahulu dalam 

masalah keimanan, pendustaan, kebaikan, kerusakan, keberhasilan, dan kerugian 

mereka. Dari ayat di atas dianjurkan bahwasanya, perlu dibuat suatu 

perumpamaan untuk menyederhanakan dalam menyelesaikan permasalahan atau 

untuk memberikan pemahaman dan petunjuk bagi orang-orang yang 

menginginkannya (Al-Jazairi, 2009:361-362). 

 Dalam penyelesaian berbagai model matematika, selain solusi numerik 

dikenal pula solusi analitik. Solusi ini merupakan solusi exact atau pasti, dalam 

arti solusi analitik sebagai pemegang kendali dari penyelesaian numerik. Solusi 

analitik melibatkan masalah nilai awal dan nilai batas di dalam prosedur 
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penyelesaiannya. Nilai awal merupakan nilai yang diberikan sebagai asumsi awal 

dalam prosedur penyelesaian, sedangkan nilai batas merupakan nilai yang 

digunakan untuk membatasi ruang lingkup persoalan yang diselesaikan. Sehingga 

solusi awal dan solusi umum persamaan diferensial parsial harus terdefinisi atau 

sahih di dalam atau pada batas sistem atau daerah. Membahas tentang nilai batas, 

Allah berfirman dalam surat Al-Baqarah/2 ayat 286 tentang batas kemampuan 

manusia sebagai berikut : 

�#��$ 	��
% ��������� ���� ����# ����	!	� �������� 	! 
������� ���� ������ �&�� ������ ����� �� ��� �� ������ �� ������#�� ��  � 	!��'!"�

� �����()"� #*�$������� %� 
# $	������ �� ������# �����	+ �$
"�� �(�) ������&��� ���� 	+ ���,'- � %�	+ 	%�� �. ����/0 	�
� ����	��

� �(�� ��
1���� �(�� ����# ������ %� 	�+	$ !"������#�
2 
1�
&���� 
�3	-���(��$ �� �������� �����	� ���� ���� �� 
���(�+ 	%�� ���������� ���

� �(�
�� ���� ����)'� ��

�� �. ���	4 ��
� � ����/0*�	����� ����"������

Artinya:  Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan 
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan 
ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya 
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya 
Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat 
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan 
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami 
memikulnya. beri ma'aflah Kami; ampunilah Kami; dan rahmatilah kami. 
Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami terhadap kaum yang kafir." 
 

Penekanan tentang batas kemampuan manusia terletak pada awal ayat yaitu,  

�#��$ 	��
% ����������� ������#���� 	!	� ������ 

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan 
kesanggupannya 
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Dalam Tafsir al-Maragi kata at-Takliif ( ������ ) diartikan kewajiban yang 

mempunyai beban atau bobot dan kata al-Wus’u ( �	�
�� )� diartikan batas kekuatan 

manusia tanpa menyusahkan atau merepotkan dirinya. Oleh karena itu dikatakan 

bahwa ayat ini menerangkan bahwa Allah tidak membebani seorang melainkan 

hanya sebatas kemampuannya, yang mungkin dilakukan olehnya (Al-Maragi, 

1974: 143-148). 

Dalam Tafsir al-Qurthubi lebih lengkap dijelaskan bahwa kata at-Takliif ( 

������ ) (pembebanan) adalah suatu yang memberatkan seseorang. Terbebani 

sesuatu artinya adalah menanggung atau menahan beban terebut. Makna ini 

disampaikan oleh Al Jauhari. Sedangkan kata ��	� adalah kesungguhan, 

kemampuan dan kesanggupan. Sehingga pada ayat ini dijelaskan bahwasanya 

Allah memberitahukan bahwa dari awal diturunkannya ayat pertama, hamba-

hamba-Nya tidak pernah dibebani dengan suatu ibadah, entah ini yang dilakukan 

dengan anggota badan yang terlihat ataupun yang tidak terlihat, kecuali 

pembebanan itu masih dapat dilakukan oleh mereka. Untuk kata ���� , sebenarnya 

kata ini memerlukan dua objek (maf’ul) sekaligus, namun pada ayat ini salah satu 

objek tersebut tidak disebutkan. Perkiraan yang seharusnya adalah Allah SWT 

tidak membebani seseorang dengan ibadah ataupun yang lainnya. Karena Allah 

dengan kenikmatan dan kasih sayang-Nya kepada hamba-Nya (Al-Qurthubi, 

2008: 959-956). 

Dari paparan di atas, maka dapat dilihat bahwa ada  korelasi antara ayat 

286 dari surah Al-Baqarah yang membahas tentang batas kemampuan manusia 

dengan bahasan masalah nilai batas pada matematika. Suatu permasalahan pada 

matematika, tidak akan dapat diselesaikan tanpa adanya batasan. Karena 
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interpretasinya akan sulit diperoleh jika permasalahan tersebut tidak terdefinisi 

dengan jelas. Begitu juga dengan manusia, Allah memberikan ujian sesuai  

dengan kemampuannya karena jika tidak terdefinisi dengan jelas dalam artian 

tidak diketahui dengan jelas karena telah sampai pada batas kemampuan manusia, 

maka ujian tersebut akan sulit untuk diselesaikan. 

 

2.2 Dasar Teoritik Difusi pada Model Konduksi Jaringan Jantung 

Persamaaan Diferensial Parsial (PDP) merupakan persamaan  diferensial 

yang menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap 

satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984:4). Mekanika fluida dan mekanika 

padat, transfer panas, teori elektromagnetik dan berbagai bidang fisika lainnya 

penuh dengan masalah-masalah yang harus dimodelkan dengan persamaan 

diferensial parsial.  

Dewasa ini penerapan PDP telah berkembang pada sistem kardiovaskuler. 

Model matematika dari aktivitas listrik di jaringan jantung menjadi alat yang 

penting dalam pembelajaran aritmia jantung. Aktifitas listrik bertanggungjawab 

untuk kontraksi periodik dan siklus relaksasi dari jantung yang mendorong darah 

ke seluruh tubuh. Oleh karena itu, aktifitas listrik sangat penting untuk jantung 

melakukan fungsinya (Dean, 2009). 

Berdasarkan (Zhao, dkk: 2006) persamaan diferensial parsial untuk model 

konduksi jaringan jantung dideskripsikan dengan persamaan reaksi-difusi berikut : 

          (2.1) 

dimana : 
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    = koefisien difusi  

     = kapasitas membran 

     = potensial membran 

   Iion = total kepadatan arus ion 

Model seperti ini disebut sebagai model reaksi-difusi. Reaksi menunjukkan 

perilaku arus ion sebagai fungsi dari potensial membran. Sedangkan difusi 

menunjukkan penyebaran arus dari satu sel ke sel lainnya (Potse, 2007). 

 

2.2.1 Dasar Teori Persamaan Reaksi-Difusi  

 Dalam ilmu Biologi, difusi diartikan sebagai proses perpindahan molekul 

dari konsentrasi tinggi ke konsentrasi yang lebih rendah atau penyebaran molekul 

zat dari konsentrasi (kerapatan) tinggi ke konsentrasi rendah, tanpa menggunakan 

energi sel. Difusi merupakan transport pasif. Transport pasif adalah salah satu 

cara perpindahan molekul atau ion tanpa menggunakan energi sel melewati 

membran. Pada proses transport pasif, senyawa yang berdifusi diikat oleh suatu 

senyawa lain yang terdapat dalam membran, kemudian diangkut ke pihak lain dan 

dilepaskan lagi dalam bentuk senyawa semula (Poedjiadji, 1994:198). Sebagai 

contoh, setetes parfum akan menyebar ke seluruh ruangan (difusi gas di dalam 

medium udara), molekul dari sesendok gula akan menyebar ke seluruh volume air 

di gelas meskipun tanpa diaduk (difusi zat padat di dalam medium air), hingga 

kerapatan zat tersebut merata. 

 Difusi dapat terjadi karena gerakan acak kontinu yang menjadi ciri khas 

semua molekul yang tidak terikat dalam suatu zat padat. Tiap molekul bergerak 
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secara lurus sampai ia bertabrakan dengan molekul lainnya. Pada setiap tabrakan 

molekul terpental dan melaju ke arah lain. Hal ini yang menyebabkan gerakan 

acak dari molekul tersebut. Kecepatan difusi zat melalui membran sel tidak hanya 

tergantung pada gradien konsentrasi, tetapi juga pada besar, muatan, dan daya 

larut dalam lipid dari pertikel-partikel tersebut (Kimball, 1983:122-123). 

 Hukum pertama Fick tentang difusi yang dikemukakan oleh ilmuan 

Jerman, Adolph Fick menyatakan bahwa fluks materi (jumlah partikel per satuan 

luas per satuan waktu) sebanding dengan gradien rapatan pada suatu titik (Atkins, 

1999:288). 

 Dalam hal perumusan masalah difusi pada kasus berikut, maka dapat 

diperhatikan Gambar 2.1 dibawah ini: 

 

 

 

 

Gambar  2.1 Penampang Lintang Difusi 

 Lempengan tipis dengan luas penampang lintang A dan tebal dari  sampai 

. Dimisalkan konsentrasi  pada watu  adalah . Jumlah mol partikel yang 

memasuki lempengan persatuan waktu adalah , sehingga kenaikan konsentrasi 

di dalam lempengan (yang volumenya ) yang disebabkan oleh fluks dari kiri 

adalah: 
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 Terdapat pula aliran keluar melalui jendela kanan. Fluks melalui jendela 

itu adalah , dan perubahan konsentrasi yang dihasilkan: �

 

Sehingga laju perubahan konsentrasi dinyatakan dalam bentuk: 

 

Setiap fluks sebanding dengan gradien konsentrasi pada jendela. Dengan 

menggunakan hukum pertama Fick, dapat ditulis: 

 

 

 

Jika digantikan hubungan ini ke dalam ungkapan untuk laju perubahan 

konsentrasi dalam lempengan, maka diperoleh bentuk umum persamaan difusi 

sebagai berikut: 

 

Persamaan di atas disebut sebagai hukum kedua Fick tentang difusi. Pada tahap 

ini sudah diketahui bahwa  merupakan fungsi dari  dan  dan turunannya 

dituliskan sebagai turunan parsial. 

 Sedangkan laju atau kecepatan reaksi adalah perubahan konsentrasi 

pereaksi atau produk dalam suatu satuan waktu. Laju suatu reaksi dapat 

dinyatakan sebagai laju berkurangnya konsentrasi suatu pereaksi, atau laju 
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bertambahnya konsentrasi suatu produk. Laju reaksi R ditunjukkan sebagai 

berikut: 

 

 Persamaan reaksi-difusi merupakan salah satu anggota kelas dalam 

persamaan diferensial parsial, karena melibatkan turunan parsial dari fungsi 

banyak variabel. Untuk menyelesaikan persamaan reaksi-difusi diperlukan 

beberapa kondisi awal dan kondisi batas. Kondisi awal merupakan nilai awal 

konsentrasi atas domain dari masalah, sedangkan kondisi batas merupakan elemen 

baru. Secara umum, akan ada kondisi khusus pada perbatasan dari domain. 

Misalnya, dalam sistem kimia, batas biasanya mewakili dinding dari wadah. 

Tembok-tembok yang kedap bahan kimia, jadi diperlukan suatu kondisi yang 

mengatakan bahwa bahan kimia tidak dapat bocor melalui dinding. Kondisi batas 

seperti ini disebut kondisi batas non-fluks. Secara matematis kondisi batas non-

fluks dinyatakan sebagai berikut: 

 

dimana  merupakan vektor normal terhadap perbatasan. 

 

2.2.2 Sistem Konduksi Jantung 

 Tubuh manusia diibaratkan suatu jaringan listrik yang kompleks. Di 

dalamnya terdapat pembangkit lokal seperti jantung, otak dan ginjal. Juga terdapat 

rumah-rumah pelanggan berupa sel-sel otot. Untuk dapat mengalirkan listrik ini 

diperlukan ion-ion yang akan mengantarkan perintah dari pembangkit ke rumah-

rumah pelanggan. Ion-ion ini disebut sebagai elektrolit. Ada dua tipe elektrolit 

yang ada dalam tubuh, yaitu kation (elektrolit bermuatan positif) dan anion 
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(elektrolit bermuatan negatif). Beberapa contoh kation dalam tubuh adalah 

Natrium (Na+), Kalium (K+), Kalsium (Ca2+), Magnesium (Mg2+), sedangkan 

anion adalah Klorida (Cl-), SO4-. 

Jantung merupakan organ vital yang berfungsi untuk memompakan darah 

ke seluruh tubuh. Di dalam otot jantung terdapat jaringan khusus yang dapat 

menghantarkan aliran listrik. Jaringan tersebut mempunyai sifat-sifat yang khusus 

yaitu sebagai berikut: 

Otomatisasi  : kemampuan menghasilkan impuls secara spontan 

Ritmisasi      : pembangkitan impuls yang teratur 

Konduktifitas   : kemampuan untuk menyalurkan impuls 

Daya rangsang  :kemampuan untuk menanggapi stimulasi 

Berdasarkan sifat-sifat tersebut di atas, maka secara spontan dan teratur jantung 

akan menghasilkan impuls-impuls yang disalurkan melalui sistem hantar untuk 

merangsang otot jantung dan bisa menimbulkan kontraksi otot (Hasgur, 2010). 

 Kontraksi sel otot jantung terjadi karena adanya potensial aksi yang 

dihantarkan sepanjang membran sel otot jantung. Potensial aksi merupakan 

peristiwa penjalaran impuls listrik yang telah melewati ambang batas (treshold) 

pada sel saraf maupun sel-sel otot untuk mengantarkan sinyal atau memulai 

kontraksi. 

 

2.2.3 Arus Ion yang Mempengaruhi Aktivitas Listrik di Jantung 

 Aktifitas listrik jantung disebabkan pergerakan ion melalui saluran ion. 

Sedangkan pergerakan ion disebabkan perbedaan konsentrasi di dalam dan di luar 

sel. Membran sel dimodelkan sebagai kapasitor yang terhubung secara paralel 
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dengan variabel resistensi dan baterai mewakili arus dan pompa ionik yang 

berbeda. Jaringan jantung dapat dimodelkan dengan sistem persamaan diferensial 

parsial sebagai berikut : 

 

Dimana  merupakan potensial membran,  menunjukkan waktu,  

menunjukkan kapasitas membran,  merupakan koefisien 

difusi, sedangkan  merupakan jumlah dari semua arus ion dalam membran 

(Panvilov dan Alonso, 2007). Nilai negatif untuk  menunjukkan bahwa 

terdapat aliran elektron ke dalam sehingga potensial memiliki turunan positif dan 

potensial meningkat. Sedangkan nilai positif untuk  menunjukkan bahwa 

terdapat aliran elektron yang keluar sehingga mempunyai turunan negatif dan 

potensial menurun (Dean, 2009). 

 Dengan menggunakan model Luo-Rudy fase 1 (LR1),  didefinisikan 

sebagai total dari 6 arus ion sebagaimana berikut : 

  =       

Dimana :  = fast sodium current 

      = slow inward (largely) calcium current 

          = time dependent potassium current 

        = second time independent potassium current 

        = plateau potassium current 

         = time independent background current 
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2.3 Persamaan Reaksi-Difusi 

2.3.1 Persamaan Reaksi-Difusi sebagai Persamaan Diferensial Parsial Linier 

Secara umum, Persamaan diferensial parsial (PDP) diklasifikasikan 

menjadi PDP linier dan tak linier. Bentuk umum PDP linier tingkat dua dengan 

dua variabel bebas sebagai berikut: 

         (2.2) 

dengan A, B, C, D, E, F dan G bisa merupakan fungsi dari variabel x dan y dan 

variabel tidak bebas u.  

Linieritas dari PDP ditentukan oleh fungsional dari koefisien 

. Jika koefisien-

koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas, 

 maka PDP tersebut adalah linier (Zauderer, 2006: 66). Jika 

koefisien-koefisiennya merupakan fungsi dari turunan pertama dan kedua 

, maka PDP tersebut adalah non linier 

(Zauderer, 2006:102). Untuk lebih jelasnya perhatikan beberapa PDP berikut: 

a.    (Persamaan diferensial parsial linear) 

b.   (Persamaan diferensial parsial linear) 

c.   (Persamaan diferensial parsial nonlinear) 

d.   (Persamaan diferensial parsial nonlinear) 
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Dari penjabaran di atas, maka persamaan reaksi-difusi (2.1), merupakan 

persamaan diferensial parsial linier karena koefisien-koefisien dari persamaan 

tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas. 

2.3.2 Orde Persamaan Diferensial Parsial Reaksi-Difusi 

Orde suatu persamaan diferensial adalah derajat atau pangkat tertinggi dari 

turunan yang muncul dalam persamaan (Waluya, 2006:3). Persamaan diferensial 

parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi 

dari variabel terikatnya adalah satu. Bentuk umum persamaan diferensial parsial 

linier dan nonlinier berorde satu adalah: 

                             (2.3)  

dimana a, b, c, dan d adalah fungsi dan di setiap titik  merupakan vektor 

 yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.3) dapat ditulis 

dalam bentuk : 

  

dimana  dan  (Zauderer, 2006:63). 

Demikian halnya dengan persamaan diferensial parsial dengan dua 

variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde m   jika turunan 

tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m. Bentuk umum 

persamaan diferensial parsial linear dan non linear berorde dua, tiga, empat dan 

berorde n berturut-turut sebagai berikut: 

a. Persamaan diferensial persial linier orde dua dengan varaiabel  
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b. Persamaan diferensial persial linier orde tiga dengan varaiabel  

 

c. Persamaan diferensial persial linier orde empat dengan varaiabel  

 

 

 

d. Persamaan diferensial persial linier orde  dengan varaiabel  

 

(Zauderer, 2006: 137). 

Dari penjabaran  di atas diketahui bahwa persamaan reaksi-difusi (2.1) 

merupakan persamaan diferensial orde dua karena turunan tertinggi dari variabel 

terikatnya adalah dua, yaitu . 

 

2.3.3 Persamaan Difusi 2D sebagai Persamaan Diferensial Parsial Eliptik  

 Berdasarkan tipe-tipenya persamaan diferensial parsial (PDP) terdiri dari 

tiga tipe yaitu, hiperbolik, parabolik, dan eliptik. 

a. Persamaan Hiperbolik 
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Suatu persamaan disebut sebagai persamaan hiperbolik apabila 

 Persamaan hiperbolik biasanya berhubungan dengan getaran, 

atau permasalahan dimana terjadi ketidak-kontinuan (discontinue) dalam 

waktu, seperti gelombang kejut yang terjadi ketidak-kontinuan dalam 

kecepatan, tekanan dan rapat massa. Penyelesaian dari persamaan hiperbolik 

mirip dengan penyelesaian persamaan parabolik, yaitu memerlukan kondisi 

awal dan batas (Triatmodjo, 2002: 200). Misalnya pada tipe hiperbolik, 

ditentukan persamaan diferensial parsial homogen: 

 

dengan kondisi batas: 

 

 

dan kondisi awal: 

. 

dengan memisalkan , maka persamaan diferensial parsial 

di atas akan menjadi bentuk . Selanjutnya dihasilkan 

, dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di 

atas, yaitu  (Zauderer, 2006:180-183). 

Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe hiperbolik adalah persamaan 

gelombang, sebagai berikut: 
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dengan y adalah perpindahan vertikal (fluktuasi) pada jarak x pada ujung tali 

yang bergerak, yang mempunyai panjang L sesudah waktu t. Oleh karena nilai 

y pada ujung-ujung tali biasanya diketahui untuk semua waktu (kondisi batas) 

dan bentuk serta kecepatan tali diketahui pada waktu nol (kondisi awal), maka 

penyelesaian persamaan adalah yaitu menghitung y pada x dan t tertentu 

(Triatmodjo,  2001:201-202). 

 

b. Persamaan Parabolik 

Suatu persamaan disebut persamaan parabolik apabila . 

Persamaan parabolik merupakan persamaan yang bergantung waktu (tidak 

permanen). Penyelesaian persamaan tersebut memerlukan kondisi awal dan 

kondisi batas. Misalnya pada tipe parabolik, kita tentukan persamaan 

diferensial parsial sebagai berikut: 

     

dengan kondisi batas dan kondisi awal sebagai berikut: 

  

dengan memisalkan , maka persamaan diferensial parsial 

di atas akan menjadi bentuk . Selanjutnya dihasilkan 

, dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di 

atas, yaitu  (Zauderer, 2006:180-183). 

Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe parabolik adalah 

persamaan perambatan panas yaitu:  

 



26 
 

dimana pada persamaan tersebut T merupakan temperatur, K adalah kofisien 

konduktifitas, t adalah waktu dan x adalah jarak. Penyelesaian persamaan ini 

adalah mencari temperatur T di lokasi (titik) x dan setiap waktu t (Triatmodjo, 

2002:201). 

c. Persamaan Eliptik 

Suatu persamaan disebut persamaan eliptik apabila . 

Persamaan eliptik pada umumnya berhubungan dengan masalah 

keseimbangan atau kondisi permanen (tidak tergantung waktu), dan 

penyelesaiannya memerlukan kondisi batas di sekeliling daerah tinjauan 

(Triatmodjo, 2002:200). Misalnya pada tipe eliptik, ditentukan persamaan 

diferensial parsial sebagai berikut: 

     

Kondisi batas dan kondisi awal adalah: 

 ;  

dengan memisalkan  maka persamaan diferensial parsial 

di atas akan menjadi bentuk . Selanjutnya dihasilkan 

 dan dihasilkan pemisahan variabel dari persamaan di 

atas, yaitu  (Zauderer, 2006:180-183). 

 Contoh persamaan diferensial parsial dengan tipe eliptik adalah persamaan 

Poisson, sebagai berikut: 

 

dan persamaan Laplace: 



27 
 

 

Persamaan ini umumnya berhubungan dengan masalah-masalah 

keseimbangan atau aliran permanen, seperti aliran air tanah di bawah 

bendungan karena adanya pemompaan, defleksi plat karena adanya 

pembenaran, dan sebagainya (Triatmodjo, 2002:201). 

 Dari penjabaran di atas diketahui bahwa persamaan reaksi-difusi (2.1) 

merupakan persamaan diferensial tipe eliptik karena . Untuk 

mengetahuinya yaitu dengan mensubstitusikan persamaan (2.1) sehingga 

diperoleh: 

  

  

   

maka dapat dinyatakan:  

  

Jadi, persamaan reaksi-difusi (2.1) merupakan persamaan diferensial tipe 

eliptik. 

 

2.4 Kaidah Umum Penyelesaian Analitik Persamaan Diferensal Parsial 

Penyelesaian analitik model matematika adalah penyelesaian yang didapat 

dari prosedur aljabar terhadap persamaan dasar sehingga didapat suatu 

penyelesaian yang berlaku untuk setiap titik dalam domain yang menjadi 

perhatian (Munir, 2006). 
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  Dalam penyelesaian persamaan diferensial parsial dikenal istilah 

penyelesaian umum dan penyelesaian khusus. Penyelesaian umum  adalah suatu 

penyelesaian yang terdiri dari sejumlah fungsi bebas sembarang yang jumlahnya 

sesuai dengan orde persamaannya. Sedangkan penyelesaian khusus adalah 

penyelesaian yang bisa didapatkan dari penyelesaian umumnya dengan pilihan 

khusus dari fungsi sebarang (Spiegel, 1983:2). Sebagai contoh 

 merupakan penyelesaian dari persamaan 

. Penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian umum karena 

terdiri dari dua fungsi bebas sembarang yaitu F(x) dan G(y).  

Untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari persamaan diferensial 

parsial dengan nilai awal, maka harus ditentukan terlebih dahulu adalah  

penyelesaian masalah nilai awal dengan menggunakan metode  d’Alembret’s 

Solution. Kemudian menentukan penyelesaian masalah nilai batas, jika diberikan 

syarat batas yang salah satu metode penyelesaiannya menggunakan metode 

pemisahan variabel. Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persamaan 

diferensial parsial dan semua penyelesaian yang memenuhi syarat yang 

dinamakan syarat batas (Spiegel, 1983:276).  

Misal persamaan diferensial linier orde dua 

        (2.4) 

dimana koefisien-koefisien  dan fungsi  merupakan 

fungsi-fungsi yang kontinu di dalam selang  dengan  di 

dalam selang ini. Menentukan penyelesaian  dari persamaan diferensial (2.4) 

pada sebuah titik  di dalam selang  dan memenuhi dua syarat 

awal yang diberikan 
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  dan        (2.5) 

merupakan suatu masalah nilai awal (MNA). Dalam banyak MNA variabel bebas 

x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakan waktu,  menyatakan 

waktu awal dan  dan  menyatakan syarat awal. Bila variabel x bebas 

merupakan variabel yang menyatakan tempat (space variable), maka mencari 

suatu penyelesaian  dari persamaan diferensial yang memenuhi syarat pada 

titik akhir dari selang  

  dan        (2.6) 

dengan  A dan B dua buah konstanta, disebut syarat batas. Persamaan diferensial 

(2.5), bersama-sama dengan syarat batas (2.6), merupakan suatu masalah nilai 

batas (MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhir dapat sangat berbeda-beda 

(Finizio dan Ladas, 1982: 244).  

 Beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi, 

yaitu: 

1. Kondisi batas Separated 

  

2. Kondisi batas Dirichlet 

   

yang mana nilai eigennya , dimana  dan fungsi 

eigennya adalah: 

 

dimana  adalah konstanta tidak nol. 

3. Kondisi batas Neumann 
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yang mana nilai eigennya , dimana  dan fungsi 

eigennya adalah: 

 

dimana  adalah konstanta tidak nol. 

4. Kondisi batas periodik 

     

yang mana nilai eigennya , dimana  dan fungsi 

eigennya adalah: 

    

dimana  dan  adalah konstanta tidak nol untuk keduanya. 

Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas yang khusus digunakan 

pada nilai batas (Nagle dan Saff, 1996:612). 

 Solusi nontrivial dalam masalah nilai batas, biasa disebut dengan nilai 

eigen (eigen value). Nilai eigen sangat penting dalam mencari solusi persamaan 

diferensial parsial dengan menggunakan metode pemisahan variabel (separation 

of variable) (Nagle dan Saff, 1996:615). 

  Berikut ini diberikan ilustrasi penerapan prosedur analitik untuk 

persamaan Laplace dua dimensi, yaitu: 

         (2.7) 

dengan kondisi batas: 

           (2.8) 

           (2.9) 
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misal: 

 

maka  dan .      (2.10) 

Substitusi persamaan (2.10) ke persamaan (2.9), sehingga menghasilkan: 

 .        

(2.11) 

Pemisahan variabel dari persamaan (2.11) adalah: 

 

atau  

           (2.12) 

          (2.13) 

dimana K adalah konstanta tidak nol. 

 Dengan mengkombinasikan kondisi batas (2.8) dan persamaan (2.12) 

maka: 

       (2.14) 

untuk menyelesaiakan persamaan (2.14) maka dibawa ke bentuk persamaan 

diferensial biasa  

 Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus, yaitu: 

1. Kasus 1 : Jika , maka akar-akarnya adalah . Maka solusi umum 

dari persamaan (2.14) adalah:�

� � � � � � ��(2.15)�

Untuk menentukan  dan  maka dikombinasikan dengan kondisi 

batasnya sehingga: 
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sehingga diperoleh: 

             (2.16) 

Sedangkan untuk , adalah: 

        (2.17) 

substitusikan persamaan (2.16) ke persamaan (2.17), maka diperoleh: 

  

         (2.18) 

dari persamaan (2.18) diperoleh dua kesimpulan, yaitu: 

 atau  

Dalam kasus ini dipilih  dan  maka: 

  

sehingga dapat dinyatakan: 

  

karena  maka  sehingga  sehingga tidak ada 

solusi nontrivial untuk  

2. Kasus 2: Jika , maka akar-akarnya adalah kembar, sehingga solusi 

umum dari persamaan (2.14) adalah: 

        (2.19) 

untuk menentukan  dan  maka dikombinasikan dengan kondisi batasnya 

, sehingga diperoleh: 
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maka didapatkan: 

           (2.20) 

Sedangkan untuk , adalah: 

       (2.21) 

substitusikan persamaan (2.20) ke persamaan (2.21), maka didapatkan: 

 

sehingga: 

           (2.22) 

Karena , maka tidak ada solusi nontrivial untuk  

3. Kasus 3: Jika . Maka akar-akarnya adalah . Maka solusi umum 

dari persamaan (2.14) adalah: 

       (2.23) 

Untuk menentukan  dan  maka dikombinasikan dengan kondisi batasnya 

, sehingga diperoleh: 

 

maka didapatkan: 

.           (2.24) 

Sedangkan untuk , maka diperoleh: 

       (2.25) 

substitusikan persamaan (2.24) ke persamaan (2.25), maka didapatkan: 

 

dari persamaan di atas diperoleh dua kesimpulan yaitu: 

 atau . 
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 hanya berlaku ketika  atau , 

dengan   

maka solusi nontrivial nya adalah: 

 

dimana  adalah konstan. 

Karena  maka penyelesaian untuk  adalah: 

         (2.26) 

sehingga: 

 

dimana (untuk fungsi trigonometri) dapat ditulis dalam bentuk: 

,     (2.27) 

untuk  dimana  dan  adalah konstanta. 

Untuk kondisi batas , apabila  maka persamaan (2.27) 

menjadi: 

,  dan       (2.28) 

dengan  

Dari persamaan (2.28) asumsikan  dan  Substitusikan 

asumsi tersebut ke persamaan (2.26) dan (2.27), maka menghasilkan solusi: 

  

  

     

dimana  adalah konstanta. Sehingga didapatkan solusi umum yaitu: 
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2.5 Deret Fourier 

 Deret Fourier adalah suatu deret fungsi-fungsi trigonometri. Misalkan 

didefinisikan fungsi  pada selang , maka deret Fourier dari  

adalah: 

 

dengan koefisien Fourier: 

 

 

 

untuk setiap  (Soehardjo, 1996). 

 Adapun deret Fourier ganda dari fungsi  pada interval  

dan  adalah sebagai berikut: 

 

 

 

dengan koefisien-koefisien Fouriernya sebagai berikut: 
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(Soehardjo, 1996). 

 

2.6 Kaidah Umum Penyelesaian Numerik Persamaan Diferensial Parsial 

 Metode numerik merupakan teknik untuk menyelesaikan permasalahan-

permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara operasi hitungan 

(arithmetics) (Triatmodjo, 2002:1). Metode artinya cara, sedangkan numerik 

artinya angka. Jadi metode numerik secara harfiah berarti cara berhitung dengan 

menggunakan angka-angka. 

 Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode analitik terletak 

pada dua hal. Pertama, solusi dengan menggunakan metode numerik selalu 

berbentuk angka. Berbeda dengan metode analitik yang biasanya menghasilkan 

solusi dalam bentuk fungsi matematik yang selanjutnya fungsi matematik tersebut 

dievaluasi untuk menghasilkan nilai dalam bentuk angka. Kedua, metode numerik 

hanya memperoleh solusi yang menghampiri atau mendekati solusi sejati 

sehingga dinamakan solusi hampiran namun solusi hampiran dapat dibuat seteliti 

mungkin. Solusi hampiran jelas tidak tepat sama dengan solusi sejati, sehingga 

ada selisih antara keduanya. Selisih inilah yang disebut dengan galat (error) 

(Munir, 2006). 
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 Secara garis besar model matematis dapat dibagi menjadi dua bagian yaitu 

persamaan aljabar dan persamaan diferensial. Model matematis yang sering 

muncul adalah bentuk persamaan diferensial yang mana salah satu konsep 

penyelesaiannya menggunakan metode beda hingga (finite difference) (Sasongko, 

2010:61). 

 Metode beda hingga adalah metode yang memanfaatkan deret Taylor 

untuk mendekati nilai turunannya (Triatmodjo, 2001:11). Pendekatan turunan 

menggunakan rumusan beda hingga dapat dilakukan dari kiri, kanan, dan tengah 

yang akan digunakan untuk menentukan nilai fungsi pada titik tertentu yang 

dikenal dengan beda maju, beda mundur dan beda tengah (Ross, 1984). 

a) Metode Beda Maju (forward finite differences) 

Beda hingga maju didefinisikan sebgai berikut: 

 

Pada metode beda hingga maju, informasi pada titik hitung i dihubungkan 

dengan titik hitung i+1 yang berbeda di depannya, seperti gambar berikut 

ini: 

 

Gambar 2.2. Metode Beda Hingga Maju 

dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga maju 

bisa ditulis sebagai berikut: 
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Metode beda hingga maju terhadap ruang: 

 atau   

dengan   

Metode beda hingga maju terhadap waktu: 

 atau   

dengan  

 

b) Metode Beda Mundur (backward finite differences) 

Beda hingga mundur didefinisikan sebagai berikut: 

 

Pada metode beda hingga mundur, informasi pada titik hitung  

dihubungkan dengan informasi pada titik hitung  yang berada di 

belakangnya, seperti gambar berikut ini: 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3. Metode Beda Hingga Mundur 

dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga mundur 

dapat ditulis sebagai berikut: 

Metode beda hingga mundur terhadap ruang: 

 atau  
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dengan  

Metode beda hingga mundur terhadap waktu: 

   atau   

dengan  

c) Metode Beda Pusat (center finite differences) 

Beda hingga pusat didefinisikan sebagai berikut: 

  atau   

Berikut gambar dari metode beda hingga pusat: 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4. Metode Beda Hingga Pusat 

Beda hingga terhadap ruang derivasi kedua: 

 

 

 

untuk  maka: 

 

untuk  maka: 
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Sedangkan untuk beda hingga pusat terhadap waktu adalah sebagai 

berikut: 

,     atau   

dengan  

 

2.7 Metode Crank-Nicholson 

 Pandang persamaan perambatan panas yang mempunyai bentuk berikut: 

       (2.29) 

Dengan adalah temperatur,  adalah koefisien konduktifitas,  adalah waktu 

dan  adalah jarak (ruang). Dalam skema eksplisit, ruas kanan dari persamaan 

(2.29) ditulis untuk waktu . Dalam skema implisit, ruas kanan dari persamaan 

tersebut ditulis untuk waktu . Dalam kedua skema tersebut diferensial 

terhadap waktu ditulis dalam bentuk: 

 

yang berarti diferensial terpusat terhadap waktu . Skema Crank-Nicholson 

menulis ruas kanan dari persamaan (2.29) pada waktu yang merupakan nilai 

rerata dari skema eksplisit dan implisit. 

 Turunan kedua fungsi terhadap  adalah: 

  

dengan menggunakan skema di atas, maka persamaan (2.29) dapat ditulis: 
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Suku kedua ruas kanan dari persamaan di atas menghasilkan bentuk 

persamaan implisit. Kelebihan dari skema ini adalah bahwa untuk nilai  

tertentu kesalahan pemotongan pada suku dalam  adalah lebih kecil daripada 

dalam skema implisit dan eksplisit (Triatmodjo, 2001:222). 

 

 

2.8 Metode Von Neumann untuk Memeriksa Kestabilan PDP 

 Pendekatan secara numerik untuk suatu model persamaan diferensial 

parsial dikerjakan dengan metode beda hingga maupun metode elemen hingga. 

Kedua metode ini memegang tiga konsep dasar yaitu, stabilitas, kekonsintenan, 

dan kekonvergenan skema numeriknya. Stabilitas dimaksudkan bahwa solusi 

tidak sensitif terhadap perubahan sekecil apapun pada data awalnya. 

Kekonsistenan berarti bahwa persamaan beda adalah pendekatan terbaik suatu 

persamaan diferensial parsial. Kekonvergenan berarti penyelesaian numerik 

mendekati penyelesaian analitik dengan tingkat dan besar kesalahan sekecil-

kecilnya (Flaherty). 

 Salah satu tujuan digunakannya stabilitas Neumann adalah untuk 

menunjukkan bahwa skema Crank-Nicholson adalah stabil. Pandang persamaan 

perambatan panas (2.29) sebagai berikut: 

 

maka persamaan (2.29) dapat di ubah dalam bentuk: 
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dengan  

 

dengan asumsi  dan menggunakan  

maka diperoleh: 

 

sehingga didapatkan: 

 

dapat dilihat bahwa  untuk semua frekuensi ( ), sehingga skema ini 

adalah stabil (Davidson, 2011). 

 

2.9 Matrik Tridiagonal 

  Matriks tridiagonal adalah matriks bujursangkar yang seluruh elemen 

bukan 0 (nol) berada di sekitar elemen diagonal, sementara elemen lainnya 

bernilai 0 (nol). Sebagi contoh diberikan matriks  sebagai berikut 

 

 Salah satu algoritma yang digunakan dalam penyelesaian bentuk matriks 

adalah algoritma Thomas. Algoritma Thomas sangat cocok untuk menyelesaikan 

persamaan linier simultan yang dapat dibentuk menjadi matriks tridiagonal. 

Algoritma proses dekomposisi Thomas: 

1. Mendapatkan matiks [L] dan [U] 

2. Menyelesaikan [L]{y}={b} 
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3. Menyelesaikan [U]{x}={z} 

Berdasarkan sistem persamaan linier (SPL): 

  

  

  

  

   

         (2.29) 

dengan mengunakan notasi matriks, sistem persamaan di atas (2.29) dapat 

dituliskan: 

    (2.30) 

 Pada sistem tridiagonal di atas tampak bahwa mayoritas dari elemen pada 

koefisien matriksnya adalah nol. Untuk sistem tridiagonal ini, digunakan tiga 

vektor  dan  untuk menyimpan nilai elemen yang bukan nol sepanjang 

diagonal mayor dan sub-diagonalnya sehingga matriks di atas menjadi: 

      (2.31) 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Konstruksi Persamaan Difusi 2D 

 Pada persamaan difusi  orde 1 distribusi probabilitas memenuhi 

persamaan: 

 

Persamaan ini menyatakan bahwa probabilitas dari partikel  pada waktu 

sama dengan probabilitas pada titik  pada waktu  dikalikan dengan 

probabilitas p yang bergerak ke kanan pada langkah berikut ditambah dengan 

probabilitas partikel yang berada di titik  pada waktu t dikalikan dengan 

probabilitas q yang bergerak ke kiri pada langkah berikut. 

Untuk persamaan difusi pada 2 dimensi distribusi probabilitas partikel 

didefinisikan dengan: 

 

maka deret Taylor : 
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Substitusi deret Taylor pada kondisi-kondisinya. 

1) Kondisi partikel  

 

 

 

 

dengan maka, 

 

 

dimana  

maka :  

Diasumsikan keadan ideal,  

maka  

 

2) Kondisi partikel  
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dengan maka, 

 

 

dimana  

maka :  

Diasumsikan p kondisional :  

  

Maka bentuk persamaan difusi 2 dimensi : 
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 .           (3.1) 

Persamaan (3.1) merupakan persamaaan dasar difusi 2D. 

 

3.2  Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi pada Model Konduksi 

Jaringan Jantung 

3.2.1 Penyelesaian Partikular Masalah Nilai Awal  

  Pandang persamaan Reaksi-Difusi pada model konduksi jaringan jantung 

berikut :�

           (3.2)  

  Dalam hal ini persamaan (3.2) merupakan persamaan diferensial parsial 

eliptik, selanjutnya dilakukan prosedur faktorisasi operator di ruas kanannya, 

sehingga persamaan (3.2) dapat dinyatakan sebagai berikut : 

  

         (3.3) 

dengan i =  , dari persamaan (3.3) dimisalkan : 

.          (3.4)  

Substitusikan persamaan (3.4) ke persamaan (3.2), maka persamaan (3.2) dapat 

dinyatakan kembali ke dalam bentuk sebagai berikut : 

.               (3.5) 

Dimisalkan , maka dari proses tersebut di atas akan menghasilkan sistem 

persamaan diferensial orde satu yaitu : 
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pada kondisi awal di  , diberikan nilai awal: 

dan              (3.6) 

dari persamaan (3.6) ke persamaan (3.4) 

          (3.7) 

karena persamaan (3.4)  

maka gabungan dari (3.4) dan (3.7) 

. 

Jika pada kondisi awal difusi adalah laminar  

               (3.8) 

dari persamaan (3.5) dapat disimpulkan: 

  

 , ,  

sehingga : 

       

     

        

akibat bersama dengan kondisi awal 

  

artinya  sehingga: 
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sehingga persamaan (3.6) menjadi: 

 

dari gabungan persamaan (3.4) dan (3.7) menghasilkan: 

 

       

sehingga : 

      

     

        

sehingga . 

Oleh karena itu dengan kondisi awalnya: 

  

  

 

maka : 
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dimisalkan : �

  

  

   sehingga   

�

 

catatan :   

 

 

 

Sehingga diperoleh penyelesaian partikulir masalah nilai awal sebagai berikut: 

 

 

3.2.2  Penyelesaian Partikulir Masalah Nilai Batas  

 Pada persamaan reaksi-difusi pada konduksi jaringan jantung (3.2), untuk 

menentukan penyelesaian partikular masalah nilai batas, diasumsikan batas-batas 
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daerah dalam interval  dan  dengan syarat awal . 

Sehingga kondisi batas dapat didefinisikan sebagai berikut: 

, untuk setiap  

 untuk setiap .    

 Misalkan , maka persamaan (3.2) dapat 

didefinisikan sebagai berikut: 

            (3.9) 

          (3.10) 

             (3.11) 

Selanjutnya substitusi persamaan (3.9), (3.10), (3.11) ke persamaan (3.2) sehingga 

menghasilkan: 

  

       (3.12)     

dengan asumsi . Selanjutnya persamaan (3.12) dibagi dengan 

 sehingga menjadi : 

         (3.13)  

Selanjutnya pemisahan variabel dari persamaan (3.13), yaitu dipisah sebagai 

fungsi  saja dan saja, sehingga untuk fungsi  menjadi: 

         (3.14) 

dimisalkan ruas kanan dari persamaan (3.14) bernilai konstanta  tidak nol 

sehingga menjadi: 



53 
 

                     (3.15) 

Persamaan (3.14) dapat dituliskan kembali menjadi: 

  

  

                       (3.16)  

persamaan (3.16) ekuivalen dengan bentuk: 

 atau                 (3.17) 

sehingga akar-akar karakteristik dari persamaan (3.17) yaitu: 

                        (3.18) 

Kasus 1 : Jika  untuk setiap , maka akar-akarnya yaitu,  atau 

, mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.18) adalah: 

                     (3.19) 

untuk menentukan  dan  maka kita kombinasikan persamaan (3.19) dengan 

kondisi batasnya , sehingga diperoleh: 

  

artinya :   

  

maka didapatkan : 

.                      (3.20) 

Sedangkan untuk kondisi batas di  berlaku: 
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                   (3.21)  

substitusi persamaan (3.20) ke persamaan ( 3.21), maka diperoleh: 

  

persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai: 

                     (3.22) 

dari persamaan (3.22) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:  

 atau . 

Jika  maka , sehingga dapat dinyatakan: 

.  

Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

  

  

 untuk setiap . Sehingga didapatkan: 

                       (3.23) 

Persamaan (3.23) di atas tidaklah konsisten, sehingga seharusnya diasumsikan 

bahwa , dan  . Oleh karena itu dapat disimpulkan 

bahwa  sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus  
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Kasus 2: Jika untuk setiap , maka akar-akarnya yaitu,  dan 

. Sehingga solusi umum dari persamaan (3.18) adalah: 

  

                     (3.24) 

untuk menentukan  dan , maka kombinasikan persamaan (3.24) dengan 

kondisi batasnya , sehingga diperoleh: 

   

maka didapatkan:           

Sedangkan untuk kondisi batas di  berlaku: 

, untuk                        

maka diperoleh: . 

Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa jika  maka , artinya 

 identik dengan 0. Dapat disimpulkan bahwa tidak terdapat solusi nontrivial 

pada kasus  

Kasus 3: Jika  untuk setiap , maka akar-akarnya yaitu,  atau 

, yang berarti keduanya imaginer dan berbeda. Solusi umum dari 

persamaan (3.18) adalah: 

                    (3.25) 

untuk menentukan  dan  maka kombinasikan dengan kondisi batasnya 

, sehingga diperoleh: 

    

maka didapatkan:                
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Sedangkan untuk kondisi batas di  berlaku: 

                  (3.26) 

substitusi nilai  ke persamaan (3.26), maka diperoleh: 

                     

yang berarti: 

 atau .      

Ketika dianggap , artinya , kondisi ini berlaku ketika 

  

maka diperoleh , untuk setiap                   (3.27) 

Sehingga solusi untuk persamaan (3.18) adalah: 

   

yang merupakan penyelesaian terhadap  dengan  adalah konstanta tak nol.  

Mengingat persamaan (3.15) yaitu: 

  

dengan mensubstitusikan persamaan (3.27) ke persamaan (3.15) maka akan 

didapatkan: 

               

atau: 

                    (3.29) 
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Selanjutnya dengan pemisahan variabel dari persamaan (3.29), sehingga untuk 

fungsi  menjadi: 

                    (3.30) 

dengan memisalkan ruas kanan dari persamaan (3.30) bernilai konstanta  tidak 

nol yaitu: 

            

atau : 

                   (3.31) 

sehingga mengakibatkan: 

  

yaitu: 

  

sehingga dapat dinyatakan kembali: 

                       (3.32) 

Persamaan (3.32) ekuivalen dengan bentuk persamaan karakteristik: 

  

sehingga diperoleh: 

                      (3.33) 

sehingga akar-akar karakteristik dari persamaan (3.33) yaitu: 

                        (3.34) 

untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus yang dapat ditinjau, yaitu: 



58 
 

Kasus 1: Jika  untuk setiap , maka akar-akarnya adalah,  

atau . Hal ini mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.34), 

adalah: 

                   (3.35) 

untuk menentukan  dan  maka kombinasikan persamaan (3.35) dengan 

kondisi batasnya  sehingga diperoleh: 

  

artinya : 

  

yang mengakibatkan: 

                      (3.36) 

Sedangkan untuk kondisi batas di  berlaku: 

                    (3.37) 

substitusi persamaan (3.36) ke persamaan (3.37) maka diperoleh: 

  

persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai: 

                   (3.38) 

dari persamaan (3.38) diperoleh 2 kesimpulan, yaitu: 

 atau  

Jika , maka . Hal ini berarti: 
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bentuk di atas dapat dinyatakan kembali sebagai bentuk: 

  

  untuk setiap . 

Sehingga didapatkan : 

                       (3.39) 

Persamaan (3.39) di atas tidak konsisten, sehingga seharusnya diasumsikan bahwa 

, dan . Oleh karena itu dapat disimpulkan bahwa 

 sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus  

Kasus 2: Jika  untuk setiap , maka akar-akarnya yaitu,  atau 

, sehingga mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.34) adalah: 

                       (3.40) 

untuk menentukan  dan  maka kombinasikan persamaan (3.40) dengan 

kondisi batasnya  sehingga diperoleh: 

  

maka didapatkan: 

 .                        (3.41) 

Sedangkan untuk kondisi batas di , dan substitusi persamaan (3.41) maka 

berlaku: 

, sehingga .        (3.42) 
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Oleh karena itu, dari persamaan (3.41) dan (3.42) maka dapat disimpulkan bahwa 

jika  maka  artinya  identik dengan . Disimpulkan 

bahwa tidak terdapat solusi nontrivial pada kasus . 

Kasus 3: Jika  untuk setiap , maka akar-akarnya yaitu,  

atau , yang berarti keduanya imaginer dan berbeda. Sehingga solusi 

umum dari persamaan (3.34) adalah: 

                  (3.43) 

untuk menentukan  dan , maka kombinasikan persamaan (3.43) dengan 

kondisi batasnya , sehingga diperoleh: 

 

maka didapatkan: 

 .                        (3.44) 

Sedangkan untuk kondisi batas di  berlaku: 

                   (3.45) 

substitusi persamaan (3.44) ke persamaan (3.45) maka diperoleh: 

                      (3.46) 

dari persamaan (3.46) diperoleh dua kesimpulan yaitu: 

 atau       
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Ketika dianggap , artinya , dan berlaku 

ketika   

maka diperoleh , untuk setiap                              (3.47) 

Sehingga solusi untuk persamaan (3.34) adalah: 

               

yang merupakan penyelesaian terhadap  dimana  adalah konstanta tak nol.  

Pandang persamaan (3.31) yaitu: 

  

selanjutnya dengan pemisahan variabel dari persamaan di atas sehingga untuk 

fungsi  menjadi: 

                   (3.49) 

dengan memisalkan ruas kanan dari persamaan (3.49) bernilai konstanta  tidak 

nol yaitu: 

      (3.50) 

Sehingga mengakibatkan: 

  

yaitu: 

  

sehingga: 

                       (3.51) 

persamaan (3.51) ekuivalen dengan bentuk persamaan karakteristik: 
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                      (3.52) 

Sehingga solusi untuk persamaan (3.52) yaitu: 

                     (3.53) 

yang merupakan penyelesaian terhadap  dimana  adalah konstanta tak nol. 

Diketahui bahwa , sehingga diperoleh solusi umum: 

       (3.54)   

sehingga diperoleh: 

        (3.55) 

misalkan: 

 untuk setiap        (3.56) 

substitusi persamaan (3.56) ke persamaan (3.55), sehingga diperoleh solusi 

umum: 

        (3.57) 

untuk setiap   

Uji keabsahan solusi: 

Penyelesaian untuk : 

  

sehingga dapat dinyatakan kembali bahwa: 

  

dan 

        (3.58) 



63 
 

Substitusikan persamaan (3.58) ke persamaan (3.16), sehingga diperoleh: 

 

Penyelesaian untuk : 

  

sehingga dapat dinyatakan kembali bahwa: 

  

dan 

        (3.59) 

substitusikan persamaan (3.59) ke persamaan (3.32), sehingga diperoleh: 

 

Penyelesaian untuk : 

  

sehingga dapat dinyatakan bahwa: 

  

kemudian substitusikan persamaan di atas ke persamaan (3.51), sehingga 

diperoleh: 

 

dari hasil uji keabsahan solusi, maka dapat dinyatakan bahwa persamaan (3.57) 

merupakan solusi umum untuk persamaan (3.12). 

Pandang solusi umum pada persamaan (3.57) sebagai berikut: 

 untuk setiap  
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Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam deret fourier sebagai berikut: 

 

dengan menggunakan syarat batas: 

  

Sehingga dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

 

 

maka diperoleh: 

 

untuk , maka: 

    

 

  Untuk mengetahui grafik dari solusi analitik persamaan reaksi-difusi, 

maka diinputkan pada program MAPLE, sehingga menghasilkan gambar sebagai 

berikut:  
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Gambar 3.1 Grafik Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi  

 

3.3 Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi pada Model Konduksi 

Jaringan Jantung 

 Metode ADI (Alternating Direction Implicit) merupakan metode yang 

dilakukan dalam dua tahap yaitu dengan skema prediktor dan korektor. Tahap 

pertama dengan mengambil setengah langkah secara implisit pada arah , dan 

secara eksplisit pada arah  yang disebut sebagai skema prediktor. Tahap kedua 

dengan mengambil setengah langkah secara implisit pada arah  dan setengah 

langkah secara eksplisit pada arah  yang disebut dengan skema korektor. Untuk 

selanjutnya persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jantung (3.2) akan 

dikonstruksi menjadi model terdiskritisasi dengan menggunakan metode Crank- 

Nicholson. Langkah pertama yaitu dengan menurunkan persamaan (3.2) dengan 

menggunakan deret Taylor seperti yang telah dijelaskan pada sub bab 

sebelumnya. Pandang persamaan reaksi-difusi (3.2) berikut: 

 

Dengan batas daerah dalam interval  ,  dan  

Sehingga kondisi batas dapat didefinisikan sebagai berikut: 

untuk setiap  

untuk setiap  

serta kondisi awal  
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dengan menggunakan metode Crank Nicholson maka konstruksi persamaan 

terdiskritisasi dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 

       (3.60)  

misalkan : 

  

  

  

  

  

maka persamaan (3.60) dapat dinyatakan dalam bentuk: 

     (3.61) 

sehingga didapatkan: 

.   (3.62) 

Misalkan: 

dan , dengan menggunakan metode setengah langkah 

sehingga persamaan (3.62) menjadi: 

  

  (3.63)  

dengan memanipulasi operator sehingga bentuk persamaan (3.63) menjadi: 
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sehingga didapatkan: 

   (3.64) 

dengan  sebagai konstanta, maka dari penurunan skema persamaan (3.64), 

maka dapat dijadikan 2 tahap sebagai berikut: 

Tahap pertama: 

       (3.65) 

Tahap kedua: 

       (3.66) 

dari persamaan (3.65) diperoleh: 

       (3.67) 

dengan mensubstitusikan persamaan (3.66) dengan persamaan (3.67) diperoleh: 

    

Selanjutnya dilakukan uji kasus, untuk untuk masing-masing tahap sebagai 

berikut: 

Tahap Pertama: 
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Sehinggga diperoleh: 

           (3.68) 

Selanjutnya dengan memasukkan nilai dari  sehingga diperoleh: 

untuk maka: 

  

 

 

  

  

   

untuk  maka: 
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untuk   maka: 

  

  

  

  

  

untuk  maka: 
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dari hasil uji didapatkan matriks sebagai berikut: 
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dengan ordo matriks  

Tahap Kedua: 

  

  

  

  

sehingga diperoleh: 

.           (3.69) 

Selanjutnya dengan memasukkan nilai dari  sehingga diperoleh: 

untuk maka: 
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untuk  maka: 
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untuk  maka: 

  

  

  

  

  

untuk  maka: 
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dari hasil uji di atas, maka didapatkan matriks: 

 

 

  

dengan ordo matriks  

 Untuk selanjutnya dilakukan analisis kestabilan untuk persamaan (3.69) 

dengan menggunakan metode Von Neumann. Bentuk deret fourier untuk kasus 

dua dimensi adalah sebagai berikut: 

        (3.70) 

(Flaherty). 
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Pandang persamaan (3.69) sebagai berikut: 

  

misalkan: 

    

    

maka persamaan (3.69) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

     (3.71) 

dengan mensubstitusikan persamaan (3.70) ke persamaan (3.71) maka diperoleh: 

 

 

untuk setiap  maka: 
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untuk setiap  maka: 

 

sehingga diperoleh: 

 

maka persamaan di atas dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

 

sehingga didapatkan: 

 

dimana: 

    (3.72) 

dengan mensubstitusikan bentuk persamaan berikut: 

 

maka persamaan (3.72) akan menjadi: 
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sehingga dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

 

maka didapatkan faktor amplifikasi sebagai berikut: 

  

        (3.73)  

dengan catatan bahwa nilai  dan . 

Sehingga penampang gelombangnya dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Grafik Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi 

 Grafik penyelesaian numerik di atas menunjukkan pergerakan gelombang 

secara perlahan dari waktu ke waktu, dalam hal ini diberikan level waktu 
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. Sedangkan simulasi, diberikan  , , . Hal 

ini dimaksudkan agar grafik bisa mencapai titik kestabilannya. Adapun batas arah 

 dan  arah . Dalam kasus ini diberikan nilai dari 

koefisien difusi untuk masalah di jantung adalah . Grafik akan berjalan 

dan akan berhenti pada saat berada di kondisi kestabilannya. Berdasarkan 

perhitungan dari faktor amplifikasi pada persamaan (3.73) sebagai berikut: 

 

maka haruslah  bernilai minimum, dalam hal ini dapat dikatakan . 

Sedangkan untuk  harus bernilai maksimum, sehingga dapat dikatakan 

. Persamaan (3.73) dapat ditulis kembali: 

  

sehingga diperoleh: 

          (3.74) 

dengan memasukkan nilai  dan  maka didapatkan: 

 dan       (3.75) 

Substitusi persamaan (3.75) ke persamaan (3.74) sehingga diperoleh: 

 

sehingga didapatkan: 
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dengan faktor amplifikasi  atau menghampiri , maka dapat dikatakan bahwa 

penyelesaian ini sudah stabil. 

 

 

 



�

�
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 Dari paparan pembahasan di atas  dapat disimpulkan untuk penyelesaian 

analitik dan numerik persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jaringan 

jantung sebagai berikut:  

1. Persamaan dasar difusi 2D melalui konstruksi Brownian Motion yaitu: 

�

dengan asumsi distribusi probabilitas partikel yang didefinisikan sebagai 

berikut: 

 

2. Penyelesaian analitik reaksi-difusi pada model konduksi jaringan jantung  

a) Masalah nilai awal persamaan reaksi-difusi dengan d’Alembert Solution 

sebagai berikut: 

  

b) Masalah nilai batas persamaan reaksi-difusi dengan metode pemisahan 

variabel diperoleh penyelesaian khusus sebagai berikut: 

Fungsi dalam , sedangkan 

dalam 

, dan dalam . 



���

�

�

 

 

Sehingga diperoleh penyelesaian umum persamaan reaksi-difusi pada 

model konduksi jaringan jantung sebagai berikut: 

 

dengan  

Selanjutnya penampang gelombangnya dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Grafik Penyelesaian Analitik Persamaan Reaksi-Difusi 

3. Penyelesaian Numerik persamaan reaksi-difusi pada model konduksi jaringan 

jantung dengan menggunakan skema Crank-Nicholson diperoleh skema 

korektor sebagai berikut: 

 

Dengan  dan , diperoleh faktor amplifikasi: 
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Adapun penampang gelombang digambarkan sebagaimana berikut: 

 

 

�

�

�

�

 

Gambar 4.2 Grafik Penyelesaian Numerik Persamaan Reaksi-Difusi 

�

4.2 Saran 

Penelitian ini dapat dilanjutkan pada model 3D dengan menggunakan 

metode-metode yang lainnya. Selain itu pengembangan dalam teknologi 

informasi akan memberi efek yang lebih nyata dalam pengembangan dunia 

kedokteran. 
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LAMPIRAN-LAMPIRAN 

 

Lampiran 1: Listing Program Penyelesaian Analitik 

> restart; 
> with(PDEtools): 
> diff(V(x,y,t),t)=-
Iion/C+gamma*{diff(V(x,y,t),x$2)+diff(V(x,y,t),y$2)}; 

 = ∂
∂
t

( )V , ,x y t −  + 
Iion
C

γ { } + �

�
���

�

�
���∂

∂2

x2 ( )V , ,x y t �

�
���

�

�
���∂

∂2

y2 ( )V , ,x y t  

> 
V(0,y,t)=0;V(L,y,t)=0;V(x,0,t)=0;V(x,W,t)=0;Diff(V(x,y,
0),t)=0; 

 = ( )V , ,0 y t 0  

 = ( )V , ,L y t 0  

 = ( )V , ,x 0 t 0  

 = ( )V , ,x W t 0  

 = ∂
∂
t

( )V , ,x y 0 0  

> 
V(x,y,t)=sum(sum(d[mn]*gamma^2*sin(n*Pi*x/L)*sin(n*Pi*y
/W),n=1..infinity),m=1..infinity); 

0.1075051147 10-14 y ( ) − 0.4791081924 1011 0.2395540963 1011 y−
( )sin 0.3141592654 x 0.1343813934 10-15 y − 

( ) − 0.404683115 1011 0.2023415574 1011 y ( )sin 0.6283185308 x  − 
0.3981670915 10-16 y ( ) − 0.9582364252 1012 0.4791182128 1012 y

( )sin 0.9424777962 x 0 = 
 

> 
d[mn]=4*gamma^2/(L*W)*int(int(f(x,y)*sin(m*Pi*x/L)*sin(
n*Pi*y/W),x=0..L),y=0..W); 
dmn = 

1
5

γ2 d
�

�

				
0

2

d
�

�

				
0

10

( ) − 4 ( )x ,x y ( )x ,x y 2 ( ) − 2 ( )y ,x y ( )y ,x y 2 �
�
��

�
�
��sin

m π x
10

�
�
��

�
�
��sin

n y π
2

x y
 

> f:=(4*x-x^2)*(2*y-y^2);L:=4;W:=2; 
 := f ( ) − 4 x x2 ( ) − 2 y y2  

 := L 4  

 := W 2  



 
 

 
 

> 
d[mn]:=4*0.000001/(L*W)*int(int(f*sin(m*Pi*x/L)*sin(n*P
i*y/W),x=0..L),y=0..W); 
dmn 0.000256 4 2 m π ( )sin m π 4 ( )cos m π 4 ( )cos n π −  −  − ( := 

2 ( )cos m π n π ( )sin n π 2 m π ( )sin m π ( )cos n π 2 n π ( )sin n π +  +  − 
4 ( )cos m π ( )cos n π m π2 ( )sin m π n ( )sin n π +  + ) m3 π6 n3( )

 

> 
d[mn]:=simplify(subs(sin(n*Pi)=0,sin(m*Pi)=1,cos(n*Pi)=
0,cos(m*Pi)=1,d[mn])); 

 := dmn −
0.1673094984 10-5

m2 n3  

> 
V(x,y,t):=sum(sum(d[mn]*sin(m*Pi*x/L)*sin(n*Pi*y/W),n=1
..3),m=1..3); 

( )V , ,x y t 0.1673094984 10-5 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 1.570796327 y− := 

0.2091368730 10-6 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6196648089 10-7 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.4182737460 10-6 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.5228421825 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.1549162022 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.1858994427 10-6 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.2323743033 10-7 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6885164543 10 -8 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 4.712388981 y − 

 

> ou:=evalf(subs(t=0,V(x,y,t))); 
ou 0.1673094984 10-5 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 1.570796327 y− := 

0.2091368730 10-6 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6196648089 10-7 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.4182737460 10-6 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.5228421825 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.1549162022 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.1858994427 10-6 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.2323743033 10-7 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6885164543 10 -8 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 4.712388981 y − 

 

> with(plots): 
> plot3d(uo,x=0..L,y=0..W,axes=BOXED,title="Gambar 
3.1:grafik Penyelesaian Analitik:Pergerakan awal"); 

 
> V2:=subs(Pi=3.14,t=2,V(x,y,t)); 



 
 

 
 

V2 0.1673094984 10-5 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 1.570796327 y− := 

0.2091368730 10-6 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6196648089 10-7 ( )sin 0.7853981635 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.4182737460 10-6 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.5228421825 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.1549162022 10-7 ( )sin 1.570796327 x ( )sin 4.712388981 y − 
0.1858994427 10-6 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 1.570796327 y − 
0.2323743033 10-7 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 3.141592654 y − 
0.6885164543 10 -8 ( )sin 2.356194490 x ( )sin 4.712388981 y − 

 

> plot3d(V2,x=0..L,y=0..W,axes=BOXED,title="Gambar 
3.2:Pergerakan Membran pada waktu t=2"); 

 
> animate3d(V(x,y,t),x=0..L,y=0..W,t=0..2,axes=BOXED); 

 
>  
 

Lampiran 2: Listing Progam Penyelesaian Numerik 

clear all; 
clc; 
dx=1; dy=1; dt=0.5; 
x=-20:dx:20; 
y=-20:dy:20; 
t=0:dt:1000; 
D=0.001; 
alpha_x=D*dt/(2*dx^2); 
alpha_y=D*dt/(2*dy^2); 
Nx=length(x); 
Ny=length(y); 
Nt=length(t); 
up=zeros(Nx,Ny); 
u=zeros(Nx,Ny,Nt); 
A=zeros(Ny-2,Ny-2); 
B=zeros(1,3); 
C=zeros(Nx-2,Nx-2); 
D=zeros(1,3); 
for iy=1:Ny-2 
    if (iy==1) 
        A(iy,iy)=1+2*alpha_y; 
        A(iy,iy+1)=-alpha_y; 
    elseif (iy==Ny-2) 
        A(iy,iy-1)=-alpha_y; 
        A(iy,iy)=1+2*alpha_y; 
    else 
        A(iy,iy-1)=-alpha_y; 
        A(iy,iy)=1+2*alpha_y; 
        A(iy,iy+1)=-alpha_y; 
    end; 
end; 
for ix=1:Nx-2 



 
 

 
 

    if (ix==1) 
        C(ix,ix)=1+2*alpha_x; 
        C(ix,ix+1)=-alpha_x; 
    elseif (ix==Nx-2) 
        C(ix,ix-1)=-alpha_x; 
        C(ix,ix)=1+2*alpha_x; 
    else 
        C(ix,ix-1)=-alpha_x; 
        C(ix,ix)=1+2*alpha_x; 
        C(ix,ix+1)=-alpha_x; 
    end; 
end; 
B=[alpha_x 1-2*alpha_x alpha_x]; 
D=[alpha_y 1-2*alpha_y alpha_y]; 
for ix=2:Nx-1 
    for iy=2:Ny-1 
        u(ix,iy,1)=exp(-(x(ix)^2+y(iy)^2)/100); 
    end; 
end; 
figure(1); 
surf(x,y,u(:,:,1)'); 
shading interp; 
axis([-20 20 -20 20 0 1]); 
drawnow; 
for it=2:Nt 
    for ix=2:Nx-1 
        up(ix,2:Ny-1)=(inv(A)*(B*u(ix-1:ix+1,2:Ny-1,it-1))')'; 
    end; 
    figure(1); 
    surf(x,y,up(:,:)'); 
    shading interp; 
    axis([-20 20 -20 20 0 1]); 
    drawnow; 
    for iy=2:Ny-1 
        u(2:Nx-1,iy,it)=inv(C)*(D*up(2:Nx-1,iy-1:iy+1)')'; 
    end; 
    figure(1); 
    surf(x,y,u(:,:,it)'); 
    shading interp; 
    axis([-20 20 -20 20 0 1]); 
    drawnow; 
end; 
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