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ABSTRAK

Saropah. 2012. Akar-akar Polinomial Separable sebagai Pembentuk Perluasan
Normal pada Ring Modulo. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Wahyu Henky Irawan, M.Pd.

(1) Fachrur Rozi, M.Si

Kata kunci: perluasan lapangan, lapangan pemisah, perluasan normal

Salah satu kegunaan yang terpenting dari teori ring dan lapangan adalah perluasan dari
suatu lapangan yang lebih luas sehingga suatu polinomial dapat diketahui mempunyai
akar. Dalam penelitian ini peneliti mengambil modulo prima sebagai koefisien yang
mengikuti peubahnya yang akan dicari akar-akar penyelesaiannya sehingga dapat
diketahui perluasan normalnya. Suatu lapangan F yang dikenakan suatu polinomial
membentuk himpunan polinomial F[x], di mana F[x] ini merupakan lapangan yang
koefisien suku-sukunya merupakan bilangan modulo prima. Dari himpunan polinomial
tersebut ada polinomial f(x) yang tidak tereduksi, maka perlu adanya perluasan lapangan
untuk mengetahui akar-akar penyelesaiannya. Misal perluasan lapangan dari F adalah
lapangan K. Lapangan K disebut perluasan lapangan atas lapangan F, jika lapangan F
merupakan sublapangan dari lapangan K dan f(x) adalah polinomial tidak tereduksi
dalam F maka f(x) dapat difaktorkan sebagai hasil kali dari faktor linier dalam lapangan
pemisahnya. Jika polinomial f(x) mempunyai akar yang berlainan dalam lapangan
pemisahnya maka polinomial tersebut disebut polinomial separable. Pada penelitian ini
polinomial yang separable adalah polinomial yang berpangkat ganjil di mana koefisien
suku-suku dari polinomial ini terdapat dalam perluasan lapangannya. Polinomial ganjil ini
dinamakan polinomial separable karena mempunyai akar yang berlainan dalam faktor-
faktornya dan salah satu faktornya terdapat dalam polinomial dalam lapangannya.
Lapangan pemisah yang memuat semua himpunan polinomial separable ini dinamakan
perluasan normal.

viii



ABSTRACT

Saropah. 2012. Polynomial Separable Roots as Form Normal Extension on Ring
Modulo. Thesis. Mathematics Department Faculty of Science and Technology
the State of Islamic University Maulana Malik lbrahim Malang.

Advisors: (I) Wahyu Henky Irawan, M.Pd.
(1) Fachrur Rozi, M.Si

One of the most important uses of the ring and field theory is an extension of a broader
field so that a polynomial can be found to have roots. In this study researchers took
modulo a prima as follows indeterminate coeffcients to search for his roots extension the
solutions of that it can seen normal. A field F is subject to a polynomial form a set of
polynomials F[x], where F[x] is a coefficient field its terms modulo a prime number. Of
the set of polynomial exists a polynomial f(x) is irreducible, it is necessary to extension
the field to know the roots of the solution. Suppose to extension of the field F is a field K.
Field K is called extension the field over a field F, if the field F is subfield of the field K
and f(x) is irreducible polynomial in F then f(x) can be factored as a product of linear
factors in the splitting field. If the polynomial f(x) has different roots in the splitting
field the polynomial is called polynomial separable. In this study polynomial separable is
contained of odd degree in which the coefficients of the tribes polynomial is contained in
the extension field. Polynomial is called a polynomial separable odd because it has
different roots in the factors and there is one factor in a polynomial in the field. Splitting
field that contains all the set of polynomials separable is called normal extension.

Key words: extension field, splitting field, normal extension
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya bisa kita lihat dalam Al-Qur’an. Alam semesta ini banyak
mengandung rahasia tentang fenomena-fenomena alam. Namun keberadaan
fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat diketahui oleh orang-orang yang
benar-benar mengerti arti kebesaran Allah Swt. (Rahman, 2007: 1).

Dalam pandangan Al-Qur’an, tidak ada peristiwa yang terjadi secara
kebetulan. Semua terjadi dengan “hitungan”, baik dengan hukum-hukum alam
yang telah dikenal manusia maupun yang belum. Salah satu peristiwa yang terjadi
tercantum dalam Al-Qur’an yaitu dijelaskan dalam surat Al-Furgan ayat 2 sebagai

berikut:
2\ LR N AT
@\ﬁ:ljj;ZJM;/&del}j

Artinya:“... Dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan
ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.”’

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Ar-Rahman ayat 5 sebagai berikut:

T e e PR ,i -
/&)L».wﬁ-, > ,AJL“) M\

Artinya: “Matahari dan bulan (beredar) menurut perhitungan”.



Ayat-ayat di atas menjelaskan bahwa semua yang ada di alam ini ada
ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya.
Jadi matematika sebenarnya telah ada sejak zaman dahulu, manusia hanya
menyimbolkan dari fenomena-fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari.
Para ahli matematika atau fisika pun tidak membuat suatu rumus sedikitpun.
Mereka hanya menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang
ada sekarang bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia
hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir,
1997: 80).

Matematika berada pada posisi di antara dunia nyata dan dunia ghaib.
Matematika tidak berada di dunia nyata sehingga objek matematika bersifat
abstrak dan tidak berada di dunia ghaib sehingga objek matematika bukan suatu
“penampakan”. Membawa objek dunia nyata ke dalam bahasa matematika disebut
dengan abstraksi dan mewujudkan matematika dalam dunia nyata disebut aplikasi.

Salah satu sifat matematika yaitu matematika bersifat abstrak, yang
berarti bahwa objek-objek matematika diperoleh melalui abstraksi dari fakta-fakta
atau fenomena dunia nyata. Karena objek matematika merupakan hasil abstraksi
dunia nyata, maka matematika dapat ditelusuri kembali berdasarkan proses
abstraksinya. Hal inilah yang mendasari bagaimana cara mempelajari matematika
(Abdussakir, 2007: 15).

Ilmu aljabar abstrak merupakan bagian dari ilmu matematika. Salah satu
bahasan dalam aljabar abstrak adalah ring. Ring adalah himpunan tak kosong R
dengan dua operasi biner yaitu + sebagai operasi pertama dan * sebagai operasi

kedua, yang kedua-duanya didefinisikan pada R yang memenuhi aksioma-



aksioma yang telah ditentukan. Sedangkan ring komutatif dengan elemen satuan
dan semua unsur di R mempunyai invers terhadap operasi kedua kecuali elemen
nol (identitas pada operasi pertama) disebut lapangan (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980: 313-314).

Salah satu kegunaan yang terpenting dari teori ring dan lapangan adalah
perluasan dari suatu lapangan yang lebih besar atau lebih luas sehingga suatu
polinomial (suku banyak) dapat diketahui mempunyai akar. Seperti dalam Al-

Qur’an surat Nuh ayat 16 sebagai berikut:

o

=%

7 o - P - 2o o
& £ (- P a:. e P ? ] o 22 X
)&l Geetdl Jazd 155 (b el o3

Artinya: “Dan Allah menciptakan padanya bulan sebagai cahaya dan menjadikan
matahari sebagai pelita”

Ayat di atas menjelaskan bahwa bulan diciptakan untuk menerangi bumi,
namun bulan tidak bisa menerangi bumi tanpa adanya sinar dari matahari. Maka
dari itu, Allah Swt menciptakan matahari sebagai pelita (penerang). Pada
kenyataannya cahaya bulan yang hanya bisa memberi cahayanya atau menyinari
pada waktu mendapatkan sinar dari matahari, dan apabila tidak disinari atau
dalam keadaan tertutup atau terhalangi benda lain maka bulan tidak bisa
menerangi benda lain (bumi). Sedangkan matahari selalu memberikan sinarnya
pada benda-benda disekitarnya, tiada hentinya menyinari alam semesta ini karena
matahari sebagai sumber sinar ataupun sumber cahaya bagi alam semesta. Hal ini
bisa dipandang seperti halnya pada suatu lapangan yang dapat diperluas. Karena

cahaya bulan merupakan bagian dari cahaya atau sinar matahari.



Misalkan suatu lapangan F yang dikenakan polinomial ring yang
kemudian membentuk himpunan-himpunan polinomial yang koefisien suku-
sukunya merupakan elemen dari field F. Polinomial-polinomial ini kemudian
dicari akar-akar penyelesaiannya, dan ternyata dalam mencari akar-akarnya
terdapat polinomial-polinomial yang tidak dapat dicari akar-akarnya, dengan kata
lain polinomial tersebut tidak dapat difaktorkan (irreducible). Maka dibentuklah
perluasan lapangan K untuk memperoleh akar-akar penyelesaian dari polinomial-
polinomial tak tereduksi tersebut. Akar-akar dari polinomial-polinomial tak
tereduksi ini harus berada dalam perluasan lapangannya.

Berdasarkan jurnal yang di tulis oleh Sulastri Daruni, Bayu Surarso, dan
Bambang Irawanto (2004), jika dalam lapangan F terdapat f(x) polinomial tak
tereduksi maka f(x) dapat dibentuk sebagai hasil kali faktor linier dalam K (x) di
mana K (x) adalah himpunan polinomial-polinomial dengan koefisien-koefisien di
dalam K. Sehingga dapat dikatakan perluasan lapangan K atas lapangan F adalah
lapangan pemisah atas lapangan F terhadap polinomial f(x). Selanjutnya
polinomial f(x) dapat disajikan sebagai f(x) =c(x —ay)...(x — a,) dengan
c+0€F, aj,ay,...a, €EF dan K = F( a;,ay,...a,) kemudian jika akar-akar
dari polinomial f(x) tersebut dalam lapangan pemisahnya mempunyai faktor
yang akar-akarnya berlainan maka polinomial tidak tereduksi f(x) dalam
lapangan F adalah separable dalam F. Selanjutnya untuk lapangan pemisah yang
memuat semua akar-akar yang berlainan dari lapangan tidak tereduksi f(x) di
mana salah satu akar dari akar-akar berlainan tersebut merupakan faktor dari
polinomial pada sublapangannya maka lapangan pemisah ini disebut perluasan

normal.



Pada polinomial ring, jika tidak ada penjelasan mengenai koefisien-
koefisie yang menyertai peubahnya masing-masing, maka dianggap sebagai
bilangan real. Tetapi apabila ada penjelasan lebih lanjut, maka koefisien sesuai
dengan ring yang ditunjuk. Dari penjelasan di atas maka penulis ingin
mengembangkan akar-akar polinomial yang koefisien-koefisiennya merupakan
elemen dari lapangan yaitu pada ring modulo. Oleh karena itu, penulis tertarik
untuk mengkaji tentang akar-akar polinomial separable pada ring modulo dengan
judul  “Akar-akar Polinomial Separable sebagai Pembentuk Perluasan

Normal pada Ring Modulo”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas, maka penulis
akan membahas tentang akar-akar polinomial separabel sebagai pembentuk
perluasan normal, di mana akar-akar tersebut termasuk ring pada modulo. Oleh
karena itu, maka rumusan masalah dalam skripsi ini adalah: “Bagaimanakah
menentukan akar-akar polinomial separable sebagai pembentuk perluasan normal

pada ring modulo?”

1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang tertulis di atas,
maka tujuan dari pembahasan skripsi ini adalah: “Untuk menjelaskan bagaimana
menentukan akar-akar polinomial separable sebagai pembentuk perluasan normal

pada ring modulo”.



1.4 Batasan Masalah

Pembahasan mengenai aljabar abstrak dalam matematika begitu luas.
Agar tidak melampaui apa yang telah menjadi tujuan dari penulisan skripsi ini
maka dibutuhkan suatu batasan masalah yang dapat digunakan sebagai acuan
dalam penulisan lebih lanjut. Masalah yang akan dibahas oleh peneliti yaitu akar-
akar polinomial separable sebagai pembentuk perluasan normal pada Ring
modulo. Sebagai batasan masalah pada penelitian ini yaitu f(x) = agx® + a;x +

a,x? + -+ a,x™ dan pada ring modulo prima.

1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian yang berupa pembahasan masalah ini diharapkan dapat
memberikan manfaat:
1. Bagi Penulis
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang
berkaitan dengan akar-akar polinomial separable sebagai pembentuk
perluasan normal pada ring modulo.
b. Mengembangkan wawasan dan menggali keilmuan yang berada di
dalam polinomial ring.
2. Bagi Lembaga
a. Sebagai bahan informasi tentang pembelajaran aljabar abstrak.
b. Sebagai tambahan kepustakaan.
3. Bagi Mahasiswa
Sebagai bahan informasi baru tentang polinomial ring untuk dipelajari

sebagai acuan penelitian selanjutnya, khususnya pada akar-akar



polinomial separable sebagai pembentuk perluasan normal pada ring

modulo.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek-objek yang
digunakan dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan
penampilan argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir
mengenai suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam
penelitian ini.

Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh peneliti ini sebagai
berikut:

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan. Literatur
yang dimaksud adalah buku tentang aljabar abstrak karangan Raisinghania
dan Aggarwal yang diterbitkan tahun 1980.

2. Mengumpulkan literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku,
jurnal, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan permasalahan yang
dibahas dalam penelitian.

3. Mempelajari dan memahami konsep ring, polinomial ring, faktorisasi
polinomial, lapangan, perluasan lapangan, lapangan pemisah, dan
polinomial separable. Selain itu juga menentukan atau menunjukkan
teorema-teorema yang berkaitan dengan lapangan pemisah dan polinomial

separable, disertai dengan bukti teorema tersebut.



4. Menerapkan konsep lapangan pemisah dan polinomial separable dalam
perluasan normal pada ring modulo dengan langkah-langkah sebagai
berikut:

a. Diberikan suatu lanpang yang dikenakan polinomial.

b. Menentukan perluasan lapangan dari polinomial-polinomial tersebut.

c. Menentukan lapangan pemisah dari perluasan lapangannya.

d. Menentukan akar-akar polinomial separable dalam lapangan pemisah.
e. Menentukan akar-akar polinomial separable dalam lapangan

pemisahnya sebagai perluasan normal.

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk memudahkan pembaca dalam memahami hasil penelitian ini dan
tidak menemukan kesulitan, maka dalam penyajiannya ditulis berdasarkan suatu
sistematika yang secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu:
BAB | PENDAHULUAN
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.
BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian
pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang pengertian
ring, polinomial ring, lapangan, perluasan lapangan, lapangan pemisah,
polinomial separable, perluasan normal dan kajian perluasan lapangan dalam Al-

Qur’an.



BAB IIl PEMBAHASAN

Pembahasan berisi tentang definisi perluasan lapangan, lapangan pemisah, akar-
akar polinomial separable, perluasan normal pada ring modulo, dan kajian dalam
Al-Qur’an.

BAB IV PENUTUP

Pada bab ini disajikan tentang kesimpulan dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ring

Suatu sistem aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan
satu operasi dinamakan grup. Sistem aljabar tersebut berjumlah cukup untuk
menampung struktur-struktur yang ada dalam matematika. Pada bagian ini
dikembangkan suatu sistem aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong
dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring (gelanggang). Secara eksplisit,
suatu ring didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1. Ring (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 313)

Suatu ring (R, +,*) adalah himpunan tak kosong R dengan dua operasi
biner yaitu + sebagai operasi pertama dan * sebagai operasi kedua, yang kedua-
duanya didefinisikan pada R yang memenuhi aksioma berikut:

i. (R,+) merupakan grup abelian.
ii. Operasi * bersifat asosiatif di R:
(axb)*c=ax(b=c),Va,b,c ER
iii. Operasi * bersifat distributif terhadap operasi + di R baik kanan maupun
Kiri:
ax(b+c)=(@xb)+ (axc) (distributif kanan)

(a+b)*c=(axc)+ (bx*c) (distributif kiri).
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toh 1:

Selidiki apakah (Z, +,*) dengan Z bilangan bulat adalah merupakan ring?

Jaw

ab:
i. (7Z,+) merupakan grup abelian karena:
a. Ambila,b € Zmakaa + b € Z.
Jadi Z tertutup terhadap operasi penjumlahan
b. Ambil a,b,c € Z, maka (a + b) +c =a + (b + ¢)
Jadi operasi penjumlahan bersifat asosiatif di Z
c. Ada0 e Zsehinggaa+0=0+a=a,Va € Z.
Jadi 0 adalah identitas penjumlahan.
d. Untuk masing-masing a € Z ada (—a) € Z sehingga
a+(—a)=(—a)+a=0
Jadi invers dari a adalah - a.
Ii. Operasi * bersifat asosiatif di Z
(axb)xc=ax(bxc);Va,b,c €EZ
iii.Operasi * bersifat distributif terhadap operasi + di Z baik kanan maupun
Kiri:
(a+b)*c=(axc)+ (bx*c);Va,b,c EL

ax(b+c)=(@x*b)+ (axc);Va,b,c EL

Karena bilangan bulat memenuhi aksioma-aksioma pada ring, maka Z merupakan

ring.
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Contoh 2:
Ring modulo lima adalah suatu ring (Zs,+,X) Yyang operasi pertama dan
keduanya dikenakan pada bilangan modulo, di mana ring ini juga memenuhi
aksioma-aksioma ring. Misalkan Z. adalah ring. Maka harus memenuhi aksioma-
aksioma pada ring.
Zs = {0,1,2,3,4}
1. (Zs,+) merupakan grup abelian:
a. Ambil sebarang anggota di Zs, misal 1 dan 2 berlaku
1+2=2+1 €Zs
b. Ambil sebarang anggota di Zg, misal 1, 2, dan 3 berlaku 1 +
2+3)=1+2)+3 €Zs
c. Ambil sebarang anggota di Zs, misal 4 berlaku
4+0=4 0 adalah identitas pada penjumlahan
d. Ambil sebarang anggota di Zs, misal 4 berlaku
4+ (-4)=0 ada invers pada operasi penjumlahan
2. Operasi * bersifat asosiatif di Zs
1x(2x3)=(1x%x2)X3 €Zs
3. Operasi * bersifat distributif terhadap operasi + di Zsbaik kanan maupun
Kiri
I1x2+3)=(1Ax2)+(1x%x3)€Z
dan
(1+2)x3=(1x%x3)+(2x3)€Zs
Karena bilangan modulo 5 memenuhi aksioma-aksioma pada ring, maka Zs

termasuk ring yang disebut dengan ring modulo 5.
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2.2 Polinomial
Definisi 2. Polinomial (Munir, 2008: 105)
Polinomial p(x) berderajat n, didefinisikan sebagai suatu fungsi
berbentuk:
p(x) = ag + ayx + a,x? + - + a,x"

Dengan a; adalah konstanta riil, i = 0,1,2, ...,n dan a,, # 0

di mana:

X : merupakan peubah.

g, Ay, Ay, ey Ay : merupakan nilai koefisien persamaan x.
n : merupakan orde atau derajat persamaan.

Definisi 3. Turunan Polinomial (Dummit dan Foote, 1999: 526)
Turunan dari polinomial yaitu sebagai berikut:
f(x) = apx® + a;x + ax? + -+ + a,x™ € F[x]
didefinisikan sebagai polinomial
D.f(x) = a; +2a,x + -+ na,x" ! € F[x]
di mana F|[x] adalah himpunan polinomial yang koefisien suku-sukunya berada
dalam F dengan peubah x.
Contoh 3:
Misalkan diberikan suatu polinomial f(x) =3+ 2x +5x? +3x3 €
R[x] di mana koefisien suku-sukunya merupakan anggota bilangan real dengan

peubah x. Maka turunan dari f (x) adalah D, f(x) = 2 + 10x + 9x2.
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Teorema 1. Algoritma Pembagian (Beachy dan Blair, 1990: 173-174)

Misalkan f(x) dan g(x) adalah dua polinom di mana f(x), g(x) €
F[x] dan g(x) # 0 maka terdapat polinom-polinom unik q(x),r(x) € F[x]
sedemikian hingoa:

fx) =qx)g(x) +r(x)

dengan derajat (x) kurang dari derajat g(x) atau r(x) = 0.
Bukti:
Misalkan f(x) = ap+ a;x + -+ a,x™dan g(x) = by + -+ + b, x™, di mana
a, #0 dan b, # 0. Diasumsikan bahwa teorema ini benar untuk semua
polinomial.
Asumsikan bahwa m > n

1

Setelah itu bagi a,,x™ dengan b,x" diperoleh a,,b,,”  x™™ ", kemudian kalikan

dengan g(x) dan mengurangi f(x). Ini diberikan :

fi() = f(0) = amby x™ g (x),
di mana f; (x) mempunyai derajat kurang dari m.
Dengan hipotesis induksi, dapat di tulis:

fi(x) = q1(0)g(x) +7(x) ... .. ... (*)
dengan derajat r(x) kurang dari n, kecuali jika r(x) = 0. Karena

f() = fi(x) + ambn~ x™ g (),

Substitusikan pada persamaan (*) di atas, maka

FG) = (q100) + @by~ x™ ) g (x) + ().

-1

Hasil bagi q(x) = q;(x) + a,,b,” x™ ™ mempunyai koefisien di F, di mana
a,, b, € F, dan g;(x) mempunyai koefisien di F dengan hipotesis induksi.

Akhirnya, sisa r(x) mempunyai koefisien di F dengan hipotesis induksi.
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Untuk menunjukkan bahwa hasil bagi g(x) dan sisa r(x) adalah unik,

seandainya

f&) = q1(x)g(x) + 11 (x)
dan

f(x) = g2(x)g(x) +15(x)
dengan demikian

[q1(%) — 2(0)]g (x) = () — 11 (),

Karena r,(x) — r; (x) = 0 atau derajat r,(x) — r; (x) kurang dari derajat g(x), ini
dapat dipegang jika hanya q;(x) —q,(x) =0 jadi q;(x) = g,(x). Kemudian

r,(x) =11 (x) = 0 jadi r,(x) = r; (x).

Suatu ring yang dikenakan dengan polinomial dinamakan polinomial
ring. Definisi polinomial ring sebagai berikut:
Definisi 4. Polinomial atas Ring (Raishinghania dan Aggarwal, 1980: 422)
Polinomial atas ring adalah polinomial yang koefisien suku-sukunya
merupakan himpunan terurut infinite dari ring R yang berlaku a; # 0 Vi > n dan

nezt.

Misalkan R adalah ring dan pandang R[x] adalah semua himpunan
polinomial atas ring pada satu peubah x, maka dapat didefinisikan penjumlahan

dan perkalian pada polinomial-polinomial di R[x] seperti di bawah ini:

1.  Penjumlahan pada polinomial
Misalkan

f(x) = apx® + a;x + azx? + -+ a,x™ dan



Contoh 4:
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g(x) = box® + byx + byx? + -+ + bpyx™

adalah dua polinomial di R[x], maka jumlah dari f(x) dan g(x)
dinotasikan dengan f(x) + g(x) yaitu didefinisikan dengan

f(x) + g(x) = (ag+by)x° + (a; + b))x + (a,+by)x? + -+ (a; +
by)x*

Dengan jelas merupakan polinomial atas ring dan oleh karenanya
anggota dari R[x].

Perkalian pada polinomial (Judson, 1997: 257)

Misalkan

f(x) = apx® + a;x + ax? + -+ + a,x™ dan

g(x) = box® + byx + byx? + -+ + b x™

adalah dua polinomial di R[x], maka perkalian dari f(x) dan g(x)
dinotasikan dengan f(x) - g(x) yaitu didefinisikan dengan

) - g(x) = cox® + c1x + cux?% + - + Cppmx™™

di mana ¢; = ¥L_oagbi_i = aph; + arbi_; + -+ a;_1b; + a;by
untuk masing-masing i.

Dengan demikian jelas bahwa hasil dari perkalian dua polinomial di
R[x] yaitu juga berada dalam R[x]. Maka dapat dikatakan suatu
polinomial itu memenuhi kedua operasi pada ring yang kemudian

dinamakan polinomial atas ring.

Misal Zs[x] adalah himpunan polinomial-polinomial yang koefisien suku-

sukunya merupakan anggota dalam Zs. Misal

p(x) = 3x° + 4x + 2x2



q(x) = x% + 3x + 4x% + 3x3
Jadi dengan definisi penjumlahan dan perkalian polinomial maka diperoleh:
p(xX)+qx) =@+ Dx°+ (4 +3)x+ 2 +4)x*+ (0+2)x3
= 4x° + 7x + 6x2 + 2x3
= 4x° + 2x +x2 +2x3
p(x) - q(x) = cox® + c1x + %2 + c3x3 + cyx* + c5x®
co=3"-1
=3
c;=0B3)+%-1)
—4+4
=3
=3B+ 3D+ 1)
=2+2+2
=1
=3B 3)+A-D+23)+(0-1)
=4+1+1+0
=1
ca=04-3)+(2-4)+(0-3)
=24+34+0
=0
cs =(2-3)+(0-4)
—140

=1

17
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Jadi p(x) - q(x) = 3x° + 3x + x% + x3 + 0x* + 4x°
=3x% 4+ 3x + x% + x3 + 4x°

=2x%+3x +x% +x3

2.3 Lapangan (Field)
Definisi 5. Lapangan
Lapangan adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan semua unsur
di R mempunyai invers terhadap operasi kedua kecuali elemen nol (identitas pada
operasi pertama) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 314). Dengan kata lain,
untuk setiap elemen bukan nol a € R ada a~! € R sedemikian hinggaa-a ! =1
(Wahyudin, 1989: 155).
Beachy dan Blair (1990: 163) mengatakan bahwa suatu lapangan F
dengan operasi (+) dan (+) harus memenuhi aksioma-aksioma berikut:
I. Tertutup.
Untuk semua a, b € F jumlah a + b dan hasil a - b berada dalam F.
Ii. Bersifat asosiatif.
Untuk semua a, b, ¢ € F, berlaku
a+(b+c)=(@+b)+cdana-(b-c)=(a-b)-c
iii. Bersifat komutatif
Untuk semua a, b, ¢ € F, berlaku
a+b=b+adana-b=b-a
iv. Bersifat distributif
Untuk semua a, b, ¢ € F, berlaku

a-(b+c)=(@-b)+(a-c)dan(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
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v. Mempunyai elemen identitas
Pada himpunan F terdapat satu elemen identitas pada operasi penjumlahan
(+), dinotasikan dengan 0. Sedemikian hingga untuk semua a € F,
a+0=adan0+a=a
Pada himpunan F juga terdapat satu elemen identitas pada operasi
perkalian (-), dinotasikan dengan 1. Sedemikian hingga untuk semua a €
F,
a*l=adanl-a=a

vi. Mempunyai elemen invers
Untuk masing-masing a € F, persamaan,
a+x=0danx+a=0
mempunyai solusi x € F, disebut invers penjumlahan dari a, dan
dinotasikan dengan - a.
Untuk masing-masing elemen tidak nol a € F persamaan,
@ x =N8danxa =11
mempunyai solusi x € F, disebut invers perkalian dari a, dan dinotasikan

dengan a™1.

Definisi 6. Sublapangan (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 360)

Sebuah subset tak kosong F di lapangan K dikatakan suatu sublapangan
di K jika F adalah memenuhi kedua operasi di K beserta aksioma-aksiomanya,
dan F sendiri adalah lapangan dengan operasinya sendiri. Jika setiap lapangan K

adalah sublapangan di K sendiri maka sublapangan ini disebut sublapangan tidak
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sejati di K. Jika setiap sublapangan di lapangan K, merupakan sublapangan di

selain lapangan K, maka sublapangan ini dinamakan sublapangan sejati di K.

Definisi 7. Polinomial atas Lapangan (Beachy dan Blair, 1990: 165)

Misalkan F adalah lapangan. Jika a,,, a;,_1,..,a4,a9 € F, maka

sebarang bentuk dari

A X™ + Ao x™ L+ o+ ayx + ag

disebut polinomial atas F dengan peubah x koefisien a,,, a,,—1, ..., a1, ao. Semua
himpunan polinomial dengan koefisien di F dinotasikan dengan F[x]. Jika n
adalah bilangan bulat non negatif paling besar sedemikian hingga a, # 0, maka
dapat dikatakan bahwa polinomial f(x) = a,x, + -+ + a, mempunyai derajat n,
ditulis dengan (f(x)) =n, dan a, disebut koefisien pertama dari f(x). Jika
koefisien pertama adalah 1, maka f (x) dikatakan polinomial monik.

Sama halnya dengan polinomial ring, yaitu polinomial yang dikenakan
pada suatu ring dan memenuhi kedua operasi pada ring yang dimaksud. Begitu
juga dengan suatu lapangan yang dikenakan suatu polinomial akan membentuk
himpunan polinomial. Dari himpunan polinomial ini ada yang namanya

polinomial tak tereduksi, definisi dari polinomial tak tereduksi sebagai berikut:

Definisi 8. Polinomial tidak Tereduksi (irreducible) (Fraleigh, 2000: 302)
Misalkan F adalah lapangan, polinomial f(x) € F[x] dikatakan tidak

tereduksi (irreducible) pada F[x] jika dan hanya jika f(x) bukan konstanta dan

f(x) # g(x)h(x) untuk setiap g(x), h(x) € F[x] dengan derajat g(x) dan h(x)

lebih kecil dari derajat f(x).
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Contoh 5:
Pada ring polinomial R[x]
(i). Polinomial x2 + 1 merupakan polinomial tidak tereduksi, karena tidak
ada g(x), h(x) € R[x] sehingga x? + 1 = g(x)h(x).
(ii). Polinomial x? —1 merupakan polinomial tereduksi, karena x? + 1 =

(x+D(x—-1).

2.3.1 Perluasan Lapangan (Extension Field)
Untuk mengetahui akar-akar dari polinomial tak tereduksi pada
lapangan maka perlu dibentuk adanya perluasan lapangan, definisi dari

perluasan lapangan sebagai berikut:

Definisi 9. Perluasan Lapangan (Wahyudin, 1989: 234)

Suatu sublapangan (lapangan bagian) dari lapangan K adalah suatu
subring (ring bagian) F dan juga merupakan lapangan. Dalam hal ini,
lapangan K disebut perluasan dari lapangan F. Misalnya, Q adalah
sublapangan dari R, oleh karena itu R adalah suatu perluasan dari lapangan
Q.

Sebuah lapangan K adalah perluasan lapangan dari F, jika F adalah
sublapangan dari K berdasarkan pengertian ini dibuktikan teorema Kronecker
sebagai berikut (Fraleigh, 1994: 394).

Teorema 2. Teorema Kronecker (Fraleigh, 1994: 394-395)
Misalkan F adalah lapangan dan f(x) polinomial tidak konstan di dalam
F[x]. Maka terdapat perluasan lapangan K dari F dan a € K sedemikian

sehingga f(a) = 0.



22

Bukti:

Misalkan f(x) € F[x] dapat difaktorkan secara tunggal sebagai
f(x) = p1(x)p,(x) ... pp(x), dengan p;(x) (i = 1,2,...n) adalah polinomial
prima yang tak tereduksi dengan F[x]/(p(x)) adalah suatu lapangan di
mana (p(x) ) himpunan polinomial tidak tereduksi dalam lapangan F[x].
Didefinisikan suatu pemetaan v : F — F[x]/{(p(x) )
dengan

v(@) = a+(p(x))
v adalah pemetaan satu-satu, sebab Va,b € F
jika
v(@) = y(b)

maka

a+ (p(x)) =b+ (p(x))

<a—be(p))
Jadi a — b suatu kelipatan p(x) yang berderajat > 1.
v homomorfisma ring. Sehingga w(F) = {a + (p(x)) |a € F } < F[x]/
(p(x) ) merupakan sublapangan dari F[x]/{p(x) ). Jadi F = {a + (p(x))| a e
F}.
Misal K = F[x]/{p(x) ) maka K merupakan perluasan lapangan dari
F. Akan dibuktikan f(o) = 0, ambil acE dengan o = X + (p(x)). Jika

p(x) =ay+a;x+-+a,x" di mana a; €F maka p(a)=ay+
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a;(x + (p(0)) + -+ ap(x + (pIN" =0 dalam K = Fx]/(p(x) ).

p(a) = 0 karena f(x) = p; (x)p2(x) ... ... pn(x), maka f(a) = 0. [

Definisi 10. Akar dari Polinomial (Herstein, 1975: 219)

Jika p(x) € F[x], maka terdapat elemen « di perluasan lapangan F disebut
akar dari p(x) jika p(a) = 0.

Contoh 6:

Misalkan f(x) = 2x2 + 4x + 4. Tentukan akar dari f(x) atas Zs.

Jawab:

Pertama, substitusikan masing-masing dari 5 elemen Zs ke dalam f(x) untuk
melihat elemen mana yang menghasilkan nol. Di mana Zg = {0,1,2,3,4}.

Maka diperoleh:

f(0) =4,
f() =0,
f@=0o
f(3) =4,
f(4) =2

Jadi akar-akarnya yaitu 1 dan 2.

Definisi 11. F[x]/(p(x) ) Lapangan (Wahyudin, 1989: 234)

Suatu polinomial p(x) tidak tereduksi terhadap F, maka ring faktor
K = F[x]/(p(x) ) adalah lapangan. Lapangan K dapat dipandang sebagai
suatu perluasan dari lapangan F. Dapat dikatakan bahwa K dapat diperoleh

dari F dengan melalui akar tersebut.
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Contoh 7: (Beachy, John A., 1990: 191)

Misalkan F = Z, dan p(x) = x? + x + 1. Maka p(x) adalah faktor
tunggal atas Z, dan dengan demikian Z, [x]/{x? + x + 1) adalah lapangan.
Kongruensi kelas modulo x2 + x + 1 dapat diwakili oleh [0], [1], [x] dan
[1 + x] ini satu-satunya polinomial dari derajat kurang dari 2 atas Z, yang
memenuhi operasi penjumlahan dan perkalian yang diberikan pada tabel 2.1

dan tabel 2.2 di bawah ini:

Tabel 2.1. Penjumlahan di Z, [x]/{(x? + x + 1)

(+) 0 1 57 1+ x
0 0 1 X 1+ x
1 1 0 1+x X
X 5% G- 0 1
14+ x 1+x 54 1 0
Tabel 2.2. Perkalian di Z, [x]/{(x* + x + 1)
(X) 0 1 X 1+x
0 0 0 0 0
1 0 1 G 14+ x
X 0 X I 2 1
1+x 0 1% 1 X

Definisi 12. Aljabar atas F (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 538)
Misalkan K adalah perluasan dari lapangan F, maka elemen a € K
dikatakan aljabar atas F, jika a adalah akar dari polinomial tak nol di F[x].
Birkhoff dan Mac Lane (1964: 394) mengatakan bahwa misalkan K
adalah lapangan dan F adalah sublapangan dari K. Suatu elemen x € K
disebut aljabar atas F jika x memenuhi a sebagai koefisien di suatu
polinomial di mana koefisiennya bukan semua nol di F,

apx® + a;x + ayx? + -+ + a,x™ = 0 di mana a; € F, bukan semua nol.
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Definisi 13. Perluasan Aljabar (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 538)
Perluasan K atas lapangan F dikatakan menjadi perluasan aljabar

jika masing-masing elemen K adalah aljabar atas F. Dengan kata lain

perluasan K atas lapangan F adalah perluasan aljabar jika masing-masing

elemen di K adalah akar tak kosong polinomial di F[x].

2.3.2 Lapangan Pemisah (Splitting Field)
Perluasan lapangan atas polinomial tak tereduksi disebut sebagai

lapangan pemisah dengan definisi sebagai berikut:

Definisi 14. Lapangan Pemisah (Dummit dan Foote, 1999: 516)

Perluasan lapangan K atas lapangan F dikatakan sebagai lapangan
pemisah dari polinomial f(x) € F[x] jika faktor dari f(x) merupakan faktor
linier di K[x] dan f(x) bukan faktor linier atas setiap proper sublapangan
terhadap K di F.

Jika f'(x) berderajat n, maka f(x) mempunyai paling banyak n akar
di F dan mempunyai tepat n akar di F jika dan hanya jika f(x) pemisah di
F[x].

Contoh 8:
Lapangan pemisah dari polinomial f(x) = x? + 1 € R[x] atas R adalah C,

sebab f(x) = (x —i)(x +1i),i € Cdan C = {R(i) = a + bila,b € R}.

Teorema 3. (Dummit dan Foote, 1999: 516-517)
Untuk setiap lapangan F, jika f(x) € F[x] maka ada perluasan lapangan K di

F di mana ini adalah lapangan pemisah untuk f(x).
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Bukti:

Pertama tunjukkan dulu bahwa ada perluasan lapangan E atas F di
mana f(x) pemisah faktor linier dengan menginduksi derajat n di f(x). Jika
n =1, maka E = F. Seandainya sekarang n > 1. Jika faktor tunggal f(x)
atas F adalah berderajat 1 semua, maka F adalah lapangan pemisah dari f(x)
dan ambil E = F. Jika tidak, paling tidak salah satu faktor tunggal, katakan
p(x) dan f(x) di F[x] adalah paling tidak berderajat 2. Ada satu perluasan
E, dari F mengandung satu akar a dari p(x). Berlaku E; polinomial f(x)
yang mempunyai faktor linier x — a. Derajat dari faktor sisa f; (x) dari f(x)
adalah n — 1, sehingga dengan induksi di situ adalah satu perluasan E dari
E; mengandung semua akar dari f;(x). Ketika @« € E, E adalah satu
perluasan lapangan dari F mengandung semua akar dari f(x). Sekarang
biarkan K menjadi penyilangan dari semua sublapangan dari E mengandung
F yang mana juga mengandung semua akar dari f(x). Maka K adalah

lapangan di mana ini merupakan lapangan pemisah untuk f(x). ]

2.3.3 Polinomial Separable
Polinomial yang mempunyai akar berlainan pada lapangan
pemisahnya dinamakan polinomial separabel, definisi dan teorema dari

polinomial separabel sebagai berikut:

Definisi 15. Polinomial Separable (Chaudhuri, 1983: 126)
Polinomial yang tidak tereduksi lagi p(x) € F[x] dikatakan

separable jika hanya mempunyai akar tunggal pada lapangan pemisahnya.
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Teorema 4. (Chaudhuri, 1983: 128)
Untuk setiap lapangan F, suatu polinomial tunggal f(x) € F[x] adalah
separable jika dan hanya jika f (x) dan f(x)" adalah relatif prima.
Bukti:
Misalkan d(x) = (f(x), f'(x)) = 1. Selanjutnya, misalkan f(x) =
(x — a)*g(x) pada lapangan pemisah f(x), dimana a adalah sebuah akar
ganda k pada f(x) dan karenanya tak satu pun yang merupakan akar dari
g(x). Kita mempunyai
f'(x) =k(x—a)tg(x) + (x — a)*g' (x)
= (x— ) '[kg(x) + (x — a)g' (x)]
Dengan demikian (x — a)*~1 | d(x) atas lapangan pemisah dari f(x). Ini
menyiratkan derajat d(x) > k — 1. Tetapi derajat d(x) = 0 = k — 1, yaitu
« adalah akar tunggal. Dengan cara yang sama, semua akar di f(x) adalah
tunggal dan f(x) adalah separable.
Dan sebaliknya, misalkan f (x) separable dan a adalah akar di f(x).
Maka f(x) = (x —a)g(x) dan a bukan suatu akar di g(x). Terdapat
f'tx) =gx)+ (x—a)g'(x) dan f'(a) = g(a) # 0. Dengan demikian «a
bukan akar di d(x) = (f(x), f'(x)). Setiap akar di d(x) harus menjadi akar
di f(x), d(x) tidak mempunyai akar disemuanya, dan menjadi polinomial

monik, harus 1. ]
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Definisi 16. Polinomial Monik (Raishinghania dan Aggarwal, 1980: 423)
Suatu polinomial f(x) € R[x] dengan elemen suku tertingginya identitas dari
R atau dengan kata lain jika peubah x dengan pangkat tertingginya adalah 1

maka polinomial ini dinamakan polinomial monik.

Teorema 5. (Chaudhuri, 1983: 128-129)

Polinomial tak tereduksi f(x) € F[x] adalah separable jika dan hanya jika
08

Bukti:

Ketika f(x) tak tereduksi, ini hanya membagi dirinya sendiri dan unsur di F.
Jika f'(x) # 0, maka (f(x),f'(x)) = 1; sementara jika f'(x) = 0, maka

(FC0), f'(x)) = f(x) # 1. n

Teorema 6. (Chaudhuri, 1983: 129)

Jika karakteristik F adalah 0, maka setiap polinomial tak tereduksi f(x) €
F|x] adalah separable.

Bukti:

Ketika f(x) € F[x] tak tereduksi, ini berarti derajatnya positif, katakan n.

Maka f'(x) = na,x"* + -+ a; # 0,di mana na,, # 0. [

Teorema 7. (Chaudhuri, 1983: 129)
Jika karakteristik pada F adalah p, maka polinomial tak tereduksi f(x) €
F[x] adalah inseparable (bukan separable) jika dan hanya jika f(x) =

g(xP), untuk setiap g(x) € F[x].



2.4

29

Bukti:

Pada teorema sebelumnya, f(x) bukan separable (inseparable) jika dan
hanya jika f'(x) = 0. Sekarang f'(x) =na,x™ '+ (n— a,_x" %+
4+ ay. Jadi f'(x) =0, jika dan hanya jika ka;, = 0 untuk k = 1,2, ..., n.
Tetapi ka;, = 0 jika dan hanya jika juga a; = 0 atau k = 0(mod p). Kondisi
ini jelas ekuivalen dengan f(x) = g(x?) untuk setiap g(x) € F[x]; yaitu
f'(x) = 0 jika dan hanya jika semua koefisien di f(x) adalah kecuali nol,

mungkin itu adalah p. ]

Definisi 17. Perluasan Normal (Dummit, 1999: 517)
Jika K adalah perluasan aljabar F di mana ini merupakan lapangan pemisah
atas F untuk koleksi polinomial f(x) € F[x] maka K disebut perluasan

normal F.

Isyarat Konsep Perluasan Lapangan dalam Al-Qur’an

Belajar matematika perlu dilakukan secara bertahap menuju level

abstraksi. Dengan demikian matematika perlu dipelajari melalui tahapan nyata

(konkret), setengah nyata (semi konkret), dan abstrak. Penyajian matematika

secara konkret dapat berupa masalah yang berkaitan dengan kehidupan nyata

(realistik/kontekstual). Bahasa yang digunakan adalah bahasa sehari-hari yang

dekat dengan kehidupan. Masalah yang disajikan perlu diselesaikan untuk

menemukan suatu konsep atau prinsip. Jadi aktivitas matematika adalah aktivitas

penemuan melalui pemecahan masalah. Sehingga dikatakan bahwa inti kegiatan

belajar matematika adalah pemecahan masalah (Abdussakir, 2007: 15-16).
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Dalam penelitian ini, untuk memecahkan masalah adalah dengan cara
melakukan faktorisasi terhadap himpunan polinomial dalam lapangan untuk
memperoleh akar-akar penyelesaiannya. Apabila polinomial ini tidak dapat
difaktorkan dalam lapangannya maka perlu adanya perluasan lapangan dan
polinomial yang tidak dapat difaktorkan ini dinamakan polinomial tak tereduksi.
Polinomial tak tereduksi ini akar-akarnya berada dalam perluasan lapangannya.
Jika polinomial tak tereduksi dalam perluasan lapangan dapat dibentuk sebagai
hasil kali dari faktor linier dalam lapangannya maka perluasan lapangan ini
dinamakan lapangan pemisah. Jika polinomial dalam lapangan pemisahnya
mempunyai akar yang berlainan maka polinomial ini dinamakan polinomial
separable. Konsep ini secara tersurat dapat dilihat dalam Al-Qur’an surat Al-

A’raf ayat 54.

L
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Artinya: “Sesungguhnya Tuhan kamu ialah Allah yang telah menciptakan langit
dan bumi dalam enam masa, lalu Dia bersemayam di atas 'Arsy. Dia
menutupkan malam kepada siang yang mengikutinya dengan cepat, dan
(diciptakan-Nya pula) matahari, bulan dan bintang-bintang (masing-
masing) tunduk kepada perintah-Nya. Ingatlah, menciptakan dan
memerintah hanyalah hak Allah. Maha Suci Allah, Tuhan semesta
alam”.

Allah Swt yang menciptakan makhluk berupa alam semesta ini. Alam
semesta kita khususnya tata surya adalah sebuah sistem yang terdiri dari sub-sub
sistem yang padu, dan membentuk satu kesatuan. Kandungan dalam ayat Al-

Qur’an surat Al-A’raf ayat 54 di atas menjelaskan bahwa Allah Swt telah
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menciptakan alam semesta dalam waktu enam masa, disertai dengan pergantian
siang dan malam, dan diciptakanNya pula matahari, bulan, dan bintang-bintang di
dalamnya. Hal tersebut merupakan himpunan yang berada dalam alam semesta

ini. Begitu juga dalam Al-Qur’an surat Yunus ayat 5 sebagai berikut:
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Artinya: “Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya dan
ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi perjalanan
bulan itu, supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhitungan
(waktu). Allah tidak menciptakan yang demikian itu melainkan dengan
hak. Dia menjelaskan tanda-tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-
orang yang mengetahui”.

Al-Qur’an surat Yunus ayat 5 di atas menjelaskan bahwa Allah Swt
menciptakan matahari bersinar dan bulan bercahaya dan menempatkan jalannya
bulan beredar pada jalan edarannya sendiri, jadi tidak akan bertumbukan dengan
benda lain, dari itu dapat diketahui bilangan tahun dan hitungan waktu dalam hal

ini bisa menentukan awal bulan dalam tanggalan Hijriyah.
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PEMBAHASAN

Pada bab ketiga ini akan dibahas mengenai akar-akar polinomial separable

sebagai pembentuk perluasan normal pada ring modulo yang diperoleh dari

lapangan pemisahnya. Adapun untuk memperoleh perluasan normal pada ring

modulo dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:

1,

2.

Lapangan dikenakan suatu polinomial
Dari himpunan polinomial yang terbentuk, terbagi menjadi:
a. Polinomial konstan
b. Polinomial tidak konstan yaitu:

1) Polinomial tereduksi

2) Polinomial tidak tereduksi
Membentuk perluasan lapangan untuk memperoleh akar-akar dari
polinomial tidak tereduksi.
Perluasan lapangan yang memuat polinomial tidak tereduksi di mana
polinomial tidak tereduksi tersebut salah satu faktornya terdapat dalam
sublapangan, maka perluasan lapangan ini dinamakan lapangan
pemisah.
Jika dalam lapangan pemisah polinomialnya mempunyai akar-akar
yang berlainan, maka polinomial ini dinamakan polinomial separable
dalam lapangan.
Lapangan pemisah yang memuat semua akar-akar berlainan dinamakan

perluasan normal.

32
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Dalam penelitian ini lapangannya dikenakan pada polinomial yang
koefisien suku-sukunya adalah bilangan modulo prima dan peubah Xx
berderajat sesuai dengan modulo yang ditunjuk. Selanjutnya penjelasan dari

langkah-langkah di atas akan dijabarkan dalam subbab-subbab berikut ini:

3.1. Lapangan yang Dikenakan Polinomial

Lapangan adalah suatu ring (R,+,X%) yang bersifat komutatif dengan
elemen satuan, di mana semua unsur di ring R mempunyai invers terhadap operasi
kedua, kecuali identitas operasi pertama (Raisinghania, 1980: 314). Dengan kata
lain, lapangan adalah ring sejati komutatif R yang memenuhi aksioma berikut.
Untuk setiap elemen bukan nol a € R ada a™! € R sedemikian hinggaa.a™! =1
(Wahyudin, 1989: 155). Pada penelitian ini diberikan lapangan dengan operasi +
sebagai operasi pertama dan operasi X sebagai operasi kedua yang dikenakan
pada bilangan modulo prima. Lapangan ini kemudian dikenakan suatu polinomial
f (x) yang kemudian diperoleh himpunan polinomial f;(x) di manai =1,2,...,n
yang koefisien suku-sukunya merupakan unsur-unsur di dalam lapangannya.

Polinomial-polinomial yang sudah terbentuk ini, kemudian ada
polinomial yang konstan dan polinomial yang tidak konstan dan dari polinomial-
polinomial yang tidak konstan ini terdapat polinomial yang dapat difaktorkan dan
ada yang tidak dapat difaktorkan. Polinomial yang dapat difaktorkan berarti
mempunyai akar selesaian pada lapangan tersebut, sementara polinomial yang
tidak dapat difaktorkan disebut dengan polinomial tidak tereduksi (irreducible).

Untuk memperoleh akar-akarnya maka dibentuklah suatu perluasan lapangan
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yang kemudian akar-akar penyelesaian dari polinomial tidak tereduksi ini berada

dalam perluasan lapangannya.

3.2. Perluasan Lapangan
Sebuah lapangan K disebut perluasan atas lapangan F, jika lapangan F
adalah  sublapangan dari lapangan K (Raishinghania, 1980: 534). Untuk
membentuk suatu perluasan dari lapangan diperlukan beberapa langkah sebagai
berikut:
1. Dibentuk himpunan polinomial atas lapangan F dengan peubah X,
misalkan F[x].
2. Menentukan ideal maksimal dari F[x], misalkan N.

3. Membentuk himpunan koset dari ideal maksimal atas lapangan F[x],
sehingga diperoleh % = {a + N|a € F[x]} yang merupakan perluasan

lapangan dari F.

Pada penelitian ini penulis memberikan lapangan modulo yang
dikenakan pada bilangan modulo prima. Bilangan modulo prima antara lain
2,3,5,7,11,13,...,n di mana n ini hanya bisa dibagi oleh 1 dan bilangan n itu
sendiri. Penulis mengambil bilangan modulo 2,3, dan 5 sebagai contoh dalam
penelitian ini. Pertama dimulai dengan modulo 2, yaitu M, = {0,1}. Lapangan
(M, +,x ) dikenakan polinomial k(x) dan diperoleh himpunan polinomial yaitu
M,[x] = {k(x) = ay + a;x + a,x? + -+ a,x"},ap, a4, ay, ..., a, € M, sebagai
berikut:

ki(x) =0................... polinomial konstan

I
=1

k,(x) — (o] [ eI EU Gl N ey
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k3(x) = x .. eue cev v oo .. polinomial tidak konstan
ky(x) =1+ x............ polinomial tidak konstan

Dari lapangan (M,,+,x) ini hanya diperoleh polinomial-polinomial
M,Ix] = {k;(x), ky(x), ks (x), k,(x)} karena anggota M, = {0,1}. Setelah itu
polinomial-polinomial yang tidak konstan di atas yaitu k;(x) dan k,(x) dicari
akar-akar penyelesaiannya yaitu sebagai berikut:
Untuk € T sedemikian hingga k(a) = 0 maka,

k(@) =aeo 0=aataua =0

kia)=1+a
o 0=14+«a
e a=-1=1

Karena nilai @ =0 dan a =1 maka T = {0,1} untuk « € T maka hal ini
menunjukkan bahwa a berada di dalam M,. Oleh karena itu, M, merupakan
perluasan lapangan atas M, itu sendiri karena T = M,.

Pada M,[x] tidak dapat dicari lapangan pemisahnya karena tidak ada
polinomial tidak tereduksi dari himpunan polinomial M,[x] yang terbentuk.
Sehingga tidak dapat ditentukan juga perluasan normalnya.

Kedua, penulis memberikan lapangan (M3, +,X) yang merupakan suatu
lapangan yang anggota atau unsur-unsur dalam lapangannya adalah bilangan
modulo 3 vyaitu M; ={0,1,2}. Lapangan (Mj,+,x) ini dikenakan suatu
polinomial p(x) yang menghasilkan himpunan polinomial dalam M;[x] yaitu
M;[x] = {p(x) = ag + ayx + ax? + -+ a,x"}, aq,ay, ay, ..., a, € My

sebagaimana disajikan dalam tabel 3.1 berikut:



Tabel 3.1 Himpunan Polinomial pada M5[x]

p1(x) =0 pis(x) =1+ 2x
p2(x) =1 P1e(x) =1+ 2x
pa(x) =2 p17(x) = X+ xi
pa(x) =x p1s(x) = 2x + 2x?
ps(x) = 2x P1o(x) = 2 + 2x
ps(x) = x? P2o(x) = 2 +2x%
py(x) = 2x* p21(x) =1+ x + 2x?

pg(x) = x + 2x?

pzz(x) - i = zx + xz

po(x) = 2x + x?

pa3(x) =2 + x + x?

p1o(x) = i +x Do) = g + 2x -l—_x2
p11(x) =14 x? Dos(x) = 2 + x + 2x2
plZ(x) = +Xx pzs(X) = aF 2x Sl 2x2

p13(x) = 2 + x2

P (x) =1+ x + x?

p14(x) = x + x2

p2s(x) = 2 + 2x + 2x°
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Dari himpunan polinomial pada tabel 3.1 di atas polinomial yang bukan

polinomial konstan dapat difaktorkan sehingga dapat diketahui akar-akar

penyelesaiannya atau pembuat nolnya dalam M;[x] sebagaimana disajikan dalam

tabel 3.2.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Untuk a € S sedemikian hingga p(a) = 0 maka,

Tabel 3.2 Pembuat Nol pada Polinomial M;[x]

Aa yang memenuhi p,,(a) = 0

ps(a) = a p1s(a) =1+ 2a
O=a 0=1+4+2a
a=0 a=1
ps(a) = 2a pi7(@) = a + a®
0 =2« 0=a+a?
a=0 a=0ataua=—-1=2
pe(a) = a® pig(@) = 2a + 2a?
0 = a? 0 =2a + 2a?
a=0 0=2a(1+a)
2a=0atau (1+a) =0
a=0ataua=—-1=2
ps(a) = 2a? pio(@) = 2 + 2a
0 = 2a? 0=2+2a
a=0 a=—152
ps(a) = a + 2a* P2o(@) = 2 +2a®
0=a+2a? 0=2+2a?
a=1 Aa yang memenuhi p,o(a) = 0
po(a) = 2a + a? p21(a)—1+a+2a
0 = 2a + a? 0=1+a+ 2a?
a=0ataua=-2=1 Aa yang memenuhi p,; (@) = 0
po(@) =1+a Pap(@) =1+ 2a + a?
0=1+a 0=1+2a+ a?
a=-1=2 a=—-1lataua = -1
a=-1=2
pi1(a) =1+ a? ng(a)—2+a+a
0=1+a? 0=2+a+a?

Aa yang memenuhi p,;(a) = 0

P12(“_)=2+6¥ p24(a_)=_2+_2a+a2
0=2+a 0=2+42a+a? B
=-2=1 Aa yang memenuhi p,,(a) =0
pi3(@) =2+ a” pas(@) = 2 + a + 2a?
0=2+a? 0=2+a+2a?
a=1 a=2
pia(@) = a + a® p26(@) = 1+ 2a + 20
0=a+a’ ~ 0=1+2a+ 2a? _
a=0ataua=-1=2 Aa yang memenuhi p,s(a) = 0
p15(2=i+2a p27(a)—1+a+a
0=1+2a 0=1+a+a?
a=1 a =
p2s(a )=z+2a+_§a2
+2a + 2a?

2 o&
I
= NI
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Berdasarkan tabel 3.2 diperoleh anggota S ={0,1,2} di mana
polinomial-polinomial yang berada dalam M5 juga termasuk dalam S. Dalam
mencari akar-akar penyelesaian di atas ternyata ada polinomial yang tidak
mempunyai akar atau polinomial yang tidak tereduksi dalam M,. Maka untuk
memperoleh akar-akar dari polinomial tidak tereduksi ini dibentuklah perluasan
lapangan dari M5 yaitu S dengan syarat anggota polinomial tidak tereduksi dalam
M; harus ideal maksimal dari S. Dikatakan ideal maksimal jika polinomial tidak
tereduksi yang berada dalam M5 berada dalam dirinya sendiri yaitu dalam M5 dan
induknya yaitu dalam S dan tidak termuat dalam ideal lainnya. Sementara
sublapangan M5 dari lapangan S dikatakan ideal jika ideal kanan dan ideal Kiri
sebagai berikut:

Misal penulis mengambil polinomial tereduksi po(x) = 2x +x2 €
M;[x] dan polinomial ini dioperasikan pada operasi kedua atau dikalikan pada
lapangan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam S[x] sebagai berikut:

Tabel. 3.3 Ideal Kiri M;[x] dari S[x]

Po(x) = (zf g% XZ)PM(X)
=x(2+x)(1+ x?)
=2+ x? € M3[x]

Po(x) = (2x + x*)p23(x)
=x2+x)2+x+x?)
= 2x + x? € My[x]

Po(x) = (2x + x*)po (x)
=x(2+x)(2 + 2x?)
=1+ 2x2 € M;[x]

Po(x) = (2x + x*)p2a(x)
=x(2+x)(2 + 2x + x?)
=1+ 2x € M;[x]

po(x) = (Zic + Xz)?m(x) =
=x(2+x)(1+x + 2x?)
=2+ x € M;[x]

Po(x) = 2x + x*)pre(x)
=x(2 + x)(1 + 2x + 2x%)
= x + 2x? € M;[x]




Tabel 3.4 Ideal Kanan M;[x] dari S[x]

Po(x) = py1(x) (2x + x?)
=(1+x*)(2x +x?)
=2+ x% € M5[x]

Po(x) = pa3(x) 2x + x?)
=Q2+x + x)x(2 + x)
= 2x + x% € M;[x]

Po(x) = p2o(x) (2% + x?)
= (2 +2x»)(2x + x?)
=1+ 2x% € M,[x]

Po(x) = paa(x) 2x + x?)
=2+ 2x+x»)x(2 +x)
=1+ 2x € M;[x]

Po(x) = p21(x) (f_x +x%)
=1 +x+2x»)x(2 +x)
=2+ x € M3[x]

Po(x) = pae(x) (2x + x?)
=1+ 2x +2x)x(2 + x)
= x + 2x% € M;[x]
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Untuk polinomial tereduksi p;o(x) = (1 + x) € M5[x] dan polinomial

ini dikalikan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam S[x]

berikut:

Tabel 3.5 Ideal Kiri M;[x] dari S[x]

p10(x) = (1 + x)p11(x)
=1+ x)(l + x?)
=2+ x + 2x? € My [x]

P10(x) = (1 + x)pa3(x)
=1+x)2+x+x?)
=1 € M,[x]

P10(x) = (1 + x)p2o(x)
=1+ x)(2+2x?)
=1+ 2x +x? € M3[x]

P10(x) = (1 + x)paa(x)
=(1+ x)(2 + 2x + x?)
=1+ x? € M3[x]

P1o(x) = (1 +x0)pr(x)
=1 +x)1+x+2x?)
=2+ 2x + 2x?% € M;[x]

P10(x) = (1 + x)p2e(x)
= (1 + x)(l + 2x + 2x?)

Tabel 3.6 Ideal Kanan M;[x] dari S{x]

=1 +x+2x)(1+x)
=2+ 2x + 2x% € M[x]

P10(x) = p11(x) (ij‘ x) P10(x) = pa3(x) (1 +x)
=1+x>)A+x) =2+x+x3)(A+x)
=2+ x + 2x% € My[x] =1 € M;[x]

P10(x) = o) (1 + x) P10(x) = poa(x) (1 +x)
—(2+2x2)(1+x) —(2+2x+x2)(1+x)
=1+ 2x + x? € My[x] =1+ x? € M5[x]

P10(x) = P21 (x) (1 + x) P10(x) = p2s(x) (1 + x)

=1+ 2x+2x>)(1+x)
=1+ x% € My[x]

sebagai

Untuk polinomial tereduksi p;,(x) = (2 + x) € M;3[x] dan polinomial

ini dikalikan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam S[x]

berikut:

sebagai



Tabel 3.7 Ideal Kiri M;[x] dari S[x]

P12(x) = (2 + x)py; (%)
2+x)(A+x?
x + 2x% € My[x]

P12(x) = (2 + x)pp3(x)
2+x)(2+x+x?)

2 + x € Ms[x]

P12(x) = (2 + x)p2o(x)
=2+ x)(2+2x?
= 2x + x%2 € M,[x]

P12(x) = (Z + x)paa(x)
=24+x)(2+2x+x?)
=2+ x% € M,[x]

P12(x) = 2+ X)pp1(x)
=2+x)(1+x+ 2x?)
- i € Mg[x]

P12(x) = 2+ X)ppe(x)
=2+ x)(1+2x + 2x?)
=1+ 2x € M;[x]

Tabel 3.8 Ideal Kanan M;[x] dari S{x]

P12(x) = p11(x) 2 + )
=1+x)H2+x)
= x + 2x% € M;[x]

P12(x) = pa3(x) 2 +x)_
=Q2+x+x*)(2+x)
=2+ x € My[x]

P12 (%) = P2o(x) 2 + x)
=2+2x)(2+x)
= 2x + x% € M;[x]

P12(x) = paa(x) 2 +x)
=2+2x+x*)2+x)
=2+ x% € M;5[x]

P12(x) = ppr(x) 2 +x)
=1+x+2x?)(2+x)
=1 € M;[x]

P12(x) = p2s(x) 2 +x)
=1+ 2x+2x%) (2 +x)
=1+ 2x € M;[x]

Berdasarkan uraian tabel 3.3, 3.5,
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dan 3.7 di mana tabel-tabel ini

merupakan ideal kiri yaitu misalkan p(x) € M3[x],q(x) € S[x] di mana q(x)

adalah polinomial tidak tereduksi dalam M5[x] maka berlaku p(x) q(x) € S[x],

berdasarkan tabel-tabel

3.4, 3.6, dan 3.8 ideal kanan yaitu misalkan p(x) €

M;[x], q(x) € S[x] di mana g(x) adalah polinomial tidak tereduksi dalam M;[x]

maka berlaku q(x)p(x) € S[x], sehingga M;[x] merupakan ideal dari S[x].

Karena hasil ideal Kiri ataupun kanan hasil pengoperasiannya hanya berada dalam

M;[x] dan S[x] maka ideal ini disebut ideal maksimal.

Polinomial-polinomial yang termasuk ideal maksimal yaitu polinomial-

polinomial tidak tereduksi dalam M [x] diantaranya yaitu sebagai berikut:

p11(x) = 1+ x?

P20 (x) = 2 4 2x?
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P21 () =1+ x + 2x2
pa3(x) =2 + x + x?
D2a(x) = 2 + 2x + x?
Doe(x) =1+ 2x + 2x?

Polinomial-polinomial p;;(x),p20(x), p21(x), p23(x), p2a(x), dan
p26(x) yang tidak tereduksi dalam perluasan lapangannya ini kemudian
dioperasikan pada operasi pertama yaitu penjumlahan (+) terhadap
sublapangannya yaitu pada polinomial-polinomial dalam M;[x], seperti yang

disajikan dalam lampiran A di mana tabel A ini membentuk koset dari M;[x] di

M;[x]
(p())’

untuk setiap p(x) polinomial tidak tereduksi. Dari tabel A ini dapat

M;[x]

diketahui bahwa v

merupakan perluasan atas M;[x] karena himpunan

polinomial dalam M;[x] merupakan bagian dari himpunan polinomial S[x] =

M;[x]
(())

Ms[x]

v Maka dari itu sudah

sehingga M5[x] merupakan sublapangan dari

jelas bahwa 22 adalah perluasan lapangan atas M;[x].

(p ( ))

Selanjutnya yang ketiga, penulis memberikan lapangan (Ms, +,%x) yang
merupakan suatu lapangan yang anggota atau unsur-unsur dalam lapangannya
adalah bilangan modulo 5 yaitu Mg = {0,1,2 3,4}. Lapangan (Ms,+,X) ini
dikenakan suatu polinomial f(x) yang menghasilkan himpunan polinomial dalam
Mg [x] yaitu Ms[x] = {f(x) = ap + ayx + a,x? + -+ a,x"}, aqy, a4, ay, ..., ay €

M; sebagaimana disajikan dalam tabel 3.9.



Tabel 3.9 Himpunan polinomial pada Ms[x]

fik)=0 fos(x) = 2x* + 4x*

fLx)=1 for (x) = 3x° + 4x*

f3(x) =2 fo5(x) = x + 2x% + 3x3 + 4x*
f1(x) =3 fo0(x) = x + 2x2 + 3x3

fs(x) =4 fr0(x) = x + 3x3 + 4x*

fo(x) = x fo1(x) = 2x2 + 3x3 + 4x*

f7(x) = 2x fao(x) =1+ x+x%+x%+x*
fo(x) = 3x fo3(x) = 2 + 2x + 2x? + 2x3 + 2x*
fo(x) = 4x f3a(x) =3 + 3x + 3x% + 3x3 + 3x*
f10(x) = x? f35(x) = 4 + 4x + 4x* + 4x3 + 4x*
f11(x) = 2x? fr6(x) = x? + 2x3 + 3x*

fiz(x) = 3x* far (x) = x® + 2x*

fiz(x) = 4x? fre(x) = 2x + 3x% + x3

fia(x) = x> fao(x) = 2x% + 3x° + x*

A =208 fio(x) = 4x? + 4x3 + x*

he(x) =%3%° far(x) = 4x + 4x% + x3

fi7(x) = 4x3 fir (%) = 3x% + 4x3 + 2x*

e —=% fiz(x) = 3x + 4x% + 2x°

fro(x) =y2x" fia(x) = x + 3x? + 3x3 + x*
Frolx) = 3x* fis(@) =1+ 3x + 3x? + x°

fo1(x) = 4x* fie(x) =2 + 3x + x?

for(X) = x + 2x°

far(x) = 2 + 2x + 2x?

foz(x) = x + 3x3

fas(®) = 4 + 4x + x?

fra(x) = x + 4x*

fao(x) = 3 + 4x + 2x°

fo5(x) = 2x2 + 3x3

£00) = -
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Dari himpunan polinomial pada tabel 3.9 di atas polinomial yang bukan

polinomial konstan dapat difaktorkan sehingga dapat diketahui akar-akar

penyelesaiannya atau pembuat nolnya dalam M [x] sebagaimana disajikan dalam

tabel 3.10.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Untuk a € T sedemikian hingga f(a) = 0 maka,

Tabel 3.10 Pembuat Nol pada Polinomial Mg[x]

Il
)
N

fe(a) = a fas(a) = 2% + 4a*

0=a 0 = 2a? + 4a*

Aa yang memenuhi fo.(a) = 0

fr(a) = 2a for(@) = 3a® + 4a*

0 =2a 0 = 3a3 + 4a*

0=a Aa yang memenuhi f,,(a) = 0
fo(a) = 3a fos(@) = a + 2a* + 3a° + 4a*

0 =3« 0=a+2a?+ 3a® + 4a*

0=a Aa yang memenuhi fo5(a) = 0
fo(x) = 4a foo(@) = a + 2a* + 3a

0 =4a 0=a+2a?+ 3ad

0=a Aa yang memenuhi fo9(a) = 0
fala) = de fro(@) = a+ 3ad + 4a*

0=a+3a®+ 4a* N
Aa yang memenuhi f5o(a) = 0

fi1(a

Il
N'NQ
S |

N N

fs1(a) = 2a? + 3a® + 4at
0 =2a?+3a + 4a* A
Aa yang memenuhi f31(a) =M

frz(a

Il
chmQ
S

N N

foz(@)=1+a+a?+ad+a*
0=1+a+a?+a+a*
Aa yang memenuhi f5,(a) = 0

fis(a

I
BEAR
QN QN

f33(a)—2+2a+2a + 2a3 + 2a*
0=2+2a+2a?+2a®+ 2a*
Aa yang memenuhi f33(a) = 0

fra(a

|
QIR
w

w

f34(a)—3+3a+3a + 3a® + 3a*
0=3+3a+3a?+3a®+3a*

R PR PR P A I = TR SR =TRA ISR ST A ISR TR A ISR
Il
S

= Aa yang memenuhi f3,(a) = 0
fis(a) = 2a® fas(@) = 4+ 4a + 4a® + 4a3 + 4at
LY. 0=4+4a + 4a? + 4a® + 4a*
=a Aa yang memenuhi fz<(a) = 0
fie(@) = 3a® fz6(@) = a® + 2a> + 3a*
= 3a8 0=a?+2a®+3a*
=a Aa yang memenuhl fz6(@) =0
fi7(@) = 4a fa7(a) = a® + 2a*
=a 0=ad+2a*
= 4¢3 Aa yang memenuhi f37(a) =0
fig(a) = a* fzs(@) = 2a +3a* + a3
=a* 0=2a+3a?+a?
=q 0=a(a+1)(a+2)
a=0a=—-1=4atau
a=-—2=
fio(@) = 2a* fzo(@) = 2a* + 3a® + a*
0 =2a* 0 =2a?+3a®+a*
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0=a 0=a?(a+1)(a+2)
a’?=0,a =—-1=4atau
a=-2=3
foo(@) = 3a* f40(a)=4_}a2+4_1a3+a4
0 =3a* 0 =4a? + 4a® + a*
0=« 0=a?(a+2)(a+2)
a=0a=-2=3atau
a=-2=
for(@) = 4a* fu (@) = 4a + 4a? + a3
0 = 4a* 0 =4a+ 4a® + a®
0=« 0=a(a+2)(a+2)
a=0a=-2=3atau
a=-2=3

for(@) = a + 2q”
0=a+2a? -
Aa yang memenuhi f,,(a) = 0

f42(a) = 3a? + 4a3 + 2a*
0 = 3a? + 4a® + 2a*
Aa yang memenuhi f,,(a) = 0

fas(@) = a+ 303
0=a+3as
Aa yang memenuhi fo3(a) = 0

faz(a) = 3a + 4a? + 2a®
0 =3a+ 4a? + 2a® "
Aa yang memenuhi f;(a) = 0

f24(a) = a + 4a*
0 =a+ 4a* :
Aa yang memenuhi f,,(a) = 0

f44(a)—a+3a +3a® + a*
0=a+3a?+3a®+a*
O=a(a+D(a+D(a+1)
a=0ataua=-1=4

fas(a) = 2a? + 3a?

(@) =1+3a+3a?+ad
fas

0=(a+1(a+2)

0 =2a?+ 3a°® 0=1+3a+3a%?+ad
Aa yang memenuhi fo5(a) = 0 O=(a+D(a+D(a+1)
a=-1=4
fic(@) =2+ 3a + a? fag(@) = 4 + 4a + a?
0=2+3a+a? 0=4+4a+ a?

0=(a+ fz(a +2)

N1 = 4 géair a =R =3 atau a =2 = 3
_ z:_
far(@) =2 + 2a + 2a? fao(@) = 3 + 4a +2a°
0=2+2a+2a? B 9=3+719(+_2a2_
Aa yang memenuhi f,,(a) = 0 0=(a+1)2a+3)
a=—i=4ataua=—§=6
fola) = -

Berdasarkan tabel 3.10 di
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atas diperoleh anggota T = {0, 1, 2, 3,4} di

mana polinomial-polinomial yang berada dalam M; juga termasuk dalam T.

Dalam mencari akar-akar penyelesaian di atas ternyata ada polinomial yang tidak

mempunyai akar atau polinomial yang tidak tereduksi dalam Ms. Maka untuk
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memperoleh akar-akar dari polinomial tidak tereduksi ini dibentuklah perluasan
lapangan dari M5 yaitu T dengan syarat anggota polinomial tidak tereduksi dalam
M; harus ideal maksimal dari T. Dikatakan ideal maksimal jika polinomial tidak
tereduksi yang berada dalam M- berada dalam dirinya sendiri yaitu dalam M- dan
induknya yaitu dalam T dan tidak termuat dalam ideal lainnya. Sementara
sublapangan Mg dari lapangan T dikatakan ideal jika ideal kanan dan ideal Kiri
sebagai berikut:

Misal penulis mengambil polinomial tereduksi fu4(x) = x + 3x% +
3x3 + x* € Mc[x] dan polinomial ini dioperasikan pada operasi kedua atau
dikalikan pada lapangan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam F[x]

sebagai berikut:

Tabel 3.11 Ideal Kiri Mg[x] dari T[x]

faa(x) = (x + 3x% + 3x® + xM) f,(x)
= (x(x+Dx+D(x+1))(x + 2x?)
=2+ 2x + x* + 4x* € M[x]

faa(x) = (x + 3x% 4+ 3% + x*) fr3(x)
=(x@x+DE+Dx+1))(x+3x3)
=4+ 4x + 4x* + 3x3 + x* € Mc[x]

faa () = (x + 3x% + 3x% + x*) fLa (%)
=(x(x+Dx+D(x+1))(x + 4xH)
= 2x + 3x% + 2x3 + 3x* € M[x]

faa(x) = (x +3x% +3x% + xM) fr5(x)
= (x(x+ D+ D(x+1))(2x2 + 3x3)
= x + 3x? + 2x3 + 4x* € M[x]

faa () = (x + 3x% 4+ 3x% + x*) fo6 (%)
= (x(x+Dx+D(x+1))(2x? + 4xH)
=4x + 2x% + x3 + x* € Mg[x]
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Tabel 3.12 Ideal Kanan M:[x] dari T[x]
faa(®) = foo(x) (x + 3x + 3x> + x*)
=(x+2x*) (x(x + D+ Dx + 1))
=2+ 2x + x? + 4x* € Mc[x]
faa(x) = fo3(x) (x+ 3x% +3x% +x%)
=(x+ 3x3 ) (x(x + 1)(x +Dx+1))
=4+ 4x + 4x? + 3x3 + x* € M [x]
faa(x) —f24(x)_(x+3x +_3x +x%) -
=(x+4x") (x(x+ D+ D(x+1))
= 2x + 3x% + 2x3 + 3x* € M[x]
faa () = fo5(x) (x + 3x% + 3x> + x*)
2x2+3x) (x(x+ D+ D(x+1))
x + 3x% + 2x3 + 4x* € Ms[x]
faa(x) = fze(x)(x 193%% 130 5d)
= (2x% + 4x4) (x(x +Dx+D(x+1))
= 4x + 2x% + x + x* € Ms[x]

Untuk polinomial tereduksi f3s(x) = (1 + 3x + 3x2 + x3) € Ms[x] dan
polinomial ini dikalikan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam M [x]

sebagai berikut:

Tabel 3.13 Ideal Kiri Mg [x] dari T[x]
fas(x) = (1 + 3x + 3x% + x3) f,(x)
= ((x + D+ D+ 1) )(x + 2x?)
=2+ x +4x3 + 2x* € M[x]
fas() = (1 4 3x + 3x2 + x3) fo3(x)
=((x+Dx+Dx+1) )(x+3x%)
=4+ 4x + 3x% + x3 € Mg[x]
fas(®) = (1 + 3x + 3x% + x3) f4(x)
=((x+ D+ D +1D))(x + 4x*)
= 2+ 3x + 2x% + 3x3 € M[x]
fas(x) = (1 + 3x + 3x% + x3) fo5(x)
= ((x + D+ Dx+ 1) )(2x? + 3x%)
=1+ 3x + 2x% + 4x3 € Mg[x]
fas() = (T + 3x + 3x% + x3) fr4(x)
=((x+ D+ D +1))2x%+4xh)
=44 2x + x* + x3 € Mg[x]
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Tabel 3.14 Ideal Kanan Mc[x] dari T[x]

fas(x) = fo2(x) (1 + 3x + 3x% + x%)
=@x+2x) (x+DEx+Dx+1))
=2+ x + 4x3 + 2x* € Mg[x]

fas(x) = fo3(x) (1 + 3x + 3x* + x%)
=@x+33)(x+DE+Dx+1))
=4+ 4x + 3x% + x3 € Mg[x]

fas(®) = fou(x) (1 + 3x + 3x* +x3)
=@+ (x+DE+Dx+1))
=2+ 3x + 2x% + 3x3 € M[x]

fas(x) = fo5(x) (1 + 3x + 3x* + x%)
=222 +3x)(x+Dx+D(x+ 1))
=1+ 3x + 2x% + 4x3 € Mg[x]

fas(x) = fo6(x) (1 + 3x + 3x% + x?)
=22 +4xH) (x+Dx+Dx+1))
=44 2x + x? + x3 € Mg[x]

Untuk polinomial tereduksi  f36(x) = (2 + 3x + x2) € Ms[x] dan

polinomial ini dikalikan dengan sebarang polinomial tidak tereduksi dalam M[x]

sebagai berikut:

Tabel 3.15 Ideal Kiri Mg [x] dari T[x]
fas(x) = (24 3x 4+ x*) f,(x)
= ((x+ D(x +2) ) (x + 2x?)
= 2x + 2x% + 2x3 + 2x* € M[x]
fas(x) = (2 4 3x 4+ x*) fr3(x)
=((x+D(x+2))(x+3x%)
=3 + 2x + 3x% + 2x3 + 4x* € Mq[x]
fas(X) = (2 4 3x + x2) fo4(x)

=2+ x+3x% + x3+ 3x* € Mc[x]
fais(x) = (2 + gif + xz)fzs(x_) B

= ((x+ D(x+2))(2x? + 3x%)

=3+ 4x? + 2x3 + x* € Mg[x]
fais(x) = (2 + §3_C + xz)fze(x_)

= ((x+ D(x +2) )(2x? + 4x*)

=2 +4x + 4x* + x> € Mg[x]




Tabel 3.16 Ideal Kanan Ms[x] dari T[x]

fae(X) = f2(x) (2 + 3x + x?)
=@x+2x) ((x+Dx+2))
= 2x + 2x% + 2x3 + 2x* € Mg[x]

fae(X) =f23(x2 (2 +3x +3€2) ~
=@x+33) ((x+Dx+2))
=34 2x + 3x% + 2x3 + 4x* € M[x]

fae(®) = fo4(x) (2 + 3x + x?)
=@x+4M) ((x+ D +2))
=2+x+3x% +x3 + 3x* € Mc[x]

fae(®) = fos(x) (2 + 3x + x?)
=(2x2+3x%) (x+D(x+2))
= 3+ 4x? + 2x3 + x* € Mg[x]

fas(X) = f26(x) 2 + 3x + x?)
=2x2+ 4 ((x+Dx+2))
=2 + 4x + 4x* + x3 € Mg[x]
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Berdasarkan uraian tabel 3.11, 3.13, dan 3.15 di mana tabel-tabel ini

merupakan ideal kiri yaitu misalkan f(x) € Mg[x], g(x) € T[x] di mana g(x)

adalah polinomial tidak tereduksi dalam Ms[x] maka berlaku f(x) g(x) € T[x]

dan dari tabel-tabel 3.12, 3.14, dan 3.16 ideal kanan yaitu misalkan f(x) €

Mc[x], g(x) € T[x] di mana g(x) adalah polinomial tidak tereduksi dalam Ms[x]

maka berlaku g(x)f(x) € T[x], sehingga Mg[x] merupakan ideal dari T[x].

Karena hasil ideal kiri ataupun kanan hasil pengoperasiannya hanya berada dalam

Mc[x] dan T[x] maka ideal ini disebut ideal maksimal.

Polinomial-polinomial yang termasuk ideal maksimal yaitu polinomial-

polinomial tidak tereduksi dalam Ms[x] diantaranya yaitu sebagaimana disajikan

dalam tabel 3.17.
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Tabel 3.17 Polinomial Tidak Tereduksi yang ldeal Maksimal dalam M [x]

fo2(x) = x + 2x? fas(x) =4 + 4x + 4x% + 4x3 + 4x*
fo3(x) = x + 3x3 fr6(x) = x% + 2x3 + 3x*
foa(X) = x + 4x* far () = x> + 2x*
fo5(x) = 2x? + 3x3 fae(x) = 2x + 3x% + x3
fr6(x) = 2x? + 4x* fz0(x) = 2x? + 3x3 + x*
fo7(x) = 3x3 + 4x* fro(x) = 4x% + 4x3 + x*
fre(x) = x +2x% + 3x3 + 4x* | fi,(x) = 4x + 4x% + 13
fo0(x) = x + 2x? + 3x3 fi2(x) = 3x% + 4x3 + 2x*
fr0(x) = x + 3x3 + 4x* f13(x) = 3x + 4x? + 2x3
f31(x) = 2x? + 3x3 + 4x* faa(x) = x + 3x% + 3x3 + x*
firo()=1T+x+x>+x3+x* [fas(x) =1+3x+3x?+x3
fi3(0) =2+ 2x +2x* + 2x° + | foi; (x) = 2 + 2x + 2x°

2x*
f3a(x) =3 +3x + 3x% +3x3 +

K> A

Polinomial-polinomial f22(0), f23(%), f24(x), f2s(X), f26(X), f27(X), f25(x),
f20(x), f30(x), f31(x), f32(x), f33(x), f35(x), f36(X), f37(x),dan f4;(x) yang

tidak tereduksi dari perluasan lapangan ini kemudian dioperasikan pada operasi
pertama yaitu penjumlahan (+) terhadap sublapangannya yaitu pada polinomial-
polinomial dalam Ms[x], seperti yang disajikan dalam lampiran B untuk

Ms[x]
(f(x))

membentuk kosetnya. Dari tabel B ini dapat diketahui bahwa merupakan

perluasan atas Ms[x] karena himpunan polinomial dalam Mg[x] termasuk dalam

himpunan polinomial T[x] =

M -
e )) [x] merupakan sublapangan dari

M;s[x]

e )) Maka dari itu sudah jelas bahwa —22

( f( » | adalah perluasan lapangan atas

Mg [x].

Kajian Al-Qur’an untuk perluasan lapangan yaitu sebagai berikut. Suatu
lapangan F yang dikenakan polinomial yang kemudian membentuk himpunan-
himpunan polinomial di mana koefisien suku-sukunya merupakan elemen dari

lapangan  F.  Polinomial-polinomial ini  kemudian dicari  akar-akar
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penyelesaiannya, dan ternyata dalam mencari akar-akarnya terdapat polinomial-
polinomial yang tidak dapat dicari akar-akarnya, dengan kata lain polinomial
tersebut tidak dapat difaktorkan (irreducible). Maka dibentuklah perluasan
lapangan K untuk memperoleh akar-akar penyelesaian dari polinomial-polinomial
tidak tereduksi tersebut. Akar-akar dari polinomial-polinomial tidak tereduksi
tersebut harus berada dalam perluasan lapangannya.

Dalam Al-Qur’an surat Nuh ayat 16 dijelaskan bahwa bulan diciptakan
untuk menerangi bumi, namun bulan tidak bisa menerangi bumi tanpa adanya
sinar dari matahari. Maka dari itu, Allah Swt menciptakan matahari sebagai pelita
(penerang). Hal ini bisa dianalogikan seperti halnya polinomial yang tidak
tereduksi pada suatu lapangan yang kemudian lapangan membutuhkan perluasan
lapangan untuk memperoleh akar-akar dari polinomial tidak tereduksi ini. Begitu
pula cahaya bulan yang menerangi bumi tidak selamanya bulan menyinari bumi.
Bulan hanya menyinari bumi pada waktu malam hari saja. Untuk menerangi bumi
pun bulan memerlukan adanya sinar dari matahari. Dan ketika bulan tidak bisa
menyinari bumi pada siang hari maka mataharilah yang menyinari bumi.

Suatu lapangan K dikatakan perluasan lapangan atas lapangan F jika F
sublapangan dari K. Di mana sifat-sifat dari F sama dengan sifat-sifat yang
dimiliki oleh lapangan K. Begitu pula cahaya bulan memiliki sifat yang sama
dengan sinar/cahaya matahari. Misalnya cahaya bisa tembus benda bening,
merambat lurus, dapat dipantulkan dan dapat di biaskan (dalam ilmu fisika) begitu
juga dengan sinar matahari. Seperti yang terkandung dalam Al-Qur’an surat An

Nuur ayat 35 berikut:



2 /,: 9/9// ~ A /’“{ 90/ // aﬂu’./ 1»
)J . 213K N “N @
dinned 2 515 £ L G 0 240 A2 3D

Artinya:

o1

(3

- 4 4 . o gE- 8 2

A= - 2

2

e
5y L5 o)y BT cus L8 e e A6
ety sl e coypd Al 65 )9 Je e )

“Allah (Pemberi) cahaya (kepada) langit dan bumi. Perumpamaan
cahaya Allah, adalah seperti sebuah lubang yang tidak tembus, yang di
dalamnya ada pelita besar. Pelita itu di dalam kaca (dan) kaca itu
seakan-akan bintang (yang bercahaya) seperti mutiara, yang dinyalakan
dengan minyak dari pohon yang berkahnya, (yaitu) pohon zaitun yang
tumbuh tidak di sebelah timur (sesuatu) dan tidak pula di sebelah
barat(nya), yang minyaknya (saja) hampir-hampir menerangi, walaupun
tidak disentuh api. Cahaya di atas cahaya (berlapis-lapis), Allah
membimbing kepada cahaya-Nya siapa yang dia kehendaki, dan Allah
memperbuat perumpamaan-perumpamaan bagi manusia, dan Allah
Maha Mengetahui segala sesuatu ”.

Surat An Nuur ayat 35 di atas menjelaskan bahwa cahaya menembus

benda bening seperti kaca. Cahaya berasal dari sumber cahaya. Salah satu sumber

cahaya yaitu matahari. Sementara bulan memperoleh cahaya dari matahari. Maka

dari itu dapat dipandang bahwa cahaya bulan merupakan sub bagian dari cahaya

matahari.

3.3. Lapangan Pemisah

pemisah

Perluasan lapangan K atas lapangan F dikatakan sebagai lapangan

dari polinomial f(x) € F[x] jika f(x) dapat dibentuk sebagai hasil kali
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dari faktor linier dalam K[x] dan f(x) bukan faktor linier atas setiap proper
sublapangan terhadap K di F (Dummit dan Foote, 1999: 517).

Langkah-langkah untuk menentukan lapangan pemisah untuk polinomial
f(x) atas F vyaitu:

1. Membentuk himpunan semua polinomial atas lapangan F, misal F[x],

kemudian tentukan perluasan lapangan dari F, misal K.

2. Mengambil suatu polinomial non konstan dalam K[x] misal k(x), dan

k(x) adalah polinomial tidak tereduksi dalam K[x], sedemikian sehingga

f(x) = (x — a;) k(x) dengan a; adalah pembuat nol dalam f (x).

3. Mencari semua pembuat nol dari k(x), misal {a,, @5, as, ..., a,}. Maka
diperoleh lapangan pemisah untuk f(x) atas lapangan F[x] adalah

Flay, ay, as, ..., ay].

Selanjutnya, jika polinomial tidak tereduksi dalam F[x] mempunyai
akar-akar yang berlainan dalam lapangan pemisahnya, maka polinomial ini
dinamakan polinomial separable dalam F.

Untuk membentuk lapangan pemisah, pertama penulis mengambil suatu
polinomial tidak tereduksi dalam lapangan sedemikian sehingga polinomial
tersebut termasuk dalam faktor polinomial dalam sublapanganya. Dalam
penelitian ini di mulai dengan M, [x], M3[x], dan Mg[x].

Pada M,[x], tidak dapat dicari lapangan pemisahnya karena tidak ada

polinomial tidak tereduksi dalam perluasan lapangannya. Selanjutnya dalam

M;[x], misal penulis mengambil polinomial tidak tereduksi dalam ::1?3(_3[:;]) yaitu

polinomial-polinomial sebagai berikut,



53

p11(x) =1+ x? pp3(x) =2 + x + x?

= x(x)(x + 1) = x(2x)(x)(Zx + 1)
P20(x) = 2 + 2x? P2a(x) = 2 + 2x + x2

= 2(x)(x)(1 + 2x) = x(2x)(x? + x + 2)
Po1(x) =1+ x + 2x? Poe(x) =1 + 2x + 2x2

=x(1+x)(1+x) = x(x)(x% + x + 2)

Sedemikian sehingga polinomial-polinomial ini dapat di faktorkan dalam
perluasan lapangannya, dan faktorisasi dari polinomial tidak tereduksi ini berada
dalam faktorisasi polinomial tereduksi dalam lapangannya. Maka perluasan
lapangan yang demikian dinamakan lapangan pemisah. Pada polinomial tidak
tereduksi dalam M;[x] yang termasuk polinomial dalam lapangan pemisah hanya
p,4(x) karena polinomial ini dapat dibentuk sebagai hasil kali dari faktor
polinomial dalam lapangan M;[x]. Dan polinomial ini merupakan polinomial
separable dalam lapangan pemisahnya karena polinomial p,,(x) mempunyai

akar-akar berlainan.

Pada Ms[x], polinomial-polinomial yang tidak tereduksi yang tersaji
pada tabel 3.17 di atas di mana polinomial-polinomial ini adalah anggota dari
perluasan lapangan dalam Mg[x]. Polinomial-polinomial dalam perluasan
lapangan M:[x] yang dapat dibentuk sebagai hasil kali dari faktor linier dalam
lapangan Ms[x] maka perluasan lapangan ini dinamakan lapangan pemisah.
Misalkan penulis mengambil polinomial tidak tereduksi dalam lapangan Ms[x]

sebagai berikut:
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fa2(x) = x + 2x* fro(x) = 4x? + 4x3 + x*

=x(2x+ 1) = x()((x + 2)(x + 2))
far(x) = x* + 2x* far (%) = Fx + 4x? + 3

= x(x)(x)(2x + 1) = x((x + 2)(x + 2))
f2e(x) = 2x + 3x% + x3 faz () = 3x2 + 3x3 + 2x*

= x((x+3)(x +4)) = x(x)(2x + D(x + 4))
fao(x) = 2x2 + 3x3 + x* fas(x) = 3x + 4x? + 2x3

= x()((x + D(x + 2)) =x(2x + D(x + )

Polinomial-polinomial tidak tereduksi di atas, yang merupakan
polinomial dalam lapangan pemisah hanya f,,(x), f3g(x), dan f,3(x). Karena
polinomial ini dapat dibentuk sebagai hasil kali dari faktor polinomial dalam
lapangan Ms[x], maka polinomial-polinomial ini merupakan polinomial separable
dalam lapangan pemisahnya. Polinomial f;,(x), f35(x), dan fi3(x) dinamakan
polinomial separable karena polinomial-polinomial tersebut mempunyai akar-
akar berlainan dalam lapangannya.

Dalam Al-Qur’an surat Al-A’raf ayat 54 dan At-Taubah ayat 36
dijelaskan bahwa dalam alam semesta ini terdiri dari sub-sub sistem yang padu.
Sama halnya dalam penelitian ini suatu lapangan mempunyai sublapangan di
mana sublapangan ini memenuhi dari aksioma-aksioma dari lapangannya.
Sehingga sublapangan ini memiliki atau mengawetkan operasi pada lapangannya
di mana alam semesta terdiri dari matahari, bulan, bintang, bumi dan planet-planet
lainnya. Dalam bumi terjadi adanya siang dan malam, hal itu disebabkan karena

bulan berevolusi dan bumi berotasi pada porosnya. Bulan berevolusi 12 kali
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dalam setahun yang kemudian dianggap ada 12 bulan dalam tanggalan Hijriyah
yang dijadikan sebagai patokan atau acuan sebagai penentu hari-hari besar bagi
umat Islam di bumi. Terjadinya siang dan malam karena ada pemisah atau
penghalang cahaya matahari yang datang ke bumi. Jika cahaya terhalangi bulan

maka terjadilah malam dan begitu sebaliknya.

3.4. Perluasan Normal

Jika K adalah perluasan aljabar atas F di mana ini adalah lapangan
pemisah atas F untuk koleksi polinomial f(x) € F[x] maka K disebut sebagai
perluasan normal di F (Dummit dan Foote, 1999: 517). Yang dimaksud dengan
perluasan aljabar, jika K adalah perluasan lapangan atas F disebut perluasan
aljabar jika semua elemen dari K merupakan aljabar atas F. Elemen a €K
disebut elemen aljabar atas F jika f(a) =0, untuk suatu f(x) # 0 € F[x].
Selanjutnya, lapangan pemisah yang memuat kesemua akar-akar dari polinomial-
polinomial tidak tereduksi f(x) maka lapangan pemisah ini merupakan perluasan
normal.

Pada penelitian ini penulis memberi contoh dari M, [x], M5[x] dan Ms[x].
Untuk M,[x] tidak dapat dicari perluasan normalnya karena tidak ada polinomial
yang tidak tereduksi yang menjadi syarat dalam pembentukan lapangan pemisah
yaitu polinomial tidak tereduksi dalam lapangan pemisah harus bisa difaktorkan
dan faktorisasi tersebut harus berada dalam polinomial lapangannya.

Pada M;[x] dan Mg[x] telah diketahui bahwa masing-masing terdapat
lapangan pemisah. Pada M;[x] polinomial tidak tereduksi yang merupakan

polinomial yang mempunyai akar-akar berlainan dalam lapangan pemisahnya
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yaitu p,4(x) dan untuk Ms[x] polinomial-polinomial tidak tereduksi yang
merupakan polinomial yang tidak mempunyai akar-akar berlainan dalam lapangan
pemisahnya vyaitu f,,(x), f35(x), dan f,3(x). Polinomial-polinomial tidak
tereduksi inilah yang termasuk dalam perluasan normal di mana polinomial-
polinomial tidak tereduksi ini berderajat lebih dari satu yaitu f(x) > 1.
Berdasarkan contoh penentuan perluasan normal dari M,, M5, dan Mg
dapat diperoleh bentuk umum perluasan normal sebagai berikut. Misalkan suatu
ring (M,, +,X) adalah lapangan dengan n prima yang memenuhi aksioma-

aksioma di bawah ini:

a. (M,,+) gup abelian
I. Operasi + tertutup di M,,
Jika a, b € M,, dengan definisi penjumlahan modulo n maka, a € M,,, b €
M, >a+b€eM,VabeM,
ii. Bersifat asosiatif.
Untuk semua a, b, c € M,,, berlaku

a+(b+c)=(a+b)+c

iii. Mempunyai identitas pada operasi +

Bilangan bulat 0 € M,, adalah elemen identitas di M,, untuk penjumlahan
modulo n, untuk setiap bilangan bulat a € M,,, berlaku 0 +a=a + 0 =
a

iv. Mempunyai invers

Untuk semua elemen a € M,, kecuali 0 di M,, maka

aEM,,a+0=>0<a<n

=>0<n—a<n
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>n—a#0dann—aeM,

Juga, (n—a)+a=a+Mn—a)=0

Jadi masing-masing bilangan bulat bukan nol a € M,, mempunyai invers

diM,,.
v. Bersifat komutatif

Untuk semua a, b, c € M,,, berlaku

a+b=b+a

Jadi operasi penjumlahan modulo n adalah komutatif di M,,.
Operasi X tertutup di M,
Misalkan a,b € M,, berlaku 1<a<n-1 dan 1<b<n-—1 dengan
definisi dari perkalian modulo n maka a X b = r di manar < n — 1 hasilnya
dapat dibagi oleh n maka 1 <r <n —1 dan hal ini menunjukkan bahwa
operasi X tertutup di M,,.
Bersifat asosiatif
Untuk semua a, b, c € M,,, berlaku

axX(bxc)=(axb)Xxc
Mempunyai elemen identitas
Bilangan bulat 1 € M,, adalah elemen identitas untuk perkalian biangan
modulo n, jika a menjadi elemen yang berubah-ubah di M,, maka 1 X a sama
dengana X 1 berlakul Xa=ax1=a,Va €M,
Mempunyai elemen invers
Misalkan a € M,,, mengingat himpunan Mn' ={l1%Xa, 2Xa,3X%Xa,..,
(n—1) x a} maka M, adalah tertutup pada operasi perkalian modulo n,

mengikuti bahwa anggota dari M,,” adalah anggota dari M,,. Semua unsur di
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M, berbeda, jika j dan k adalah dua bilangan bulat yang berbeda di M,
sedemikian hingga j >k, maka 1 <j<n-1,1<k<n-—1danj>k.
Misal j X k =k X a

= j-a — k-a dapat dibagi n

= (j — k) - a dapat dibagi n
Tetapi ini tidak mungkin, ketika 1<j—k<n—-1dan 1<a<n-—1di
mana n prima, jadi (j — k) - a tidak pernah bisa dibagi dengan n. Maka dari
itujxXa+#kxXa.
Dengan demikian himpunan M,, terdiri dari (n — 1) elemen yang berbeda di

M,, dan oleh sebab itu bertepatan dengan M,,. Jadi satu elemen di M,, harus 1.
Misalkan a' xa =1,Va € M,, berakibat a xa=axa =1. Hal ini
menunjukkan bahwa setiap elemen a di M,, mempunyai invers a’ di M,,.

f.  Operasi x bersifat komutatif
Jika a,b € M,, maka berlakua X b = b X a,Va,b € M,,

(Raishinghania dan Aggarwal, 1980: 49-53).

Setelah M,, terbukti merupakan lapangan maka dibuktikan bahwa M,,
adalah ideal. Sesuai dengan teorema 1 berikut:
Teorema 1. (Raishinghania dan Aggarwal, 1980: 366)
Jika M, adalah ring komutatif dan a € M,;, maka M,, X a = {m X a:m € M, }
adalah ideal di M,,.
Bukti
Misalkan (M,,, +,%) adalah ring komutatif dan a € M,,. Maka akan ditunjukkan

bahwa M,, X a adalah ideal dari M,,.
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a) M, X a adalah subring
Misalkan m; X a dan m, X a adalah dua elemen di M, X a maka
(myxa)—(myxa)=(my —my)Xa €M, Xa. [karena m; €
M, m,eEM, =>m, —m, EM,].
Dan untuk (m; x a) X (m, X a) = p X (m, X a) di mana
p = (my X a) € M,, sebagai m; € M,,,a € M,, > my X a € M,
=(pxmy)Xa€M,xa [Jadip € M, m, € M, > p Xm, € M,]
Dapat diketahui bahwa M,, X a adalah subring dari M,,.

b) Misalkan m adalah sebarang elemen di M,, dan m; X a adalah elemen di
M, X a, maka m X (m; X a) = (m X my) X a € M,, X a ideal kanan dan
(m; Xa) Xxm = (m; Xm) X a €M, X a ideal Kiri.

Terbukti bahwa M,, X a ideal di M,, ]

Teorema 2. (Raishinghania dan Aggarwal, 1980: 366-367)

Suatu ring komutatif dengan elemen satuan disebut lapangan jika lapangan tidak
mempunyai proper ideal.

Bukti:

Misalkan M,, ring komutatif dengan elemen satuan yang tidak mempunyai proper
ideal yaitu idealnya hanya identitas {0} dan pada dirinya sendiri. Kemudian
menunjukkan bahwa M, adalah lapangan dengan memperlihatkan bahwa setiap
elemen bukan nol di M,, mempunyai invers pada operasi perkalian di M,,.

Misalkan a elemen bukan nol di M,,,

S={mxameM,}dimanaS =M, Xa

Maka S adalah ideal di My, .....cooeeiiiiiii e [Teorema 1]
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Sekarang 1 € M,, > 1 X a = a € S di mana a adalah suatu elemen bukan nol di

M,,. Oleh karena itu S adalah ideal bukan nol dalam M,,.

Ketika M,, tidak mempunyai proper ideal dan S adalah ideal bukan nol dalam M,,.

Sehingga satu-satunya yang mungkin adalah S = M,,.

Sekarang, ketika 1 € M,, dan S = M,,, maka harus ada beberapa elemen b € M,,
sedemikian hingga b X a =1 dengan cara yang sama a X b = 1. Karenanya
a”l=b €M, yaitu setiap elemen di M, mempunyai invers pada operasi

perkalian atau operasi kedua di M,,. Maka M,, adalah lapangan. |

Pada teorema 1 dan 2 telah terbukti M,, merupakan lapangan dan ideal
maka M,, dikenakan pada suatu polinomial f(x), misalkan f(x) = agx® + a;x +
ayx? + -+ apx™, ag,a4,4ay,...,a, €M, di mana koefisien suku-sukunya
merupakan anggota bilangan dalam M,,. Akar-akar dari polinomial f(x) dalam
lapangan M, ini ternyata terdapat polinomial yang tidak tereduksi maka dari itu
dibentuklah perluasan lapangan yang akar-akarnya terdapat di dalamnya. Hal ini
akan ditunjukkan sebagai berikut. Misalkan polinomial p(x) = a,x? + a,x* +
agx® + agx® + a;ox® + - + a,,x2™ tidak tereduksi dalam M,,, polinomial p(x)
tidak tereduksi dalam M,, karena polinomial ini tidak mempunyai suatu elemen
dalam M, yang menyebabkan p(x) = 0. Diberikan polinomial p(x) = a,x? +
ax* + agx® + agx® + a;ox1° + - + a,,x?" dan di cari akar-akarnya dengan

metode horner sebagai berikut:
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XxX=m az-n az-n_z a8 a6 a4_ az
Ay,ym Ajom Agm Agm Asm
AZn AZn—Z AB A6 A4 Az
Keterangan:

A2n = a2n

Aypz = Aypm+ az,_;

Apn—ga = Azp_om+ azn_y

A8 = Alom + A8

A6 = A8m + a6

A4 = A6m + a4

Az == A4m + az

Untuk m € M,, maka polinomial p(x) tidak tereduksi karena hasil dari
pembagiannya bukan nol sehingga sebarang m € M,, tidak memenuhi p(x) = 0.
Oleh sebab itu dibentuklah perluasan lapangan atas M, yaitu lapangan yang
memuat akar-akar dari polinomial p(x) . Setelah terbentuk perluasan lapangan
maka dibentuk lapangan pemisah dengan cara mencari faktorisasi dari polinomial

p(x). Misal diambil polinomial genap p(x) = a,x? + asx* + agx® + agx®

= x%(a, + ayx? + agx* + agx®)
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Polinomial p(x) dapat dibentuk sebagai hasil kali dari salah satu faktor dalam
lapangan M, maka dari itu polinomial p(x) termasuk polinomial separable.
Tetapi salah faktornya tersebut tidak linier yaitu x2, maka polinomial p(x) tidak
termasuk dalam perluasan normal. Selanjutnya misal ambil lagi polinomial g(x)
di mana polinomial ini merupakan polinomial ganjil dalam perluasan lapangannya

maka q(x) = a;x + azx3 + asx® + a,x’

= x(a; + azx? + asx* + a,;x°%)

Karena salah satu faktor dari q(x) adalah linier dan faktor berlainan dengan faktor
lainnya maka polinomial g(x) merupakan polinomial separable dalam lapangan

pemisahnya yang termasuk dalam perluasan normal.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Hasil penelitian yang dilakukan penulis dengan mengenakan suatu
polinomial pada lapangan M,, di mana M,, adalah lapangan yang koefisien suku-
sukunya berada dalam modulo prima dengan peubah x, bahwa M,, X a ideal dari
M,, di mana M,, X a adalah sublapangan dari M,,. Hal ini menunjukkan bahwa M,,
menjadi suatu perluasan dari M, X a. Terbentuknya perluasan lapangan
dikarenakan terdapat polinomial p(x) tidak tereduksi dalam lapangannya
sehingga dapat diketahui akar-akar penyelesaiaan pada perluasan lapangan. Pada
penelitian ini, semua polinomial tidak tereduksi dalam lapangannya termasuk
polinomial separable dalam lapangan pemisahnya. Namun, ada polinomial
separable yang tidak termuat dalam perluasan normal yaitu polinomial separable
yang berderajat genap. Hal ini dikarenakan adanya faktorisasi nonlinier dalam
polinomial tersebut. Sementara untuk polinomial separable yang berderajat ganijil
(2k — 1) di mana k adalah bilangan bulat positif, maka polinomial separable
dalam lapangan pemisahnya ini termasuk dalam perluasan normal. Hal ini
ditunjukkan dengan adanya polinomial separable ini yang salah satu faktor
liniernya termuat dalam polinomial di lapangannya. Maka semua polinomial

separable yang berderajad ganjil ini termasuk dalam perluasan normal.
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4.2 Saran
Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan maka dapat dilakukan
penelitian selanjutnya tentang cara menentukan akar-akar polinomial separable

sebagai pembentuk perluasan normal pada ring yang lain.
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LAMPIRAN

Tabel A Koset M;[x] dari %
(+) Polinomial-polinomial dalam Lapangan
Operasi
pertama
1_911(35) _pzo(_x) _ P21(x2 __ D23 (x) _ P2_4(x) _ P_zs(x)_
p1(x) 1+ x? 2 + 2x? 1+ x+ 2x? 2+ x + x? 2+ 2x + x? 1+ 2x + 2x?
p,(x) 2 + x? R 2+ x + 2x? x + x? 2x + x? 2+ 2x + 2x?
pa(x) x? 1+ 2x2 x + 2x? 1+ x + x? 1+ 2x +x? 2x + 2x?
g D4 (%) 1+ x+ x? 2+ x + 2x? 1+ 2x + 2x? 2+ 2x + x? 2 + x? 1+ 2x?
s | ps(x) 1+ 2x + x? 2 + 2x + 2x? 1+ 2x? 2 + x? 2+ x + x? 1+ x + 2x?
& | p(x) 1+ 2x2 9 1+x 2+ x + 2x2 2 + 2x + 2x2 1+ 2x
§ p(x) 1 2 + x? 1+ x+ x? 2+ x 2+ 2x 1+ 2x +x?
c | ps(®) 1+x 2+ x + x? 1+ 2x + x? 2+ 2x 2 1+ x?
= | po(x) 1+ 2x + 2x2 2+ 2x 1 2x + 2x? 2+ x + 2x? 1+x
c:; P10(%) 2+ x + x? X + 2x? 2 + 2x + 2x? 2x + x? x? 2 + 2x?
s | pr(®) 2 + 2x2 0 2+ x + x? x + 2x? 2x + 2x? 2+ 2x
2 | p() x + x? 14 x + 2x2 2x + 2x2 1+ 2x + x? 1+ x? 2x?
g | pis(®) %&b x? il x 1+ x 1+ 2x + 2x? 2x
= | p1a(x) 1+ x + 2x? 2 1+ 2x 2+ 2x + 2x? 2 + 2x? 1
lg P15 (%) 2 + 2x + x? 2x + 2x2 2 +2x2 x? x + x? 2 + x + 2x?
S | pie() 2 + 2x + x? 2% + 2x? 2 + 2x? x? x + x? 2 + x + 2x?
£ | piy(®) 1+ x + 2x2 2+x 14 2x 2+ 2x + 2x2 2 4 2x2 1
p1g(x) 1+ 2x 2 + 2x + x? 1+ x? 2 2+x 1+ x+x?
D1(x) 2x + x? 1+ 2x + 2x? 2x? 1+ x? 1+ x+ x? x + 2x?
D20 (%) 0 1+ x? x + x? 1+x 1+ 2x 2x + x*
D1 (%) 2+x x + x? 2+ 2x + x? 2x 0 2 + x?




D2 (x) 2 + 2x + 2x? 2x 2 2x? x + 2x? 2+x

D3 (x) x + 2x? 1+x 2x 1+ 2x + 2x? 1+ 2x? 0

D24 (%) 2x + 2x? 1+ 2x 0 1+ 2x? 1+ x+ 2x? X

Das(x) X 1+ x + x? 2x + x? 1+ 2x 1 x?

D2e(x) 2+ 2x 2x + x? 2 + x? 0 x 2+ x + x?
D7 (%) 2+ x + 2x? X 2+ 2x 2x + 2x? 2x? 2

Do (X) 2 1+ 2x +x2 x? 1 1+x x + x?

Himpunan polinomial di atas merupakan koset M;[x] dari % yang menghasilkan himpunan polinomial'dalam lapangannya (Zf(—i’;])) di mana (p(x))

adalah polinomial-polinomial yang tak tereduksi dalam lapangan M5 [x].



Ms|[x]

Tabel B Koset Ms[x] dari ——

fx)

(+) Polinomial-polinomial dalam Lapangan
F%?gg]s; fa2(x) f23(x) f24(x) f25(x) f26(x) f27(x) f28(x)

fi(x) x + 2x? x + 3x3 x + 4x* 2x? + 3x3 2x% + 4x* 3x3 + 4x* x + 2x?% + 3x3 + 4x*

)| 1+ x+2x? 1+ x + 3x3 1+ x + 4x* 1+ 2x% + 3x3 1+ 2x% + 4x* 1+3x3+4x* | 1T+ x+2x% + 3x3 + 4x*

()] 24 x+ 2x? 2+ x + 3x3 2+ x + 4x* 2+ 2x% + 3x3 2 + 2x? + 4x* 2+ 3x3+4x* | 2+ x + 2x% + 3x3 + 4x*
§ () §+x+gx2 §+x+§x3 3+ x + 4x* §+§x2+§x3 3 + 2x? + 4x* 3+ 3x3+4x* | 3+ x + 2x% + 3x3 + 4x*
§ fsG)| 4+x+2x? 4+ x + 3x° 4+ x + 4x* 4+ 2x% + 3x° 4+ 2x% + 4x* 44 3x3 +4x* | 4+ x+2x%+ 3x3 + 4x*

s feo () 2x + 2x° _ 2x+3%° 2x + 4x* X+ 2x? + 3x° x + 2x? + 4x* x + 3x3 + 4x* 2x + 2x% + 3x3 + 4x*

3 L0 3x + 2x° BAEL 3x + 4x* 2x +2x° +3x° | 2 + 2x% + 4x* T 2x + 3x° + 4x* 3x + 2x% + 3x3 + 4x*

£ fo(x) 4x + 2x° 4% 3% Afetoax Bx+2x* +3x° | 3x+2x% +4x* Jj 3x+3x% +4x* | 4x + 2x% + 3x° + 4x*

s fo () 2x? 3x° A i A 4x* +2x% +3x° | 4x* + 2x% + 4x* ) 4x* + 3x° + 4x* 2x? +3x° + 4x*

= [ fio() x + 3x? x+x*+3x% | x+x®+4x* 3x% + 3x3 3x% + 4x* x% + 3x3 + 4x* x + 3x?% + 3x3 + 4x*

'g fi1(x) x + 4x? _en | x + gxz + L_Lx“ 4x2_+ 3x3 4x2_+ 4x* 2x2 + §x3 + 4x* x + 4x? + 3x3 + 4x*

2 | fi() x x+3x% +3x3 | x+3x%+4x* 375 4x* 3x? + 3x3 + 4x* x + 3x3 + 4x*

S | fis(x) x + x? x+4x% +3x3 | x + 4x? + 4x* x% + 3x3 x% + 4x* 4x% + 3x3 + 4x* x + x% + 3x3 + 4x*

= | fia(x) x+2x%+ 3 x + 4x3 x + x3 + 4x* 2x2 + 4x3 2x% + x3 + 4x* 4x3 + 4x* x + 2x% + 4x3 + 4x*

E | fis(x) x +2x* + 2x° X x + 2x3 + 4x* 2% 2x% + 2x3 + 4x* 4x* x + 2x?% + 4x*

S | fiex) x+2x* + §x3 x+x° x + 3x3 + 4x* 2x% + x3 2x% + 3x3 + 4x* x3 + 4x* x + 2x? + x3 + 4x*

& | fir(x) x4 2x2 + 4x3 x + 2x3 x + 4x3 + 4x* 2x% + 2x3 2x% + 4x3 + 4x* 2x3 + 4x* x + 2x% + 2x3 + 4x*
fis(x) x+2x% + x* x + 3x3 + x* x 2x% + x* 2x? 3x3 x + 2x% + 3x3
fio(x) x+ 2x? +2x* | x + 3x3 + 2x* x + x* 2x% + 3x3 + 2x* 2x% + x* 3x3 + x* x + 2x? + 3x3 + x*
foo(x)] x+ 2x? +3x* | x+ 3x3 + 3x* x + 2x* 2x% + 3x3 + 3x* 2x% + 2x* 3x3 + 2x* x + 2x?% + 3x3 + 2x*




for1(x] x+2x*+4x* | x+3x3+4 =
= + 3x3 + 4x* x + 3x* 5x2 +3x3 1 4 =
Zr2 5 15 = < x% + 3x3 + 4x* 2 4 3,4 2 3 =
fa2(x 2x + 4x 2x + 2x?% + 3x3 2x + 2x2 x + 2x% + 3x3 xixzitsx— 2 3x° +3x x + 2x* + 3x3 + 3x*
_ ! et x° +4x x + 2x% + 3x3 5% + Ax2 + 3x3 + dx?
faz(x 2x + 2x? 2x + x3 5 2.3 = + 4x* X
+ 3x3 * 2x + 3x X+ 2x% +x° x + 2x? + 3x3 34 dx* 55
5 = = + 4x* + 4x* ) X+ x7 4 4x 2x + 2x% + x3 + 4x*
faa(x 2x + 2x? 2x + 3x3 + 4x* > 34 X = +4x g
4 Iyt x +3x x + 2x% 4+ 3x3 X+ 2x% + 3x% == _
= = + 4x* X x +3x® + 3x* 2x + 2x% 4+ 3x3 + 3x*
fas(x] x+4x?+3x3 | x+2x%2+x> | x4+ 2x% + 3x3 Zx? + %3 =
x° + 243 a 5 =
] _ _ + 4x* X 4x? + 3x3 4 4x* 2x2 + x3 + 4x* X+ 4x% + %3 + 4x*
fae(x)] x +4x? +4x* | x + 2x? + 3x3 5.2 1 3 = = *
20 x3 | x+2x% 4+ 3x* | 4x? + 3x% + 4x* Ax? + 3x* 5%% + 353 + 3
S _ _ + 4x x 2x% +3x3 +3x* | x4+ 4x? + 3x3 4+ 3x*
f27(x) x + 2x? + 3x3 x + x3 + 4x* . 1 = x
T4 X X Ay4 5.2 1 7 5 —
A x x+3x>+3 2x% + x3 + 4x Ix2 + 3x3 + 34 NERE e =
fas(x]  2x + 4x? 2x +2x% + x3 | 2x + 2x? + 4x? + x3 v
+ 33 + 4x* = L | X x“+x x + 4x2 + 3x3 5 = =
f29(x) 2% -|:42x + 4x* it 3x= 180G + 4x* +§44x I X+ 2x% 4 x° 2x + 4x? + x3 + 3x*
20(%) ot dx P+ 202 - N2 d P = X + 3x*
+ 3x3 A2 x +4x? + x° x + 4x? + 3x3 Y22 4 23 E
oG 3t 2x2 K + 3x3 + 4x* 4 Gt x+2x° +x 2x + 4x?% + x3 + 4x*
30(x) 2x +2x 2x + x3 + 4x* > 323 L X + oyt
4 oSyt x—+ X M2 + X x + 2x% + 3x3 + x3 4 3x4 = =
fo1(x) x +3x2+3x3 | 2x + 2x2 o + 4x + 3x* x+x°+3x 2x + 2x? 4+ x3 + 3x*
y 3 5 — =
+ 4x* . 2x_+42x +x3 | x+2x%4+3x3 | 4x% +x3 +4x* | 4x® 4+ 3x3 + 3x* L 2x2 3
LY + 4x +3x* 0%+ 3t 2o 42+ 3x* | x+ 40 2%+ 3!
fo2(x] 1+ 2x + 3x? 1+ 2x + x2 1--F 2 g = g
+x% + x* o 4yt TR T+x+3x* | T+x+3x%+x%F1 7273 119,23
————— +4x° +x + x3 4 dx3 4yt +x+x°+ 4x 1+ 2x + 3x? + 4x3
f23(x) 2+ 3x + 4x? 2 + 3x + 2x2 L NN 5472 x 5
543 4 9ah = 4 X+ 4x 242 A2 5 .5 = —
s hex tox + 2x* +2x° + x* + 2x* -|_-23x+4x 2+ 2x+2x° 2+ 3x + 4x? 4+ x*
fza(x) 3+ 4x + 3x3 3+ 4 a2 = 5 = = + 2x3 + x* + x*
4 3yt +x3i"'§'3j}x 3"_'43X+3x2 3+ 3x + x3 3 + 3x + 3x3 34 3x + 32 3
X +3 50k = _ X X 4 3 1 9,4
x° + 2x +3x4 +3x4 +x3+2x4 3+ 4x + x° + 2x




f35(x)

4 + x? + 4x3
+ 4x*

4 4+ 4x% 4+ 2x3
+ 4x*

4 + 4x?% + 4x3 4 + 4x + x? 4 4 4x + x?

+ 3x*

)
+ 2x3 + 4x* + 4x3 + 3x* +

4 4+ x% 4+ 2x3 + 3x*

.00

Himpunan polinomial di atas merupakan koset Mc[x] dari

Ms[x]

(f(x))

yang menghasilkan himpunan polinomial dalam lapangannya (

adalah polinomial-polinomial yang tak tereduksi dalam lapangan Mg [x].

Ms[x]
(f(x))

) di mana (f (x))
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