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ABSTRAK 

 

Saputra, Fuad Adi. 2012. Bilangan Rainbow Connection dari Hasil Operasi 

Penjumlahan dan Perkalian Kartesius Dua Graf. Skripsi. Program S1 Jurusan 

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang.  

Pembimbing: (1) Abdussakir, M.Pd  
(2) Ach.Nashichuddin, M.A 

 

Kata Kunci : Rainbow Connection, Rainbow Vertex-Connection, Graf 

Penjumlahan, Graf Perkalian Kartesius. 

 
 Graf 𝐺 dengan pewarnaan sisi disebut pelangi sisi terhubung, jika setiap titik 

pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi dengan warna yang 

berbeda. Rainbow connection pada graf 𝐺 yang terhubung, disimbolkan oleh 𝑟𝑐(𝐺) yaitu 

bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk membuat graf 𝐺  menjadi pelangi sisi 

terhubung. Sedangkan graf 𝐺 dengan pewarnaan titik adalah pelangi titik terhubung, jika 

setiap titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan yang memiliki titik-titik interior 

dengan warna yang berbeda. Rainbow vertex-connection pada graf 𝐺 yang terhubung 

disimbolkan oleh 𝑟𝑣𝑐(𝐺) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk 

membuat graf 𝐺  menjadi pelangi titik terhubung. Penelitian ini menganalisis besarnya 

bilangan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) dari graf hasil penjumlahan dan perkalian kartesius dua 

sebarang graf. 

Penjumlahan dua graf 𝐺1dan 𝐺2 yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 

mempunyai himpunan titik 𝑉 𝐺 = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) dan himpunan sisi 𝐸 𝐺 =
𝐸 𝐺1 ∪ 𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1 𝑑𝑎𝑛 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }. Bilangan rainbow connection 

dari graf 𝐺 adalah: 
𝑟𝑐(𝐺) = 1, 𝐺1 dan 𝐺2 adalah graf komplit 

   𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) =  
0, 𝐺1dan 𝐺2 adalah graf komplit
1, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit

  

 Graf 𝐺 graf hasil kali kartesius adalah graf yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 

dan mempunyai titik 𝑉 𝐺 = 𝑉 𝐺1 × 𝑉(𝐺2), dan dua titik (𝑢1, 𝑢2) dan (𝑣1, 𝑣2) 

dari graf 𝐺 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢1 = 𝑣1 dan 𝑢2𝑣2 ∈ 𝐸(𝐺2) 

atau 𝑢2 = 𝑣2 dan 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸 𝐺1 . Bilangan rainbow connection dari graf 𝐺 adalah: 
𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  ≤ 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 
𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 

 

 

 



 
 

 

ABSTRACT 
 

Saputra, Fuad Adi. 2012. The Rainbow Connection from The Join and 

Cartesian Product of Two Graphs. Thesis. S1 Department of 

Mathematics Faculty of Science and Technology State Islamic University 

of Maulana Malik Ibrahim Malang.  
Advisors : (I)  Abdussakir, M.Pd, (II) Ach.Nashichuddin, M.A 

 

An edge-colored graph 𝐺 is rainbow edge-connected if any two vertices 

are connected by a path whose edges have distinct colors. The rainbow connection 

of a connected graph 𝐺, denoted by 𝑟𝑐(𝐺), is the smallest number of colors that 

are needed in order to make 𝐺 rainbow edge-connected. A vertex-colored graph 𝐺 

is rainbow vertex-connected if any two vertices are connected by a path whose 

internal vertices have distinct colors. The rainbow vertex-connection of a 

connected graph 𝐺, denoted by 𝑟𝑣𝑐(𝐺), is the smallest number of colors that are 

needed in order to make 𝐺 rainbow vertex-connected. This research was analysis 

about number of 𝑟𝑐(𝐺) and 𝑟𝑣𝑐(𝐺) from the join and cartesian product of two 

graphs. 

   

The join 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 has 𝑉 𝐺 = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) and  𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪
𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1  𝑎𝑛𝑑 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }. The number of  rainbow connection 

from graph 𝐺 is: 
𝑟𝑐(𝐺) = 1, 𝐺1and 𝐺2 are complete graph  

   𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2, 𝐺1or 𝐺2 are non-complete graph  

And then the number of  rainbow vertex-connection from graph 𝐺 is: 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) =  
0, 𝐺1and 𝐺2 are complete graph
1, 𝐺1or 𝐺2 𝑎𝑟𝑒 non − complete graph

  

The cartesian product 𝐺 = 𝐺1 ×  𝐺2 has  𝑉 𝐺 = 𝑉 𝐺1 ×  𝑉(𝐺2), and two 

vertices (𝑢1, 𝑢2) and (𝑣1, 𝑣2) of 𝐺 adjecent if only if either 𝑢1 = 𝑣1 and 𝑢2𝑣2 ∈
𝐸(𝐺2) or 𝑢2 = 𝑣2 and 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸 𝐺1 . The number of  rainbow connection from 

graph 𝐺 is: 
𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  ≤ 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 

And then the number of  rainbow vertex-connection from graph 𝐺 is: 
𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 

 

Keywords : Rainbow Connection, Rainbow Vertex-Connection, Join Graph, 

Cartesian Product 

 

 

 



 
 

 

 الملخص

 

اىَْتج اىذيناستيتا  ٍِ الاّضَاً إىيها و  )سايْبى مىّنتيىrainbow connectionُ ( . ٢٠١٢ . عذي ، فؤادسفىتش

قسٌ اىشياضياث بنييت اىعيىً واىتنْىىىجيا جاٍعت اىذوىت الإسلاٍيت إبشاهيٌ  (١ش)  S1. أطشوحت. ٍِ اىشسىً اىبياّيت
. ٍىلاّا ٍالاّغ ٍاىل

 د فً عبذوشنش ، )١: (اىَششفيِ

 ً أاحَذ ّشخىديِ ،  )٢(            
 

هى ٍِ اىحافت ٍتصيت إرا تٌ تىصيو أي   )مىّنتذ -سايْبى ادك𝐺 ) rainbow edge-connected اىشسٌ اىبياّي 

 ىَجَىعت اىشسٌ  )سايْبى مىّنتيىrainbow connectionُ (. سؤوس اثْيِ ٍِ ٍساس اىزي حىاف ىها أىىاُ ٍَيزة

، هى أقو عذد ٍِ الأىىاُ اىتي ٍطيىبت ٍِ أجو جعو ٍجَىعت 𝑟𝑐(𝐺)اىبياّي ٍتصيت، اىشٍز بىاسطت اىصييب الأحَش 

) rainbow edge-connectedمىّنتذ -سايْبى ادك (   . سسٌ بياّي 𝐺   ) rainbow vertex-connected  سايْبى

هى قَت اىشأس، ٍتصيت إرا تٌ تىصيو أي سؤوس اثْيِ ٍِ ٍساس اىقٌَ اىتي داخييت ىذيها أىىاُ   ) مىّنتذ- فشتع 

 ٍِ اىشسٌ اىبياّي ٍتصيت، اىشٍز   ) مىّنتيىُ-فشتعسايْبى rainbow vertex-connection ( قىس . ٍختيفت

 سايْبى  rainbow vertex-connected ( ، هى أقو عذد ٍِ الأىىاُ اىتي ٍطيىبت ٍِ أجو جعو  𝑟𝑣𝑐 (𝐺)بىاسطت 

 ٍِ الاّضَاً إىيها  𝑟𝑣𝑐 (𝐺) و  𝑟𝑐(𝐺)وماُ هزا اىبحث واىتحييو حىه عذد ٍِ اىصييب الأحَش .  )مىّنتذ- فشتع

.  اىَْتج اىذيناستيتا ٍِ اىشسىً اىبياّيت و

   

= 𝐺الاّضَاً إىيها   𝐺1  + 𝐺2ىذيه قَت ٍجَىعت   𝑉  𝐺 = 𝑉 (𝐺1)  ∪  𝑉(𝐺2)وحافت ٍجَىع  . 

 𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪ 𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1  و 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }.  عذد ) rainbow connection سايْبى

 : هى𝐺ٍِ اىشسٌ اىبياّي    )مىّنتيىُ
 

𝑟𝑐(𝐺) = ١, 𝐺1 و  𝐺2 هى ٌ   ماٍيت اىبياّي اىشس

𝑟𝑐 𝐺 ≥ ٢, 𝐺1 أو  𝐺2 هى ً  ماٍيت اىبياّي اىشسٌ عذ

 

 :  ٍِ اىشسٌ اىبياّي هى) مىّنتيىُ-فشتعسايْبى rainbow vertex-connection ( وبعذ رىل عذد ٍِ 
 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) =  
٠, 𝐺1 و  𝐺2 هى ٌ ماٍيت اىبياّي اىشس

١, 𝐺1أو 𝐺2 هى ً ماٍيت اىبياّي اىشسٌ عذ
  

 

 

= 𝐺اىَْتج اىذيناستي   𝐺1 × 𝐺2 ىذيه قَت ٍجَىعت 𝑉 (𝐺)  =  𝑉 (𝐺1)  ×  𝑉 (𝐺2) ٌَواثْيِ ٍِ اىق ،

(𝑢1، 𝑢2) و (𝑣1، 𝑣2) ٍِ G   ⟺   إرا إٍا 𝑣1  =  𝑢1 و 𝑢2 𝑣2  ∈  𝐸 (𝐺2)أو  

 𝑢2 =  𝑣2    و𝑣1 𝑢1  ∈  𝐸  𝐺1   , عذد) rainbow connectionُاىشسٌ اىبياّي  )سايْبى مىّنتيى ٍِ  𝐺هى  :
 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  ≤ 𝑟𝑐 𝐺 = 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 

 

:   ٍِ اىشسٌ اىبياّي هى) مىّنتيىُ-فشتعسايْبى rainbow vertex-connection ( وبعذ رىل عذد 
 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Dunia matematika lahir dari rahim kesadaran bahwa alam semesta itu 

diatur oleh hukum-hukum yang teratur. Hal ini menyiratkan arti bahwa untuk 

memasuki rahasia pemahaman dari dunia matematika maka pertama-tama harus 

melakukan lompatan kualitatif dalam alam kesadaran. Alam harus dipandang 

sebagai sesuatu yang tunduk pada hukum-hukum keteraturan (Alisah & 

Dharmawan, 2007:17). 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala 

isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan 

perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdusysyakir, 2007:79). 

Dalam Al Qur’an surat Al Qamar ayat 49 disebutkan: 

            

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” 

(Q.S. Al-Qamar: 49). 

 

 Shihab (2003:482) menafsirkan bahwa kata qadar pada ayat di atas 

diperselisihkan oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar 

tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena 

ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah, 

maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah 

ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu aspeknya 

saja.  
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Dalam ayat lain juga disebutkan: 

                                    

   

Artinya: ”Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak mempunyai anak, 

dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan dia Telah menciptakan 

segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya” (Q.S. 

Al-Furqan: 2). 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada ukurannya, ada 

hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli matematika atau fisika tidak 

membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya menemukan rumus atau persamaan, sehingga 

rumus-rumus yang ada sekarang bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. 

Manusia hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdusysyakir, 2007: 

80). 

Keteraturan merupakan sesuatu yang telah diatur oleh Allah di bawah kehendak 

kekuasaan-Nya. Segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah yang 

diinginkan-Nya, sebagai ilmu pengetahuan untuk mempersiapkan manusia agar dapat 

memahami, memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai industri, dan 

memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta di dalam perut bumi, termasuk dalam ilmu 

matematika. 

Matematika merupakan raja dan pelayan bagi disiplin ilmu lain atau pun dalam lini 

kehidupan. Dalam kehidupan sehari-hari banyak permasalahan yang memerlukan pemecahan. 

Sering dengan bantuan matematika permasalahan tersebut lebih mudah dipahami, lebih mudah 

dipecahkan, atau bahkan dapat ditunjukkan bahwa suatu persoalan tidak mempunyai 

penyelesaian. Untuk keperluan tersebut, perlu dicari pokok permasalahannya dan kemudian 

dibuat rumusan atau model matematikanya (Purwanto, 1998: 1). 
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Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang penting dan banyak 

manfaatnya karena teori-teorinya dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan 

sehari-hari. Dengan mengkaji dan menganalisa model atau rumusan teori graf dapat 

diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan permasalahan. Permasalahan yang 

dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang diperlukan dan 

dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto, 1998:1). 

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak kosong dari 

obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak 

berurutan dari titik-titik berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan 

dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Pewarnaan pada graf 𝐺 adalah pemetaan warna-warna ke titik atau sisi dari 𝐺 sedemikian 

hingga titik atau sisi yang terhubung langsung mempunyai warna-warna yang berbeda. 

Dikatakan bahwa 𝐺 adalah berwarna 𝑛 jika terdapat pewarnaan dari 𝐺 yang menggunakan 𝑛 

warna. Pewarnaan dengan jumlah warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai graf 𝐺, 

disebut bilangan kromatik dari 𝐺. Ada tiga macam pewarnaan graf, yaitu pewarnaan titik, 

pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah (region).  

Bahasan mengenai pewarnaan pada graf tidak hanya difokuskan pada beberapa jenis graf 

itu sendiri, akan tetapi juga dapat diaplikasikan pada kehidupan sehari-hari yang dapat 

membantu dan memudahkan. Di antaranya seperti pada penjadwalan keberangkatan bus, 

pesawat, penjadwalan mata kuliah, penjadwalan frekuensi pada stasiun tv dan masih banyak 

lainnya. 

Dalam teori graf konsep pewarnaan terus mengalami perkembangan, salah satunya 

adalah tentang rainbow connection. Rainbow connection dibagi menjadi 2 jenis, yang pertama 
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adalah pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connected) yang didefinisikan sebagai pewarnaan 

sisi pada graf 𝐺 jika setiap titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi 

dengan warna yang berbeda, sedangkan yang kedua adalah pelangi titik terhubung (rainbow 

vertex-connected) yang didefinisikan sebagai pewarnaan titik pada graf 𝐺 jika setiap titik pada 

graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan memiliki titik-titik interior dengan warna yang berbeda. 

Bilangan rainbow connection pada graf terhubung disimbolkan oleh 𝑟𝑐(𝐺) yaitu bilangan warna 

terkecil pada sisi yang dibutuhkan untuk membuat 𝐺 menjadi pelangi sisi yang terhubung. 

Bilangan rainbow vertex-connection pada graf terhubung disimbolkan oleh 𝑟𝑣𝑐(𝐺) yaitu 

bilangan warna terkecil pada titik yang dibutuhkan untuk membuat 𝐺 menjadi pelangi titik 

terhubung (Krivelevich dan Yuster, 2010:1) 

Jurnal yang ditulis oleh Michael Krivelevich dan Raphael Yuster (2010) menjelaskan 

mengenai bilangan rainbow connection yang dibangun oleh derajat terkecil dari suatu graf 

umum. Mereka mengembangkan dari kajian yang ditulis oleh  Y. Caro, A. Lev, Y. Roditty, Z. 

Tuza, dan R. Yuster (2008) dalam jurnalnya yang berjudul On Rainbow Connection. Dalam 

jurnal On Rainbow Connection hasil dari bilangan rainbow connection 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) masih 

dibatasi oleh suatu variabel yang belum jelas, misalkan 𝑟𝑐(𝐺) ≤ 𝐶𝑛/𝛿, dimana 𝐶 adalah 

variabel. Kemudian oleh Krivelevich dan Yuster dikembangkan lagi dan berhasil menentukan 

nilai variabelnya menjadi 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 20𝑛/𝛿 sehingga batas nilai 𝐶 menjadi lebih jelas. Selain itu 

juga dijelaskan bahwa bilangan 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) 

Penelitian yang dilakukan oleh Krivelevich dan Yuster menggunakan objek graf yang 

umum. Sedangkan untuk graf dari hasil operasi belum diteliti, khususnya pada operasi 

penjumlahan dan perkalian kartesius, sehingga perlu dilakukan penelitian lagi untuk objek graf 

tersebut. Oleh karena itu, penulis akan mengkaji bilangan rainbow connection dengan 
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mengambil judul skripsi ” Bilangan Rainbow connection dari Hasil Operasi Penjumlahan dan 

Perkalian Kartesius Dua Graf’.  

 

1.2 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana pola 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐺 hasil dari operasi penjumlahan dan perkalian 

kartesius dua graf? 

2. Bagaimana bukti dari pola 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐺 hasil dari operasi penjumlahan dan 

perkalian kartesius dua graf? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah maka tujuan dari penelitian ini yaitu: 

1. Menjelaskan pola 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐺 hasil dari operasi penjumlahan dan perkalian 

kartesius dua graf. 

2. Menjelaskan pola 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐺 hasil dari operasi penjumlahan dan perkalian 

kartesius dua graf. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Agar penelitian dapat fokus pada permasalahan, maka batasan masalah yang diambil 

pada penelitian ini adalah:  

1.  Jenis Graf yang digunakan  

a. Pada graf hasil operasi penjumlahan, menggunakan contoh graf  komplit, graf bipartisi 

komplit, graf roda, graf kipas dan graf kipas ganda. 
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b. Pada graf hasil operasi perkalian kartesius, menggunakan contoh graf tangga. 

2. Untuk menentukan pola 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada jenis graf, dilakukan dengan menggambar 

untuk 𝑛 = 1,2, … ,6, serta setiap kasus yang berperan dalam  menentukan teorema, dilakukan 

dengan menggambar 1 contoh graf.  

3.   Menggunakan surat Al-Furqan ayat 2 sebagai landasan kajian agama.  

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini adalah: 

1. Jurusan Matematika 

Hasil pembahasan ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan dalam pengembangan 

ilmu matematika khususnya di kalangan mahasiswa jurusan matematika. 

2. Peneliti 

Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai pengalaman dalam 

melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam bentuk skripsi, serta media untuk 

mengaplikasikan ilmu matematika yang telah diterima dalam bidang keilmuannya. 

3. Pengembangan ilmu pengetahuan 

Menambah khasanah dan mempertegas keilmuan matematika tentang bilangan rainbow 

connection pada teori graf, dalam peranannya terhadap perkembangan teknologi dan disiplin 

ilmu lain.  

 

1.5 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan adalah metode kepustakaan yakni melakukan 

penelitian untuk memperoleh informasi dan objek yang digunakan dalam permasalahan tersebut. 
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Studi kepustakaan merupakan penampilan argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan 

hasil olah pikir mengenai suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam 

penelitian. 

1.  Jenis Data 

Jenis data yang digunakan adalah data primer yaitu data yang diperoleh dari proses 

menggambar graf-graf tersebut. 

2.  Langkah-langkah penelitian 

Adapun langkah-langkah yang diterapkan dalam penelitian ini adalah:  

1. Merumuskan masalah yang akan dibahas.  

2. Mempelajari sumber–sumber dan informasi dengan cara membaca dan memahami 

literatur yang berkaitan dengan graf bipartisi, graf roda, graf sikel, graf kipas, graf komplit 

dan graf tangga, pewarnaan graf, dan rainbow connection pada graf. 

3. Menganalisis permasalahan yang telah diperoleh dengan mendeskripsikan permasalahan. 

Selanjutnya mendapatkan teorema yang dibuktikan. 

Langkah-langkah analisis: 

a. menggambar graf-graf tersebut satu-persatu dengan order mulai dari 1 sampai 6 hingga 

didapatkan pola dari bilangan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) sehingga dapat diperoleh teorema 

tentang 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) terhadap graf-graf tersebut 

b. membuktikan teorema tentang𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺)  yang telah diperoleh di atas 

c. menganalisis 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf hasil operasi penjumlahan dan perkalian 

kartesius dari dua graf dengan menghubungkan teorema yang telah didapatkan pada 

langkah sebelumnya, sehingga diperoleh teorema secara umum 

d.  membuktikan teorema umum tersebut. 
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4. Merumuskan kesimpulan dari hasil analisis teorema  yang telah di buktikan. 

5. Menyusun laporan dari penelitian dalam bentuk tugas akhir. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka digunakan 

sistematika sebagai berikut: 

Pada bab I mengkaji tentang pendahuluan yang terdiri dari latar belakang, rumusan 

masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan. 

Pada bab II mengenai kajian teori penulis mengkaji tentang konsep-konsep (teori-teori) 

yang mendukung bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang 

graf, graf terhubung, jenis graf, graf komplit, graf bipartisi, graf roda, graf sikel, graf kipas, graf 

kipas ganda, graf tangga, pewaarnaan graf,  dan bilangan rainbow connection. 

Dalam bab III mengkaji tentang pembahasan yang terdiri dari bagaimana menentukan 

teorema tentang bilangan rainbow connection pada graf bipartisi, graf roda, graf sikel, graf kipas, 

graf tangga dan graf komplit kemudian membuktikannya. Kemudian menentukan teorema umum 

atas graf hasil operasi penjumlahan dan perkalian kartesius. Kajian agama Islam tentang rainbow 

connection akan dibahas juga dalam bab ini. Untuk bab IV tentang kesimpulan dan saran sebagai 

penutup. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

 

2.1 Graf 

2.1.1  Definisi Graf 

Definisi 1 

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak 

kosong dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik 

berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan 

dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan 

banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G) 

dan banyaknya unsur di E disebut ukuran (size) dari G dan dilambangkan 

dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan 

ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan 

Lesniak, 1986: 4). 

Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V dan himpunan sisi E 

seperti berikut ini. 

V = { a, b, c, d, e} 

E = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d), (b, c), (d, e)}. 

Graf G tersebut dapat digambar sebagai berikut: 



 

 

2 
 

𝑒1  

𝑒2  

𝑒4  

𝑒3  
𝑒5  

𝑒6  

𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 𝑒 

𝐺: 

 

 

Ukuran graf G adalah q = 6.  

 Graf G dengan  

V = { a, b, c, d, e} 

E = {(a, b), (a, c), (a, d), (b, d), (b, c), (d, e)} 

𝐺 dapat juga ditulis dengan 

V = { a, b, c, d, e} 

E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} 

dengan  

e1 = (a, b) 

e2 = (a, c) 

e3 = (a, d) 

e4 = (b, d) 

e5 = (b, c) 

e6 = (d, e) 

Graf trivial adalah graf berorder satu dengan himpunan sisinya merupakan 

himpunan kosong. Graf non trivial adalah graf yang berorder lebih dari satu (Bondy 

and Murthy, 1976:3). 

Gambar 2.1 Graf G 
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Contoh: 

  

   G1:    G2: 

Gambar 2.2 G1 Graf Trivial dan G2 Graf  Non Trivial 

Pada Gambar 2.2  G1  merupakan graf trivial karena G1  hanya memuat satu titik atau 

berorder satu dan himpunan sisinya merupakan himpunan kosong. Sedangkan G2 

merupakan graf non trivial karena berorder lebih dari satu. 

Definisi 2 

Graf H disebut subgraf dari G jika himpunan titik di H adalah subset dari 

himpunan titik-titik di G dan himpunan sisi di H adalah subset dari himpunan 

sisi di G. Dapat ditulis V(H)  V(G) dan E(H)  E(G). Subgraf H dari graf G 

yang memiliki order yang sama pada G, atau jika subgraf H dengan 

V(H)=V(G), maka H disebut subgraf merentang (spanning subgraph ) dari G 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:8). 

 

  G : 

                                

 

            Gambar 2.3 Graf  G 

 

 H1:                                                                                                     

v3 
v4 v5 

v1 v2 e1 

e5 
e3 

e4 e2 

e6 e7 

v5 

v2 

v3 
v4 

e4 e2 

e7 

e3 
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Gambar 2.4 H1 Subgraf  dari Graf  G 

 

 

H2: 

 

 

 

Gambar 2.5 H2 Subgraf Merentang dari Graf  G 

 

2.1.2 Adjacent dan Incident 

Definisi 3 

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v) adalah 

sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e 

serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi e = 

(u,v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). 

Contoh: 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf G 

v1 

v3 
v4 v5 

v2 e1 

e4 e3 
e2 

e7 

4v  3v  

1v  2v  

e3 e2 

e4 

e1 
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Dari Gambar 2.6 titik v4 dan sisi e2, e3 dan e4 adalah terkait langsung. Sedangkan titik 

v3 dan v4 adalah terhubung langsung tetapi v3 dan v2 tidak. 

Definisi 4 

Derajat  titik v di graf G, ditulis degG (v), adalah banyaknya sisi di G yang 

terkait langsung dengan v. Jika dalam konteks pembicaraan hanya terdapat 

satu graf G, maka tulisan )(deg vG  disingkat menjadi )deg(v . Titik yang 

berderajat sering disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat 

ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut titik 

terisolasi (isolated vértices) dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung 

(end vertices) (Chartrand dan Lesniak, 1986:7). 

Contoh: 

 Perhatikan graf G  berikut yang mempunyai himpunan titik 

},,,,{)( 54321 vvvvvGV   dan himpunan sisi },,,,{)( 54321 eeeeeGE 
 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 2.7, diperolah bahwa: 

 1)deg( 1 v  

 3)deg( 2 v  

 2)deg( 3 v  

Gambar 2.7 Graf 𝐺 

G: 

1v  2v  5v  
4v  

3v  

5e  
1e  2e  

3e  
4e  
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 3)deg( 4 v  

 1)deg( 5 v  

Titik 2v  dan 4v  adalah titik ganjil, titik 3v  adalah titik genap, titik 1v  dan 3v  adalah 

titik ujung. Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan 

banyak sisi, yaitu q, adalah 


Gv

v)deg(  = 2q. 

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut: 

Teorema 1 

Jika G graf  dengan },,,{)( 21 PvvvGV   

maka 



p

i

i qv
1

2)(deg  (Chartrand dan Lesniak, 1986:7). 

Bukti: 

Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik. Jika setiap derajat titik 

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali. 

Corollary 1.  

Pada sebarang graf, banyak titik ganjil adalah genap. 

Bukti: 

Misalkan graf G dengan banyak sisi (size) q. Misalkan W himpunan yang 

memuat titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. 

Dari teorema 1 maka diperoleh: 

qvvv
vvvv

2)(deg)deg()(deg
UW)G(

 

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Dengan demikian karena )deg( Uv
v  genap, maka )deg( Wv

v  (jumlah 

derajat titik ganjil) juga genap. Sehingga |W| adalah genap. 

Graf yang semua titiknya berderajat sama disebut graf beraturan (regular 

graph). Suatu graf dikatakan beraturan-r (r-regular) jika semua titiknya berderajat r 

(Purwanto, 1997:8). 

 

 

 

 

Contoh : 

 

 

 

 

Gambar 2.8 Graf 𝐺1  Beraturan-1 dan 𝐺2  Beraturan-3 

 Graf G1 pada Gambar 2.8 merupakan graf beraturan-1, dan graf G2  

merupakan graf beraturan-3. 

 

2.1.3 Graf Terhubung 

Definisi 5 

Suatu jalan (walk) u-v pada graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W : 

u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v  yang berselang seling antara titik dan sisi, 

G1 

u v 

a 

b c 

d 

G2 
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yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan iii uue 1  untuk i 

= 1, 2, . . ., n adalah sisi di G. u0 disebut titik awal, un disebut titik akhir, u1, 

u2, ..., un-1 disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W  (Chartrand 

dan Lesniak, 1986:26). 

Definisi 6 

Jalan u-v disebut terbuka atau tertutup jika vu   atau vu   (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:26). 

Definisi 7 

Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trail u-v (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:26). 

 

Definisi 8 

Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut lintasan (path) u-v. P : 

u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v,  u0 disebut titik awal, un disebut titik 

akhir. Sedangkan u1, u2, ..., un-1 disebut titik internal, dan n menyatakan 

panjang dari P. Dengan demikian, semua lintasan adalah trail. Graf lintasan 

dengan 𝑛 titik dinotasikan dengan 𝑃𝑛  (Chartrand dan Lesniak, 1986:26). 

Contoh: 

    G: 

 

 

Gambar 2.9 Graph Terhubung 

v1 v2 v3 e1 e2 

e5 

v5 v4 e6 

e3 e4 
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Dari graf di atas v1, e1, v2, e5, v5, e6, v4, e4, v2, e2, v3 adalah trail, sedangkan v1, 

e1, v2, e5, v5, e6, v4 adalah lintasan. 

Definisi 9 

Suatu titik u yang membentuk lintasan u-u disebut jalan trivial (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:26). 

Definisi 10 

Suatu jalan tertutup (closed trail) yang tak-trivial pada graf G disebut sirkuit 

G. (Chartrand dan Lesniak, 1986:28).  

Definisi 11 

Sirkuit v1, e1, v2, e2, v3, . . ., vn-1, en-1, en, vn, v1 dengan 3n  dan vi berbeda 

untuk setiap i disebut sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

 

Contoh: 

       𝑊1:
 1245631 ,,,,,, vvvvvvv  

       𝑊2: 21345631 ,,,,,,, vvvvvvvv  

       𝑊3: 2345631 ,,,,,, vvvvvvv  

          𝑊4: 245631 ,,,,, vvvvvv
 

                            
𝑊5: 1321 ,,, vvvv  

Gambar 2.10 Jalan, Lintasan, Trail, dan Sikel 

 Dari Gambar 2.10 𝑊1 disebut jalan tertutup dengan panjang 6 dan 𝑊2 disebut 

jalan terbuka dengan panjang 7. 𝑊3 adalah trail tetapi bukan lintasan, sedangkan 

𝑊4disebut sebagai lintasan dan 𝑊5 adalah sikel. 

Definisi 12 

1v  

2v  
5v  4v  

3v  6v  

1e  

2e  

3e  

4e  

5e  

7e  

6e  
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Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat dikatakan 

terhubung (connected), jika terdapat lintasan u–v di G. Sedangkan suatu graf 

G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v di G 

terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

Contoh: 

 

   

       

 

Gambar 2.11 Graf Terhubung  

 

Definisi 13 

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G, maka jarak antara dua titik di 𝐺 

adalah panjang lintasan terpendek antara kedua titik tersebut yang dinotasikan 

dengan 𝑑𝑖𝑠𝑡𝐺 𝑢, 𝑣 . Sedangkan eksentrisitas titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) adalah 𝑒𝑐𝑐 𝑣 =

max⁡{𝑑𝑖𝑠𝑡𝐺 𝑣, 𝑢 : 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺). Radius dari 𝐺 adalah 𝑟 𝐺 = min⁡{𝑒𝑐𝑐 𝑣 : 𝑣 ∈

𝑉 𝐺 } dan diameter dari 𝐺 adalah 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = max⁡{𝑒𝑐𝑐 𝑣 : 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 } 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:29). 

 

2.1.4 Operasi pada Graf 

Definisi 14 

v1 v2 

v3 v4 

G 
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Gabungan dua graf G1 dan G2 yang dinotasikan dengan  

mempunyai himpunan titik  dan himpunan sisi

. Jika graf G memuat sebanyak n ≥ 2 graf H, maka 

dinotasikan dengan G = nH (Chartrand dan Lesniak, 1986:11). 

Contoh: 

 

 

 

 

Gambar 2.12 Gabungan Dua Graf Terhubung 

 Gambar di atas merupakan contoh gabungan graf G1 dan G2 yang merupakan 

graf dengan dua titik dan saling terhubung langsung, yang disebut dengan graf 𝐾2. 

V(G1) = {u1,u2}, V(G2) = {v1,v2}, E(G)= {u1u2} dan E(G)= {v1v2}. Jika 21 GGG  , 

maka )()()( 21 GVGVGV  = {u1,u2} {v1,v2} = {u1,u2,v1,v2} dan 

)()()( 21 GEGEGE  ={u1u2} {v1v2}={u1u2 ,v1v2}. Karena graf G memuat 2 graf 

K2, maka graf tersebut dapat dinotasikan 2K2. 

 

 

 

Definisi 15 

21 GGG 

)()()( 21 GVGVGV 

)()()( 21 GEGEGE 

u2 

u1 

v2 

v1 
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Penjumlahan dua graf 𝐺1dan 𝐺2 yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 mempunyai 

himpunan titik 𝑉 𝐺 = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) dan himpunan sisi 𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪

𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1 𝑑𝑎𝑛 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }(Chartrand dan Lesniak, 1986: 11).  

Perhatikan contoh di bawah ini. 

 

              G1:                  G2:                             G: 

 

 

 Gambar 2.13 Penjumlahan Graf 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2  

Pada contoh di atas, V(G1) = {u1,u2}, V(G2) = {v1,v2,v3}, maka G = G1+ G2 

mempunyai himpunan titik )()()( 21 GVGVGV  = {u1,u2}{v1,v2,v3} = 

{u1,u2,v1,v2,v3} dan himpunan sisi )()()( 21 GEGEGE   {u1v1, u1v2, u1v3, u2v1, 

u2v2, u2v3}= { u1u2, v1v2, v2v3, u1v1, u1v2, u1v3, u2v1, u2v2, u2v3}. 

Definisi 16 

Hasil kali kartesius adalah graf yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 dan 

mempunyai titik 𝑉 𝐺 = 𝑉 𝐺1 ×  𝑉(𝐺2), dan dua titik (𝑢1, 𝑢2) dan (𝑣1, 𝑣2) 

dari graf 𝐺 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢1 = 𝑣1 dan 𝑢2𝑣2 ∈

𝐸(𝐺2) atau 𝑢2 = 𝑣2 dan 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸 𝐺1 (Chartrand dan Lesniak, 1986: 11).  

 

 

 

Perhatikan contoh berikut, 

v1 

v2 

v3 

u1 

u1 
v3 

v2 

v1 
u1 

u2 

(u2,v2) 
(u1,v3) 

(u2,v3) 

(u2,v1) 

v2 v1 

v3 u2 

u1 
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     G1:   G2:                     G1 x G2:   

 

 

 

  Gambar 2.14 Graf Hasil Kali Kartesius  

 Pada contoh di atas, V(G1) = {u1,u2}, V(G2) = {v1,v2,v3}, maka G = G1 × G2 

mempunyai himpunan titik V(G) = {(u1,v1),( u1,v2 ),( u1,v3 ),( u2,v1), (u2,v2), (u2,v3)}.  

 

2.1.5 Jenis Graf 

1.  Graf Komplit 

Definisi 17 

Graf komplit (Complete Graph) adalah graf dengan setiap pasang titik yang 

berbeda dihubungkan langsung oleh satu sisi. Graf komplit dengan 𝑛 titik 

dinyatakan dengan Kn (Purwanto, 1998:21). 

 

  

  

K1   K2       K3        K4 

Gambar 2.15 Graf Komplit 

Dari Gambar 2.15 K1, K2, K3 dan K4 adalah graf komplit karena tiap titik 

dalam graf tersebut selalu adjacent dengan semua titik yang lain. 

2. Graf Bipartisi   
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Definisi 18 

Graf bipartisi (bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat 

dipisahkan menjadi dua himpunan tak kosong X dan Y sehingga masing-

masing sisi di graf tersebut menghubungkan satu titik di X dan satu titik di Y; 

X dan Y disebut himpunan partisi (Purwanto, 1998:21). 

Contoh: 

 

      

 

 

 

 

Pada Gambar 2.18 G adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi 

},,,{ 4321 uuuuX   dan 𝑌 =  𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 . Demikian juga H adalah graf bipartisi 

dengan himpunan partisi },{ 41 vvX   dan },{ 32 vvY  . 

3. Graf Bipartisi Komplit  

Definisi 19 

Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf bipartisi dengan 

himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik di X dihubungkan 

dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika |X| = m dan |Y| = n, 

maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan Km,n. (Purwanto, 1998:22). 

 

Gambar 2.16 Graf Bipartisi 

 

4v3v2v1v

4v3v

2v1v

5v

4u3u2u1u

G: H: 
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Contoh: 

 

 

 

         

  K1,3           K2.3                     K3,3 

Gambar  2.17 Graf Bipartisi Komplit 

 Pada Gambar 2.17 akan dijelaskan sebagai berikut: 

K1,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 }{ 1uX  ,  1X  

 },,{ 321 vvvY  , 3Y  

K2,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 },{ 21 uuX  ,  2X  

 },,{ 321 vvvY  , 3Y  

K3,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 },,{ 321 uuuX  , 3X  

 },,{ 321 vvvY  , 3Y
 

4. Graf Sikel 

Definisi 20 

Graf sikel Cn adalah graf terhubung n titik yang setiap titiknya berderajat 2. 

Misal graf sikel Cn mempunyai himpunan titik V(Cn) = , maka graf },...,,{ 21 nvvv

1u  
1u  2u  

1u  2u  3u  

1v  1v  
1v  2v  

2v  2v  3v  3v  3v  
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tersebut mempunyai himpunan sisi E(Cn) = dimana  untuk 

setiap i=1,2,…,n. 

Sikel dengan panjang n disebut sikel-n (Cn). Sikel-n disebut genap atau ganjil 

bergantung pada n genap atau ganjil. Panjang sikel pada graf paling kecil adalah 3 

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 28). 

Contoh: 

 

 

C3              C4    C5 

Gambar 2.18 Graf Sikel C3, C4, dan C5 

 Gambar di atas menunjukkan contoh dari graf sikel, graf sikel C3 memiliki 3 

titik yang masing-masing titiknya berderajat 2, graf sikel C4 memiliki 4 titik dan 

masing-masing titiknya berderajat 2, sedangkan graf sikel C5 memiliki 5 titik dan 

masing-masing titiknya juga berderajat 2. 

5. Graf Roda 

Definisi 21 

Graf roda adalah graf yang dibentuk dari operasi penjumlahan  antara graf 

sikel (𝐶𝑛 ) dan graf komplit dengan satu titik (𝐾𝑛). Graf roda dinotasikan 

dengan 𝑊𝑛  dan 𝑛 ≥ 3 (Harary, 1969:46) 

 
Gambar 2.19  Graf Roda 𝑊3 

},...,,{ 21 neee 1 iii vve
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6. Graf Kipas 

Definisi 22  

Graf kipas dibentuk dari penjumlahan graf komplit (𝐾1) dan graf lintasan  

(𝑃𝑛) yaitu  𝐹𝑛 = 𝐾1 + 𝑃𝑛 . Dengan demikian graf  kipas mempunyai (𝑛 + 1) 

titik dan (2𝑛 − 1) sisi ( Gallian, 2007: 16) 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣𝑛−1  

𝑣𝑛+1  

𝑣𝑛  

 
Gambar 2.20 Graf Kipas 𝐹𝑛  

Definisi 23  

Graf Kipas Ganda dibentuk dari penjumlahan antara gabungan dua graf 

komplit (𝐾1) dan graf lintasan (𝑃𝑛) yaitu  𝑑𝐹𝑛 = 2𝐾1  + 𝑃𝑛 . Dengan demikian 

graf kipas mempunyai (𝑛 + 2) titik dan (3𝑛 − 1) sisi. 

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣𝑛−1  

𝑣𝑛+1  

𝑣𝑛  

𝑣𝑛+2  

 
Gambar 2.21 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹𝑛  
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7. Graf Tangga 

Definisi 24 

Graf tangga yang dinotasikan sebagai 𝑀𝑛  adalah suatu graf yang dibentuk  

dari operasi hasil kali kartesius antara graf lintasan dengan dua titik dan graf 

lintasan dengan n titik yaitu 𝑀𝑛 = 𝑃2𝑋 𝑃𝑛  (Galian, 2007:12). 

2.1.6 Pewarnaan pada Graf 

Pewarnaan pada graf dibedakan menjadi tiga, pewarnaan titik, pewarnaan sisi 

dan pewarnaan peta. 

1. Pewarnaan Titik (Vertex Colouring) 

Definisi 25 

 Pewarnaan titik dari graf G adalah suatu proses pemberian warna pada titik-

titik suatu graf sehingga tidak ada dua titik yang terhubung langsung pada graf 

tersebut berwarna sama. Graf G berwarna n jika terdapat pewarnaan dari G 

yang menggunakan n warna (Chartrand dan Lesniak, 1986:271). 

Dalam pewarnaan titik erat kaitannya dengan penentuan bilangan kromatik, 

yaitu masalah menentukan banyak warna minimum yang diperlukan untuk mewarnai 

titik-titik pada graf sehingga dua titik yang terhubung langsung mempunyai warna 

yang berbeda.  

 Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf G, dinyatakan dengan (G), 

adalah bilangan n terkecil sehingga G dapat diwarnai dengan n warna. Biasanya 

warna-warna yang digunakan untuk mewarnai suatu graf dinyatakan dengan 1, 2, 3, 

…, n. Jelas bahwa (G)    (Purwanto, 1998:73).   



   GV
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Beberapa graf tertentu dapat langsung ditentukan bilangan kromatiknya. Graf 

kosong  memiliki , karena semua titik tidak terhubung langsung. Jadi 

untuk mewarnai semua titik cukup dibutuhkan satu warna saja. Graf komplit  

memiliki  sebab semua titik saling terhubung sehingga diperlukan n warna 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:271).  

Contoh: 

Perhatikan Gambar 2.22, untuk graf G1, karena = 3, maka (G1)  3. 

Untuk G2, karena = 4, maka (G1)  4. Karena semua titik pada G1 dan G2 

saling terhubung langsung, akibatnya (G1)  3 dan (G1)  4. Jadi,  (G1) = 3 

dan (G2) = 4. Untuk graf G3, (G3)  3. Karena graf G3 memuat graf Komplit 

K3, maka (G3)  3, akibatnya (G3) = 3.   

1 

𝐺2  

2 3 

1 
1 

2 

2 3 3 4 

3 2 

𝐺1  𝐺3  

 
Gambar 2.22 Pewarnaan Titik 

 

2. Pewarnaan Sisi (Edge Colouring) 

Definisi 26 

Suatu pewarnaan sisi-k untuk graf G adalah suatu penggunaan k warna untuk 

mewarnai semua sisi di G sehingga setiap pasang sisi yang mempunyai titik 

nN 1)( G

nK

nKn )(

 1GV  

 2GV  

    

  

  
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persekutuan diberi warna yang berbeda. Jika G mempunyai pewarnaan sisi-n, 

maka dikatakan sisi-sisi di G diwarnai dengan n warna. Indeks kromatik G 

dinotasikan dengan  adalah bilangan n terkecil sehingga sisi di G dapat 

diwarna dengan n warna (Purwanto, 1998:80). 

Contoh: 

 1

2

4

3
3

1

4 2

1

4

5

2
3

3

2 4

1

4

5

2
6

3

2 4

1

4

2

1

2 4

(a) (b) (c) (d) 

3

3

 
Gambar 2.23 Pewarnaan Sisi  

Biasanya pewarnaan sisi-n ini ditunjukkan dengan menulis bilangan-bilangan 

1, 2, 3, …, n di dekat sisi-sisi yang sesuai. (a), (b), dan (c) di atas mengilustrasikan 

pewarnaan sisi-4, pewarnaan sisi-5, dan pewarnaan sisi-6 untuk graf G yang memiliki 

delapan sisi. , karena G memuat empat sisi yang bertemu pada titik yang 

sama (yaitu titik berderajat 4), sehingga padanya harus diberikan warna berbeda. Jadi 

 

 

2.1.7 Rainbow Connection 

Definisi 27 

Pewarnaan sisi pada graf 𝐺 disebut pelangi sisi terhubung (rainbow edge-

connected) jika setiap titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan yang 

memiliki sisi-sisi dengan warna yang berbeda. Rainbow connection pada graf 

)(' G

4)(' G

' ( ) 4G 
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𝐺 yang terhubung (connected graph) disimbolkan oleh 𝑟𝑐(𝐺) yaitu bilangan 

terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk membuat graf G  menjadi pelangi 

sisi terhubung (rainbow edge-connected) ( Krivelevich dan Yuster, 2010:1). 

Lintasan pelangi (rainbow path) adalah lintasan antara dua titik sehingga tidak 

ada dua sisi pada lintasan tersebut yang memiliki warna yang sama. Jika lintasan 

pelangi tersebut ada di setiap antara dua titik maka pewarnaan tersebut dinamakan 

pewarnaan pelangi (rainbow colouring). Sedangkan bilangan minimum pada warna 

yang diinginkan dinamakan bilangan pelangi yang terhubung (rainbow connection 

number rc(G)).  ( L. Sunil Chandran,2011:3). 

Definisi 28 

Pewarnaan titik pada graf 𝐺 adalah Pelangi titik terhubung (rainbow vertex-

connected) jika setiap titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan memiliki 

titik-titik interior dengan warna yang berbeda. Rainbow vertex-connection 

pada graf 𝐺 yang terhubung (connected graph) disimbolkan oleh 𝑟𝑣𝑐(𝐺) yaitu 

bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk membuat graf G  menjadi 

pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connected) ( Krivelevich dan Yuster, 

2010: 2). 

Misalkan graf 𝐺 memiliki 𝑛 titik, maka 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑛 − 1. Kemudian jika graf 

sikel 𝐶𝑛  dengan  𝑛 ≥ 3 maka 𝑟𝑐 𝐺 ≤ [
𝑛

2
]. Sedangkan jika dihubungkan dengan 

𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐺), maka 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺 − 1 ( Krivelevich dan 

Yuster, 2010:1-2). 
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𝟐 𝟐 

𝟐 

𝟑 𝟑 
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Gambar 2.24 Graf Pelangi Sisi Terhubung dan Pelangi Titik Terhubung 

 Gambar 2.24 merupakan contoh dari graf pelangi sisi terhubung dan pelangi 

titik terhubung dengan 5 warna sisi dan 3 warna titik. Pada gambar di atas 

mempunyai bilangan 𝑟𝑐 𝐺 = 5 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 3. 

 

2.2 Keteraturan dalam Al-Quran  

Keteraturan mengenai alam semesta telah diatur oleh Allah yang banyak  

tercantum dalam ayat-ayat Al-Quran. Salah satunya adalah surat  Al-Furqan ayat 2,  

Allah berfirman: 

                               

       

Artinya: ”Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak 

mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan 

dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-

ukurannya dengan serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furqan: 2). 

 

Menurut Sayyid Quthb (2004:276-278) pada kalimat terakhir pada ayat di atas 

“… Di telah mencipatakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya 

dengan serapi-rapinya.” Allah menetapkan volume dan bentuknya, menetapkan 

fungsi dan tugasnya, menetapkan zaman dan tempatnya, juga menetapkan 

keserasianya dengan yang lainnya, dari sekian individu dalam wujud yang besar ini. 
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Susunan semesta ini dan segala sesuatu di dalamnya, merupakan sesuatu yang 

amat mengundang kekaguman, dan menampikkan ide kebetulan (koinsidens) secara 

mutlak. Di situ terlihat pengaturan yang amat cermat dan teliti yang sulit dihitung 

bentuk-bentuknya oleh manusia, dalam satu segi saja dari segi-segi alam yang besar 

ini. Setiap ilmu pengetahuan manusia bertambah maju, maka terungkapkan beberapa 

segi keserasian yang menakjubkan dalam hukum-hukum semesta, ukuran-ukurannya, 

dan detail-detailnya, sesuai dengan yang diungkapkan oleh nash Al-Quran yang 

menakjubkan itu,  “… Dia telah mencipatakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan 

ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya.” 

Sedangkan menurut Dr. „Aidh al-Qarni (2008:145)  Allah-lah penguasa langit 

dan bumi, baik dalam penciptaan, pengendalian, maupun pengaturannya. Dia tidak 

mempunyai anak. Mahasuci Dia. Dia tidak beranak, tidak diperanakan, dan tidak 

mempunyai sekutu dalam kerajaan-Nya. Dia-lah yang menciptakan seluruh makhluk 

tanpa seorang pun membantu-Nya dalam penciptaan itu. Oleh karena itu, Dia-lah 

yang berhak disembah. Tidak ada selain Dia. Dia-lah yang menciptakan manusia 

dengan bentuk, ukuran, dan perawakan yang sempurna. Tidak ada cela ataupun 

kekurangan dalam penciptaan, perbuatan, hukum, dan syariat-Nya. Maha Suci Dia 

yang Maha agung. 

Menurut Al Qurthubi (2009 :7) pada kalimat terakhir “Dan Dia menetapkan 

ukuran-ukuranya dengan serapi-serapinya,” maksudnya adalah, menetapkan segala 

sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah yang diinginkan-Nya, 

dan bukan karena nafsu dan kelalaian, melainkan segala sesuatu berjalan sesuai 
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dengan ketentuan-Nya hingga Hari Kiamat dan setelah kiamat. Karena Dia-lah Sang 

Pencipta Yang Maha Kuasa, dan untuk itulah makhluk beribadah kepada-Nya. 

Dalam tafsir Ibnu Katsir (2004:94) tafsir Surat Al-Furqan ayat 2 adalah ”Yang 

kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak mempunyai anak, dan 

tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya),” Allah sucikan diri-Nya dari 

memilki anak dan sekutu. Lalu Dia mengabarkan bahwa Dia, ”dan dia Telah 

menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-

rapinya.” Artinya, segala sesuatu selain Dia adalah makhluk (yang diciptakan) dan 

marbub (yang berada di bawah kekuasaan-Nya). Dia-lah pencipta segala sesuatu, 

Rabb, Raja dan Ilahnya. Sedangkan segala sesuatu berada di bawah kekuasaan, 

aturan, tatanan dan takdir-Nya.  

Sedangkan Al-Maraghi (1989:259) menyebut bahwa kalimat terakhir pada 

surat Al-Furqan ayat 2 merupakan sifat keempat dari Allah SWT, yang mana 

ditafsirkan sebagai berikut: 

            

Dia mengatakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya yang 

didasarkan atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk menerima 

apa yang dikehendaki-Nya, berupa keistemewaan dan perbuatan yang sesuai 

dengannya. Maka, Dia mempersiapkan manusia untuk dapat memahami, memikirkan 

urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai industri, dan memanfaatkan apa yang 

terdapat di permukaan serta di dalam perut bumi. Dia juga mempersiapkan berbagai 
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jenis hewan untuk melakukan berbagai pekerjaan yang sesuai dengannya dan dengan 

kemampuannya. 

Dari kelima tafsir di atas dapat disimpulkan bahwa keteraturan merupakan 

sesuatu yang telah diatur oleh Allah dibawah kehendak kekuasaan-Nya. Allah 

menetapkan volume dan bentuknya, menetapkan fungsi dan tugasnya, menetapkan 

zaman dan tempatnya, juga menetapkan keserasianya dengan yang lainnya, dari 

sekian individu dalam wujud yang besar ini dan sempurna. Segala sesuatu dari apa 

yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah yang diinginkan-Nya, sebagai ilmu 

pengetahuan untuk mempersiapkan manusia agar dapat memahami, memikirkan 

urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai industri, dan memanfaatkan apa yang 

terdapat di permukaan serta di dalam perut bumi. 

Sesungguhnya segala sesuatu selain Allah adalah makhluk yang dimiliki. Dia 

Pencipta, Pemilik dan Sembahan segala sesuatu; dan segala sesuatu berada di bawah 

kekuasaan, penundukan serta pengukuran-Nya. Dia-lah Sang Pencipta Yang Maha 

Kuasa, dan untuk itulah makhluk beribadah kepada-Nya. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 

Dalam pembahasan ini, sebelum mengkaji inti permasalahan yaitu 

mengkaji bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection 

pada graf hasil operasi penjumlahan dan perkalian kartesius dua graf dengan 

menggunakan sebarang graf, maka akan dibahas terlebih dahulu 𝑟𝑐(𝐺)dan 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) dari jenis graf yang dihasilkan oleh operasi penjumlahan dan perkalian 

kartesius. 

 Pewarnaan sisi pada graf 𝐺 disebut pelangi sisi yang terhubung jika setiap 

dua titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi dengan 

warna yang berbeda. Rainbow connection pada graf 𝐺 yang terhubung 

disimbolkan oleh 𝑟𝑐(𝐺) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk 

membuat graf G  menjadi pelangi sisi terhubung. 

 Pewarnaan titik pada graf 𝐺 adalah pelangi titik yang terhubung jika setiap 

dua titik pada graf 𝐺 dihubungkan oleh lintasan memiliki titik-titik interior dengan 

warna yang berbeda. Rainbow vertex-connection pada graf 𝐺 yang terhubung 

disimbolkan oleh 𝑟𝑣𝑐(𝐺) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan 

untuk membuat graf G  menjadi pelangi titik terhubung. 
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3.1 Bilangan Rainbow Connection pada Jenis Graf 

 Bilangan rainbow connection pada jenis graf akan dibagi menjadi 2 bagian 

yaitu pada jenis graf hasil penjumlahan dua graf dan jenis graf hasil perkalian 

kartesius dua graf. 

3.1.1 Bilangan Rainbow Connection pada Jenis Graf Hasil Penjumlahan 

 Penjumlahan dua graf  G1 dan G2 yang dinotasikan  

mempunyai himpunan titik dan himpunan sisi

 

Pada graf khusus hasil penjumlahan akan diberikan 5 contoh graf yaitu 

graf komplit, graf bipartisi komplit, graf roda, graf kipas, dan graf Kipas Ganda. 

a. Graf Komplit 

 Graf komplit adalah graf dengan setiap pasang titik yang berbeda 

dihubungkan oleh satu sisi. Graf komplit dengan 𝑛 titik dinyatakan dengan Kn.  

 Graf komplit juga dapat dibentuk dari penjumlahan dua graf, yaitu 

penjumlahan antara dua graf komplit. Graf komplit dengan 3 titik (𝐾3) dengan 

graf komplit dengan 2 titik (𝐾2) penjumlahannya menghasilkan graf 𝐾5. 

𝑢1 

𝒖𝟐 

+ 

𝑢1 

𝑢3 

𝑣1 𝑣2 
𝑣1 𝑣2 

 

Graf 𝐾5 = Graf 𝐾3+ Graf 𝐾2 

 

Graf 𝐾2 Graf 𝐾3 

= 

𝒖𝟐 

𝑢3 

 
Gambar 3.1 Graf 𝐾5 dari Hasil Penjumlahan 𝐾3 dengan 𝐾2 

Bilangan rainbow connection (𝑟𝑐(𝐾𝑛)) dan bilangan rainbow vertex-

connection (𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛)) pada graf komplit dapat ditentukan dengan menggambar 

21 GGG 

)()()( 21 GVGVGV 

)}()(|{)()()( 2121 GVvdanGVuuvGEGEGE 
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graf komplit order 1 sampai order 6 sehingga didapat pola 1,2,… ,6 lainnya. Dari 

pola tersebut kemudian dapat disimpulkan 𝑟𝑐(𝐾𝑛) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛) pada graf komplit 

dengan 𝑛 titik (𝐾𝑛). 

𝑢1  𝑲𝟏 : 

 
Gambar 3.2 Graf 𝐾1 

Pada graf 𝐾1 hanya terdapat satu titik dan tidak mempunyai sisi. Sehingga 

bilangan 𝑟𝑐 𝐾1 = 0 dan juga  𝑟𝑣𝑐 𝐾1 = 0, dikarenakan tidak terdapatnya 

lintasan pelangi yang dapat dibentuk pada graf 𝐾1. 

𝑢1  𝑢2  1 
𝑲𝟐: 

 
Gambar 3.3 Graf 𝐾2 

 Graf 𝐾2 terdapat dua titik dan satu sisi. Ada satu lintasan yang dapat 

dibentuk dari graf 𝐾2 yaitu lintasan 𝑢1- 𝑢2, yang melewati 1 sisi dan 0 titik. 

Sehingga bilangan 𝑟𝑐 𝐾2 = 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾2 = 0. 

𝑣3  

𝑣1  

𝑣2  

1 

1 

1 
𝑲𝟑: 

 
Gambar 3.4 Graf 𝐾3 

 

Pada graf 𝐾3 terdapat 3 titik dan juga 3 sisi. Lintasan dengan setiap 

pasangan titik awal dan titik akhir yang dapat dibentuk dari graf 𝐾3 mempunyai 

karakter yang sama dikarenakan setiap titik pada graf 𝐾3 dihubungkan oleh satu 

sisi. Graf 𝐾3 dibentuk menjadi pelangi sisi terhubung dimana setiap lintasan 

antara dua titik pada graf 𝐾3 mempunyai sisi dengan warna berbeda dan dibentuk 
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menjadi pelangi titik terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik pada graf 

𝐾3 mempunyai titik interior dengan warna yang berbeda. 

 Misalkan 𝑣𝑖 ,𝑣𝑗 ∈ 𝑉 𝐾3  dengan  𝑖, 𝑗 = 1,2,3, maka lintasan 𝑣𝑖- 𝑣𝑗  dapat 

dibentuk melalui satu sisi, sehingga warna sisinya 1, dan tidak memiliki titik 

interior sehingga warna titik 0, karena semua titik terhubung langsung. Sehingga 

dengan warna sisi 1 akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf 𝐾3, serta 

dengan warna titik 0 juga dapat membentuk pelangi titik terhubung, sehingga 

diperoleh 𝑟𝑐 𝐾3 = 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾3 = 0. 

𝑣1  𝑣2  

𝑣3  𝑣4  

1 1 

1 

1 

1 

1 

𝑲𝟒: 

 
Gambar 3.5 Graf 𝐾4 

Pada graf 𝐾4 terdapat 4 titik dan  6 sisi. Lintasan dengan setiap pasangan 

titik awal dan titi akhir yang dapat dibentuk dari graf 𝐾4 mempunyai karakter 

yang sama dikarenakan setiap titik pada graf 𝐾4 dihubungkan oleh satu sisi. Graf 

𝐾4 dibentuk menjadi pelangi sisi terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik 

pada graf 𝐾4 mempunyai sisi dengan warna berbeda dan dibentuk menjadi pelangi 

titik terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik pada graf 𝐾4 mempunyai 

titik interior dengan warna yang berbeda. 

Misalkan 𝑣𝑖 ,𝑣𝑗 ∈ 𝑉 𝐾4  dengan  𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4, maka lintasan 𝑣𝑖- 𝑣𝑗  dapat 

dibentuk melalui satu sisi, sehingga warna sisinya 1, dan tidak memiliki titik 

interior sehingga warna titik 0, karena semua titik terhubung langsung. Sehingga 

dengan warna sisi 1 akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf 𝐾4, serta 
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dengan warna titik 0 juga dapat membentuk pelangi titik terhubung, sehingga 

diperoleh 𝑟𝑐 𝐾4 = 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾4 = 0. 

𝑣1  𝑣2  

𝑣3  𝑣4  

𝑣5  

1 

1 1 

1 

1 

1 1 
1 

1 

1 

𝑲𝟓: 

 
Gambar 3.6 Graf 𝐾5 

Pada graf 𝐾5 terdapat 5 titik dan  10 sisi. Lintasan dengan setiap pasangan 

titik awal dan titik akhir yang dapat dibentuk dari graf 𝐾5 mempunyai karakter 

yang sama dikarenakan setiap titik pada graf 𝐾5 dihubungkan oleh satu sisi. Graf 

𝐾5 dibentuk menjadi pelangi sisi terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik 

pada graf 𝐾5 mempunyai sisi dengan warna berbeda dan dibentuk menjadi pelangi 

titik terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik pada graf 𝐾5 mempunyai 

titik interior dengan warna yang berbeda. 

Misalkan 𝑣𝑖 ,𝑣𝑗 ∈ 𝑉 𝐾4  dengan  𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4,5, maka lintasan 𝑣𝑖- 𝑣𝑗  

dapat dibentuk melalui satu sisi, sehingga warna sisinya 1, dan tidak memiliki 

titik interior sehingga warna titik 0, karena semua titik terhubung langsung. 

Sehingga dengan warna sisi 1 akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf 𝐾5, 

serta dengan warna titik 0 juga dapat membentuk pelangi titik terhubung, 

sehingga diperoleh 𝑟𝑐 𝐾5 = 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾5 = 0. 
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𝑣1  𝑣2  

𝑣3  𝑣4  

𝑣6  𝑣5  
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1 
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1 

1 

1 1 

1 
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1 

1 

1 

𝑲𝟔: 

 
Gambar 3.7 Graf 𝐾6 

Pada graf 𝐾6 terdapat 6 titik dan  15 sisi. Lintasan dengan setiap pasangan 

titik awal dan titik akhir yang dapat dibentuk dari graf 𝐾6 mempunyai karakter 

yang sama dikarenakan setiap titik pada graf 𝐾6 dihubungkan oleh satu sisi. Graf 

𝐾6 dibentuk menjadi pelangi sisi terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik 

pada graf 𝐾6 mempunyai sisi dengan warna berbeda dan dibentuk menjadi pelangi 

titik terhubung dimana setiap lintasan antara dua titik pada graf 𝐾6 mempunyai 

titik interior dengan warna yang berbeda. 

Misalkan 𝑣𝑖 ,𝑣𝑗 ∈ 𝑉 𝐾4  dengan  𝑖, 𝑗 = 1,2,… ,6, maka lintasan 𝑣𝑖- 𝑣𝑗  dapat 

dibentuk melalui satu sisi, sehingga warna sisinya 1, dan tidak memiliki titik 

interior sehingga warna titik 0, karena semua titik terhubung langsung. Sehingga 

dengan warna sisi 1 akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf 𝐾6, serta 

dengan warna titik 0 juga dapat membentuk pelangi titik terhubung, sehingga 

diperoleh 𝑟𝑐 𝐾6 = 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾6 = 0. 

Keenam hasil di atas ditampilkan dalam tabel berikut: 
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Tabel 3.1 Pola Bilangan  𝑟𝑐(𝐾𝑛 ) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛 )  

No Jenis Graf 𝑟𝑐(𝐾𝑛) 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛) 

1. 𝐾1 0 0 

2. 𝐾2 1 0 

3. 𝐾3 1 0 

4. 𝐾4 1 0 

5. 𝐾5 1 0 

6. 𝐾6 1 0 

    

𝑛. 𝐾𝑛  1 0 

  

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan rainbow connection dan bilangan 

rainbow vertex-connection di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut: 

Teorema 1 

Pada graf komplit 𝐾𝑛  banyak titik 𝑛 ≥ 2, bilangan rainbow connection 

𝑟𝑐 𝐾𝑛 = 1, dan bilangan rainbow vertex-connection 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑛 = 0. 

Bukti: 

Pembuktian 𝑟𝑐(𝐾𝑛) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛) dilakukan dengan bukti tidak langsung. 

(i) Diasumsikan 𝑟𝑐(𝐾𝑛) ≠ 1, jadi ada 2 kemungkinan, yaitu: 𝑟𝑐 𝐾𝑛 = 0 

dan 𝑟𝑐 𝐾𝑛 > 1 

karena 𝑛 ≥ 2 artinya minimal terdapat 2 titik yang terhubung langsung. 

Maka minimal terdapat lintasan dengan panjang 1. Jadi tidak mungkin 

𝑟𝑐 𝐾𝑛 = 0. 
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Selanjutnya ambil 𝑟𝑐 𝐾𝑛 = 𝑎 > 1 dan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐾𝑛  sehingga ada 

lintasan pelangi dari titik 𝑢 ke titik 𝑣, dengan minimal bilangan warna 

sisi sebanyak 𝑎. Ini artinya lintasan dari titik 𝑢 ke titik 𝑣 melewati 𝑎 sisi 

dan antara 𝑎 sisi tersebut pasti terdapat  titik lain misalkan titik 𝑤. 

Sehingga dapat dikatakan ada 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐾𝑛 yang tidak terhubung 

langsung. Pernyataan ini kontradiksi dengan definisi graf komplit  

sehingga pengasumsian salah. Jadi dapat disimpulkan bahwa 𝑟𝑐 𝐾𝑛 =

1, 𝑛 ≥ 2. 

(ii) Diasumsikan 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛) ≠ 0 atau 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑛 > 0 

Ambil 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑛 = 𝑏 > 0  dan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐾𝑛 sehingga ada lintasan 

pelangi dari titik 𝑢 ke titik 𝑣, dengan minimal bilangan warna sisi 

sebanyak 𝑏. Ini artinya lintasan dari titik 𝑢 ke titik 𝑣 melewati 𝑏 titik 

misalkan titik 𝑤. Sehingga dapat dikatakan ada 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐾𝑛  yang 

tidak terhubung langsung. Pernyataan ini kontradiksi dengan definisi 

graf komplit  sehingga pengasumsian salah. Jadi dapat disimpulkan 

bahwa 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑛 = 0, 𝑛 ≥ 2. 

 

b. Graf Bipartisi Komplit 

 Graf bipartisi komplit adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi X dan 

Y sehingga masing-masing titik di X dihubungkan dengan masing-masing titik di 

Y oleh tepat satu sisi. Jika |X| = m dan |Y| = n, maka graf bipartisi tersebut 

dinyatakan dengan Km,n. 

 Graf bipartisi komplit juga dapat dibentuk dari penjumlahan dua graf, 

yaitu penjumlahan antara graf 𝑚𝐾1 dan graf  𝑛𝐾1. Contohnya adalah penjumlahan 
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graf 3𝐾1 dengan komplemen graf komplit 2𝐾1 yang menghasilkan graf bipartisi 

komplit 𝐾3,2. 

𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢1 𝑢2 𝑢3  𝑣1  

𝑣1  

𝑣2 

𝑣2 

+ = 

 

3𝐾1 2𝐾1   𝐾3,2 = 3𝐾1+2𝐾1 

 
Gambar 3.8 Graf 𝐾3,2 dari Hasil Penjumlahan 3𝐾1 dengan 2𝐾1 

 Untuk menentukan pola rainbow connection dan pola rainbow vertex-

connection pada graf bipartisi komplit dapat ditentukan dengan menggambar graf 

bipartisi komplit yang diwakili oleh graf bipartisi komplit 𝐾1,5, graf 𝐾2,4, graf 

𝐾2,6, graf 𝐾2,10 , kemudian menggambar pola 𝑟𝑐(𝐾𝑚,𝑛) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑚,𝑛) pada graf 

bipartisi komplit  𝐾𝑚,𝑛 . Dari pola tersebut selanjutnya dapat disimpulkan  

bilangan rainbow connection dan rainbow vertex-connection pada graf bipartisi 

komplit 𝐾𝑚,𝑛 . 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣5  

𝑣1  

1 
2 

5 
4 

3 

𝟏 𝑣1  

𝑲𝟏,𝟓: 

 
Gambar 3.9 Graf bipartisi 𝐾1,5 

Graf  𝐾1,5 merupakan graf pohon dengan 6 titik dan 5 sisi. Agar terbentuk 

graf pelangi sisi terhubung pada graf 𝐾1,5, di mana setiap antara dua titik terdapat 

lintasan dengan warna berbeda, dibutuhkan minimal bilangan warna sisi sebanyak 
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5, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑐 𝐾1,5 = 5. Sedangkan agar terbentuk pelangi 

titik yang terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf 𝐾1,5 terdapat 

lintasan dengan warna titik interior yang berbeda, cukup dibutuhkan satu warna 

titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter pada graf 𝐾1,5 adalah 2 dan titik 

interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐾1,5 = 1. 

Graf 𝑲𝟐,𝟒 = 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  

𝑢2  

1 2 2 2 2 1 1 1 

𝑢1  
𝟏 𝟏 

𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

 
Gambar 3.10 Graf bipartisi 𝐾2,4 

Graf bipartisi 𝐾2,4 memiliki 6 titik dan 8 sisi. Terdapat 2 partisi misalkan 

partisi 𝑋 dengan 4 titik dan partisi 𝑌 dengan 2 titik. Setiap titik pada partisi 𝑋 

tidak terhubung langsung akan tetapi dihubungkan lintasan dengan panjang 2 

yang melalui titik di partisi 𝑌. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 4 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 𝑖 =

1,2, maka  deg 𝑣𝑖 = 2 dan deg 𝑢𝑖 = 4. Setiap 𝑣𝑖  jika dihubungkan dengan 𝑣𝑗  

dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka dapat melalui 2 lintasan, sehingga jika akan dibentuk pelangi 

sisi terhubung setiap sisi yang terkait langsung dengan 𝑣𝑖  diberikan 2 warna yang 

susunannya harus berbeda dengan titik 𝑣𝑗 . 

Susunan warna sisi yang terkait langsung dengan 𝑣𝑖  dan 𝑣𝑗dapat 

digambarkan sebagai berikut, misalkan terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐺 →

{1,2}, maka terdapat 3 kemungkinan, yaitu: 
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1. Jika  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 ≠ 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢1 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

maka 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢2 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

2. Jika  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢1 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

maka 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 ≠ 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢2 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

3. Jika  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 ≠ 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢1 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

maka  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 ≠ 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢2 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 

 

Menggunakan penyusunan dengan pengulangan dari 2 warna yang disusun 

ke 2 tempat diperoleh kemungkinan 2 × 2 = 4 susunan. Karena  𝑋 = 4, maka 

setiap 𝑣𝑖  mempunyai susunan warna sisi yang terkait langsung berbeda dengan 𝑣𝑗  

dengan 𝑖 ≠ 𝑗. Sehingga graf 𝐾2,4 dapat dibentuk pelangi sisi terhubung dengan 2 

warna, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑐 𝐾2,4 = 2. Sedangkan agar terbentuk 

pelangi titik yang terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf 𝐾2,4 

terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda, cukup dibutuhkan satu 

warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter pada graf 𝐾2,4 adalah 2 dan titik 

interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐾2,4 = 1. 
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𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  

𝑢2  

1 2 2 2 3 1 1 
1 

𝑢1  
𝟏 𝟏 

𝟏 𝟏 𝟏 

1 
3 

3 
3 

𝟏 𝟏 

𝑣5  𝑣6  

𝑲𝟐,𝟔: 

 

Gambar 3.11 Graf Bipartisi 𝐾2,6 

 Memakai cara yang sama, pada graf 𝐾2,6 terdapat 2 partisi 𝑋 dengan 6 titik 

dan partisi 𝑌 dengan 2 titik. Menggunakan penyusunan dengan pengulangan dari 

2 warna yang disusun ke 2 tempat diperoleh kemungkinan 2 ×  2 = 4 susunan. 

Karena  𝑋 = 6 > 4, maka hanya dengan 2 warna tidak bisa membentuk pelangi 

sisi terhubung. Artinya, ada 2 titik yang dihubungkan oleh lintasan dengan warna 

sisi yang sama, sehingga 𝑟𝑐 𝐾2,6 > 2. Di ambil 3 warna, menggunakan 

penyusunan dengan pengulangan dari 3 warna yang disusun ke 2 tempat diperoleh 

kemungkinan 3 ×  3 = 9 susunan. Karena  𝑋 = 6 < 9, maka dengan 3 warna 

dapat dibentuk pelangi sisi terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝐾2,6 = 3.  

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝐾2,6 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter 

pada graf 𝐾2,6 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝐾2,6 = 1. 
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𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  

𝑢2  

1 2 2 2 
3 1 

1 
1 

𝑢1  𝟏 𝟏 

𝟏 𝟏 𝟏 

1 
3 

3 3 

𝟏 𝟏 

𝑣5  𝑣6  
𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝑣10  𝑣9 𝑣8  𝑣7  

3 
2 

2 4 
4 4 4 

4 

𝑲𝟐,𝟏𝟎: 

 
Gambar 3.12 Graf Bipartisi 𝐾2,10 

Memakai cara yang sama, pada graf 𝐾2,10  terdapat 2 partisi 𝑋 dengan 6 

titik dan partisi 𝑌 dengan 2 titik. Menggunakan penyusunan dengan pengulangan 

dari 2 warna yang disusun ke 2 tempat diperoleh kemungkinan 2 ×  2 = 4 

susunan. Menggunakan penyusunan dengan pengulangan dari 3 warna yang 

disusun ke 2 tempat diperoleh kemungkinan 3 ×  3 = 9 susunan. Karena 

 𝑋 = 10 > 9 > 6, maka hanya dengan 2 warna dan 3 warna tidak bisa 

membentuk pelangi sisi terhubung. Artinya, ada 2 titik yang dihubungkan oleh 

lintasan dengan warna sisi yang sama, sehingga 𝑟𝑐 𝐾2,10 > 3.  

Di ambil 4 warna, maka graf 𝐾2,10  akan membetuk pelangi sisi terhubung, 

karena setiap antara dua titik akan terdapat lintasan dengan warna sisi yang 

berbeda. Hal ini dikarenakan setiap dua titik pada partisi yang sama akan 

dihubungkan oleh lintasan dengan panjang 4. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 𝑖 ≤ 10, 𝑖 ∈ ℕ 

dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 𝑖 = 1,2, maka 𝑣𝑖  terhubung langsung dengan 𝑢1 , kemudian 𝑢1 

terhubung langsung dengan 𝑣𝑖+1 , kemudian 𝑣𝑖+1 terhubung langsung dengan 𝑢2 

dan  𝑢2 terhubung langsung dengan 𝑣𝑖+2.  

Misalkan terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐺 → {1,2,3,4}, maka: 
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𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1, 𝑖 = 1,3,5,7,9 

𝑐 𝑣𝑖+1 , 𝑢1 = 3, 𝑖 = 1,3,5,7,9 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 2, 𝑖 = 1,3,5,7,9 

𝑐 𝑣𝑖+1 , 𝑢2 = 4, 𝑖 = 1,3,5,7,9 

Sehingga diperoleh 𝑟𝑐 𝐾2,10 = 4. Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang 

terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf 𝐾2,10  terdapat lintasan dengan 

warna titik interior yang berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini 

dikarenakan panjang diameter pada graf 𝐾2,10  adalah 2 dan titik interior sebanyak 

1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐾2,10 = 1. 

 Secara umum graf 𝐾𝑛,𝑚  dapat dibentuk menjadi pelangi sisi terhubung 

hanya dengan menggunakan 4 warna. Hal ini dapat dijelaskan dengan model 

lintasan antara 2 titik sebagai berikut: 

𝑣𝑖  𝑣𝑖+1 𝑣𝑖+2 

𝑢𝑖  𝑢𝑖+1 

1 
3 4 2 

𝑣𝑖+2 

𝑢𝑖+1 

1 3 4 2 

dan 

𝑣𝑖+1 𝑣𝑖+3 

𝑢𝑖+2 

 
Gambar 3.13 Model Lintasan Graf Bipartisi 𝐾𝑚,𝑛  

Dari beberapa kasus yang ditunjukkan oleh bilangan rainbow connection 

dan bilangan rainbow vertex-connection  di atas, maka dapat diperoleh teorema 

graf bipartisi komplit 𝐾𝑛,𝑚  sebagai berikut: 
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Teorema 2 

Graf bipartisi komplit 𝐾𝑛,𝑚  dengan 𝑛 ≤ 𝑚 dan  𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, maka bilangan 

rainbow connection pada graf 𝐾𝑛,𝑚  adalah: 

𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚  =  

𝑚,                  jika     𝑛 = 1

2,               jika      2𝑛 ≥ 𝑚

3,     jika     2𝑛 < 𝑚 ≤ 3𝑛

4,                    jika lainnya

  

bilangan rainbow vertex-connection pada graf 𝐾𝑛,𝑚  adalah: 

𝑟𝑣𝑐(𝐾𝑛,𝑚 ) = 1 

Bukti: 

Graf bipartisi komplit 𝐾𝑛,𝑚  terdiri dari 2 partisi, yaitu 𝑋 dan 𝑌, dengan 

 𝑋 = 𝑚 dan  𝑌 = 𝑛.Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 dan 𝑢𝑖 ∈

𝑉 𝑌 , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Maka setiap dua titik 𝑣𝑖  dan setiap dua titik 𝑢𝑖  tidak 

terhubung langsung, akan tetapi setiap titik 𝑣𝑖  dengan 𝑢𝑖  akan 

dihubungkan dengan satu sisi. Terdapat 4 kasus, yaitu: 

(i) jika 𝑛 = 1, maka 𝑟𝑐 𝐾1,𝑚 = 𝑚. 

Andaikan 𝑟𝑐 𝐾1,𝑚 < 𝑚, maka ada dua sisi di 𝐾1,𝑚   yang berwarna sama. 

Misal 𝑣𝑖 , 𝑢1  dan  𝑣𝑗 , 𝑢1  dengan 𝑖 ≠ 𝑗. Akibatnya lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  bukan 

lintasan pelangi karena hanya ada 1 warna. 

Jadi 𝐾1,𝑚  bukan pelangi sisi yang terhubung, jadi 𝑟𝑐 𝐾1,𝑚 ≥ 𝑚. 

Karena pewarnaan sisi dengan 𝑚 warna menghasilkan 𝐾1,𝑚  graf pelangi 

sisi, maka 𝑟𝑐 𝐾1,𝑚 ≤ 𝑚. Disimpulkan 𝑟𝑐 𝐾1,𝑚 = 𝑚.  

(ii) 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 2 jika 2𝑛 ≥ 𝑚. 

Akan dibuktikan jika 2𝑛 ≥ 𝑚, maka 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 2,    

deg 𝑣𝑖 = 𝑛 dan deg 𝑢𝑖 = 𝑚 
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Jika 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚  = 2 maka setiap dua titik, maksimal ada lintasan dengan 2 

warna sisi yang berbeda. Untuk itu jika setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  dan setiap 

lintasan 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  terbentuk lintasan pelangi maka susunan warna yang 

dikenakan pada sisi yang terkait langsung pada 𝑣𝑖  berbeda dengan 𝑣𝑗 , 

begitu juga pada 𝑢𝑖  berbeda dengan 𝑢𝑗 . Selanjutnya karena deg 𝑣𝑖 = 𝑛 ≤

deg 𝑢𝑖 = 𝑚, maka jika setiap susunan warna yang dikenakan pada sisi 

yang terkait langsung dengan 𝑣𝑖  berbeda, maka susunan warna yang 

dikenakan pada sisi yang terkait langsung dengan setiap 𝑢𝑖  juga berbeda. 

Sehingga cukup dianalisis susunan warna pada sisi yang terkait langsung 

dengan titik 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑋 , 𝑖 = 1,2,… , 𝑚. 

Diketahui 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 2 dan deg 𝑣𝑖 = 𝑛, jadi dari 2 warna tersebut akan 

disusun ke-𝑛 tempat dengan perulangan, sehingga diperoleh banyaknya 

susunan = 21 × 22 × 23 × … × 2𝑛 = 2𝑛 .Kemudian susunan tersebut 

diberikan pada setiap titik 𝑣𝑖  dan 𝑣𝑗   dengan 𝑖 ≠ 𝑗. Jika banyaknya 

susunan sebanyak 2𝑛  lebih banyak dari banyaknya titik 𝑣𝑖  yang sebanyak 

𝑚, maka setiap 𝑣𝑖  mempunyai susunan warna sisi yang terkait langsung 

berbeda dengan 𝑣𝑗 . Sehingga lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan membentuk lintasan 

pelangi. Jadi  terbukti jika 2𝑛 ≥ 𝑚 maka 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚  = 2. 

(iii) Jika 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 3 jika 2𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 3𝑛  

Akan dibuktikan jika 2𝑛 ≤ 𝑚 maka 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 ≥ 3 dan jika 𝑚 ≤ 3𝑛  maka 

𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 3. 

Ambil 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 2, jika 2𝑛 ≤ 𝑚 maka akan dibuktikan ada dua titik 

yang semua lintasannya mempunyai warna sisi yang sama. Banyak 



17 

 

 
 

susunan warna  2𝑛 , artinya 𝑣1 , 𝑣2, … . , 𝑣2𝑛  susunan warna sisi yang terkait 

langsung berbeda. Karena 2𝑛 ≤ 𝑚 maka ada titik 𝑣2𝑛 +𝑎  yang mempunyai 

susunan warna yang sama dengan 𝑣𝑏 , dengan 1 ≤ 𝑎 ≤ (𝑚 − 2𝑛) dan 

1 ≤ 𝑏 ≤ 2𝑛 .Misalkan ada fungsi 𝑐: 𝐸 𝐾𝑛,𝑚 →  1,2 , maka 

𝑐 𝑣2𝑛 +𝑎 , 𝑢𝑖 = 𝑐(𝑣𝑏 , 𝑢𝑖), sehingga lintasan 𝑣𝑏 − 𝑣2𝑛 +𝑎   tidak membentuk 

lintasan pelangi, karena semua lintasannya pasti mempunyai warna sisi 

yang sama. Sehingga terbukti jika 2𝑛 ≤ 𝑚 maka 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 ≥ 3. 

Sekarang 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 3 dan deg 𝑣𝑖 = 𝑛, jadi dari 3 warna tersebut akan 

disusun ke-𝑛 tempat dengan perulangan, sehingga diperoleh banyaknya 

susunan = 31 × 32 × 33 × … × 3𝑛 = 3𝑛 . Kemudian susunan tersebut 

diberikan pada setiap titik 𝑣𝑖  dan 𝑣𝑗   dengan 𝑖 ≠ 𝑗. Jika banyaknya susunan 

sebanyak 3𝑛  lebih banyak dari banyaknya titik 𝑣𝑖  yang sebanyak 𝑚, maka 

setiap 𝑣𝑖  mempunyai susunan warna sisi yang terkait langsung berbeda 

dengan 𝑣𝑗 . Sehingga lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan membentuk lintasan pelangi. 

Jadi terbukti jika 𝑚 ≤ 3𝑛  maka 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚 = 3. 

(iv) 𝑟𝑐 𝐾𝑛,𝑚  = 4,  jika lainnya 

Jika sudah tidak memenuhi semua ketentuan di atas, untuk membentuk 

graf 𝐾𝑚,𝑛  menjadi pelangi sisi terhubung,  maka graf 𝐾𝑚,𝑛  dapat diwarnai 

minimal mengunakan 4 warna. Misalkan ada fungsi pewarnaan sisi 

𝑐: 𝐸 𝐾𝑛,𝑚 → {1,2,3,4} maka: 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 = 1, 𝑖 ≠ 𝑗 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑖 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑗 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙,  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 = 3, 𝑖 ≠ 𝑗 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑖 = 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑗 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙,  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 = 2, 𝑖 ≠ 𝑗 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑖 = 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑗 = 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝,  
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𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 = 4, 𝑖 ≠ 𝑗 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑖 = 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑗 = 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 

dengan pewarnaan di atas maka setiap dua titik pada graf 𝐾𝑚,𝑛 terdapat 

lintasan dengan warna sisi yang berbeda, sehingga graf 𝐾𝑚,𝑛  akan 

membentuk graf pelangi sisi terhubung, jadi dengan demikian terbukti 

𝑟𝑐 𝐾𝑚,𝑛  = 4. 

(v) 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  = 1 

Akan dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≥ 1dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≤ 1.  

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐾𝑚,𝑛 = 2, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≥ 2 − 1 = 1.  

Untuk membuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≤ 1, maka akan dibuktikan bahwa 

dengan 1 warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, 

artinya setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda. Ambil 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  = 1,misalkan ada fungsi pewarnaan 

𝑐: 𝑉 𝐾𝑛,𝑚 → {1} maka: 𝑐 𝑣𝑖 = 1, dan 𝑐(𝑢𝑖) = 1, sehingga setiap 

lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan melewati titik interior 𝑢𝑖  dimana 𝑐 𝑢𝑖 = 1, 

sedangkan setiap lintasan 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  akan melewati titik interior 𝑣𝑖  dimana 

𝑐(𝑣𝑖) = 1, dengan demikian setiap dua titik terdapat lintasan dengan 

warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≤ 1. Karena 

𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  ≤ 1, maka 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛  = 1. 

 

c. Graf Roda 

 Graf roda adalah graf yang berbentuk dari operasi penjumlahan antara graf 

sikel (𝐶𝑛 ) dan graf komplit dengan satu titik (𝐾𝑛). Graf roda dinotasikan dengan 

𝑊𝑛  dan 𝑛 ≥ 3. 
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Bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection 

pada graf roda  dapat ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu 𝑟𝑐(𝑊𝑛) dan 

𝑟𝑣𝑐(𝑊𝑛) pada graf 𝑊3, graf 𝑊6, graf 𝑊7 dan terakhir menggambar pola warna 

pada graf 𝑊𝑛  agar terbentuk graf pelangi sisi terhubung. 

𝑣1  

𝑣2  

𝑣3  

1 

1 

1 

1 

1 

1 

𝑾𝟑: 

 
Gambar 3.14 Graf roda 𝑊3  

 Graf 𝑊3terdiri dari 4 titik dan 6 sisi. Setiap  pasang titik yang berbeda 

pada graf 𝑊3 dihubungkan oleh satu sisi, oleh karena itu  bisa dikatakan graf 𝑊3 

menyerupai graf 𝐾4. Sehingga bilangan 𝑟𝑐(𝑊3) dan 𝑟𝑣𝑐(𝑊3) juga sama dengan 

graf 𝐾4 yaitu berturut-turut  1 dan 0.  
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Gambar 3.15 Graf roda 𝑊6  

Graf 𝑊6 terdiri dari 7 titik dan 12 sisi serta merupakan graf sikel dengan 6 

titik yang setiap titiknya terhubung langsung dengan titik dari graf 𝐾1. Graf 𝑊6 

mempunyai diameter dengan panjang 2, sehingga 𝑟𝑐 𝑊6 ≥ 2. Misalkan fungsi 

pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑊𝑛 → {1,2} yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  
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jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 =

2  jika 𝑖 genap, maka akan membentuk graf 𝑊6 menjadi graf pelangi sisi yang 

terhubung dimana setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang 

berbeda. Hal ini membuktikan bahwa 𝑟𝑐 𝑊6 ≤ 2, jadi diperoleh 𝑟𝑐 𝑊6 = 2. 

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝑊6 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter 

pada graf 𝑊6 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝑊6 = 1. 
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Gambar 3.16 Graf roda 𝑊7  

 Graf 𝑊7 terdiri dari 8 titik dan 14 sisi serta merupakan graf sikel dengan 7 

titik yang setiap titiknya terhubung langsung dengan titik dari graf 𝐾1. Walaupun 

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑊7 = 2, tetapi belum tentu graf 𝑊7 dapat dibentuk menjadi graf pelangi 

sisi yang terhubung dengan menggunakan 2 warna. Misalkan fungsi pewarnaan 

sisi 𝑐: 𝐸 𝑊7 → {1,2} didefinisikan 𝑐 𝑣1, 𝑢 = 1,maka 𝑐 𝑣4, 𝑢 = 2 dan 

𝑐 𝑣5, 𝑢 = 2,karena tidak mungkin menggunakan lintasan sisi 𝐶7 yang 

panjangnya 3. Kemudian jika 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1 dengan 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  

dengan  𝑖 genap, maka 𝑐 𝑣6, 𝑢 = 1 membentuk lintasan pelangi, karena panjang 

lintasan dengan sisi 𝐶7 sama dengan 2 dan warnanya berbeda. Tetapi jika 
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𝑐 𝑣3, 𝑢 = 1,lintasan 𝑣3 − 𝑣6 warnanya akan sama dan kalau lintasannya 

menggunakan sisi 𝐶7 juga tidak mungkin karena panjangnya sama dengan 3, jadi 

haruslah 𝑐 𝑣3, 𝑢 = 2.Selanjutnya 𝑐 𝑣1, 𝑢  harus sama dengan 1, karena 

𝑐 𝑣5, 𝑢 = 2, akan tetapi pewarnaan demikian akan membuat antara titik 𝑣1 

dan 𝑣6 semua lintasannya akan mempunyai warna yang sama, sehingga haruslah 

𝑐 𝑣1, 𝑢 = 3, sehingga 𝑟𝑐 𝑊7 ≥ 3. 

 Selanjutnya jika fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑊7 → {1,2,3} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, dan 

𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝐶𝑛) maka akan membentuk pelangi sisi terhubung, sehingga 

𝑟𝑐 𝑊𝑛  ≤ 3. Jadi dapat diperoleh 𝑟𝑐 𝑊7 = 3. Sedangkan agar terbentuk pelangi 

titik yang terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf 𝑊7 terdapat lintasan 

dengan warna titik interior yang berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal 

ini dikarenakan panjang diameter pada graf 𝑊7 adalah 2 dan titik interior 

sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝑊7 = 1. 

Secara umum graf 𝑊𝑛  dapat dibentuk menjadi graf pewarnaan sisi yang 

terhubung, dengan warna sisi minimal 3, dan juga graf 𝑊𝑛  dapat dibentuk menjadi 

graf pewarnaan titik yang terhubung, dengan warna titik minimal 1, yang 

ditampilkan dalam model pewarnaan berikut: 
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Gambar 3.17 Graf roda 𝑊𝑛  

Dari beberapa kasus yang ditunjukan oleh bilangan rainbow connection 

dan bilangan rainbow vertex-connection di atas  maka dapat diperoleh teorema: 

Teorema 3 

Graf 𝐺 adalah graf roda 𝑊𝑛  dengan  𝑛 ∈ ℕ, maka bilangan rainbow 

connection pada graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑐 𝑊𝑛 =  

1,                         jika 𝑛 = 3
2,                jika 4 ≤ 𝑛 ≤ 6
3,                         jika 𝑛 ≥ 7

  

bilangan rainbow vertex-connection pada graf 𝑊𝑛  adalah: 

𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 = 1,         jika 𝑛 ≥ 4 

Bukti: 

graf roda 𝑊𝑛  dengan 𝑛 ≥ 3adalah graf yang terbentuk dari operasi 

penjumlahan antara graf sikel (𝐶𝑛 ) dan graf komplit dengan satu titik (𝐾1). 

Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝐶𝑛 , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, maka 𝑣𝑛+1 = 𝑣1,dan 𝑢 ∈ 𝑉(𝐾1), 

serta untuk semua 𝑣𝑖  terhubung langsung dengan 𝑢. 

(i) Jika 𝑛 = 3, akan dibuktikan 𝑊3 adalah graf 𝐾4. 

Untuk semua 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 ∈ (𝐶3) terhubung langsung dengan 𝑢,sehingga 

diperoleh deg 𝑣1 = deg 𝑣2 = deg 𝑣3 = deg 𝑢 = 3. Karena graf 𝑊3 
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dengan 4 titik beraturan−3 maka 𝑊3 adalah graf komplit, jadi terbukti 

dengan 𝑛 = 3 maka 𝑟𝑐 𝑊3 = 1 (Teorema 1). 

(ii) Jika  4 ≤ 𝑛 ≤ 6 maka 𝑟𝑐 𝑊𝑛 = 2 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≥ 2 dan 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≤ 2. 

Graf 𝑊𝑛  dengan 4 ≤ 𝑛 ≤ 6 bukan merupakan graf komplit, karena 

deg 𝑣𝑖 = 3 sedangkan jumlah titiknya 5 ≤  𝑊𝑛  ≤ 7, sehingga 𝑟𝑐 𝐺 ≥

2. Kemudian untuk membuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 2 maka akan dibuktikan bahwa 

dengan 2 warna dapat membentuk 𝑊𝑛  menjadi pelangi sisi yang 

terhubung, sehingga setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi 

yang berbeda. Fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑊𝑛 → {1,2} yang didefinisikan 

oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  

jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap. 

Setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑢 atau 𝑢 − 𝑣𝑖  hanya terdapat satu warna sisi. 

Kemudian lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 , jika 𝑖 genap dan 𝑣𝑖  dan 𝑗 ganjil pasti berbentuk 

lintasan pelangi 2 warna. Sedangkan untuk lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  dengan 𝑖 dan 

𝑗sama-sama genap atau 𝑖dan 𝑗 sama-sama ganjil. Jika 𝑣𝑖 − 𝑣𝑖+2 maka 

membentuk lintasan pelangi yang sisi-sinya 𝐶𝑛 .Tetapi jika lintasan 

𝑣𝑖 − 𝑣𝑖+𝑐 , dengan 4 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛 − 2 maka 𝑐 = 4, karena 𝑛 = 6 diperoleh  

4 ≤ 𝑐 ≤ 6 − 2.Untuk 𝑖 = 1, dengan lintasan 𝑣1 − 𝑣5, maka dapat dibentuk 

lintasan pelangi melewati titik 𝑣6, sedangkan untuk 𝑖 = 2  dengan lintasan 

𝑣2 − 𝑣6, maka dapat dibentuk lintasan pelangi melewati titik 𝑣1, terbukti 

setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda, sehingga 

diperoleh 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 2. Jadi terbukti untuk 4 ≤ 𝑛 ≤ 6 maka 𝑟𝑐 𝐺 = 2. 
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(iii) jika 𝑛 ≥ 7 maka 𝑟𝑐 𝐺 = 3 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 3 dan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 3. 

Dibuktikan  𝑟𝑐 𝐺 ≤ 3 maka akan dibuktikan bahwa dengan 3 warna 

dapat membentuk 𝑊𝑛  menjadi pelangi sisi yang terhubung, sehingga setiap 

dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Jika fungsi 

pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑊𝑛 → {1,2,3} yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  

jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, dan 𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝐶𝑛) maka 

akan membentuk pelangi sisi terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≤ 3.  

Selanjutnya dibuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 3, dari hasil di atas didapat 𝑊𝑛  bukan 

graf komplit sehingga 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2. Ambil 𝑟𝑐 𝐺 = 2 Misalkan fungsi 

pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑊7 → {1,2} didefinisikan 𝑐 𝑣1, 𝑢 = 1,maka 

𝑐 𝑣4, 𝑢 = 2 dan 𝑐 𝑣5, 𝑢 = 2,karena tidak mungkin menggunakan 

lintasan sisi 𝐶𝑛  yang panjangnya 3. Kemudian jika 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 =

1 dengan 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  dengan  𝑖 genap, maka 𝑐 𝑣𝑛−1, 𝑢 = 1 

membentuk lintasan pelangi, karena panjang lintasan dengan sisi 𝐶𝑛  sama 

dengan 2 dan warnanya berbeda. Tetapi jika 𝑐 𝑣3, 𝑢 = 1,lintasan 

𝑣3 − 𝑣𝑛−1 warnanya akan sama dan kalau lintasannya menggunakan sisi 

𝐶7 juga tidak mungkin karena panjangnya ≥ 3, jadi haruslah 𝑐 𝑣3, 𝑢 = 2. 

Selanjutnya 𝑐 𝑣1, 𝑢  harus sama dengan 1, karena 𝑐 𝑣5, 𝑢 = 2, akan 

tetapi pewarnaan demikian akan membuat antara titik 𝑣1 dan 𝑣𝑛−1 semua 

lintasannya akan mempunyai warna yang sama, sehingga haruslah 

𝑐 𝑣1, 𝑢 = 3, hal tersebut berlaku jika 𝑛 ≥ 7 karena lintasan 𝑣1 − 𝑣𝑛−1 

minimal mempunyai panjang 3, sehingga 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≥ 3. Karena 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≥

3 dan 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≤ 3 maka terbukti 𝑟𝑐 𝑊𝑛 = 3, dengan 𝑛 ≥ 7. 
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(iv)  jika 𝑛 ≥ 4 maka 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛  = 1 

Akan dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≥ 1dan 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≤ 1.  

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑊𝑛 = 2, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≥ 2 − 1 = 1.  

Untuk membuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≤ 1, maka akan dibuktikan bahwa dengan 1 

warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, artinya setiap 

dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Ambil 

𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 = 1, misalkan ada fungsi pewarnaan 𝑐: 𝑉 𝐾𝑛,𝑚 → {1} maka: 

𝑐(𝑢) = 1, sehingga setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan melewati titik interior 𝑢 

dimana 𝑐(𝑢) = 1, sedangkan setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑢 tidak ada titik interior 

karena terhubung langsung, dengan demikian setiap dua titik terdapat 

lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≤

1. Karena 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≥ 1dan 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 ≤ 1, maka 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛  = 1. 

 

d. Graf Kipas 

 Graf kipas dibentuk dari penjumlahan graf komplit (𝐾1) dan graf lintasan 

(𝑃𝑛) yaitu  𝐹𝑛 = 𝐾1 + 𝑃𝑛 . Dengan demikian graf kipas mempunyai (𝑛 + 1) titik 

dan (2𝑛 − 1) sisi. 

Bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection 

pada graf roda  dapat ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu 𝑟𝑐(𝐹𝑛) dan 

𝑟𝑣𝑐(𝐹𝑛) pada graf 𝐹2, graf 𝐹4, graf 𝐹6, graf 𝐹7  dan terakhir menggambar pola 

warna pada graf 𝐹𝑛  agar terbentuk graf pelangi sisi terhubung. Dari pola tersebut 

selanjutnya dapat disimpulkan mengenai bilangan rainbow connection dan 

rainbow vertex-connection pada graf kipas 𝐹𝑛 . 
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𝑣3  

1 1 

1 

𝑭𝟐: 

 
Gambar 3.18 Graf kipas 𝐹2 

 Graf 𝐹2 terdiri dari 3 titik dan 3 sisi, dimana setiap pasang titik yang 

berbeda dihubungkan dengan satu sisi. Oleh karena itu graf 𝐹2 ekuivalen dengan 

graf 𝐾3. Sehingga bilangan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) sama dengan graf 𝐾3 yaitu 

berturut-turut sebesar 1 dan 0. 

Graf 𝑭𝟑 = 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  

𝑢1  

1 1 

1 

2 

2 
𝟏 

𝟏 
𝟏 

𝟏 

 
Gambar 3.19 Graf kipas 𝐹3 

Graf 𝐹3 terdiri dari 4 titik dan 5 sisi, yang merupakan graf dari hasil 

penjumlahan graf 𝑃3 dengan graf 𝐾1 . Graf 𝐹3 mempunyai diameter dengan 

panjang 2, sehingga 𝑟𝑐 𝐹3 ≥ 2. Misalkan fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹3 → {1,2} 

yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤ [
3

2
] , 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika [

3

2
] ≤

𝑖 ≤ 3, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  jika 𝑖 genap, maka akan 

membentuk graf 𝐹3 menjadi graf pelangi sisi yang terhubung dimana setiap dua 

titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Hal ini membuktikan 

bahwa 𝑟𝑐 𝐹3 ≤ 2, jadi diperoleh 𝑟𝑐 𝐹3 = 2. 
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Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝐹3 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter 

pada graf 𝐹3 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝐹3 = 1. 

𝑢1  

1 1 2 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣5  𝑣6  

1 2 2 

2 2 1 1 1 

𝟏 

𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 

𝑭𝟔: 

 
Gambar 3.20 Graf kipas 𝐹6 

 Graf 𝐹6 terdiri dari 7 titik dan 11 sisi, yang merupakan graf dari hasil 

penjumlahan graf 𝑃6 dengan graf  𝐾1. Graf 𝐹6 mempunyai diameter dengan 

panjang 2, sehingga 𝑟𝑐 𝐹6 ≥ 2. Misalkan fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹6 → {1,2} 

yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤  
6

2
 ,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika [

6

2
] ≤

𝑖 ≤ 6, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap, maka akan 

membentuk graf 𝐹6 menjadi graf pelangi sisi yang terhubung dimana setiap dua 

titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Hal ini membuktikan 

bahwa 𝑟𝑐 𝐹6 ≤ 2, jadi diperoleh 𝑟𝑐 𝐹6 = 2. 

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap antara dua 

titik pada graf 𝐹6 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda, 

cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter pada 

graf 𝐹6 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝐹6 = 1.  
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𝑢 

1 1 2 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣5  𝑣6  

1 2 2 
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𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 
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𝑣7  
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𝑭𝟕: 

 
Gambar 3.21 Graf Kipas 𝐹7 

Graf 𝐹7 terdiri dari 8 titik dan 13 sisi, yang merupakan graf dari hasil penjumlahan 

graf 𝑃7 dengan graf  𝐾1. Walaupun 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐹7 = 2, tetapi belum tentu graf 𝐹7 

dapat dibentuk menjadi graf pelangi sisi yang terhubung dengan menggunakan 2 

warna. Misalkan fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹7 → {1,2} didefinisikan 𝑐 𝑣1, 𝑢 =

1, maka 𝑐 𝑣4, 𝑢 = 𝑐 𝑣5, 𝑢 = 𝑐 𝑣6, 𝑢 = 𝑐 𝑣7, 𝑢 = 2, karena tidak mungkin 

menggunakan lintasan sisi 𝑃7 yang panjangnya ≥ 3. Sedangkan jika  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 =

1 dengan 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  dengan  𝑖 genap, maka 𝑐 𝑣2, 𝑢 = 𝑐 𝑣3, 𝑢 =

1 membentuk lintasan pelangi, karena panjang lintasan dengan sisi 𝑃7 sama 

dengan 2 dan warnanya berbeda. Pewarnaan demikian akan membuat antara titik 

𝑣4dan 𝑣7 semua lintasannya akan mempunyai warna yang sama, karena 

𝑐 𝑣4, 𝑢 = 𝑐 𝑣7, 𝑢 = 2 dan lintasan dengan sisi 𝑃7 panjangnya sama dengan 3, 

sehingga haruslah 𝑐 𝑣4, 𝑢 = 3, maka terbukti 𝑟𝑐 𝐹7 ≥ 3. 

 Selanjutnya jika fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹7 → {1,2,3} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, dan 

𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝐶𝑛) maka akan membentuk pelangi sisi terhubung, sehingga 

𝑟𝑐 𝐹7 ≤ 3. Jadi dapat diperoleh 𝑟𝑐 𝐹7 = 3. Sedangkan agar terbentuk pelangi 

titik yang terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf 𝐹7 terdapat lintasan 

dengan warna titik interior yang berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal 
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ini dikarenakan panjang diameter pada graf 𝐹7 adalah 2 dan titik interior sebanyak 

1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐹7 = 1. 

Secara umum graf 𝐹𝑛  dapat dibentuk menjadi graf pewarnaan sisi yang 

terhubung, dengan warna sisi minimal 3, dan juga graf 𝐹𝑛  dapat dibentuk menjadi 

graf pewarnaan titik yang terhubung, dengan warna titik minimal 1, yang 

ditampilkan dalam model pewarnaan berikut: 

𝑢1  

1 2 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣𝑛−1 

1 2 2 

3 

𝟏 

𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 𝟏 
3 3 3 

𝟏 

𝑣𝑛  

1 
𝑭𝒏: 

 
Gambar 3.22 Graf Kipas 𝐹𝑛  

Dari beberapa kasus yang ditunjukan oleh bilangan rainbow connection dan 

bilangan rainbow vertex-connection di atas maka dapat diperoleh teorema graf 

kipas 𝐹𝑛  sebagai berikut: 

Teorema 4 

Graf kipas 𝐹𝑛  dengan  𝑛 ∈ ℕ, maka bilangan rainbow connection pada graf 

𝐹𝑛  adalah: 

𝑟𝑐 𝐹𝑛 =  

1,                        𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 = 2
2,                𝑗𝑖𝑘𝑎 3 ≤ 𝑛 ≤ 6
3,                         𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 7

  

bilangan rainbow vertex-connection pada graf 𝐹𝑛  adalah: 

𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 = 1,       𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≥ 2 

Bukti: 

Graf kipas 𝐹𝑛  dibentuk dari penjumlahan graf komplit (𝐾1) dan graf 

lintasan (𝑃𝑛) yaitu  𝐹𝑛 = 𝐾1 + 𝑃𝑛 . Dengan demikian graf kipas mempunyai 
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(𝑛 + 1) titik dan (2𝑛 − 1) sisi. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃𝑛 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, dan 

𝑢 ∈ 𝑉(𝐾1), serta untuk semua 𝑣𝑖  terhubung langsung dengan 𝑢. 

(i) Jika 𝑛 = 2, akan dibuktikan 𝐹2 adalah graf 𝐾3. 

Untuk semua 𝑣1, 𝑣2 ∈ (𝑃2) terhubung langsung dengan 𝑢,sehingga 

diperoleh deg 𝑣1 = deg 𝑣2 = deg 𝑢 = 2. Karena graf 𝐹2 dengan 3 

titik beraturan−2 maka 𝐹2 adalah graf komplit, jadi terbukti dengan 𝑛 = 2 

maka 𝑟𝑐 𝐺 = 1. 

(ii) Jika  3 ≤ 𝑛 ≤ 6 maka 𝑟𝑐 𝐺 = 2 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2 dan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 2. 

Graf 𝐹𝑛  dengan 4 ≤ 𝑛 ≤ 6 bukan merupakan graf komplit, karena 

deg 𝑣𝑖 ≤ 3 sedangkan jumlah titiknya 4 ≤  𝐹𝑛  ≤ 7, sehingga 𝑟𝑐 𝐺 ≥

2. Kemudian untuk membuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 2 maka akan dibuktikan bahwa 

dengan 2 warna dapat membentuk 𝐹𝑛  menjadi pelangi sisi yang terhubung, 

sehingga setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. 

Fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹𝑛 → {1,2} yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 =

1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤  
𝑛

2
 ,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika  

𝑛

2
 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  

jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap. 

Setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑢  atau 𝑢 − 𝑣𝑖  hanya terdapat satu warna sisi. 

Kemudian lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 , dengan  1 ≤ 𝑖 ≤ [
𝑛

2
]  dan [

𝑛

2
] ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 pasti 

berbentuk lintasan pelangi 2 warna. Sedangkan untuk lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  

dengan 𝑖 dan 𝑗 sama-sama 1 ≤ 𝑖 ≤ [
𝑛

2
]  atau dengan 𝑖 dan 𝑗 sama-sama 

[
𝑛

2
] ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Lintasan terpanjang adalah  𝑣1 − 𝑣𝑐  dengan 𝑐 = [

𝑛

2
] , karena 

𝑛 ≤ 6 maka lintasan terpanjangnya 𝑣1 − 𝑣3 dan 𝑣4 − 𝑣6 maka membentuk 
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lintasan pelangi 2 warna yang sisi-sinya anggota 𝑃𝑛 , sehingga terbukti 

setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda, sehingga 

diperoleh 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 2. Jadi terbukti untuk 3 ≤ 𝑛 ≤ 6 maka 𝑟𝑐 𝐺 = 2. 

(iii) jika 𝑛 ≥ 7 maka 𝑟𝑐 𝐺 = 3 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 3 dan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 3. 

Dibuktikan  𝑟𝑐 𝐺 ≤ 3 maka akan dibuktikan bahwa dengan 3 warna 

dapat membentuk 𝐹𝑛  menjadi pelangi sisi yang terhubung, sehingga setiap 

dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Jika fungsi 

pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹𝑛 → {1,2,3} yang didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 1  

jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢 = 2  jika 𝑖 genap, dan 𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝑃𝑛) maka 

akan membentuk pelangi sisi terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≤ 3.  

Selanjutnya dibuktikan 𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≥ 3, dari hasil di atas didapat 𝐹𝑛  bukan graf 

komplit sehingga 𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≥ 2.Ambil 𝑟𝑐 𝐹𝑛 = 2 Misalkan fungsi 

pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝐹𝑛 → {1,2} didefinisikan 𝑐 𝑣1, 𝑢 = 1, maka 

𝑐 𝑣1+𝑐 , 𝑢 = 2,dengan 3 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛 − 1 karena tidak mungkin 

menggunakan lintasan sisi 𝑃𝑛  yang panjangnya ≥ 3. Sedangkan jika  

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1 dengan 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  dengan  𝑖 genap, maka 

𝑐 𝑣2, 𝑢 = 𝑐 𝑣3, 𝑢 = 1 membentuk lintasan pelangi, karena panjang 

lintasan dengan sisi 𝑃𝑛  sama dengan 2 dan warnanya berbeda. Pewarnaan 

demikian akan membuat antara titik 𝑣1+𝑐  dengan 𝑐 = 3 dan 𝑣1+𝑐  dengan 

𝑐 = 𝑛 − 1 semua lintasannya akan mempunyai warna yang sama, karena 

𝑐 𝑣4, 𝑢 = 𝑐 𝑣𝑛 , 𝑢 = 2 dan lintasan dengan sisi 𝑃𝑛dengan 𝑛 ≥ 7 

panjangnya lebih dari sama dengan 3,  maka terbukti 𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≥ 3. Karena 

𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≥ 3 dan 𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≤ 3 maka terbukti 𝑟𝑐 𝐹𝑛 = 3, dengan 𝑛 ≥ 7. 
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(iv)  jika 𝑛 ≥ 2 maka 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 = 1 

Akan dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≤ 1.  

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐹𝑛 = 2, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≥ 2 − 1 = 1.  

Untuk membuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≤ 1, maka akan dibuktikan bahwa dengan 1 

warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, artinya setiap 

dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Ambil 

𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 = 1,misalkan ada fungsi pewarnaan 𝑐: 𝑉 𝐹𝑛 → {1} maka: 

𝑐(𝑢) = 1, sehingga setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan melewati titik interior 𝑢 

dimana 𝑐(𝑢) = 1, sedangkan setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑢 tidak ada titik interior 

karena terhubung langsung, dengan demikian setiap dua titik terdapat 

lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≤

1. Karena 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 ≤ 1, maka 𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 = 1. 

 

e. Graf Kipas Ganda 

Graf kipas ganda dibentuk dari penjumlahan antara gabungan dua graf 

komplit (𝐾1) dan graf lintasan (𝑃𝑛) yaitu  𝑑𝐹𝑛 = (𝐾1 ∪ 𝐾1)  + 𝑃𝑛 . Dengan 

demikian graf kipas mempunyai (𝑛 + 2) titik dan (3𝑛 − 1). 

𝑢1  

𝑣2  

2 

1 2 

𝟏 

1 

𝟏 

𝟏 𝟏 
𝒅𝑭𝟐: 

𝑢2  

𝑣1  

 
Gambar 3.23 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹2 

 Graf 𝑑𝐹2 terdiri dari 4 titik dan 5 sisi, dan merupakan graf hasil 

penjumlahan graf 𝑃2 dengan graf  2𝐾1, sehingga setiap titik pada 𝑃2 terhubung 
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langsung dengan setiap titik dari graf 2𝐾1. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑑𝐹2 = 2, maka 

𝑟𝑐 𝑑𝐹2 ≥ 2. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉(𝑃2) dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(2𝐾2), dengan 𝑖 = 1,2. Lintasan 

𝑣1 − 𝑣2 dan 𝑢𝑖 − 𝑣𝑖  dihubungkan oleh satu sisi sehingga cukup membutuhkan 

satu warna. Sedangkan lintasan 𝑢1 − 𝑢2, dengan memberikan 2 warna sisi yang 

berbeda pada sisi 𝑣1𝑢1 dan 𝑣1𝑢2 atau pada sisi 𝑣2𝑢1 dan 𝑣2𝑢2, maka lintasan 

tersebut mempunyai warna sisi yang berbeda, sehingga dengan minimal 2 warna 

sisi akan membentuk 𝑑𝐹2 menjadi graf sisi yang terhubung, diperoleh 𝑟𝑐 𝑑𝐹2 ≤

2. Karena 𝑟𝑐 𝑑𝐹2 ≥ 2 dan  𝑟𝑐 𝑑𝐹2 ≤ 2, maka 𝑟𝑐 𝑑𝐹2 = 2. 

 Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝐹7 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter  

𝐹7 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐹7 =

1. 

𝑣1  𝑣2  

𝑢1  

𝑣3  𝑣4  𝑣6  𝑣5  

1 

𝑢2  

1 1 

2 

1 1 1 

2 2 2 

2 2 

2 2 𝒅𝑭𝟔: 

2 2 2 

 
Gambar 3.24 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹6 

 Graf 𝑑𝐹6  terdiri dari 8 titik dan 17 sisi, dan merupakan graf hasil 

penjumlahan graf 𝑃6 dengan graf 2𝐾1, sehingga setiap titik pada 𝑃6 terhubung 

langsung dengan setiap titik dari graf 2𝐾1. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑑𝐹6 = 2, maka 

𝑟𝑐 𝑑𝐹6 ≥ 2. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉(𝑃6) dengan 𝑖 = 1,2, … , 6 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(2𝐾2) dengan 

𝑖 = 1,2, terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹6 → {1,2} yang didefinisikan oleh 
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𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤ [
6

2
] , 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2  jika [

6

2
] ≤ 𝑖 ≤ 6, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  

jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap, serta 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 2 maka akan 

membentuk graf 𝑑𝐹6 menjadi graf pelangi sisi yang terhubung dimana setiap dua 

titik terdapat lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Hal ini membuktikan 

bahwa 𝑟𝑐 𝑑𝐹6 ≤ 2, jadi diperoleh 𝑟𝑐 𝑑𝐹6 = 2. 

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝑑𝐹6 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter 

pada graf 𝑑𝐹6 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹6 = 1.  

𝑣1  𝑣2  

𝑢1  

𝑣3  𝑣4  𝑣6  𝑣5  

1 

𝑢2  

1 1 

2 

1 1 1 

2 2 2 

2 

2 2 2 
𝒅𝑭𝟏𝟐: 

2 2 

2 1 1 1 2 

1 1 1 1 1 1 

1 1 1 2 2 2 

2 2 

𝑣7  𝑣8  𝑣9 𝑣10  𝑣11  𝑣12  

 
Gambar 3.25 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹12 

Graf 𝑑𝐹12   terdiri dari 14 titik dan 35 sisi, dan merupakan graf hasil 

penjumlahan graf 𝑃12  dengan graf 2𝐾1, sehingga setiap titik pada 𝑃12  terhubung 

langsung dengan setiap titik dari graf 2𝐾1. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑑𝐹12 = 2, maka 

𝑟𝑐 𝑑𝐹12 ≥ 2.Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉(𝑃12) dengan 𝑖 = 1,2, … , 12 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(2𝐾2) 

dengan 𝑖 = 1,2,terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹12 → {1,2} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤ [
12

2
] , 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2  jika  

12

2
 < 𝑖 ≤
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12, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap, serta 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 1 

jika  1 ≤ 𝑖 ≤ [
12

4
] dan [

12

2
] < 𝑖 ≤ [

3𝑥12

4
], kemudian 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 2 jika   

12

4
 < 𝑖 ≤

[
12

2
] dan [

3𝑥12

4
] < 𝑖 ≤ 𝑛, maka akan membentuk graf 𝑑𝐹12 menjadi graf pelangi 

sisi yang terhubung dimana setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna sisi 

yang berbeda. Hal ini membuktikan bahwa 𝑟𝑐 𝑑𝐹12 ≤ 2,jadi diperoleh 

𝑟𝑐 𝑑𝐹12 = 2. 

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap 

antara dua titik pada graf 𝑑𝐹12 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter 

pada graf 𝑑𝐹12  adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹12 = 1.  

𝑣1  𝑣2  

𝑢1  

𝑣3  𝑣4  𝑣6  𝑣5  

1 

𝑢2  

1 1 

2 

3 

 

3 

 

3 

 
2 2 2 

2 

3 

 

3 

 

3 
𝒅𝑭𝟏𝟑: 

2 2 

3 

 

3 3 

 

3 

 

3 

 1 1 1 
2 2 2 

2 2 

𝑣7  𝑣8  𝑣9 𝑣10  𝑣11  𝑣12  𝑣13  

1 

3 

2 2 2 2 2 2 2 

 
Gambar 3.26 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹13 

 Graf 𝑑𝐹13   terdiri dari 15 titik dan 38 sisi, dan merupakan graf hasil 

penjumlahan graf 𝑃13  dengan graf 2𝐾1, sehingga setiap titik pada 𝑃13  terhubung 

langsung dengan setiap titik dari graf 2𝐾1. Walaupun 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑑𝐹13 = 2, tetapi 
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belum tentu graf 𝑑𝐹13  dapat dibentuk menjadi graf pelangi sisi yang terhubung 

dengan menggunakan 2 warna. Misalkan fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹13 →

{1,2}, jika 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1 dengan 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  dengan  𝑖 genap, 

kemudian 𝑐 𝑣1, 𝑢1 = 𝑐 𝑣2, 𝑢1 = 𝑐 𝑣3, 𝑢1 = 1, maka agar terbentuk lintasan 

pelangi haruslah 𝑐 𝑣4, 𝑢1 = 𝑐 𝑣5, 𝑢1 = 𝑐 𝑣6 , 𝑢1 = 2, selanjutnya 𝑐 𝑣7, 𝑢1 =

𝑐 𝑣8, 𝑢1 = 𝑐 𝑣9, 𝑢1 = 1 maka 𝑐 𝑣1, 𝑢2 = 𝑐 𝑣2, 𝑢2 = 𝑐 𝑣3, 𝑢2 = 1dan  

𝑐 𝑣7, 𝑢2 = 𝑐 𝑣8, 𝑢2 = 𝑐 𝑣9, 𝑢2 = 2.  kemudian 𝑐 𝑣10 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣11 , 𝑢1 =

𝑐 𝑣12 , 𝑢1 = 2 maka haruslah 𝑐 𝑣4, 𝑢2 = 𝑐 𝑣5, 𝑢2 = 𝑐 𝑣6, 𝑢2 = 1dan  

𝑐 𝑣10 , 𝑢2 = 𝑐 𝑣11 , 𝑢2 = 𝑐 𝑣12 , 𝑢2 = 2,sekarang jika 𝑐 𝑣13 , 𝑢1 = 2agar 

lintasan 𝑣10-𝑣13  membentuk lintasan pelangi maka 𝑐 𝑣13 , 𝑢2 = 1, pewarnaan 

demikian akan ada dua titik yang semua lintasannya mempunyai warna sisi yang 

sama, yaitu lintasan 𝑣𝑖-𝑣13dengan 4 ≤ 𝑖 ≤ 6, karena 𝑐 𝑣13 , 𝑢2 = 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 1, 

dan 𝑐 𝑣13 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2,  maka terbukti 𝑟𝑐 𝑑𝐹13 ≥ 3. 

 Selanjutnya jika fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹13 → {1,2,3} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1  jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2  jika 𝑖 genap, 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 2   dan 𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝑃13) maka akan membentuk pelangi sisi 

terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑑𝐹13 ≤ 3. Jadi dapat diperoleh 𝑟𝑐 𝑑𝐹13 = 3. 

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap antara dua 

titik pada graf 𝑑𝐹13 terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda, 

cukup dibutuhkan satu warna titik. Hal ini dikarenakan panjang diameter pada 

graf 𝑑𝐹13 adalah 2 dan titik interior sebanyak 1, sehingga diperoleh bilangan 

𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹13 = 1. 

Secara umum graf 𝑑𝐹𝑛  dapat dibentuk menjadi graf pewarnaan sisi yang 

terhubung, dengan warna sisi minimal 3, dan juga graf 𝑑𝐹𝑛  dapat dibentuk 
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menjadi graf pewarnaan titik yang terhubung, dengan warna titik minimal 1, yang 

ditampilkan dalam model pewarnaan berikut: 

𝑣1  𝑣2  

𝑢1  

𝑣3  𝑣4  𝑣6  𝑣5  

1 

𝑢2  

1 1 

2 

3 

 

3 

 

3 

 
2 2 

2 

3 

 

3 

 

3 
𝒅𝑭𝒏: 

2 2 

3 3 

 

3 

 

3 

 1 1 1 
2 2 2 

2 2 

𝑣7  𝑣8  𝑣9 𝑣10  𝑣𝑛−1 𝑣𝑛  

2 2 2 2 2 2 

 
Gambar 3.27 Graf Kipas Ganda 𝑑𝐹𝑛  

Dari beberapa kasus yang ditunjukan oleh bilangan rainbow connection 

dan bilangan rainbow vertex-connection  di atas  maka dapat diperoleh teorema: 

Teorema 5 

Graf kipas ganda 𝑑𝐹𝑛  dengan jumlah titik 𝑛 ≥ 2, maka bilangan rainbow 

connection pada graf 𝑑𝐹𝑛  adalah: 

𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 =  
2, 𝑛 ≤ 12
3, 𝑛 ≥ 13

  

bilangan rainbow vertex-connection pada graf 𝑑𝐹𝑛  adalah: 

𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 1        

Bukti: 

Graf kipas ganda dibentuk dari penjumlahan antara gabungan dua graf 

komplit (2𝐾1) dan graf lintasan (𝑃𝑛) yaitu  𝑑𝐹𝑛 = 2𝐾1  + 𝑃𝑛 . Dengan 

demikian graf kipas mempunyai (𝑛 + 2) titik dan (3𝑛 − 1) sisi.  
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(i) 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 2 jika 2 ≤ 𝑛 ≤ 12. 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 2, dan 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 2. 

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑑𝐹𝑛 = 2,karena 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) maka diperoleh 

𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 2. 

Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉(𝑃𝑛) dengan 2 ≤ 𝑛 ≤ 12, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(2𝐾2) 

dengan 𝑖 = 1,2, terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹𝑛 → {1,2} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1  jika 1 ≤ 𝑖 ≤ [
𝑛

2
] , 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2  jika  

𝑛

2
 <

𝑖 ≤ 12, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap, serta 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 1 jika  1 ≤ 𝑖 ≤ [
𝑛

4
] dan [

𝑛

2
] < 𝑖 ≤ [

3𝑥𝑛

4
], kemudian 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 =

2 jika   
𝑛

4
 < 𝑖 ≤ [

𝑛

2
] dan [

3𝑥𝑛

4
] < 𝑖 ≤ 𝑛, maka akan membentuk graf 𝑑𝐹𝑛  

menjadi graf pelangi sisi yang terhubung dimana setiap dua titik terdapat 

lintasan dengan warna sisi yang berbeda. Hal ini membuktikan bahwa 

𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 2, jadi diperoleh dengan 2 ≤ 𝑛 ≤ 12 maka 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 2. 

(ii) 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 3 jika 𝑛 ≥ 13. 

Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 3, dan 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 3. 

Pertama dibuktikan 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 3, ambil 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 2, maka dibuktikan 

dengan menggunakan 2 warna sisi akan ada 2 titik yang semua lintasannya 

memiliki warna yang sama. Misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉(𝑃𝑛) dengan 𝑛 ≥ 13, 𝑖 =

1,2,… , 𝑛 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉(2𝐾2) dengan 𝑖 = 1,2, terdapat fungsi pewarnaan sisi 

𝑐: 𝐸 𝑑𝐹𝑛 →  1,2 , akan dibentuk setiap dua titik dihubungkan oleh 

lintasan pelangi. Misalkan lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 ,karena 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 1  

jika 𝑖 ganjil,  𝑐 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 = 2  jika 𝑖 genap, maka 𝑗 ≥ 𝑖 + 3. Jika 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 =

1 agar lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  terbentuk lintasan pelangi maka 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢1 = 2. 
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Kemudian lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗+1 , 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗+2 , 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗+3 maka haruslah 

𝑐 𝑣𝑗+1 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣𝑗+2 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣𝑗+3 , 𝑢1 = 2,kemudian untuk lintasan 

𝑣𝑗 − 𝑣𝑗+3, karena 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢1 = 𝑐 𝑣𝑗+3 , 𝑢1 = 2 dan panjang lintasan dengan 

sisi 𝑃𝑛  sama dengan 3 pasti lintasan tersebut memiliki warna yang sama, 

sehingga 𝑐 𝑣𝑗 , 𝑢2 = 1 dan 𝑐 𝑣𝑗+3 , 𝑢2 = 2. Selanjutnya lintasan 𝑣𝑗 −

𝑣𝑗+4 , 𝑣𝑗 − 𝑣𝑗+5 , 𝑣𝑗 − 𝑣𝑗+6 maka haruslah 𝑐 𝑣𝑗+4 , 𝑢2 = 𝑐 𝑣𝑗+5 , 𝑢2 =

𝑐 𝑣𝑗+6 , 𝑢2 = 2. Pewarnaan demikian akan membuat lintasan 𝑣𝑗+3 − 𝑣𝑗+6 

memiliki warna sisi yang sama, sehingga dengan 2 warna sisi saja 

maksimal cukup untuk titik  𝑣𝑗  sampai 𝑣𝑗+5. Begitu juga untuk 𝑣𝑖  sampai 

𝑣𝑖+5. Sehingga dengan 2 warna sisi berlaku untuk 12 titik, sedangkan untuk 

𝑛 ≥ 13 tidak bisa membuat 𝑑𝐹𝑛  menjadi graf pelangi sisi yang terhubung. 

Jadi terbukti 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 3. 

Selanjutnya jika fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑑𝐹𝑛 → {1,2,3} yang 

didefinisikan oleh 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 1  jika 𝑖 ganjil, 𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢1 = 2  jika 𝑖 genap, 

𝑐 𝑣𝑖 , 𝑢2 = 2   dan 𝑐 𝜀 = 3, ∀𝜀 ∈ 𝐸(𝑃𝑛) maka akan membentuk pelangi 

sisi terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 3.Terbukti dengan 𝑛 ≥ 13  maka 

𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 3. 

(iv)  jika 𝑛 ≥ 2 maka 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 1 

Akan dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 1.  

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑑𝐹𝑛 = 2, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 2 − 1 = 1.  

Untuk membuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 1, maka akan dibuktikan bahwa dengan 

1 warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, artinya 

setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. 
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Ambil 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 1, misalkan ada fungsi pewarnaan 𝑐: 𝑉 𝑑𝐹𝑛 → {1} 

maka: 𝑐(𝑢1) = 1, sehingga setiap lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  akan melewati titik 

interior 𝑢1 dimana 𝑐(𝑢1) = 1, untuk lintasan 𝑢1 − 𝑢2 jika 𝑐(𝑣𝑖) = 1, 

maka akan melewati titik interior 𝑣𝑖  dimana 𝑐(𝑣𝑖) = 1, sedangkan setiap 

lintasan 𝑣𝑖 − 𝑢1 dan 𝑣𝑖 − 𝑢2 tidak ada titik interior karena terhubung 

langsung, dengan demikian setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna 

titik interior yang berbeda. Jadi terbukti 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 1.Karena 

𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 1, maka 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 1. 

 

3.1.2 Bilangan Rainbow Connection pada Jenis Graf Hasil Perkalian 

Kartesius  

Hasil kali kartesius adalah graf yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 dan 

mempunyai titik 𝑉 𝐺 = 𝑉 𝐺1 𝑥 𝑉(𝐺2), dan dua titik (𝑢1, 𝑢2) dan (𝑣1, 𝑣2) dari 

graf 𝐺 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢1 = 𝑣1 dan 𝑢2𝑣2 ∈ 𝐸(𝐺2) atau 

𝑢2 = 𝑣2 dan 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸 𝐺1 . 

Pada graf khusus hasil perkalian kartesius akan ditampilkan  1 contoh  graf 

yaitu graf tangga. Graf tangga dibentuk dari perkalian kartesius graf lintasan 

dengan 2 titik (𝑃2) dengan graf lintasan dengan n titik (𝑃𝑛). 

Graf Tangga yang dinotasikan sebagai 𝑀𝑛  adalah suatu graf yang dibentuk 

dari operasi hasil kali kartesius antara graf lintasan dengan dua titik dan graf 

lintasan dengan n titik yaitu 𝑀𝑛 = 𝑃2𝑋 𝑃𝑛 . 

Bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection 

pada graf tangga dapat ditentukan dengan menggambar banyaknya titik graf 

tangga 𝑀𝑛  order 2 sampai order 6, sehingga didapat pola 2,3,… ,6 lainnya. Dari 
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pola tersebut selanjutnya dapat disimpulkan 𝑟𝑐(𝑀𝑛) dan 𝑟𝑣𝑐(𝑀𝑛) pada graf 

tangga 𝑀𝑛 . 

𝑣1  𝑣2  

𝑣3  𝑣4  

1 

2 2 

1 

𝑴𝟐: 

 
Gambar 3.28 Graf tangga  𝑀2 

 Graf  𝑀2 terdiri dari 4 titik dan 4 sisi, dan merupakan graf hasil dari 

perkalian kartesius 𝑃2 dengan 𝑃2. Graf 𝑀2 juga merupakan graf beraturan-2 

sehingga ekuivalen dengan graf 𝐶4. Sehingga bilangan 𝑟𝑐(𝑀2) sama dengan graf 

𝐶4 yaitu  
4

2
 = 2, sedangkan besar 𝑟𝑣𝑐 𝑀2 = 1. 

𝑣1  𝑣2  𝑣3  

𝑣4  𝑣5  𝑣6  

3 

𝟏 2 

3 3 

2 
2 

1 
𝟐 

𝟏 

𝟏 𝟐 

𝑴𝟑: 

𝟏 

 
Gambar 3.29 Graf tangga  𝑀3 

Graf  𝑀3 terdiri dari 6 titik dan 7 sisi, dan merupakan graf hasil dari 

perkalian kartesius 𝑃2 dengan 𝑃3,dengan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃3 , 𝑖 = 1,2,3 dan 𝑢𝑖 ∈

𝑉 𝑃2 , 𝑖 = 1,2. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑀3 = 3 maka 𝑟𝑐 𝑀3 ≥ 3 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀3 ≥ 2. 

Misalkan graf  𝑀3 dibagi 2 himpunan titik 𝑋 dan 𝑌. Di mana (𝑣𝑖 , 𝑢1) ∈ 𝑉 𝑋  dan 

 𝑣𝑖 , 𝑢2 ∈ 𝑉 𝑌 ,terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑀3 → {1,2,3} maka 

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢1  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2}, kemudian 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖 , 𝑢2  = 3 

serta 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢2 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢2  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2}. Pewarnaan sisi demikian akan 

membuat graf  𝑀3 menjadi pelangi sisi yang terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑀3 ≤ 3, 

jadi 𝑟𝑐 𝑀3 = 3. 
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Selanjutnya misal fungsi pewarnaan titik  𝑐 ′ : 𝑉 𝑀3 →  1,2 ,maka 

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣1 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2}, kemudian 𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣2 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2}, dan 

𝑐 ′ 𝑣3, 𝑣1 = 𝑐 ′ 𝑣3, 𝑣2 = 1. Pewarnaan titik demikian akan membuat graf  𝑀3 

menjadi pelangi titik yang terhubung, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑀3 ≤ 2, jadi diperoleh 

𝑟𝑣𝑐 𝑀3 = 2. 

𝑣2  𝑣3  𝑣4  

𝑣5  𝑣6  

1 2 3 

𝑣8  

4 

𝑣1  

4 4 4 

1 2 3 

𝟏 
𝟐 𝟑 

𝟏 

𝟏 
𝟐 𝟑 

𝟏 

𝑴𝟒: 

 
 Gambar 3.30 Graf tangga  𝑀4 

Graf  𝑀4 terdiri dari 8 titik dan 10 sisi, dan merupakan graf hasil dari 

perkalian kartesius 𝑃2 dengan 𝑃4, dengan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃4 , 𝑖 = 1,2,3,4 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉 𝑃2 ,

𝑖 = 1,2. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑀4 = 4 maka 𝑟𝑐 𝑀3 ≥ 4 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀3 ≥ 3. 

Misalkan graf  𝑀4 dibagi 2 himpunan titik 𝑋 dan 𝑌. Di mana (𝑣𝑖 , 𝑢1) ∈ 𝑉 𝑋  dan 

 𝑣𝑖 , 𝑢2 ∈ 𝑉 𝑌 ,terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑀3 → {1,2,3,4} maka 

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢1  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,3}, kemudian 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖 , 𝑢2  = 4 

serta 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢2 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢2  = 𝑖, dengan 𝑖 =  1,2,3 . Pewarnaan sisi demikian 

akan membuat graf  𝑀4 menjadi pelangi sisi yang terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑀4 ≤

4, jadi 𝑟𝑐 𝑀4 = 4. 

Selanjutnya misal fungsi pewarnaan titik  𝑐 ′ : 𝑉 𝑀4 →  1,2,3 , maka 

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣1 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,3}, kemudian 𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣2 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,3}, 

dan 𝑐 ′ 𝑣4, 𝑣1 = 𝑐 ′ 𝑣4, 𝑣2 = 1. Pewarnaan titik demikian akan membuat graf  

𝑀4 menjadi pelangi titik yang terhubung, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑀4 ≤ 3, jadi diperoleh 

𝑟𝑣𝑐 𝑀3 = 3. 
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𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣5  

𝑣6  𝑣7  𝑣8  𝑣9 𝑣10  

1 2 3 4 

5 5 5 5 5 

1 2 3 4 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 

𝟏 𝟑 𝟐 𝟒 

𝟏 

𝑴𝟓: 

𝟏 

 
Gambar 3.31 Graf tangga  𝑀5 

Graf  𝑀5 terdiri dari 8 titik dan 13 sisi, dan merupakan graf hasil dari 

perkalian kartesius 𝑃2 dengan 𝑃5, dengan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃5 , 𝑖 = 1,2,… ,5 dan 𝑢𝑖 ∈

𝑉 𝑃2 , 𝑖 = 1,2. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑀3 = 6 maka 𝑟𝑐 𝑀3 ≥ 5 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀3 ≥ 4. 

Misalkan graf  𝑀5 dibagi 2 himpunan titik 𝑋 dan 𝑌. Di mana (𝑣𝑖 , 𝑢1) ∈ 𝑉 𝑋  dan 

 𝑣𝑖 , 𝑢2 ∈ 𝑉 𝑌 , terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑀5 → {1,2, … ,5} maka 

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢1  = 𝑖 dengan 𝑖 = {1,2,3,4}, kemudian 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖 , 𝑢2  =

5 serta 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢2 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢2  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,3,4}. Pewarnaan sisi demikian 

akan membuat graf  𝑀5 menjadi pelangi sisi yang terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑀5 ≤

5, jadi 𝑟𝑐 𝑀5 = 4. 

Selanjutnya misal fungsi pewarnaan titik  𝑐 ′ : 𝑉 𝑀5 →  1,2,3,4 , maka 

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣1 = 𝑖,dengan 𝑖 =  1,2,3,4 , kemudian 𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣2 = 𝑖, dengan 𝑖 =

 1,2,3,4 ,dan 𝑐 ′ 𝑣5, 𝑣1 = 𝑐 ′ 𝑣5, 𝑣2 = 1. Pewarnaan titik demikian akan 

membuat graf  𝑀5 menjadi pelangi titik yang terhubung, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑀5 ≤ 4, 

jadi diperoleh 𝑟𝑣𝑐 𝑀5 = 4. 
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𝑣1  𝑣2  𝑣3  𝑣4  𝑣5  

𝑣11  𝑣7  𝑣8  𝑣9 𝑣10  

1 2 3 4 

5 

5 

1 2 3 4 

𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 

𝟏 𝟑 𝟐 𝟒 

𝟏 

𝑴𝟔: 

𝟓 

𝑣12  

6 

𝑣6  

𝟓 

6 6 6 6 6 

𝟏 

 
Gambar 3.32 Graf tangga  𝑀6 

Graf  𝑀6 terdiri dari 12 titik dan 16 sisi, dan merupakan graf hasil dari 

perkalian kartesius 𝑃2 dengan 𝑃6, dengan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃6 , 𝑖 = 1,2, … , 6 dan 𝑢𝑖 ∈

𝑉 𝑃2 , 𝑖 = 1,2. Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝑀6 = 3 maka 𝑟𝑐 𝑀6 ≥ 6 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀6 ≥ 5. 

Misalkan graf  𝑀6 dibagi 2 himpunan titik 𝑋 dan 𝑌. Di mana (𝑣𝑖 , 𝑢1) ∈ 𝑉 𝑋  dan 

 𝑣𝑖 , 𝑢2 ∈ 𝑉 𝑌 ,terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑀3 → {1,2,… ,6} maka 

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢1  = 𝑖,dengan 𝑖 =  1,2,… ,5 , kemudian 

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖 , 𝑢2  = 6 serta 𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢2 ,  𝑣𝑖+1, 𝑢2  = 𝑖, dengan𝑖 = {1,2,… ,5}. 

Pewarnaan sisi demikian akan membuat graf  𝑀6 menjadi pelangi sisi yang 

terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑀6 ≤ 6, jadi 𝑟𝑐 𝑀6 = 6. 

Selanjutnya misal fungsi pewarnaan titik  𝑐′: 𝑉 𝑀6 → {1,2, … ,5}, maka 

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣1 = 𝑖, dengan 𝑖 =  1,2,… ,5 , kemudian 𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣2 = 𝑖, dengan 𝑖 =

 1,2, … ,5 , dan 𝑐 ′ 𝑣6, 𝑣1 = 𝑐 ′ 𝑣6, 𝑣2 = 1. Pewarnaan titik demikian akan 

membuat graf  𝑀6 menjadi pelangi titik yang terhubung, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑀6 ≤ 5, 

jadi diperoleh 𝑟𝑣𝑐 𝑀6 = 5. 

Kelima hasil di atas ditampilkam dalam tabel berikut: 
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Tabel 3.2 Pola bilangan 𝑟𝑐(𝑀𝑛) dan 𝑟𝑣𝑐(𝑀𝑛 ) 

No Jenis Graf 𝑟𝑐(𝑀𝑛) 𝑟𝑣𝑐(𝑀𝑛) 

1. 𝑀2 2 1 

2. 𝑀3 3 2 

3. 𝑀4 4 3 

4. 𝑀5 5 4 

5. 𝑀6 6 5 

    

𝑛. 𝑀𝑛  𝑛 𝑛 − 1 

  

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan rainbow connection  dan bilangan 

rainbow vertex-connection di atas, diperoleh teorema sebagai berikut: 

Teorema 6 

Pada graf tangga 𝑀𝑛  dengan banyak titik 𝑛 ≥ 2,bilangan rainbow 

connection 𝑟𝑐 𝑀𝑛 = 𝑛,dan bilangan rainbow vertex-connection 

𝑟𝑣𝑐 𝑀𝑛 = 𝑛 − 1. 

Bukti: 

Graf tangga yang dinotasikan sebagai 𝑀𝑛  adalah suatu graf yang dibentuk 

dari operasi hasil kali kartesius antara graf lintasan dengan dua titik dan 

graf lintasan dengan n titik yaitu 𝑀𝑛 = 𝑃2𝑋 𝑃𝑛 , dengan 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 𝑃𝑛 , 𝑖 =

1,2,… , 𝑛 dan 𝑢𝑖 ∈ 𝑉 𝑃2 , 𝑖 = 1,2. 

(i) Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝑀𝑛 ≥ 𝑛, dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀𝑛 ≥ 𝑛 − 1. 
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Diketahui graf tangga 𝑀𝑛  memiliki panjang diameter 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑀𝑛 = 𝑛. 

Karena 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 − 1, maka terbukti 

𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑛 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑛 − 1. 

(ii) Akan dibuktikan 𝑟𝑐 𝑀𝑛 ≤ 𝑛, dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀𝑛 ≤ 𝑛 − 1. 

Misalkan graf  𝑀𝑛  dibagi 2 himpunan titik 𝑋 dan 𝑌. Di mana (𝑣𝑖 , 𝑢1) ∈

𝑉 𝑋  dan  𝑣𝑖 , 𝑢2 ∈ 𝑉 𝑌 , terdapat fungsi pewarnaan sisi 𝑐: 𝐸 𝑀3 →

{1,2, … , 𝑛}, maka:  

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢1  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,… , 𝑛 − 1},  

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢1 ,  𝑣𝑖 , 𝑢2  = 𝑛  

𝑐  𝑣𝑖 , 𝑢2 ,  𝑣𝑖+1 , 𝑢2  = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,… , 𝑛 − 1}. 

 Pewarnaan sisi demikian akan membuat graf  𝑀𝑛  menjadi pelangi sisi 

yang terhubung, sehingga 𝑟𝑐 𝑀𝑛 ≤ 𝑛. 

Selanjutnya misal fungsi pewarnaan titik  𝑐 ′ : 𝑉 𝑀6 →  1,2,… , 𝑛 − 1 , 

maka:  

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣1 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,… , 𝑛 − 1},  

𝑐 ′ 𝑣𝑖 , 𝑣2 = 𝑖, dengan 𝑖 = {1,2,… , 𝑛 − 1},  

𝑐 ′ 𝑣𝑛 , 𝑣1 = 𝑐 ′ 𝑣𝑛 , 𝑣2 = 1 

 Pewarnaan titik demikian akan membuat graf  𝑀𝑛  menjadi pelangi titik 

yang terhubung, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝑀𝑛 ≤ 𝑛 − 1. 

Dari (i) dan (ii) terbukti 𝑟𝑐 𝑀𝑛 = 𝑛 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑀𝑛 = 𝑛 − 1.  
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3.2 Bilangan Rainbow Connection pada Sebarang Graf 

 Pada pembahasan ini, telah didapat model atau teorema dari bilangan 

rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection pada jenis graf dari 

hasil penjumlahan dan perkalian kartesius dua graf. Dengan berpikir induktif, 

maka dari pola-pola tersebut dapat  disimpulkan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada sebarang 

graf. Graf disini merupakan sebarang graf berhingga dan jika dioperasikan akan 

menghasilkan graf yang terhubung. Kemudian dengan berpikir deduktif maka 

pola-pola  bilangan rainbow connection dan bilangan rainbow vertex-connection 

pada sebarang graf tersebut dapat dibuktikan kebenarannya. 

 

3.2.1  Bilangan Rainbow Connection pada Graf Hasil Penjumlahan 

  Untuk menentukan bilangan rainbow connection pada graf hasil 

penjumlahan dengan obyek sebarang graf yaitu dengan cara menganalisis 

bilangan rainbow connection dari jenis graf hasil penjumlahan dua graf yang telah  

ditampilkan di atas. Terdapat 5 contoh graf, yaitu graf komplit, graf bipartisi 

komplit, graf roda, graf kipas, dan graf kipas ganda. 

Dari kelima graf tersebut dibagi menjadi dua bagian. Bagian pertama 

adalah graf hasil dari penjumlahan dua graf komplit, sedangkan yang kedua 

adalah graf hasil dari penjumlahan dua bukan graf  komplit. Untuk bagian 

pertama yaitu graf hasil dari penjumlahan dua graf komplit dicontohkan oleh graf 

komplit 𝐾𝑛 , sedangkan bagian kedua yaitu graf hasil dari penjumlahan dua bukan 

graf  komplit dicontohkan oleh graf bipartisi komplit 𝐾𝑚,𝑛 , graf roda 𝑊𝑛 , graf 

kipas 𝐹𝑛  dan graf kipas ganda 𝑑𝐹𝑛 .  
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Graf komplit 𝐾𝑛  bilangan 𝑟𝑐 𝐾𝑛 = 1, sedangkan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑛 = 0. Pada graf 

bipartisi 𝐾𝑚,𝑛  komplit bilangan 𝑟𝑐 𝐾𝑚,𝑛 ≥ 2 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐾𝑚,𝑛 = 1. Untuk graf 

roda 𝑊𝑛  bilangan 𝑟𝑐 𝑊𝑛 ≥ 2 dan bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝑊𝑛 = 1. Graf kipas 𝐹𝑛  bilangan 

𝑟𝑐 𝐹𝑛 ≥ 2 dan  𝑟𝑣𝑐 𝐹𝑛 = 1. Sedangkan pada graf kipas ganda 𝑑𝐹𝑛  bilangan 

𝑟𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 2  dan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 = 1. 

Melihat hasil di atas diperoleh suatu teorema bilangan rainbow connection 

dan bilangan rainbow vertex-connection pada graf hasil dari penjumlahan dua 

sebarang graf sebagai berikut: 

Teorema 7 

Misalkan graf 𝐺 adalah graf hasil penjumlahan sebarang graf 𝐺1 dan 

sebarang graf 𝐺2, maka bilangan rainbow connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑐(𝐺) = 1, 𝐺1 dan 𝐺2 adalah graf komplit 

          𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) =  
0, 𝐺1dan 𝐺2 adalah graf komplit
1, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit

  

Bukti: 

Penjumlahan dua graf 𝐺1dan 𝐺2 yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 

mempunyai himpunan titik 𝑉 𝐺 = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) dan himpunan sisi 

𝐸 𝐺 = 𝐸 𝐺1 ∪ 𝐸 𝐺2 ∪ {𝑢𝑣|𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1 𝑑𝑎𝑛 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }. 

(i) Jika 𝐺1 dan 𝐺2  adalah graf komplit. 

Misalkan 𝐺1 = 𝐾𝑚  dan 𝐺2 = 𝐾𝑛  maka banyak titik dari graf 𝐺 adalah 

𝑚 + 𝑛. Anggap  𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1 dan 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2 }, sebelum dioperasikan 

deg 𝑢 = 𝑚 − 1, sedangkan deg 𝑣 = 𝑛 − 1. Kemudian dioperasikan 
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penjumlahan antara 𝐺1 dan 𝐺2, diperoleh setiap titik pada graf 

𝐺1terhubung langsung dengan setiap titik pada 𝐺2,  

  𝑢𝑣 𝑢 ∈ 𝑉 𝐺1 𝑑𝑎𝑛 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺2   . Sehingga derajat setiap titik 𝑢 

bertambah sebanyak 𝑛 menjadi deg 𝑢 = 𝑚 + 𝑛 − 1 dan derajat setiap 

titik 𝑣 bertambah sebanyak 𝑚 menjadi deg 𝑣 = 𝑚 + 𝑛 − 1. Artinya 

setiap titik 𝑢 , 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺  beraturan-(𝑚 + 𝑛 − 1) sehingga graf 𝐺 adalah 

graf 𝐾𝑚+𝑛 . Terbukti bahwa graf dari penjumlahan dua graf komplit 

mempunyai bilangan rainbow connection dan bilangan  rainbow vertex-

connection berturut-turut sebesar 1 dan 0. 

(ii) Jika 𝐺1 atau 𝐺2  adalah graf bukan komplit dan 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2. 

Misalkan 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗 ∈ 𝑉 𝐺1 , dengan 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛, serta 𝑣𝑟 , 𝑣𝑠 ∈

𝑉 𝐺2 , dengan 𝑟, 𝑠 = 1,2, … , 𝑚 maka 𝑢, 𝑤, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝑉(𝐺). Akan dibuktikan 

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = 2, ada 3 kemungkinan: 

1. 𝐺1 graf komplit dan 𝐺2 bukan graf komplit. 

Jika 𝐺1 graf komplit maka 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺1 = 1. 𝐺2 bukan graf komplit maka 

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺2 = 𝑘 ≥ 0. Misalkan lintasan 𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  adalah lintasan dengan 

panjang kurang dari sama dengan 𝑘. Karena 𝑣𝑟  terhubung langsung 

dengan 𝑢𝑖  dan 𝑣𝑠  juga terhubung langsung dengan 𝑢𝑖 . Maka lintasan 

𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  dapat dibuat melewati 𝑢𝑖 , sehingga panjang lintasannya menjadi 2. 

Dengan demikian 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = 2. 

2. 𝐺1 bukan graf komplit dan 𝐺2 graf komplit. 

Jika 𝐺2 graf komplit maka 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺2 = 1.  𝐺1 bukan graf komplit maka 

𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺1 = 𝑙 ≥ 0. Misalkan lintasan 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  adalah lintasan dengan 

panjang kurang dari sama dengan 𝑙. Karena 𝑢𝑖  terhubung langsung dengan 
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𝑣𝑟  dan 𝑣𝑗  juga terhubung langsung dengan 𝑣𝑟 . Maka lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  dapat 

dibuat melewati 𝑣𝑟 , sehingga panjang lintasannya menjadi 2. Dengan 

demikian 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = 2. 

2. 𝐺1 bukan graf komplit dan 𝐺2 bukan graf komplit. 

𝐺1 bukan graf komplit maka 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺1 = 𝑙 ≥ 0. Misalkan lintasan 

𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  adalah lintasan dengan panjang kurang dari sama dengan 𝑙. Karena 

𝑢𝑖  terhubung langsung dengan 𝑣𝑟  dan 𝑣𝑗  juga terhubung langsung dengan 

𝑣𝑟 . Maka lintasan 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗  dapat dibuat melewati 𝑣𝑟 , sehingga panjang 

lintasannya menjadi 2. 

𝐺2 bukan graf komplit maka 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺2 = 𝑘 ≥ 0. Misalkan lintasan 

𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  adalah lintasan dengan panjang kurang dari sama dengan 𝑘.  

Karena 𝑣𝑟  terhubung langsung dengan 𝑢𝑖  dan 𝑣𝑠  juga terhubung langsung 

dengan 𝑢𝑖 .  Maka lintasan 𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  dapat dibuat melewati 𝑢𝑖 , sehingga 

panjang lintasannya menjadi 2. Dengan demikian 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = 2. 

Dari 3 kasus di atas disimpulkan jika 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2 kemudian 

𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit maka 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺 = 2. Karena 

𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐺) maka terbukti 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2. 

Selanjutnya dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 1. 

Akan dibuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≥ 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝑑𝐹𝑛 ≤ 1.  

Diketahui 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝐺 = 2, sehingga 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 2 − 1 = 1.  

Untuk membuktikan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 1, maka akan dibuktikan bahwa dengan 1 

warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, artinya setiap 

dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Ambil 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 1, misalkan ada fungsi pewarnaan 𝑐: 𝑉 𝐺 → {1} maka: 
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𝑐(𝑢𝑖) = 1, sehingga setiap lintasan 𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  akan melewati titik interior 𝑢𝑖  

dimana 𝑐(𝑢) = 1, untuk lintasan 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  jika 𝑐(𝑣𝑟) = 1, maka akan 

melewati titik interior 𝑣𝑖  dimana 𝑐(𝑣𝑟) = 1, sedangkan setiap lintasan 

𝑣𝑟 − 𝑢𝑖  tidak ada titik interior karena terhubung langsung, dengan 

demikian setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang 

berbeda. Jadi terbukti 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 1. Karena 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 1dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 1,  

maka 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 1. 

 

3.3.2 Bilangan Rainbow Connection pada Graf Hasil Perkalian Kartesius 

Untuk menentukan bilangan rainbow connection graf hasil perkalian 

kartesius dengan sebarang graf yaitu dengan cara menganalisis bilangan rainbow 

connection dari graf khusus hasil perkalian kartesius dua graf yang dengan contoh 

graf tangga 𝑀𝑛 . 

Dari hasil pembahasan mengenai bilangan rainbow connection dan 

bilangan rainbow vertex-connection pada graf tangga 𝑀𝑛 , diperoleh bilangan 

𝑟𝑐 𝐺 = 𝑛 dan bilangan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 𝑛 − 1. Kedua pola tersebut dipengaruhi oleh 

bilangan 𝑟𝑐 𝐺  dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺  dari graf sebelum dioperasikan oleh perkalian 

kartesius, yaitu 𝑃2 dengan 𝑃𝑛 .  

Untuk 𝑟𝑐 𝐺 = 𝑛, didapat dari penjumlahan antara 𝑟𝑐 𝐺  pada 𝑃2 dengan 

𝑟𝑐(𝐺) pada 𝑃𝑛  yang masing besarnya 1 dan 𝑛 − 1, dimana penjumlahan kedua 

akan menghasilkan 𝑟𝑐 𝐺 = 1 +  𝑛 − 1 = 𝑛.  Sedangkan untuk 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 𝑛 −

1, didapat dari penjumlahan antara 𝑟𝑣𝑐 𝐺  pada 𝑃2 dengan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada 𝑃𝑛  yang 

masing besarnya 0 dan 𝑛 − 2 yang kemudian dijumlah lagi dengan 1, sehingga 

akan dihasilkan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 0 +  𝑛 − 2 + 1 = 𝑛 − 1. 
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Dengan menggunakan contoh sebarang graf lainnya, misalkan graf sikel 

𝐶4  dikalikan kartesius dengan graf bipartisi 𝐾1,2. 

X = 

Graf 𝐶4 

𝑟𝑐 𝐺 = 2 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 1 

 

Graf 𝐾1,2 

𝑟𝑐 𝐺 = 2 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 1 

 

Graf 𝐶4 x 𝐾1,2 

𝑟𝑐 𝐺 = 2+2 = 4 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 = 1+1+1 = 3 

 

X = 

Gambar 3.33 Perkalian Kartesius antara Graf 𝐶4 dengan Graf 𝐾1,2 

 Dari hasil di atas diperoleh bahwa 𝑟𝑐(𝐺) pada graf 𝐶4 × 𝐾1,2 adalah 4, 

yang didapat  dari penjumlahan 𝑟𝑐(𝐺) pada graf 𝐶4 yang bernilai 2 dengan 𝑟𝑐(𝐺)  

pada graf 𝐾1,2 yang juga bernilai 2. Sedangkan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐶4 × 𝐾1,2 adalah 

3, yang didapat  dari penjumlahan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) pada graf 𝐶4 yang bernilai 1 dengan 

𝑟𝑣𝑐(𝐺)  pada graf 𝐾1,2 yang juga bernilai 1 dan ditambah dengan 1. 

 Hasil ini bukanlah suatu kebetulan yang muncul dari contoh-contoh yang 

telah ditampilkan. Akan tetapi ini adalah suatu pola yang terdapat pada setiap graf 

dari hasil perkalian kartesius dua graf. Setiap sebarang graf 𝐺1 jika dikalikan 

dengan sebarang graf 𝐺2, maka hasilnya akan isomorfik dengan graf 𝐺2 yang titik-

titiknya adalah graf 𝐺1. Begitu juga sebaliknya hasilnya akan isomorfik dengan 

graf 𝐺1 yang titik-titiknya adalah graf 𝐺2. 

 Dari contoh di atas, misalnya graf 𝐺1 adalah graf sikel 𝐶4 akan dikalikan 

kartesius dengan 𝐺2 yaitu graf bipartisi 𝐾1,2. Maka menghasilkan graf dengan graf 

bipartisi 𝐾1,2 akan menggantikan titik-titik pada graf  sikel 𝐶4. 
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= Graf 𝐺2 

 

 

Graf 𝐺2 

 

 

Graf 𝐺2  

Graf 𝐺2  

 Gambar 3.34 Graf 𝐶4𝑥𝐾1,2 

Dengan memperhatikan hasil-hasil di atas diperoleh sebagai berikut: 

Teorema 8 

Graf 𝐺 adalah graf hasil perkalian kartesius sebarang graf terhubung 𝐺1 

dan sebarang graf terhubung 𝐺2. Bilangan rainbow connection dari graf 𝐺 

adalah: 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  ≤ 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 

Bukti: 

Graf 𝐺 graf hasil kali kartesius adalah graf yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 

dan mempunyai titik 𝑉 𝐺 = 𝑉 𝐺1 𝑥 𝑉(𝐺2), dan dua titik (𝑢1, 𝑢2) dan 

(𝑣1, 𝑣2) dari graf 𝐺 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑢1 = 𝑣1 dan 

𝑢2𝑣2 ∈ 𝐸(𝐺2) atau 𝑢2 = 𝑣2 dan 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸 𝐺1 . 

(i) Akan dibuktikan jika 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 maka 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 +

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  dan 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 
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Diketahui jika  𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 maka 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺 = 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 +

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 ,karena 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺  maka 𝑟𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 +

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 . 

Selanjutnya misalkan 𝑟𝑐 𝐺1 = 𝑘, artinya dengan bilangan warna sisi 

minimum sebanyak 𝑘 akan membuat graf 𝐺1 menjadi graf pelangi sisi 

yang terhubung, dan 𝑟𝑐 𝐺2 = 𝑙, artinya dengan bilangan warna sisi 

minimum sebanyak 𝑙 akan membuat graf 𝐺2 menjadi graf pelangi sisi yang 

terhubung. Kemudian 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗 ∈ 𝑉 𝐺1 , dengan 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛,serta 

𝑣𝑟 , 𝑣𝑠 ∈ 𝑉 𝐺2 , dengan 𝑟, 𝑠 = 1,2,… , 𝑚 maka (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟),  𝑢𝑗 , 𝑣𝑠 ∈ 𝑉 𝐺 . 

Jika lintasan 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  membentuk lintasan pelangi dengan 𝑎 warna sisi 

maka 𝑎 ≤ 𝑘, dan jika 𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  membentuk lintasan pelangi dengan 𝑏 warna 

sisi maka 𝑏 ≤ 𝑙. Akan dibuktikan lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) membentuk 

lintasan pelangi dengan warna sisi ≤ 𝑘 + 𝑙. 

Ada 4 kemungkinan, yaitu: 

1. Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 = 𝑗 𝑑𝑎𝑛 𝑟 ≠ 𝑠.  

Himpunan dari titik-titik (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟), (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 = 𝑗 𝑑𝑎𝑛 𝑟 ≠ 𝑠 akan 

membentuk graf yang isomorfik dengan graf 𝐺2. Dua titik tersebut bisa 

terhubung langsung dan juga bisa tidak terhubung langsung akan tetapi 

keduanya pasti dihubungkan oleh lintasan. Karena setiap 𝑣𝑟 − 𝑣𝑠  

membentuk lintasan pelangi dengan 𝑏 warna sisi di mana 𝑏 ≤ 𝑙. Maka 

Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑖 , 𝑣𝑠)  juga akan membentuk lintasan pelangi dengan 

𝑏 warna sisi di mana 𝑏 ≤ 𝑙.  

2. Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑟 = 𝑠 
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Himpunan dari titik-titik (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟), (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑟 = 𝑠 akan 

membentuk graf yang isomorfik dengan graf 𝐺1. Dua titik tersebut bisa 

terhubung langsung dan juga bisa tidak terhubung langsung akan tetapi 

keduanya pasti dihubungkan oleh lintasan. Karena setiap 𝑢𝑖 − 𝑢𝑗  

membentuk lintasan pelangi dengan 𝑎 warna sisi di mana 𝑎 ≤ 𝑘. Maka 

Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑠) − (𝑢𝑖 , 𝑣𝑠)  juga akan membentuk lintasan pelangi dengan 

𝑎 warna sisi di mana 𝑎 ≤ 𝑘.  

3. Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 = 𝑗 dan 𝑟 = 𝑠 

Jika terdapat dua titik (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) dan (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 = 𝑗 dan 𝑟 = 𝑠, maka 

kedua titik tersebut sama, sehingga panjang lintasan sama dengan 0. 

4. Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑟 ≠ 𝑠 

Jika terdapat dua titik (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) dan (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) dengan 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑟 ≠ 𝑠, maka 

kedua titik tersebut tidak mungkin terhubung langsung. Sehingga 

kemungkinan lintasan dengan panjang sisi terbesar adalah antara kedua 

titik ini. Lintasan antara kedua titik (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) dan (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) akan membentuk 

lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) −  𝑢𝑗 , 𝑣𝑟 −  𝑢𝑗 , 𝑣𝑠 , sehingga terdapat dua langkah. 

Pertama lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑟), lintasan ini akan membentuk lintasan 

pelangi dengan 𝑎 warna sisi di mana 𝑎 ≤ 𝑘. Kemudian ditambah dengan  

lintasan  𝑢𝑗 , 𝑣𝑟 −  𝑢𝑗 , 𝑣𝑠 , yang membentuk lintasan pelangi dengan 𝑏 

warna sisi di mana 𝑏 ≤ 𝑙. Sehingga Lintasan (𝑢𝑖 , 𝑣𝑟 ) − (𝑢𝑗 , 𝑣𝑠) akan 

membentuk lintasan pelangi dengan 𝑎 + 𝑏 warna sisi di mana 𝑎 ≤ 𝑘 dan 

𝑏 ≤ 𝑙. Jadi terbukti 𝑟𝑐 𝐺 = 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑘 + 𝑙 = 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2). 
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(ii) Akan dibuktikan jika 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 maka 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 +

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 

Diketahui jika  𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 maka 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺 = 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 , 

karena 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺 − 1 maka 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 +

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1. 

Selanjutnya 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 − 1 dan 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1, 

ini berakibat 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 1 dan 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1. 

Karena 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 

maka  

𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 − 1 

sehingga diperoleh: 

𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1. 

Jadi terbukti, jika 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2 maka :  

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1 

 

3.3 Bilangan Rainbow Connection dalam Pandangan Islam  

Surat Al-Furqan ayat 2 ditafsirkan bahwa keteraturan merupakan sesuatu 

yang telah diatur oleh Allah dibawah kehendak kekuasaan-Nya. Allah 

menetapkan volume dan bentuknya, menetapkan fungsi dan tugasnya, 

menetapkan zaman dan tempatnya, juga menetapkan keserasianya dengan yang 

lainnya, dari sekian individu dalam wujud yang besar ini dan sempurna. Segala 

sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah yang diinginkan-Nya, 

sebagai ilmu pengetahuan untuk mempersiapkan manusia agar dapat memahami, 
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memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai industri, dan 

memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta di dalam perut bumi. 

Keteraturan bilangan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺) dari hasil penelitian ini  

merupakan tanda kebesaran Allah SWT, tentang penciptaan. Ini merupakan salah 

satu dari sekian keteraturan atau ukuran dari segala sesuatu dalam alam yang 

semesta  ini yang berada di bawah kekuasaan, aturan, tatanan dan takdir-Nya, 

yang ditetapkan dan diatur oleh Allah SWT.  

 Semua yang ada di alam ini baik makhluk maupun segala sesuatu yang 

berada dibawah kekuasaan-Nya adalah hasil penciptaan-Nya, bukan hasil 

penciptaan dari makhluk lain seperti manusia maupun syetan atau kegelapan 

seperti yang dikatakan oleh penganut agama Majusi dan penyembah berhala. 

Bilangan 𝑟𝑐(𝐺) dan 𝑟𝑣𝑐(𝐺)  merupakan hikmah yang sempurna yang 

memberikan manfaat bagi makhluk lain, serta bukan dari proses koisidens 

(kebetulan) yang mutlak. Ini semua telah di atur oleh SWT sebagai ilmu 

pengetahuan serta sebagai bukti terungkapnya beberapa segi keserasian yang 

menakjubkan dalam hukum-hukum semesta, ukuran-ukuranya, dan detail-

detailnya, sesuai dengan yang diungkapkan oleh nash Al-Quran yang 

menakjubkan itu. 

Sedangkan dalam tafsif Al-Maraghi ini merupakan bukti keempat yang 

mensifati Allah SWT. 

          

Dia mengatakan segala sesuatu sesuai dengan tuntutan kehendak-Nya 

yang didasarkan atas hikmah yang sempurna, serta mempersiapkannya untuk 
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menerima apa yang dikehendaki-Nya, berupa keistemewaan dan perbuatan 

yang sesuai dengannya. Maka, Dia mempersiapkan manusia untuk dapat 

memahami, memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan berbagai industri, 

dan memanfaatkan apa yang terdapat di permukaan serta di dalam perut bumi. Dia 

juga mempersiapkan berbagai jenis hewan untuk melakukan berbagai pekerjaan 

yang sesuai dengannya dan dengan kemampuannya. 

Oleh karena itu, Dia-lah yang berhak disembah. Tidak ada selain Dia. Dia-

lah yang menciptakan manusia dengan bentuk, ukuran, dan perawakan yang 

sempurna. Tidak ada cela ataupun kekurangan dalam penciptaan, perbuatan, 

hukum, dan syariat-Nya. Maha Suci Dia yang Maha agung. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab III, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Penjumlahan dua graf 𝐺1dan 𝐺2 yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1 + 𝐺2, diperoleh 

bilangan rainbow connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑐(𝐺) = 1, 𝐺1 dan 𝐺2 adalah graf komplit 

   𝑟𝑐 𝐺 ≥ 2, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑟𝑣𝑐(𝐺) =  
0, 𝐺1dan 𝐺2 adalah graf komplit
1, 𝐺1atau 𝐺2 adalah bukan graf komplit

  

2. Graf 𝐺 graf hasil kali kartesius adalah graf yang dinotasikan 𝐺 = 𝐺1𝑥 𝐺2,  

diperoleh  bilangan rainbow connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2  ≤ 𝑟𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑐(𝐺2) 

sedangkan bilangan rainbow vertex-connection dari graf 𝐺 adalah: 

𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺1 + 𝑑𝑖𝑎𝑚  𝐺2 − 1 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺 ≤ 𝑟𝑣𝑐 𝐺1 + 𝑟𝑣𝑐 𝐺2 + 1. 

 

4.2 Saran 

 Pada skripsi ini, penulis memfokuskan pada permasalahan bilangan 

rainbow connection dan rainbow vertex-connection pada graf hasil penjumlahan 

dan perkalian kartesius dua sebarang  graf. Untuk itu penulis menyarankan kepada 

pembaca untuk mengkaji masalah bilangan rainbow connection dan rainbow 

vertex-connection pada graf hasil penjumlahan dan perkalian kartesius sebanyak 𝑛 
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sebarang graf, dengan 𝑛 > 2. Selain itu juga pembaca dapat mengembangkan 

pada operasi lain, atau dapat dilakukan dengan obyek jenis-jenis graf lainnya.
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