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ABSTRAK

Majid, Abdul. 2012. Aljabar Max-plus dan Sifat-sifatnya. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Maulana Malik
Ibrahim Malang.

Pembimbing: I. Mohammad Jamhuri, M.Si.
II. Achmad Nashichuddin, M. A.
Kata Kunci: Semi-grup, Semi-ring, Semi-field, Aljabar Max-plus.

Aljabar max-plus yang dinotasikan dengan R4y = (Ryuwe @, ®) merupakan salah satu
struktur dalam aljabar yaitu semi-field idempoten. R, merupakan himpunan R U {&},
dimana R merupakan himpunan bilangan real, dengan & = —o, sedangkan operasi @
menyatakan maximal dan & menyatakan penjumlahan normal bilangan real, yang
didefinisikan sebagai berikut:

Va,b € Rmax
a @ b =max(a,b)
a®b=a+b

Aljabar max-plus (R,..,®,®) merupakan semi-ring dengan elemen netral ¢ = —o dan
elemen satuan e = 0, karena untuk setiap a, b, ¢ € R,,,, berlaku sifat-sifat berikut:

i. (Ruw,®) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen identitas &, karena
(Rar,®) memiliki sifat assosiatif, komutatif terhadap operasi @.

ii. (R, ®) membentuk grup abelian dengan elemen identitas e, dan memiliki elemen
netral ¢ yang bersifat menyerap terhadap operasi &, karena (R,.,,&®) memiliki
sifat assosiatif, komutatif, terdapat elemen identitas, dan elemen invers terhadap
operasi &).

iii. (R, ®,®) membentuk semi-ring, karena berdasarkan sifat-sifat di atas maka
(Rypas®) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen identitas &, (R,..,&)
membentuk grup abelian dengan elemen identitas e, dan memiliki elemen netral ¢
yang bersifat menyerap terhadap operasi &), dan (R,..@®,&®) memiliki sifat
distributif operasi & terhadap operasi @®.

Semi-ring R, merupakan semi-ring komutatif jika operasi & bersifat komutatif dan
merupakan semi-ring idempoten jika operasi @ bersifat idempoten, dan semi-ring
komutatif R,,,, merupakan semi-field jika setiap elemen tak netralnya mempunyai invers
terhadap operasi &. Maka, terlihat bahwa (R,,.,,®,&) merupakan semi-field idempoten.
Maka disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk membahas tentang aljabar max-plus
pada matrik, pada fungsi skalar, pada masalah nilai eigen dan vektor eigen, dan lain-lain.
Aljabar max-plus memiliki peranan yang sangat banyak dalam menyelesaikan persoalan
di beberapa bidang seperti teori graf, fuzzy, kombinatorika, teori sistem, teori antrian dan
proses stokastik. Karena penelitian ini adalah aljabar max-plus, maka bisa diteliti pula
tentang aljabar min-plus.
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ABSTRACT

Majid, Abdul. 2012. Max-plus Algebra and Their Properties. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic University (UIN)
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Advisors: I. Mohammad Jamhuri, M.Si.
II. Achmad Nashichuddin, M. A.
Keywords: Semi-grup, Semi-ring, Semi-field, Max-plus Algebra.

Max-plus algebra are denoted by R0 = (Rinae @, ®) is one of the algebraic structure of
idempotent semi-field. R, is the set R U {e}, where R is the set of real numbers, with
& = —0, while the operation @ stated maximum and & normal addition of real numbers,
which are defined as follows:

Va,b € R,
a @ b = max(a,b)
a®b=a+b

Max-plus algebra (R,.,,®,®&) is a semi-ring with neutral element € = —0 and identity
element e = 0, since for every a, b, ¢ € R,,,, apply the following properties:

i. (Ryu.®) form a commutative semi-group with identity element &, because
(Rux»,@®) has the properties of associative, and commutative operation on @.

ii. (R, ®) form abelian group with identity element e, and has a neutral element &
that are absorbed to the operation &), because (R,.,&) has the properties of
associative, commutative, there is the identity element and inverse elements of the
operation .

iii. (R0, @®,®) form a semi-ring, because based on the properties of the above then
(Ryar,®) form a commutative semi-group with identity element &, (R,..,&) form
abelian group with identity element e, and has neutral element ¢ that are absorbed
to the operation &), and (R,,.,,®,&) has a distributive nature of the operations &
to the operation @®.

Semi-ring R, iS a commutative semi-ring if the operation & hold on commutative and
idempotent semi-ring if the operation @ hold on idempotent, and commutative semi-ring
Ryx 1s the semi-field if every element of neutrality did not have the inverse of the
operation &. Thus, it appears that (R,...,@®,®) is an idempotent semi-field.

It is advisable to research further to discuss about the max-plus algebra on the matrix, the
scalar function, the problem of eigenvalues and eigenvectors, and others. Max-plus
algebra has a role very much in solving problems in several fields such as graph theory,
fuzzy, kombinatorika, systems theory, queuing theory and stochastic processes. Because
of this research is the max-plus algebra, so it can be observed also on the min-plus
algebra.
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Artinya:

“Sesungguhnya orang-orang yang menyembunyikan apa yang telah
Kami turunkan berupa keterangan-keterangan (yang jelas) dan petunjuk,
setelah Kami menerangkannya kepada manusia dalam Al Kitab, mereka itu
dila'nati Allah dan dila'nati (pula) oleh semua (mahluk) yang dapat
mela'nati.” (Q. S. Al-Bagarah: 159)

Dari penggalan ayat di atas, Allah SWT melaknat orang yang
menyembunyikan ilmu yang diperolehnya, tidak mengamalkan ilmu yang
diperoleh, sehingga penulis tergerak untuk memberikan sedikit paparan
tentang matematika aljabar.

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika,
meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta
serta segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan
teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus
serta persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007: 79).

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya,
ada rumusnya, atau ada persamaannya. Rumus-rumus yang ada sekarang

bukan diciptakaan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya



menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir,
2007: 80).

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan
dalam al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu
matematika yang ada dalam al-Qur’an diantaranya adalah bidang aljabar,
matematika terapan, logika, analisis, statistik, dan lain-lain.

Aljabar merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika.
Sedangkan cabang dari ilmu aljabar itu sendiri antara lain aljabar abstrak dan
aljabar linier. Aljabar abstrak memiliki banyak materi yang dapat dibahas dan
dikembangkan (Anonim, 2011: 5).

Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mengkaji struktur
aljabar seperti grup, ring, field, modul, dan ruang vektor. Pada dasarnya
aljabar abstrak juga membahas tentang himpunan dan operasinya. Sehingga
dalam mempelajari materi ini selalu identik dengan sebuah himpunan tidak
kosong yang mempunyai elemen-elemen yang dapat dikombinasikan dengan
penjumlahan, perkalian, ataupun keduanya atau dapat dioperasikan dengan
satu atau lebih operasi biner. Hal tersebut berarti pembahasan-
pembahasannya melibatkan objek-objek abstrak yang dinyatakan dalam
simbol-simbol (Anonim, 2011: 5).

Bidang kajian ini disebut dengan aljabar (saja) sebagai kependekan
aljabar abstrak, disebut juga dengan struktur aljabar. Tetapi kebanyakan lebih
senang menyebutnya dengan aljabar abstrak untuk membedakannya dengan

aljabar elementer. Aljabar abstrak ini banyak digunakan dalam kajian lanjut



bidang matematika (teori bilangan aljabar, topologi aljabar, geometri aljabar)
(Anonim, 2011: 5).

Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam al-Qur’an. Misalnya,
kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam golongan. Di mana
golongan merupakan bagian dari himpunan karena himpunan sendiri
merupakan kumpulan objek-objek yang terdefinisi. Dalam al-Quran surat al-

Fatihah ayat 7 disebutkan.
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Artinya:

“(vaitu) jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada
mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka
yvang sesat”. (Q. S. Al-Fatihah: 7)

Dalam ayat 7 surat Al-Fatihah ini dijelaskan manusia terbagi menjadi
tiga kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWT,
(2) kelompok yang dilaknat, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2007:
47).

Beberapa bagian dari aljabar abstrak dengan satu operasi biner yang
memenuhi sifat-sifat tertentu dikenal dengan grup. Sedangkan kajian
himpunan dengan satu operasi biner dalam konsep Islam yaitu, bahwa
manusia adalah diciptakan secara berpasang-pasangan. Perhatikan firman

Allah SWT dalam surat Al-Faathir ayat 11.
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Artinya:

“dan Allah menciptakan kamu dari tanah kemudian dari air mani,
kemudian Dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan perempuan). dan
tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan tidak (pula) melahirkan
melainkan dengan sepengetahuan-Nya. dan sekali-kali tidak dipanjangkan
umur seorang yang berumur panjang dan tidak pula dikurangi umurnya,
melainkan (sudah ditetapkan) dalam kitab (Lauh Mahfuzh). Sesungguhnya
yvang demikian itu bagi Allah adalah mudah.” (Q. S. Al-Faathir: 11)

Dari surat Al-Faathir ayat 11 diatas disebutkan, bahwa manusia adalah
berpasang-pasangan yaitu laki-laki dengan perempuan dengan cara menikah.
Biasanya dalam matematika disimbolkan (G, +) , dengan G adalah himpunan
tak kosongnya yaitu himpunan manusia (laki-laki, perempuan) dan + adalah
operasi binernya yaitu pernikahan.

Sedangkan untuk himpunan yang tidak kosong dengan dua operasi
biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu disebut dengan ring. Untuk ring
sendiri dibagi menjadi dua menurut sifat identitasnya, yaitu ring yang
mempunyai identitas 1 dan ring yang tidak mempunyai unsur identitas 1.
Sedangkan kajian himpunan dengan dua operasi biner dalam konsep Islam
yaitu, manusia adalah diciptakan secara berpasang-pasangan dan cara
memasangkannya dengan hokum-hukum tertentu. Seperti dijelaskan dalam

firman Allah SWT dalam surat An-Nisaa’ ayat 23.
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Artinya:

“diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anak-anakmu yang
perempuan;  saudara-saudaramu  yang perempuan, saudara-saudara
bapakmu yang perempuan; saudara-saudara ibumu yang perempuan; anak-
anak perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laki; anak-anak
perempuan dari saudara-saudaramu yang perempuan; ibu-ibumu yang
menyusui kamu; saudara perempuan sepersusuan; ibu-ibu isterimu (mertua);
anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu dari isteri yang telah kamu
campuri, tetapi jika kamu belum campur dengan isterimu itu (dan sudah
kamu ceraikan), Maka tidak berdosa kamu mengawininya; (dan diharamkan
bagimu) isteri-isteri anak kandungmu (menantu); dan menghimpunkan
(dalam perkawinan) dua perempuan yang bersaudara, kecuali yang telah
terjadi pada masa lampau; Sesungguhnya Allah Maha Pengampun lagi
Maha Penyayang.” (Q. S. An-Nisaa’: 23)

Maka dari firman Allah SWT diatas dijelaskan bahwa manusia adalah
berpasang-pasangan antara laki-laki dan perempuan dengan menikah. Akan
tetapi cara menikah dengan pasangannya harus secara hukum agama. Dalam

matematika biasanya disimbolkan (R , + , *) , dengan R adalah himpunan tak

kosongnya yaitu himpunan manusia (laki-laki, perempuan), + adalah operasi
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pertamanya yaitu pernikahan, dan * adalah operasi keduanya yaitu hukum
agamanya.

Pada teori ring didefinisikan bahwa himpunan R disebut ring, jika
himpunan R merupakan grup komutatif, pergandaan asosiatif, distributif
kanan dan ditributif kiri. Karena sifat ini dipandang terlalu kuat, didefinisikan
teori semi-ring yang merupakan semi-grup terhadap kedua operasi binernya
selanjutnya memenuhi distributif kanan dan distributif kiri.

Aljabar Max-plus yang dinotasikan dengan R, = Ryary @, &)
merupakan salah satu struktur dalam aljabar yaitu semi-field komutatif
idempoten (Baccelli, 2001: 102). R, merupakan himpunan R U {&}, dimana
R merupakan himpunan bilangan real, dengan ¢ = —o0, sedangkan operasi @
menyatakan maksimal dan & menyatakan penjumlahan normal bilangan real,
yang didefinisikan sebagai berikut (Heidergott, 2005: 13):

VYa,b € R,

a ® b =max(a,b)
a®Qb=a+b

Berdasarkan keterangan tersebut maka penulis tertarik untuk meneliti
tentang aljabar max-plus dan sifat-sifatnya. Sehingga penulis merumuskan

judul penelitian tersebut adalah “Aljabar Max-plus dan sifat-sifatnya”.

Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang dapat

dirumuskan adalah bagaimana aljabar max-plus dan sifat-sifatnya?



1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah membahas aljabar max-

plus dan sifat-sifatnya saja.

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini

adalah untuk mengetahui aljabar max-plus dan sifat-sifatnya.

1.5 Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat bagi:

b

Penulis

Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan
dengan aljabar max-plus.

Lembaga

Sebagai tambahan pustaka untuk rujukan penelitian dan bahan
perkuliahan khususnya tentang materi aljabar max-plus.

Pembaca

Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai aljabar max-
plus, dan diharapkan dapat menjadi rujukan untuk penelitian yang akan

datang.
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1.6 Metodologi Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian

kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan

penelitian untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek

yang digunakan dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan

merupakan penampilan argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan

hasil olah pikir mengenai suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan

yang dibahas dalam penelitian ini.

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam

membahas penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini.
Literatur yang dimaksud adalah buku tentang Max-plus Algebra
karangan Kasie G. Farlow yang diterbitkan tahun 2009.

Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari
buku, jurnal, artikel, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan
permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini.

Memahami dan mempelajari konsep himpunan, operasi biner, grup,
semi-grup, ring, semi-ring, field, dan semi-field.

Dimulai dari suatu himpunan tak kosong G dengan satu operasi biner *
yang disebut dengan grup (G, *), kemudian mempelajari konsep semi-
grup yang digunakan sebagai dasar dari semi-ring, ketika menyebut
semi-ring maka dibutuhkan ring yaitu sebuah himpunan tak kosong

dengan 2 operasi biner yaitu (R, +, X).



5. Selanjutnya dari suatu semi-ring (S, +, X) dikatakan komutatif jika
operasi X bersifat komutatif, dan semi-ring dikatakan idempoten jika
operasi + bersifat idempoten, kemudian semi-ring komutatif disebut
semi-field jika setiap elemen tak netralnya mempunyai invers terhadap
operasi X. Karena semi-field memiliki sifat idempoten, maka disebut
semi-field idempoten.

6. Sehingga didapatkan sifat-sifat aljabar max-plus.

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penyusunan penelitian ini perlu dibuat langkah-langkah yang
sistematis guna memudahkan dalam memahami makna dari setiap bab yang
ada. Secara umum penulisan penelitian ini terdiri dari empat bab.

1. BABI PENDAHULUAN
Bab ini membahas mengenai latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian,

dan sistematika penulisan.

2. BAB II KAJIAN TEORI
Bab ini berisikan teori-teori yang mendasari penulisan skripsi ini,
atau lebih dikenal dengan Kajian Teori. Adapun teori-teori yang termuat
didalamnya adalah Himpunan, Operasi Biner, Grup, Semi-grup, Ring,

Semi-ring, Field, Semi-field, dan Bilangan dalam Al-Qur’an.
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3. BAB IIl PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi Aljabar Max-plus,
sifat-sifat Aljabar Max-plus dan Integrasi Aljabar Max-plus dengan Al-
Qur’an.
4. BAB IV PENUTUP
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari materi yang telah dibahas
pada bab sebelumnya dan berisi saran untuk pengembangan penelitian

selanjutnya.



BABII

KAJIAN TEORI

2.1 Himpunan dan Operasi Biner
2.1.1 Himpunan
Istilah himpunan seringkali dijumpai ketika mempelajari aljabar
abstrak. Hal ini dikarenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai
pembahasan-pembahasan mengenai aljabar abstrak. Definisi himpunan dapat
dilihat sebagai berikut:
Definisi 1
Himpunan adalah kumpulan obyek-obyek yang mempunyai sifat yang
sama, obyek-obyek tersebut selanjutnya disebut sebagai anggota dari
himpunan (Bhattacharya, 1990: 3).

Obyek tersebut dapat berupa benda konkrit, seperti meja,
kursi, dan lain-lain, atau dapat pula berupa benda abstrak seperti
bilangan, fungsi dan yang sejenisnya.

Misal A adalah himpunan, jika x sebuah obyek pada A, maka x
dikatakan anggota dari A dan ditulis x € A. Jika A tidak mempunyai
anggota maka A disebut himpunan kosong dan dinotasikan dengan
A = {}. Jika A mempunyai anggota sekurang-kurangnya satu anggota
maka A disebut himpunan tak kosong. Jika A adalah himpunan
berhingga, banyaknya obyek yang berbeda di A disebut order dan

dinotasikan IAl.

11
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Contoh:
A adalah himpunan semua bilangan prima yang kurang dari 10, maka
A={23,57}
atau dapat ditulis sebagai
A = {xl x <10, x € prima}
Order A adalah |Al =4

Definisi 2
Misal A dan B himpunan. Himpunan A dikatakan himpunan bagian
dari himpunan B jika memenuhi untuk setiap a € A maka a € B dan
dinotasikan A € B (A termuat dalam atau sama dengan B)
(Bhattacharya, 1990: 40).

Contoh :
Misalkan A = {5Snln € N}

B={2n-1ln € N}
N={1234)5,6728,..}

Maka A € N dan B c N tetapi A ¢ B (A bukan himpunan bagian dari
B). Setiap anggota dari A adalah juga anggota dari N. Setiap anggota
dari B adalah juga anggota dari N. Tetapi tidak setiap anggota dari A
merupakan anggota dari B.

Definisi 3
Misal A dan B himpunan. A dikatakan sama dengan B jika memenuhi
A C B dan B € A atau untuk setiap a € A maka a € B dan untuk

setiap b € B maka b € A dinotasikan A = B (Bhattacharya, 1990: 4).
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Dari dua definisi di atas dapat disimpulkan bahwa himpunan A
dikatakan sebagai himpunan bagian dari himpunan B jika dan hanya
jika setiap anggota himpunan A menjadi anggota himpunan B; atau
himpunan B memuat semua anggota himpunan A.

Notasi: A c B dibaca sebagai A subset sejati dari B (untuk A # B)
A & B dibaca sebagai A bukan subset B
A C B dibaca sebagai A subset dari B (untuk A = B)
Contoh:
Misalkan A = {1,3,5,7,9} dan
B = {xl x <10, x € bilangan ganjil }
Maka A = B meskipun diperoleh syarat keanggotaan yang berbeda.
Definisi 4
Gabungan himpunan A dan B adalah himpunan yang memuat kedua
anggota himpunan A atau B dinotasikan A U B = {x] x € A atau x € B}
(Raisinghania dan Anggarwal, 1980: 3).
Contoh:
Misalkan A = {1,3,5,7,9} dan B = {2,3,5,7}
Maka A U B ={1,2,3,5,7,9}
Definisi 5
Misalkan A dan B himpunan. Irisan A dan B, ditulis A N B, adalah
himpunan yang memuat semua unsur di A dan B yang dinotasikan
dengan A N B = {x| x € A dan x € B} (Raisinghania dan Anggarwal,

1980: 4).
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Contoh:
Misalkan A = {1,3,5,7,9} dan B = {2,3,5,7}

Maka A N B={3,5,7}

2.1.2 Operasi Biner

Definisi 6
Operasi atau komposisi * dalam sebuah himpunan tidak kosong G
adalah biner jika dan hanya jika

a€G,beGmakaaxb € G,Va,b €G.
Sifat di atas dari operasi di G dikatakan tertutup dan jika sifat ini
memenuhi operasi * di G (Raisinghania dan Anggarwal, 1980: 27).
Misal (a, b) €S x S maka bayangan dari pasangan terurut

(a, b) di S dibawah pemetaan * ditulis @ * b. Dengan kata lain operasi
biner * memasangkan setiap a dan b dari himpunan S dengan suatu
a * b elemen dari himpunan S. Selanjutnya * dikatakan sebagai
operasi biner pada S. Salah satu contoh operasi biner adalah
penjumlahan, pengurangan, dan perkalian pada bilangan real R, sebab
a,b€ R, makaa+b €E€R,a—b €ER,aXx b€ R. Sedangkan pembagian
bukan opeasi biner pada R karena pembagian dengan nol tak

terdefinisi, tetapi pembagian adalah operasi biner pada R — {0}.
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Definisi 7
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S dikatakan komutatif jika
dan hanya jika untuk setiap x, y € § , maka x * y = y * x (Whitelaw,
1995: 63).

Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
(Z, +) adalah grup
Ya,b € Z, sehinggaa+b=a+b
Jadi, berlaku sifat komutatif terhadap operasi +.

Definisi 8
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S bersifat assosiatif jika
dan hanya jika setiap x, y, z € S berlaku (x * y) * z = x * (y * 2)
(Whitelaw, 1995: 62).

Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
(Z, +) adalah grup
Va,b,c € Z, sehingga (a+b)+c=a+ (b+c)
Jadi, berlaku sifat assosiatif terhadap operasi +.

Definisi 9
Suatu himpunan S dikatakan mempunyai elemen identitas (elemen
netral) terhadap operasi biner * jika dan hanya jika ada elemen e € §
sedemikian hingga untuk setiap x € A berlaku x * e = ¢ * x = x

(Sukirman, 1986: 6).
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Contoh:

Z adalah himpunan bilangan bulat
(Z, +) adalah grup
Ambila € Z
dan e € Z dimana e adalah identitas
Makaa+e=a
at+e—-a=a-a
e=0
Sehingga diperoleh e = 0
Dimana 0 € Z

Jadi, 0 adalah identitas pada (Z, +).

Teorema 1

Bukti

Jika himpunan S terhadap operasi biner * mempunyai elemen identitas

maka elemen identitas itu tunggal (Sukirman, 1986: 7).

Misalkan himpunan S terhadap operasi biner Identitas e; dan e;
dengan ¢, e; € S. Karena ¢; elemen identitas dari S dan e; € S.
Makae; *ey=ex *e;=e;...(1)

Karena e, elemen identitas dari S dan e; € S

Makae, *ej=e; *e;=e;...(2)

Dari (1) dan (2) maka e; = e»

Terbukti elemen identitas S terhadap operasi biner * adalah tunggal.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Definisi 10
Misalkan himpunan S terhadap operasi biner * mempunyai elemen
identitas e. Suatu elemen y € S dikatakan invers dari x € S terhadap
operasi biner * jika dan hanya jika x * y =y * x = e (Sukirman, 1986:
7).
Invers dari x terhadap operasi biner ditulis x™' (dibaca “invers x”).
Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
(Z, +) adalah grup
Ambil a,a™! € Z
Dimana a~? adalah invers dari a
Sehinggaa +a !l =e
Dimana e adalah identitas
Maka Va € Z
Pasti memiliki a™! € Z
Dimana a + (-a) =0
Jadi, 0 adalah identitas Z pada operasi +.
Definisi 11
Misalkan operasi-operasi biner A dan * terdefinisikan pada suatu
himpunan S.
i. Jika untuk setiap x, y, z € S berlaku xA(y * z) = (xAy)* (xAz) maka

pada S berlaku sifat distributif kiri A terhadap *.
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ii. Jika untuk setiap x, y, z € S berlaku (y * z)Ax = (yAx)* (zAx) maka
pada S berlaku sifat distributif kanan A terhadap *.
(Sukirman, 1986: 9).
Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
(Z,+,x) adalah ring
Va,b,c € Z, sehinggaa X (b +c) = (a X b) + (a X c)

Jadi, berlaku sifat distributif operasi X terhadap operasi +.

2.2 Grup dan Semi-grup

Salah satu struktur aljabar yang paling sederhana adalah grup. Grup
didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi
biner yang memenuhi beberapa aksioma, di antaranya tertutup, assosiatif,
memiliki elemen identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu
aksioma tidak terpenuhi maka bukan grup.

Sistem aljabar (G, *) dengan himpunan tidak kosong di G dan operasi
biner * didefinisikan di G adalah grupoid. Grupoid juga disebut semi-grup
jika operasi biner * di G adalah assosiatif. Sedangkan semi-grup yang
mempunyai elemen identitas di G disebut monoid (Raisinghania dan
Anggarwal, 1980: 32).

Sebagai contoh, misalkan himpunan N adalah bilangan asli dengan
operasi penjumlahan adalah semi-grup, karena operasi biner di N adalah

penjumlahan, maka N bersifat assosiatif. Jadi (N, +) adalah semi-grup. Tetapi
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(N, +) bukan monoid, karena operasi penjumlahan tidak mempunyai identitas
di N. Jadi (N, +) bukan grup.
Definisi grup secara aljabar dapat dilihat sebagai berikut:
2.2.1 Grup
Definisi 12
Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong dan pada G
didefinisikan operasi biner *. Sistem matematika (G,*) disebut grup
jika memenuhi aksioma-aksioma:
i. Untuk setiap a, b, c € G maka (a * b) * c=a * (b * c¢) operasi *
bersifat assosiatif di G
ii. G mempunyai unsur identitas terhadap operasi *
Misalkan e unsur di G sedemikian hinggaa *e=¢ * a, Va € G
maka e disebut unsur identitas.
iii. Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi *
Untuk setiap a € G ada a'eG yang disebut sebagai invers dari
a, sehingga a * a = a * a = e. e adalah unsur identitas.
(Raisinghania dan Anggarwal, 1980: 31).
Untuk syarat tertutup, sudah terpenuhi pada operasi biner.
Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
Z, +)
Akan dibuktikan (Z, +) adalah grup

i. Biner terhadap operasi +
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Va,b€Z makaa+ b € Z
Jadi, Z biner terhadap operasi +
ii. Memiliki sifat assosiatif terhadap operasi +
Va,b,c€Z,maka(a+b)+c=a+ (b+c)
Jadi, operasi + bersifat assosiatif di Z
iii. Memiliki unsur identitas terhadap operasi +
30 € Z, sehinggaa+0=0+a =a,Va€e Z
Jadi, identitas di Z adalah O
iv. Memiliki invers terhadap operasi +
Va € Z,3a"! = (—a) € Z, sehinggaa + (—a) = (—a) +a =0
Jadi, invers dari a adalah —a
Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) maka (Z, +) adalah grup.
Definisi 13
Grup (G,*) dikatakan komutatif (abelian) jika untuk setiap unsur a dan
b di G berlaku a * b = b * a (Arifin, 2000: 36).
Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
Z, +)
Akan dibuktikan (Z, +) adalah grup komutatif
Sudah dibuktikan bahwa (Z, +) adalah grup
VabeZ makaa+b=b+a

Jadi, (Z, +) adalah grup komutatif.
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2.2.2 Semi-grup
Definisi 14
Misalkan $ adalah himpunan tidak kosong, S dikatakan semi-grup jika
pada S dikenai operasi biner * sedemikian sehingga, untuk semua q, b,
c € S sehingga (a * b) * ¢ = a * (b * ¢) (hukum asosiatif), yang
dinotasikan dengan (S, *) adalah semi-grup.
(Kandasamy, 2002: 7).
Untuk syarat tertutup, sudah terpenuhi pada operasi biner.
Contoh:
N adalah himpunan bilangan asli
Akan dibuktikan (%, +) adalah semi-grup
i. Biner terhadap operasi +
Vx,y € N,makax +y €N
Jadi, operasi + biner di N
ii. Memiliki sifat assosiatif terhadap operasi +
Vx,y E Nymaka (x +y)+z=x+ (y + 2)
Jadi, operasi + bersifat assosiatif di N
Definisi 15
Jika semi-grup (S, *) dikatakan semi-grup komutatif jika memenuhi
a* b=>b* auntuk semua a, b € S (Kandasamy, 2002: 7).
Jika banyaknya anggota dalam semi-grup S adalah berhingga
maka S adalah semi-grup berhingga atau semi-grup order berhingga.

Jika semi-grup S memuat element e sedemikian sehingga e *a =a *e
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= a untuk semua a € S maka S adalah semi-grup dengan elemen
identitas e atau sebuah monoid. Sebuah elemen x € S, S yang monoid
dikatakan inversibel atau mempunyai invers di S jika terdapat y € S
sedemikian sehingga xy = yx = e.

Contoh:
N adalah himpunan bilangan asli
Akan dibuktikan (N, +) adalah semi-grup komutatif
Sudah dibuktikan bahwa (&, +) adalah semi-grup
Memiliki sifat komutatif terhadap operasi +
Vx,y E N, makax+y=y+x
Jadi, operasi + memiliki sifat komutatif di V.

Definisi 16
Misalkan (S, *) adalah semi-grup. Subset H yang tidak kosong dari S
dikatakan subsemi-grup dari S jika H itu sendiri adalah semi-grup
dibawah operasi dari S (Kandasamy, 2002: 7).

Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
2Z ={0,%£2,%4,%6,...} = {2x|x € Z}
27 < 7, jelas dan + assosiatif

(27, +) adalah subsemi-grup dari (Z, +)
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2.3 Ring dan Semi-ring
Suatu sistem matematika yang yang terdiri dari satu himpunan tak
kosong dengan satu operasi dinamakan grup. Sistem matematika tersebut
belumlah cukup untuk menampung struktur-struktur yang ada dalam
matematika. Pada bagian ini dikembangkan suatu sistem matematika yang
terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan dengan dua operasi biner yang
disebut dengan ring (ring).
2.3.1 Ring
Definisi 17
R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner + dan X
(disebut penjumlahan/operasi pertama dan perkalian/operasi kedua)
disebut ring jika memenuhi pernyataan berikut:
1. (R, +) adalah grup abelian
2. Operasi X bersifat asosiatif:
(axb)xc=ax(bxc),Va,b,cER
3. Operasi * bersifat distributif terhadap + di R: Va,b,c € R
(a+b)xXc=(axc)+ (b X c) (distributif kiri)
aX (b+c)=(axb)+ (axc) (distributif kanan)
(Dummit dan Foote, 1991: 225).
Contoh:
Selidiki apakah (Z, +, X) dengan Z bilangan bulat merupakan ring?
Jawab:

i. (Z, +) adalah grup abelian karena
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a) Z tertutup terhadap operasi +
Va,b € Zberlaku (a + b) € Z
b) + bersifat asosiatif di Z
Va,b,c € Zberlakua+ (b +c)=(a+b)+c
c¢) 0 adalah elemen identitas terhadap operasi + di Z
Va € Zberlakua+0=0+a=a
d) Va € Z,3a ! = (—a) € Z, sehingga
a+(—a)=(-a)+a=0
e) Operasi + bersifat komutatif di Z
VYab € Zberlakua+b=b +a
ii. Operasi X bersifat asosiatif di Z
(axXxb)yXc=axX((bXc),Va,b,ceEZ
iii. Operasi X bersifat distributif terhadap +
(a+b)yXc=(@Xc)+(bXc),Va,b,ce”Z
aX((b+c)=(@Xb)t(aXc),Va,b,ceEZ
Definisi 18
Ring (R, +, X) adalah komutatif jika operasi X bersifat komutatif
aXb=bXa Va,b ER
(Dummit dan Foote, 1991: 225).
Contoh:
Selidiki apakah (R, +, X) dengan R bilangan real adalah merupakan

ring komutatif?

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



25

Jawab:
Sudah dibuktikan bahwa (R, +, X) adalah ring
Operasi X bersifat komutatif di R
Va, b € R, sehinggaa X b=b X a
Terbukti R ring komutatif.
Definisi 19
Ring (R, +, X) dikatakan mempunyai unsur identitas jika ada suatu
elemen 1 € R dengan
I1Xa=ax1=a,Va€R
(Dummit dan Foote, 1991: 225).
Contoh:
Selidiki apakah (R, +, X) dengan R bilangan real adalah merupakan
ring dengan unsur satuan?
Jawab:
Sudah dibuktikan bahwa (R, +, X) adalah ring
Operasi X mempunyai unsur identitas di R
Va € R,31 € R, sehinggaa X 1=1Xa=a
Jadi, (R, +, X) merupakan ring satuan.
Definisi 20
Misalkan R adalah ring. Asumsikan R identitas 1 # 0. Invers elemen u
dari R disebut unit di R jika ada suatu v di R sedemikian sehingga uv =

vu = 1 (Dummit dan Foote, 1991: 228).
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Contoh:
Selidiki apakah (R, +, X) dengan R bilangan real adalah merupakan
ring dengan elemen invers untuk operasi X ?
Jawab:
Misalkan a € R, a # 0, sehingga
aXb=bxa=1

axb=1
1
b=-—
a
VYa€R,a+0,2a?! =%, sehingga

Tl
axX—=—Xa=1
a a

Jadi, R ring dengan elemen invers untuk operasi X

2.3.2 Semi-ring
Definisi 21
Suatu semi-ring (S, +, X) adalah suatu himpunan tak kosong § yang
dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu + dan X, yang memenuhi
aksioma berikut:
i. (S, +) adalah semi-grup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu
jika a, b, c € S, berlaku:
(a+b)+c=a+(b+c)
a+b=b+a

a+0=0+a=a

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



27

ii. (S, X) adalah semi-grup dengan elemen satuan 1, yaitu jika a, b, ¢

€ S, berlaku:

(axXxb)yXc=aX (b Xc)
aXl=1Xa=a

iii. Elemen netral 0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi X,

yaitu jika a € S, berlaku:

ax0=0xa=0
iv. Operasi X distributif terhadap operasi +, yaitu a, b, ¢ € S, maka:
(a+b)Xc=(@xXc)+ (b Xc)
aX(b+c)=(@xb)+(aXc)
(Rudhito, 2004: 2).
Contoh:

R adalah himpunan semua bilangan real
Misal (R, +, X) merupakan semi-field dengan elemen netral 0 dan
elemen identitas 1, karena untuk setiap x, y, z € R berlaku:
1. (R, +) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0

. +y)+z=x+Qy+2)

Jadi, operasi + bersifat assosiatif di R
. x+y=y+x
Jadi, operasi + bersifat komutatif di R
iix+0=0+x=x

Jadi, operasi + memiliki identitas di R
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2. (R, X) merupakan semi-grup dengan elemen identitas 1
L Xy)Xz=xX (X2
Jadi, operasi X bersifat assosiatif di R
i.xX1=1Xx=x
Jadi, operasi X memiliki identitas di R
3. Elemen netral 0 bersifat menyerap terhadap operasi X
xX0=0xx=0
4. (R, +, X) bersifat distributif X terhadap +
(x+y)Xz=x X2+ X2)
XX Y+2=xXy +(xX2)
Definisi 22
Suatu semi-ring (S, +, X) dikatakan komutatif jika operasi X bersifat
komutatif, yaitu Va, b € S, berlaku a X b = b X a (Rudhito, 2004: 3).
Contoh:
R adalah himpunan bilangan real
Misal (R, +, X) adalah semi-ring
Vx,y € R, sehinggax X y=y X x
Jadi, (R, +, X) semi-ring komutatif terhadap operasi X
Definisi 23
Suatu semi-ring (S, +, X) dikatakan idempoten jika operasi + bersifat
idempoten, yaitu Ya € S. a + a = a (Rudhito, 2004: 3).

Dalam (Baccelli, 2001), semi-ring idempoten disebut dioid.
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Contoh:
R adalah himpunan bilangan real
Misal (R, +, X) adalah semi-ring
Vx € R, sehingga x + x = x
Jadi, (R, +, X) semi-ring idempoten terhadap operasi +
Definisi 24
Suatu semi-ring komutatif (S, +, X) disebut semi-field jika setiap
elemen tak netralnya mempunyai invers terhadap operasi X, yaitu
_Va € S\{0}3a'€S, sehinggaa x a' = 1 (Rudhito, 2004: 3).
Contoh:
Semi-ring komutatif (R, +, X) R adalah himpunan bilangan real,

disebut semi-field, karena untuk setiap x € R terdapat x~1 € R,

1
sehingga X X A 1)

2.4 Field dan Semi-field
Unit-unit di ring R membentuk sebuah grup pada operasi perkalian
sehingga (R, X) akan dikenal sebagai grup dari unit-unit R. Dalam istilah ini
sebuah field adalah ring komutatif dengan identitas 1 # 0, dimana setiap unsur

selain identitas operasi pertama adalah unit.
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2.4.1 Field
Definisi 25
Sebuah ring komutatif, jika unsur selain identitas operasi pertama
membentuk sebuah grup terhadap operasi kedua disebut field (Durbin,
1992: 119).
Contoh:
Diketahui (R, +, X) adalah ring himpunan bilangan real. Selidiki
apakah (R, +, X) merupakan field?
Jawab:
Syarat field adalah
a) Ring komutatif
Ambila, b €R
Karena Va, b € R berlaku
ab = ba maka
R ring komutatif
b) Ring uniti
Ambila € R
31 € R, 1 £0, sehingga
la=al =a,Va ER
Jadi R ring dengan satuan
c) Va#203a'€R3a*a' =1
Va€ Rdan 1 #0

3 % € R sehingga
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. 1
Jadia™l = -
a

Jadi (R, +, *) merupakan field.

2.4.2 Semi-field
Definisi 26
Sebuah semi-field (S, +, X) adalah himpunan yang dikenai dengan dua
operasi + dan X sedemikian sehingga:
i. Operasi + asosiatif, komutatif dan memiliki elemen netral 0.
ii. Operasi X membentuk grup abelian dan memiliki elemen
identitas 1.
iii. Memiliki sifat distributif X terhadap +.
Sehingga yang dimaksud semi-field adalah
i. Idempoten jika operasi pertama adalah idempoten, sehingga,
jikaVa €S, a+a=a.
ii. Komutatif jika grupnya adalah komutatif.

(Baccelli, 2001: 101).

Contoh:
R adalah himpunan semua bilangan real
Misal (R, +, X) merupakan semi-field dengan elemen netral 0 dan
elemen identitas 1, karena untuk setiap x, y, z € R berlaku:

1. (R, +) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0



L (x+y+z=x+0O+2)

Jadi, operasi + bersifat assosiatif di R
. xX+y=y+x

Jadi, operasi + bersifat komutatif di R
l.x+0=0+x=x

Jadi, operasi + memiliki identitas di R
iv.x+x=x

Jadi, operasi + bersifat idempoten di R

. (R, X) merupakan grup abelian dengan elemen identitas 1

L (xXy)Xz=xX(y X2
Jadi, operasi X bersifat assosiatif di R
. xXy=yXx
Jadi, operasi X bersifat komutatif di R
fxX 1=1Xx=x
Jadi, operasi X memiliki identitas di R
iv.3x"! € R, sehinggax X x 1 =x"t xx=1
Jadi, operasi X memiliki invers di R
. Elemen netral 0 bersifat menyerap terhadap operasi X
xX0=0xx=0
. (R, +, X) bersifat distributif X terhadap +
x+y)Xz=xX2+(y X2

xXG+2=@xXy)+xX2)

32
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2.5 Bilangan dalam Al-Qur’an

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan
dalam Al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu
matematika yang ada dalam Al-Qur’an diantaranya adalah bidang aljabar,
matematika terapan, logika, analisis, statistik, dan lain-lain.

Aljabar merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika.
Sedangkan cabang dari ilmu aljabar itu sendiri antara lain aljabar abstrak dan
aljabar linier. Aljabar abstrak memiliki banyak materi yang dapat dibahas dan
dikembangkan, seperti himpunan dan operasinya, dan di dalamnya banyak
mengkaji tentang bilangan.

Dalam bab ini akan dijelaskan tentang bilangan dalam Al-Qur'an,
dimulai dari pemaparan ayat-ayat tentang bilangan, kemudian beberapa tafsir
tentang bilangan. Bilangan dalam Al-Qur’an terdapat di beberapa ayat dalam
Al-Qur’an, yang pertama terdapat dalam Surat Al-Muddatsir ayat 31:

4»4/ -
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Artinya:

“dan tiada Kami jadikan penjaga neraka itu melainkan dari
Malaikat: dan tidaklah Kami menjadikan bilangan mereka itu melainkan
untuk Jadi cobaan bagi orang-orang kafir, supaya orang-orang yang diberi
Al-Kitab menjadi yakin dan supaya orang yang beriman bertambah imannya
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dan supaya orang-orang yang diberi Al kitab dan orng-orang mukmin itu
tidak ragu-ragu dan supaya orang-orang yang di dalam hatinya ada penyakit
dan orang-orang kafir (mengatakan): "Apakah yang dikehendaki Allah
dengan bilangan ini sebagai suatu perumpamaan?’ Demikianlah Allah
membiarkan sesat orang-orang yang dikehendaki-Nya dan memberi petunjuk
kepada siapa yang dikehendaki-Nya. dan tidak ada yang mengetahui tentara
Tuhanmu melainkan Dia sendiri. dan Saqar itu tiada lain hanyalah
peringatan bagi manusia.” (Q. S. Al-Muddatsir: 31)

Menurut Syaikh Abu Bakar Jabir Al-Jazairi “dan tidaklah Kami
menjadikan bilangan mereka,” yaitu jumlah mereka yang Sembilan belas,
“melainkan untuk jadi cobaan bagi orang-orang kafir,” agar kesesatan dan
kekufuran mereka semakin menjadi-jadi. Hal ini telah terbukti dengan kasus
Abu Jalal dan Abul Usyudain. Mereka berdua semakin sesat dan kufur
dengan jumlah para malaikat penjaga neraka. (Al-Jazairi, 2009: 701)

Kajian tentang bilangan juga terdapat dalam surat At-Taubah ayat 36-
37. Pada ayat 36 manusia wajib mengetahui tentang bilangan bulan, antara
lain: bulan muharram, shafar, rabiul awal, rabiul akhir, jumadil awal, jumadil

akhir, rajab, sya’ban, ramadhan, syawal, dzulga’dah, dzulhijjah. Seperti

firman Allah dalam Surat At-Taubah ayat 36 di bawah ini:

ug_g\).i.u;::ﬂ; }‘”T&JJl_,U.: o An)
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Artinya:

“Sesungguhnya bilangan bulan pada sisi Allah adalah dua belas
bulan, dalam ketetapan Allah di waktu Dia menciptakan langit dan bumi, di
antaranya empat bulan haram. Itulah (ketetapan) agama yang lurus, Maka
janganlah kamu Menganiaya diri kamu dalam bulan yang empat itu, dan
perangilah  kaum musyrikin itu semuanya sebagaimana merekapun
memerangi kamu semuanya, dan ketahuilah bahwasanya Allah beserta
orang-orang yang bertakwa.” (Q. S. At-taubah: 36)

Menurut Ath-Thabari “Sesungguhnya bilangan,” yaitu jumlah bulan
dalam satu tahun. “Pada sisi Allah adalah dua belas bulan, dalam ketetapan
Allah,” yaitu, pada kitab yang di dalamnya Allah SWT mencatat semua yang
telah Dia tetapkan berdasarkan gadha-Nya. (Ath-Thabari, 2009: 749)

Pada penggalan surat At-Taubah ayat 36, bilangan bulan disini
maksudnya antara lain ialah: bulan Haram (bulan Zulkaidah, Zulhijjah,
Muharram dan Rajab), tanah Haram (Mekah) dan ihram.

Selanjutnya dalam firman Allah dalam Surat At-Taubah ayat 37:

AN R e |,w4» G 33s Tblsl Lilé;zj.ij;j
?Wj\jﬁ._ésﬂ(e}iﬂév‘.@a \[iJJ ).@,L;.;\
Artinya:

“Sesungguhnya mengundur-undurkan bulan Haram i’ adalah
menambah kekafiran. disesatkan orang-orang yang kafir dengan mengundur-
undurkan itu, mereka menghalalkannya pada suatu tahun dan
mengharamkannya pada tahun yang lain, agar mereka dapat
mempersesuaikan dengan bilangan yang Allah mengharamkannya, Maka
mereka menghalalkan apa yang diharamkan Allah. (syaitan) menjadikan
mereka memandang perbuatan mereka yang buruk itu. dan Allah tidak
memberi petunjuk kepada orang-orang yang kafir.” (Q. S. At-Taubah: 37)



36

“Agar mereka dapat mempersesuaikan dengan bilangan yang Allah
mengharamkannya,” maksudnya adalah agar mereka dapat menyesuaikan
apa-apa yang mereka halalkan dan haramkan pada bulan-bulan tersebut
dengan bilangan yang telah Allah SWT haramkan. (Ath-Thabari, 2009: 766)

Dalam penggalan Surat Yunus juga disebutkan tentang bilangan tahun
dan perhitungan (waktu), maksudnya agar manusia dapat memahami bilangan
tahun seperti perhitungan bulan, hari, jam dan lain-lain. Allah menjadikan
semua yang disebutkan itu bukanlah dengan percuma, melainkan dengan

penuh hikmah. Firman Allah surat Yunus ayat 5:

@ 4 s
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Artinya:

“Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya
dan ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi perjalanan
bulan itu, supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhitungan (waktu).
Allah tidak menciptakan yang demikian itu melainkan dengan hak. Dia
menjelaskan tanda-tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang yang
mengetahui.” (Q. S. Yunus: 5)

“Supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhitungan (waktu),”
artinya adalah, Allah menetapkan tempat-tempat bulan dan matahari itu agar
kalian wahai orang-orang beriman tahu jumlah tahun, baik permulaan
maupun berakhirnya. Maksud dari perhitungannya disini adalah perhitungan
waktu, hari, jam, dan sebagainya. (Ath-Thabari, 2009: 447)

Kemudian yang terakhir ada dalam surat Al-Anbiyaa’ ayat 84:
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Artinya:
“Maka Kamipun memperkenankan seruannya itu, lalu Kami
lenyapkan penyakit yang ada padanya dan Kami kembalikan keluarganya
kepadanya, dan Kami lipat gandakan bilangan mereka, sebagai suatu rahmat

dari sisi Kami dan untuk menjadi peringatan bagi semua yang menyembah
Allah.” (Q. S. Al-Anbiyaa’: 84)

Menurut Al-Qurthubi “lalu Kami lenyapkan penyakit yang ada
padanya dan Kami kembalikan keluarganya kepadanya, dan Kami lipat
gandakan bilangan mereka.” Mujahid dan Ikrimah mengatakan, ‘“Dikatakan
kepada Ayyub SAW, ‘Kami telah memberikan kepadamu keluargamu di
surga, dan jika kau mau, maka Kami akan mendatangkan mereka kepadamu
di dunia”. (Al-Qurthubi, 2008: 859)

Dari beberapa surat dan ayat di atas ada beberapa surat lain yang
menyebutkan tentang bilangan pula, seperti dalam surat Al-Israa’ ayat 12 dan
surat Al-Kahfi ayat 22. Maka penting bagi semuanya memahami makna
bilangan. Selanjutnya pada Bab III akan dikaji tentang Integrasi Aljabar Max-

plus dengan Al-Qur’an.
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BAB III

PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibahas beberapa konsep dasar yang akan digunakan
untuk membahas aljabar max-plus dan sifat-sifatnya. Mulai dari penjabaran
definisi, contoh, teorema dan buktinya.

Meninjau kembali aljabar konvensional yang digunakan dalam
menyelesaikan aljabar max-plus yang merupakan salah satu struktur dalam aljabar
yaitu semi-field idempoten Ry, (himpunan bilangan real dengan operasi max dan
plus). Tujuannya adalah untuk mendefinisikan aljabar max-plus dan menjabarkan
sifat-sifatnya kemudian memberikan bukti pada tiap-tiap sifatnya.

Bab ini dibagi dalam 3 bagian utama. Pada bagian pertama akan diberikan
definisi tentang Aljabar Max-plus, pada bagian kedua akan dilanjutkan dengan
Aljabar Max-plus dan sifat-sifatnya, kemudian pada bagian akhir akan
diintegrasikan Aljabar Max-plus dengan Al-Qur’an.

Perhatikan definisi Aljabar Max-plus, seperti di bawah ini:

3.1 Definisi Aljabar Max-plus
Definisi 3.1
Notasi Ry merupakan himpunan R U {¢}, dimana R adalah anggota
bilangan Real, didefinisikan ¢ := —oo dan e := 0. Untuk a, b € Ry,
didefinisikan operasi @ dan ®

a®b:=max (a,b)dana Q b:=a+b. (1.1)

38
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Himpunan R,x dengan operasi @ dan & disebut Aljabar Max-plus dan
dinotasikan dengan
Rinax = Riaxs ®, @)
Seperti dalam aljabar konvensional, dalam hal urutan pengoperasian (jika
tanda kurung tidak dituliskan), operasi ® mempunyai prioritas yang lebih
besar dari pada operasi @.
Contoh:
4R-TE5S5®2
harus dipahami sebagai
4R-N®GE®2).
Perhatikan bahwa (4 @ —7) @ (5 ® 2) = max (4 + (7)), (5 +2)
=max (-3, 7)
=

sedangkan4 ® (-7 @ 5) ® 2=4 + max (-7,5) +2

=4+5+2
=11
Perluasan operasi untuk —oo
max (a, —o00) =max (—oo, a) =adan a + (—0) = —0 + g = —00,

untuk setiap @ € Rmax, sehingga
a@e=ce@a=adamna®@e=cQa=¢.
Contoh:
7@ 4=max (7,4)=17,

7@ e=max (7, —0) =7,
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TQe=T7+(—0)=-0=¢,
e®4=max (0,4) =4,

T®4=T+4=11.

Definisi 3.2

Untuk x € R,,.xdann € N

x®" = x@x® ... ®x
sebanyak n

Dalam exponensial aljabar max-plus mereduksi perkalian

konvensional x®" = n X x.
Ini akan menjadi natural untuk memperluas exponensial max-plus untuk
eksponen yang lebih umum sebagai berikut:

i. Jikax #¢&x® =¢=0.

ii. Jikaa € R, x®% = ax

iii. Jika k > 0 maka £®* = ¢ (k < 0 tidak terdefinisi)
Contoh:
Dari definisi 3.2 x®* = n x x

7®3=3x%x7=21
dan
992 =_2x9=-18 =18%®"!

Contoh:
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dan

3.1.1 Notasi

Pertama-tama, untuk menekankan analogi dengan kalkulus
konvensional, max dinotasikan @, dan + dinotasikan ). Diperkenalkan
simbol / pada notasi konvensional (invers pada operasi + yang mana
merupakan aturan perkalian, yaitu, “pembagi”). Karenanya a / b berarti a — b.

Notasi lain untuk a / b adalah menampilkan suatu notasi

a
b

Untuk menghilangkan tanda &, agar tidak menyebabkan

kebingungan. Untuk mencegah kesalahan, gunakan € dan e untuk “nol” dan

“satu”, yaitu, elemen-elemen netral dari @ dan &), masing-masing, yaitu —oo

dan 0. Untuk memperkenalkan pada pembaca dengan notasi baru, diberikan

tabel berikut:
Notasi Rmax Notasi Konvensional =
4@7 max(4, 7) 7
1 ®D2B3D4DS max(1, 2, 3,4,5) 5
4®5 4+5 9
4@ ¢ max (4, —o) 4
e®4 -0+ 4 —o0
(-5 ®2 —S5+2 -3
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e®5 0+5 5
30°=20"=3®3=2®2®2 | 3x2=2x3=3+3=2+2+2 6
e®* = 28" 0x2=2x0 0
GRN/IA®T) (4 +7) — max(4, 7) 4

2 @ 3)®’ =28° @ 3@’ 3 x max(2, 3) = max(3 x 2, 3x 3) 9
8/e 8—0 8

el5 0-5 -5

V14 14/2 7

V25 25/5 5

Tabel 3.1 Notasi R,.x dan Notasi Konvensional

Di bawah ini diberikan beberapa sifat-sifat dari Aljabar Max-plus.

3.2 Aljabar Max-plus dan Sifat-sifatnya

Pada bagian ini akan memperkenalkan aljabar max-plus dan sifat-

sifatnya, mulai dari memberikan bukti dari sifat-sifat aljabar max-plus

kemudian memberikan contoh pada tiap-tiap sifatnya.

Ryqc dengan operasi @ (Ruq., @), memenuhi sifat-sifat sebagai

berikut:

Lemma 3.1

Ry memiliki sifat assosiatif pada operasi @:

VX,Y,Z € Rpaxt x@ (Y @2)=(x@y)Dz

(Farlow, 2009: 8).
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Bukti
VX,Y,Z € Ryax
X® (Y ®z)=x@®max (y,2z) ... definisi (1.1)
= max (x, max (v, z))
= max (x,Y,2)
= max (max (x,y), 2)
=max (x,y) ® z
=(x®y)®z
Jadi, x® (y @ 2) = (x @ y) ® z
Contoh:
1e2®3)=1®2)®3
1 ® max(2,3) =max (1,2) ® 3
1®3=2®3
max (1,3) = max (2, 3)
3=3
Jadi, 1@ 2®3)=(1®2)®3=3
Lemma 3.2
Rynq memiliki sifat komutatif pada operasi @:

VX, Yy ERpax: XO®Yy =y®x

(Farlow, 2009: 8).

Bukti

VX,y € Rpax
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x®y=max (x,y)
= max (y,x)
=y@x
Jadi, x @ y=y®x
Contoh:
4®@5=504
max (4,5) = max (5,4)
5=5
Jadi, 4®5=5®4 =5
Lemma 3.3

Terdapat elemen identitas terhadap @:

... definisi (1.1)

... sifat komutatif

VX € Rjgx 3€ € Ry - sSehinggax @ e =@ x = x

Bukti

V22 © IR

(Farlow, 2009: 8).

X @ &€ = max (x, —o) ... sifat perluasan operasi untuk —oo

=X

€ @ x = max (—ow, x) ... sifat perluasan operasi untuk —oo

=x
Jdi, xDe=c@x=x
Contoh:
6De=c®6

max (6, —0) = max (—x, 6)
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6=06
Jadi,6@e=c®@6=06
Lemma 3.4
Idempoten terhadap operasi @®:

VXERg: XDX=x

Bukti
\v78 € IR
X @ x = max (x,x)
=X
Jadi, x ® x = x
Contoh:

7@7 =max (7,7)
=7

Jadi, 7@ 7=7

Dapat dikatakan bahwa R, dengan operasi @ (R, @) membentuk
Semi-grup Komutatif (abelian) dengan elemen identitas &, karena memiliki

sifat assosiatif, dan komutatif terhadap operasi @, bisa disebut juga dengan

(Farlow, 2009: 8).

monoid karena semi-grup memiliki elemen identitas terhadap operasi @®.

Selanjutnya R, dengan operasi @ (R, &), memenuhi sifat-sifat

sebagai berikut:

45
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Lemma 3.5
Ry memiliki sifat assosiatif pada operasi &:
VX, V,ZERpux: XY ®2)=(x®y)®z
(Farlow, 2009: 8).

Bukti

VoI ZAERR e

Xx® (Y ®z)=x+ (y+ z).. definisi (1.1)
= (x +y) + z ... sifat assosiatif
=(x®y)®z

Jadi, x®@ (y®2) =(x®y)® z
Contoh:

7®(B8®9)=(7®8)®9

7+(B8+9)=(7+8)+9

74+17=15+9
24 =24

Jadi, 7@ B®9)=(7®8)®9 = 24
Lemma 3.6
Rynax memiliki sifat komutatif pada operasi &):

VX, Y ERpaxt: X®Y =y®x
(Farlow, 2009: 8).

Bukti

VXx,y € Ryax
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x®y =x+y
=y + x ... sifat komutatif
=y®x
Jadi, x ® y =y ®@x
Contoh:
10®11 =11® 10
10+11=11+10
2=
Jadi, 10 ® 11 =11 ® 10 =21
Lemma 3.7

Terdapat elemen identitas terhadap &), misal e adalah identitas terhadap

operasi @:
VX ERpuy: X®e=e®@®x =x
(Farlow, 2009: 8).
Bukti
VO ER
x®e=x+0
=x
e®@x=0+x
=x

Jaddi, x®e=e®x =x
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Contoh:
12Q@e=e®12
12+0=0+12
12 =12
Jadi, 12 ®e=e® 12 =12
Lemma 3.8
Ryna memiliki invers terhadap operasi &:

VX € Rypay: X # € terdapat € Ry, , sehinggax @ y = e

(Farlow, 2009: 8).

Bukti
VX € Rpgx » X *+ €
x®y=x+y=0
Sehingga y = —x € Rpax
Jadi, x®y=x+y=x+(—x)=0=e
Jadi, Terbukti.
Contoh:
13® —13 =13+ (—13)
=0
Jadi, 13® —13 =0
Lemma 3.9
Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi &:

VX ERpuy: X®e=e®x=c¢

(Farlow, 2009: 8).
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Bukti

Vx € Rpax

X ® € = x + (—0) ... sifat perluasan operasi untuk —oo

€ ® x = (—o) + x ... sifat perluasan operasi untuk —oo

Il
™

Jaddi, x ®e=c®x =¢
Contoh:
14®e=e® 14

14 4 (—o0) = (—o0) + 14

Jadi, 14 ® e =c® 14 = ¢

Ry dengan operasi @ (Ruq, &), merupakan Semi-grup dengan
elemen identitas e karena (R, ®) memiliki sifat assosiatif dan komutatif
terhadap operasi @. Membentuk grup abelian karena (R, ®) memiliki sifat
assosiatif, memiliki sifat komutatif, terdapat elemen identitas, dan memiliki
invers terhadap operasi &. (R, &) juga memiliki elemen netral yang

bersifat menyerap terhadap operasi &).
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Ruax dengan operasi @ dan @ (Rua, @, &), memenuhi sifat
distributif seperti berikut ini:
Teorema 3.10
Distributif operasi & terhadap operasi @:
VX, Y,ZE Ry @Y ®z=x®2)D(Y® z)
dan
VX,Y,Z € Rpax: x®@(y@2) = (x®y)® (x ®2)
(Farlow, 2009: 8).
Bukti
\V5 5% 4 (W rmaes
(x ®y) ® z=max(x,y) + z ... definisi (1.1)
= max(x + z,y + z) ... sifat distributif
=(x®2)® (Y ®2)
Jadi, x@y)®z=(x®2)® (y®2)
dan
\20 0 74 © I8y
x Q@ (y ® z) = x + max(y, z) ... definisi (1.1)
= max(x + y, x + z) ... sifat distributif
=@y O *x®2)
Jadi, x @ y ®2) = (x ®y) ® (x ® 2)
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Contoh:
2®3)®4=2®4)®(B®4
Re3)+4=2+4) DB +4
max(2,3) + 4 =max (2+ 4,3 +4)
3+ 4 =max(6,7)
7=17
Jadi, 2®@3)®4=2®4)®(B®4) =7
dan
5(6@7)=6506)®(G®7)
5+ 6@7)=0G+6)®(GB+7)
5 + max(6,7) = max(5 + 6,5 + 7)
5+ 7 = max(11,12)
12 =12

Jadi, 5@ (6@7)=(506)®(G®7) =12

Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka (R, @, &) disebut semi-ring,
karena (R, @) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen netral &,
dan memiliki elemen identitas terhadap operasi @. (R., &) membentuk
semi-grup dengan elemen identitas e (R, ®) juga memiliki elemen netral
yang bersifat menyerap terhadap operasi &), dan yang terakhir (R.., @, &)

membentuk sifat ditributif operasi &) terhadap operasi @.
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Diberikan R, = R U {¢} dengan R adalah himpunan semua bilangan

real dan € = —0. Pada R,,,, didefinisikan operasi berikut:

Va, b € Ry »a @ b=max(a, bydana @ b=a +b.

Misalkan2 @ 1 :==max(2, 1)=2; -3 ® 4:=-3+4=1.

(Rinar,®,®) merupakan semi-ring dengan elemen netral € = —o dan

elemen identitas e = 0, karena untuk setiap a, b, ¢ € R, berlaku:

1.

(Rinax, @) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral €
a ® b=max(a, b)=max(b,a)=b ® a.

(a @ b) @ ¢ = max(max(a, b), ¢) = max(a, b, c) = max(a, max(b,
)=a® (b® o).

a ® € =max(a, —©) =a.

a ® a = max(a, a) = a.

(Rinax, @) merupakan semi-grup dengan elemen identitas e
@®b)®c=(a+b)+c=a+b+c)=a® (b ® c).
a@Qb=a+b=b+a=bQa

a®e=a+0=a=0+a=¢e® a.
a®b=a+b=0,dimana b =—-a € R, jadi,a @ b=a+ (-a) =0
Elemen netral € bersifat menyerap terhadap operasi ®
a®e=a+(-0)=—0=(—0)+a=e® a.

(Rinar, ®,®) memiliki sifat distributif @ terhadap @

(a ®b) ® c=max(a, b) + c = max(a+c, b+c)=(a ® c) ® (b ® ¢).

a® (b @ c)=a+max(b, c) =max(a+b, a+c)=(a ® b) @ (a ® ¢).
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Semi-ring (S, @, &) dikatakan semi-ring komutatif jika operasi &
bersifat komutatif, yaitu Vx, yE S, x @ y=y & x.

Semi-ring (S, @, ®) dikatakan semi-ring idempoten atau dioid jika
operasi @ bersifat idempoten, yaitu Va € S,a @ a = a.

Contoh 3.1:

Semi-ring (Ruqx, @, ®) merupakan semi-ring komutatif dan semi-ring

idempoten (dioid), karena untuk setiap a, b € R, berlaku a ® b =a

+b=b+a=bQ® adan a ® a =max(a, a) = a.

Semi-ring komutatif (S, @, &) dikatakan semi-field jika setiap
elemen tak netralnya mempunyai invers terhadap operasi &), yaitu Va €
S\e},IbES, a®b=bQ a=e.

Contoh 3.2:

Semi-ring komutatif (R.., @, &) merupakan semi-field, karena

untuk setiap a € R terdapat —a € R, sehingga berlaku a & (-a) = a +

(—a) =0=c.

Dari Contoh 3.1 dan 3.2 di atas terlihat bahwa (R @, &)
merupakan semi-field idempoten. R, = (Ruax, @, &) disebut dengan
aljabar max-plus, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan R, Elemen-
elemen R, akan disebut juga dengan skalar. Dalam hal urutan
pengoperasian (jika tanda kurung tidak dituliskan), operasi @ mempunyai

prioritas yang lebih tinggi dari pada operasi ®.
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3.3 Integrasi Aljabar Max-plus dengan Al-Qur’an

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan
dalam Al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu
matematika yang ada dalam Al-Qur’an di antaranya adalah masalah logika,
pemodelan, statistik, teori graf, teori tentang grup dan lain-lain.

Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam AIl-Qur’an. Misalnya,
kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam golongan. Di mana
golongan juga merupakan himpunan karena himpunan sendiri merupakan
kumpulan objek-objek yang terdefinisi. Dalam Al-Qur’an surat Al-Fatihah

ayat 7 disebutkan.

/Q\/ W ? o // . =¥ }. a. _ 2 7./ . > o o /,E/ '1}“L|/

Artinya:

“(yaitu) jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada
mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka
yang sesat”. (Q. S. Al-Fatihah: 7)

Dalam ayat 7 surat Al-Fatihah ini dijelaskan manusia terbagi menjadi
tiga kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWT,
(2) kelompok yang dilaknat, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2007:

47). Seperti gambar berikut:

S

OIO
(@)

Gambar 3. 1 Tiga kelompok Manusia
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Berbicara tentang himpunan selain himpunan manusia, juga
disebutkan dalam Al-Qur’an himpunan-himpunan yang lain. Perhatikan

firman Allah SWT dalam surat Al-Faathir ayat 1.

< _ - £ )4 - e - 2 2w _ - < g - T
(e 3 31 S T e b (2ol e 20T 6 4 Al

< [

4 - . w8 ’// g~ C}~, . s 2 S - /’.“/

PN a S . 2 wl a . PN

3l S Yo O clag Lghdl § oy ahy &bl
7 & = e

Artinya:

“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan
Malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam urusan)
yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga dan empat.
Allah  menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang dikehendaki-Nya.
Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu.” (Q. S. Al-Faathir: 1)

Dari tafsir Ath-Thabari “Yang mempunyai sayap, masing-masing (ada
vang) dua, tiga dan empat.” Maksudnya, para malaikat itu memiliki sayap.
Ada yang memiliki dua sayap, ada yang memiliki tiga sayap, dan ada yang
memiliki empat sayap (Ath-Thabari, 2009: 474).

Dalam ayat 1 surat Al-Faathir ini dijelaskan sekelompok, segolongan
atau sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalam kelompok malaikat
tersebut terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua sayap, tiga sayap,
atau empat sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompok malaikat
yang mempunyai lebih dari empat sayap jika allah SWT menghendaki
(Abdussakir, 2007: 48).

Setelah membicarakan himpunan dalam konsep Islam, sekarang
mengkaji operasi biner dalam konsep Islam. Misal * adalah operasi pada

elemen-elemen S maka ia disebut biner, apabila setiap dua elemen a, b € S
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maka (a * b) € S. Jadi jika anggota dari himpunan § dioperasikan hasilnya
juga anggota S. Dalam dunia nyata operasi biner dan sifat-sifat yang harus
dipenuhi oleh grup merupakan interaksi-interaksi yang terjadi antara sesama
makhluk. Jadi sekalipun makhluk-makhluk tersebut berinteraksi dengan
berbagai macam pola akan tetap berada dalam himpunan tersebut yaitu

himpunan ciptaanNya. Seperti pada gambar berikut:

Allah

Manusia

Gambar 3. 2 Hubungan antara Manusia dengan Allah

Sistem aljabar merupakan salah satu materi pada bagian aljabar
abstrak yang mengandung operasi biner. Himpunan dengan satu atau lebih
operasi biner disebut sistem aljabar. Sistem aljabar dengan satu operasi biner
yang memenuhi sifat-sifat tertentu yaitu tertutup, assosiatif, invers, identitas
yang kemudian disebut grup. Sedangkan kajian himpunan dengan satu
operasi biner dalam konsep Islam yaitu, bahwa manusia adalah diciptakan
secara berpasang-pasangan. Sedangkan kajian grup dalam konsep Islam yaitu,
bahwa manusia adalah diciptakan secara berpasang-pasangan. Perhatikan

firman Allah SWT dalam surat Al-Faathir ayat 11.
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Artinya:

“dan Allah menciptakan kamu dari tanah kemudian dari air mani,
kemudian Dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan perempuan). dan
tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan tidak (pula) melahirkan
melainkan dengan sepengetahuan-Nya. dan sekali-kali tidak dipanjangkan
umur seorang yang berumur panjang dan tidak pula dikurangi umurnya,
melainkan (sudah ditetapkan) dalam kitab (Lauh Mahfuzh). Sesungguhnya
vang demikian itu bagi Allah adalah mudah.” (Q. S. Al-Faathir: 11)

Menurut tafsir Ath-Thabari, Bisyr menceritakan kepada kami, ia
berkata: Yazid menceritakan kepada kami, Sa’id menceritakan kepada kami
dari Qatadah, mengenai firman Allah “Dan Allah telah menciptakan kamu
dari tanah, > ia berkata, “Maksudnya adalah Adam. ‘Kemudian dari air
mani.” Maksudnya adalah keturunannya. “Kemudian Dia menjadikan kamu
berpasangan (laki-laki dan perempuan).” Maksudnya adalah, Allah
mengawinkan sebagian dari kalian dengan sebagian yang lain (Ath-Thabari,
2009: 499).

Dari firman di atas bahwa manusia adalah berpasang-pasangan yaitu
laki-laki dengan perempuan, sehingga laki-laki dan perempuan harus
berpasangan, dan dengan berpasangan (menikah) manusia dapat mengandung
dan melahirkan seorang anak dan kemudian anak tersebut juga akan

berpasangan dengan anak yang lain.
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Seperti gambar berikut:

Nikah
Anak

Gambar 3. 3 Himpunan Manusia dengan Satu Operasi Biner

(M, N) dengan M adalah himpunan manusia {laki-laki, perempuan}
dan N adalah pernikahan, maksudnya adalah himpunan manusia disini, yaitu
laki-laki dan perempuan jika dihubungkan dengan operasi biner N yakni
pernikahan maka akan melahirkan anak kemudian akan terus berkembang,
laki-laki menikah dengan perempuan maka akan memiliki anak.

Aljabar Max-plus yang dinotasikan dengan R,5x = (Ruww @, &)
merupakan salah satu struktur dalam aljabar yaitu semi-field komutatif
idempotent. R, merupakan himpunan R U {e}, dimana R merupakan
himpunan bilangan real, dengan & = —oo, sedangkan operasi @ menyatakan
maksimal dan & menyatakan penjumlahan normal bilangan real. Jika
dikaitkan dengan konsep Islam. Seperti dijelaskan dalam firman Allah SWT
dalam surat An-Nisaa’ ayat 23.
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Artinya:

“diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anak-anakmu yang
perempuan;  saudara-saudaramu  yang perempuan, saudara-saudara
bapakmu yang perempuan; saudara-saudara ibumu yang perempuan; anak-
anak perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laki; anak-anak
perempuan dari saudara-saudaramu yang perempuan, ibu-ibumu yang
menyusui kamu; saudara perempuan sepersusuan; ibu-ibu isterimu (mertua);
anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu dari isteri yang telah kamu
campuri, tetapi jika kamu belum campur dengan isterimu itu (dan sudah
kamu ceraikan), Maka tidak berdosa kamu mengawininya; (dan diharamkan
bagimu) isteri-isteri anak kandungmu (menantu); dan menghimpunkan
(dalam perkawinan) dua perempuan yang bersaudara, kecuali yang telah
terjadi pada masa lampau; Sesungguhnya Allah Maha Pengampun lagi Maha
Penyayang.” (Q. S. An-Nisaa’: 23)

Menurut tafsir Ath-Thabari, “diceritakan oleh Abu Kuraib kepada
kami, ia berkata: Ibnu Abi Zaidah menceritakan kepada kami dari Ats-Tsauri,
dari A’masy, dari Ismail bin Raja, dari Umair (mantan budak Ibnu Abbas),
dari Ibnu Abbas, ia berkata, “Diharamkan sebab keturunan tujuh (orang) dan
sebab perkawinan tujuh (orang). Allah berfirman, ‘Diharamkan atas kamu
(mengawini) ibu-ibumu’, sampai kepada (tentang) firman Allah ‘Dn
menghimpunkan (dalam perkawinan) dua perempuan yang bersaudara,
kecuali yang telah terjadi pada masa lampau’. Ketujuh orang itu (dijelaskan)
dalam firman Allah, ‘Dan janganlah kamu kawini wanita-wanita yang telah
dikawini oleh ayahmu’ (Ath-Thabari, 2009: 678).

Maka dari firman di atas bahwa manusia adalah berpasang-pasangan

antara laki-laki dan perempuan dengan menikah. Akan tetapi cara menikah
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dengan pasangannya, harus secara hukum agama dan apabila tidak sesuai
dengan hukum agama, maka diharamkan bagi kedua pasangan yang akan
menikah. Padahal tujuan dalam pernikahan tersebut adalah agar halal. Jadi

menikahlah dengan pasangan kamu sesuai dengan hukum agama.

Seperti gambar berikut:

Secara hukum
agama

Tidak secara
hukum agama

Perempuan

Gambar 3. 4 Himpunan Manusia dengan Dua Operasi Biner
(M,N,H), dengan M adalah himpunan manusia {laki-laki,
perempuan}, N adalah pernikahan, dan H adalah hukum agama. Ketika laki-
laki dan perempuan dioperasikan pada operasi pertama yakni N (pernikahan)
maka akan melahirkan anak dan berkembang, sedangkan himpunan manusia
M jika dioperasikan terhadap operasi kedua yakni H (hukum islam) maka
akan sah secara hukum islam, jika tidak secara hukum islam maka tidak sah.
Kajian surat tentang terapan Aljabar Max-plus dengan ayat dalam Al-
Qur’an terdapat dalam Firman Allah SWT dalam surat Al-Maidah ayat 2:
B = 3 2 P P
ST N5 (3TN a1 A 20T Ny A s 112 ¥ 10 el Gl

27 2
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Artinya:

“Hai orang-orang yang beriman, janganlah kamu melanggar syi'ar-
syi'ar Allah, dan jangan melanggar kehormatan bulan-bulan haram, jangan
(mengganggu) binatang-binatang had-ya, dan binatang-binatang qalaa-id,
dan jangan (pula) mengganggu orang-orang yang mengunjungi Baitullah
sedang mereka mencari kurnia dan keredhaan dari Tuhannya dan apabila
kamu telah menyelesaikan ibadah haji, maka bolehlah berburu. Dan
janganlah sekali-kali kebencian(mu) kepada sesuatu kaum karena mereka
menghalang-halangi kamu dari Masjidilharam, mendorongmu berbuat
aniaya (kepada mereka). Dan tolong-menolonglah kamu dalam
(mengerjakan) kebajikan dan takwa, dan jangan tolong-menolong dalam
berbuat dosa dan pelanggaran. Dan bertakwalah kamu kepada Allah,

b

sesungguhnya Allah amat berat siksa-Nya.’

Firman Allah ini terputus/terpisah dari firman Allah sebelumnya.
Perintah untuk saling tolong-menolong dalam mengerjakan kebajikan dan
takwa ini merupakan perintah bagi seluruh manusia. Yakni, hendaklah
sebagian kalian menolong sebagian yang lain. Berusahalah untuk
mengerjakan apa yang Allah perintahkan dan menerapkannya. Jauhilah apa
yang Allah larang dan hindarilah (Al-Qurthubi, 2008: 114).

Jadi dengan adanya penelitian ini diharapkan mampu membantu dan
menolong pembaca dalam mengkaji tentang Aljabar Max-plus dan sifat-
sifatnya, bisa juga sebagai bahan ajar yang mempelajari Aljabar Max-plus
yang sebelumnya belum pernah diajarkan di bangku kuliah, dan dapat

dijadikan referensi untuk penelitian selanjutnya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari uraian dalam BAB III dapat disimpulkan bahwa aljabar max-
plus R, merupakan semi-field idempoten, Aljabar max-plus adalah
himpunan R U {-oo0}, dengan R himpunan semua bilangan real yang
dilengkapi dengan operasi maksimum, dinotasikan dengan @ dan operasi
penjumlahan, yang dinotasikan dengan ). Selanjutnya (R;u.,®,&)
dinotasikan dengan R, dan {-co} dinotasikan dengan &. Elemen &
merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan O merupakan elemen
identitas terhadap operasi &).

(Rinax,®,&®) merupakan semi-ring dengan elemen netral € = —co dan
elemen satuan e = 0, karena untuk setiap a, b, ¢ € R, berlaku sifat-sifat
berikut:

i.  Assosiatif terhadap operasi @:
VX, Y,ZERpux: X®@(@®2)=x®y)®z
ii. Komutatif terhadap operasi ®:
VX, V,ZE€Rpuxt X®Yy =y®x
iii. Terdapat elemen identitas terhadap @®:
VXER 4 XDeE=e@x=x
iv. Idempoten terhadap operasi @:

VX €E Rpax: X®x =x
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(Rimax, @) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen identitas &.
Assosiatif terhadap operasi &):
VX, V,ZE€ERpax: XY ®2)=(x®y)®z

Komutatif terhadap operasi &:

VX, V,ZE€ Rpax: x®y =y®x
Terdapat elemen identitas terhadap &):

VXER1xt XxRe=e®x=x
Invers terhadap operasi &):

VX € Rjax: X #+ €terdapaty € Ry, sehinggax ® y = e

Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi &:

VXER g X®e=e®x=¢
(Rinar, ®) membentuk grup abelian dengan elemen identitas e, dan
memiliki elemen netral € yang bersifat menyerap terhadap operasi ).
Distributif operasi & terhadap operasi @:

VX, Y,Z€Rpa: X®(y@2)=x®y)® (x® 2)

(Rinax, @, &) disebut semi-ring, semi-ring R,,,, merupakan semi-ring
komutatif dan semi-ring idempoten jika operasi @ bersifat idempoten,
dan semi-ring komutatif R, merupakan semi-field jika setiap elemen
tak netralnya mempunyai invers terhadap operasi &. Maka, terlihat
bahwa (R, @, &) merupakan semi-field idempoten. R, =
(Rinar,®,®) disebut dengan aljabar max-plus, yang selanjutnya cukup

dituliskan dengan R,
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4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan
masalah aljabar max-plus dan sifat-sifatnya. Maka disarankan kepada peneliti
selanjutnya untuk membahas tentang aljabar max-plus pada matrik, pada
fungsi skalar, pada masalah nilai eigen dan vektor eigen, dan lain-lain.
Aljabar max-plus memiliki peranan yang sangat banyak dalam menyelesaikan
persoalan di beberapa bidang seperti teori graf, fuzzy, kombinatorika, teori
sistem, teori antrian dan proses stokastik. Karena penelitian ini adalah aljabar

max-plus, maka bisa diteliti pula tentang aljabar min-plus.
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