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Motto

"Raihlah ilmu, dan untuk meraih ilmu

belajarlah untuk tenang dan sabar "

(Khalifah Umar)

“Agama tanpa ilmu adalah buta. Ifmu tanpa

agama adalah lumpuh”

(Albert Einstein)
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ABSTRAK

Pratamasari,Yustycie. 2010. Keterhubungan dalam Graf Komutatif dari
Matriks Bilangan Real. Skripsi.Jurusan Matematika Fakultas Se
dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Mallorahim
Malang
Pembimbing:(l) Drs. Turmudi, M.Si.

(1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Berdasarkardefinisi tentang graf komutatif dari matriks divisii
ring, diketahui bahwa division ring merupakan entrii daatriks.

Field adalah division rir yang bersifat komutati;ontotnya adalah
bilangan real.Pada pembahasan tentangfg salah satu hal yar
menarik untuk dibahas yaitu tentang keterhubunBerdasarkan
latar belakang masalah tersebut penelitian dilakudengan tujue

menjelaskanketerhubungan dalam graf komutatif dari mat
bilangan rea Metode penelitian dalam s8gsi ini adalah penelitia
pustaka dengan langkakangkah berikut: (1) Mnyelidiki

keterhubungan grékomutatif dari matriks diagonaf2) Menyelidiki

keterhubungan grikomutatif dari matriks segitiga.

Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperoleha jika S adalah
matriks diagonal diman:S € M, (R), maka tidak terdapat gr.
komutatif dariS. Hal itu dikarenakarbentuk umum dari matrik
diagonal sama dengan centernya, sehinggmpunan simpulny.
merupakan himpunan koso

Apabila S adalah matriks segitiga dimaremntri yang bukan nc
adalah boleh bernilai nol d § £ M,(R), makagraf komutatif dar

S adalah tidak terhubu. Dan apabilaS adalah matrikssegitiga
dimanaentri yang bukan nol adalah tidak boleh bernilai dar

S € M,(R), maka graf komutatif darS adalah merupakan graf
kosong.

Kata Kunci: Matriks bilangan real, Graf komutatfeterhubunga.

Xiv



ABSTRACT

Pratamasari, Yustyc 2010.Connectivity in Commuting Graphs of matrices

over Real Numbers Thesis, Department of Mathematics Facult
Science and Technology, State Islamic UniverMaulana Malik
Ibrahimof Malang.
Advisor: (1) Drs. Turmudi, M.Si

(1) Dr. Ahmad Barizi, MA

From te definitions about commuting rgphs of matrice over
division ring, it is known that thelivision ring is the entry of matr.
Field iscommutative division ring, thexample is a real numbers.
the discussion of the graph, one interesting tauss is about the
connectednes Based on the background of thggeblems research
was conducted with the aim explains the connectivity of tf
commuing graphs of matrices over real numbers.

Methods of research in this thesis is the libraagearch method
with the following steps: (1) Investigate the coctngty of the
commuing graph of diagonal matriX2) Investigate the connectivi
of the commuting graph of triangular matrix.

Based o the discussion result can be obtained th&tis a diagonal
matrix wherc § € M,(R), then there is no commuting gra.
That's because general formdiagonal matrixs equivalent with it
center, so vertices set be an empty

If Sis atriangular matrix wher@on zero entries are may have
zero value ar 5 < M,(R), then commuting graph oS is

disconnected. Ancf Sis a triangular matrix wheneon zero entries
are may have not the zero value S < M, (R), then commuting
graph ofSis an empty graph.

Keywords: Matrices over real numbers, comimgt craph,
connectivity
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang
Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yabgtuiikan oleh

masyarakat dalam kehidupan sehari-hari baik selzargsung maupun tidak
langsung. Matematika juga merupakan ilmu yang titedkepas dari agama.
Pandangan ini dengan jelas dapat diketahui kebemgaadari ayat-ayat Al-
Quran yang berkaitan dengan matematika, di anyaradalah ayat-ayat yang
berbicara mengenai bilangan, operasi bilanganadanya perhitungan. (Fathani,
2008: 217)

Hal tersebut dapat dilihat di dalam surat Maryamat &4 sebagai berikut:

4// - } {/ P 9} -
“Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah merakantenghitung mereka
dengan hitungan yang teliti

Selain itu, Allah juga berfirman dalam surat Al-Qamayat 49 sebagai berikut:

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu meuokuran.”

Berbagai hal yang terdapat di alam semesta inhtelda ukurannya,
hitungannya, dan teoremanya. Seseorang yang aldimm#ika tidak membuat

suatu teorema. Mereka hanya menemukan teoremébuers@leh karena itu,



apabila di dalam kehidupan ditemukan suatu permhsal] manusia harus selalu
berusaha untuk menemukan solusinya.

Pembuktian kebenaran suatu teorema harus selalu pada saat
menemukan teorema tersebut. Apabila kebenarannteotersebut belum jelas,
maka kita tidak boleh mengikutinya.

Allah berfirman di dalam surat Al-hujurat ayat 6:

< z
Yo 3
2% -
g

e 8 p },/ */ = r/,: ° & f £, }{//,/ zZ P ,/ - ;/~/ & A 2 . AT
| g iab 40 g2 L33 | g ol 133038 LG 5B 25716 o 152502 cp )l G
3 Z - - //0 /0 P /;— g -

=

a7 B P
o X = P LA )
oW e ) -

“Hai orang-orang yang beriman, jika datang kepadamrang fasik membawa
suatu berita, maka periksalah dengan teliti, agamki tidak menimpakan suatu
musibah kepada suatu kaum tanpa mengetahui keagaayang menyebabkan
kamu menyesal atas perbuatanmu itu.”

Di dalam ayat tersebut, semua orang muslim diwajbkintuk menyelidiki

a7 £
kebenaran\%.:.e) atas segala sesuatu sebelum mempercayainya.

Apabila teorema tersebut benar, maka harus ditkajubukti yang benar
dari teorema tersebut.

Allah berfirman di dalam surat Al Bagarah ayat Sgbagai berikut:

d

£ £ =& E - = S S R
S B aabll Ay (a3 Bse OF o AT J5- 35 J 1,6

L, — o« - s 2 . -2 <



“Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: "Sekalltkidak akan masuk surga
kecuali orang-orang (yang beragama) Yahudi atau rhiais’ Demikian itu
(hanya) angan-angan mereka yang kosong belaka.kidatah: "Tunjukkanlah
bukti kebenaranmu jika kamu adalah orang yang bé&nar

Para ahli kitab, baik Yahudi maupun Nasrani, tdb@npendapat bahwa
hanya golongan mereka sendiri yang akan masuk .sDigdalam ayat tersebut
Allah  SWT meminta bukti kebenaran yang menguatkamdppat mereka.
Walaupun arti dari ayat tersebut terdapat tuntuyeamg mengemukakan bukti,
maknanya menyatakan ketidakbenaran pendapat mésskema mereka tidak
akan dapat mengemukakan bukti yang benar. Dalabtergabut terdapat isyarat
bahwa suatu pendapat yang tidak didasarkan bukiy yeenar maka pendapat
tersebut tidak akan diterima.

Untuk membuktikan kebenaran sesuatu (pernyataan lz¢ata), maka
diperlukan pengetahuan matematika. Salah satu galwEmi pengetahuan
matematika adalah aljabar. Aljabar (berasal dahaba Arab &l-jabr” yang
berarti ‘pertemuaiy atau ‘hubungaf) merupakan salah satu cabang dari
matematika yang dapat dicirikan sebagai generaldas aritmatika. Aljabar
linear mempelajari sistem persamaan linear darussola, vektor, dan
transformasi linear. Pembahasan mengenai matrikogdarasinya juga berkaitan
erat dengan aljabar linear. Sedangkan aljabarakstempelajari struktur aljabar,
seperti grup, ring, medan, dan lain sebagainyari Teaf juga merupakan bagian
dari matematika yang mempelajari sifat-sifat daaifg

Ketiga bagian dari matematika tersebut bukan mé&ampgembahasan

yang terpisah. Ketiganya masih memiliki hubungarmaf&komutatif merupakan



salah satu contoh pembahasan dari ketiga bagiaemmatka tersebut. Di dalam
pembahasan tentang graf komutatif, diperlukan pamah tentang ring yang
merupakan bagian dari aljabar abstrak. Selain iperthkan operasi perkalian
matriks dalam menentukan keterhubungan langsadjgden) simpul-simpulnya
yang mana hal itu terdapat di dalam aljabar linBadangkan penjelasan tentang
graf ada di dalam teori graf.

Pada pembahasan tentang graf, salah satu hal yamayikuntuk dibahas
yaitu tentang keterhubungan dari graf tersebutefitan sebuah gra®, sebuah
lintasan P (path) adalah barisanvyg,e;,vi,e,...,.6&, W% Yyang secara berurutan
merupakan titik dan sisi berbeda di dal@nuntuk setiap, 1 < i < k, akhir dari
g adalahvi; danv;. Dikatakanu adalah terhubung ke di dalamG jika ada
lintasan di antarai danv. Graf G adalah terhubung jika ada lintasan di antara
setiap dua titik yang berbeda déi

Misal D merupakan division ring daM,(D) merupakan himpunan dari
semua matriken x n atasD. Untuk S € M,(D), graf komutatif dariS, yang
dilambangkan dengal(S), adalah graf dengan himpunan tig(S) sedangkan
titik berbedaA danB terhubung langsun@djacenj jika dan hanya jikaAB = BA
dimanaZ(S) = {A|A € S,AB = BA,V B € S}. (Vaezpour & Raja, 2009)

Dari pengertian tentang graf komutatif di atas, alagikhususkan lagi
pengertiannya apabila division rii@) tersebut diganti dengan bilangan ré3L (
Hal tersebut dikarenakan bilangan real merupakéah ssatu contoh dari field,

sedangkan field merupakan division ring yang batskomutatif. Sehingga



pengertian graf komutatif dasiyang merupakan subset dari matriks bilangan real
dengan ordm adalah sebagai berikut:
Misal R merupakan bilangan real dah,(R) merupakan himpunan dari semua
matriksn x n atasR. UntukS < M, (R), graf komutatif dar§, yang dilambangkan
denganl’'(S), adalah graf dengan himpunan ti8&(S) sedangkan titik berbeda
dan B terhubung langsungadjacenj jika dan hanya jikeAB = BA dimana
7Z(S) ={A|A € S,AB = BA,V B € S}.

Permasalahan yang muncul di dalam pembahasan nsmgahkomutatif
adalah tentang bagaimanakah keterhubungan yanijkdioleh graf tersebut.
Oleh sebab itu, dalam penelitian ini penulis tétamtuk meneliti mengenai

keterhubungan dalam graf komutatif dari matrikartgan real.

1.2Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusasalaia dalam
penelitian ini adalah bagaimanakah keterhubungdandaraf komutatif dari

matriks bilangan real?

1.3Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuauligen skripsi ini
adalah untuk menjelaskan keterhubungan dalam goaiutatif dari matriks

bilangan real.



1.4 Batasan Masalah

Agar penulisan skripsi ini tidak meluas, maka pehnaisan dilakukan

hanya pada keterhubungan dalam graf komutatif dwairiks bilangan real.

Bilangan real yang menjadi entri matriks adalaldfigang merupakan division

ring yang bersifat komutatif.

Matriks bilangan real yang akan dibahas merupakatniks diagonal dan

matriks segitiga. Matriks tersebut dilambangkangders, dimanaS merupakan

himpunan bagiarms(ibseX dari matriks bilangan real dengan ord(s < M, (R)).

1.5 Manfaat Penelitian

1)

2)

3)

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberikanfamat, yaitu:
Bagi Penulis
Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informdan wawasan
pengetahuan tentang aljabar linear, aljabar ahstiak teori graf, khususnya
tentang penjelasan keterhubungan dalam graf korhdéait matriks bilangan
real.
Bagi Lembaga
Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tarabakepustakaan yang
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuanushys di jurusan
matematika untuk mata kuliah aljabar linear, aljadizstrak, dan teori graf.
Bagi Pengembangan limu
Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai balkajian keilmuan untuk

menambah wawasan keilmuan.



1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah deetgenelitian
pustaka library research, vaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dar
berbagai sumber seperti buku, jurnal, atau makalakalah. Penelitian dilakukan
dengan melakukan kajian terhadap buku-buku aljabear, aljabar abstrak, dan
teori graf dan jurnal-jurnal atau makalah-makalahgymemuat topik tentang graf
komutatif.
Langkah selanjutnya adalah menyelidiki keterhubangtalam graf
komutatif dari matriks bilangan real, langkah-laalgkya adalah:
a. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif d&ataul' (S) dimanaS < M,(R)
danSadalah matriks diagonal.
b. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif d&ataul' (S) dimanaS < M,(R)
danSadalah matriks segitiga dimana entri yang bukdrmaleh bernilai nol.
c. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif d&ataul (S) dimanaS € M,(R)
danS adalah matriks segitiga dimana entri yang bukdridak boleh bernilai

nol.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah dalam memahami skripsi ini se&aseluruhan
maka penulis menggunakan sistematika pembahasantgadiri dari 4 bab dan

masing-masing akan dijelaskan sebagai berikut:



BAB I.

BAB Il

BAB I

BAB IV

PENDAHULUAN

Dalam bab ini dilakukan penjelasan tentang latdakasg, rumusan
masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, ntanjaaelitian,
metodologi penelitian, dan sistematika penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Pada bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teorit yang
mendukung bagian pembahasan. Konsep-konsep teraabara lain
membahas aljabar matriks, grup dan ring, teori daaf representasinya
di dalam Islam.

PEMBAHASAN

Di dalam bab ini akan dijelaskan center dan grahki@tif dari matriks
bilangan real. Selanjutnya menyelidiki keterhubumgmaf komutatif
dari S atauI'(S dimana$ < M,(R) denganS merupakan matriks
diagonal, matriks segitiga dimana entri yang bukahboleh bernilai
nol, dan matriks segitiga dimana entri yang bukah tidak boleh
bernilai nol. Setelah itu dilakukan diskusi daristhapembahasan
tersebut.

PENUTUP

Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dan saran.



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA
2.1. Aljabar Matriks
2.1.1. Definisi Matriks

Di dalam kehidupan, sering dijumpai masalah-masalghng
membutuhkan perlakuan khusus. Hal tersebut dim&esudintuk keperluan
penyajian dan pencarian metode penyelesaiannyah Satu bentuk penyajiannya
adalah dengan menyusun item-item dalam bentuk Bandolom, yang biasanya
disebut dengan matriks.

Penggunaan matriks telah banyak dijumpai dalamdkegain sehari-hari,
disadari ataupun tidak, penggunaan matriks tersidtait banyak dimanfaatkan
dalam menyelesaikan masalah-masalah yang berhubuthgyagan kehidupan,
misalnya pada aplikasi perbankan dan juga di datamia olahraga yang
digunakan sebagai penentuan klasemen suatu pergamdi

Suatu matriksrfiatrix) adalah jajaran empat persegi panjang dari bilanga
bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersetisebutentri dari matriks.
(Anton dan Rorres, 2004: 26)

Sehingga matriks merupakan suatu susunan yamgeriiek perseqgi
panjang yang terdiri dari bilangan-bilangan. Baebuah matriks adalah susunan
bilangan-bilangan yang mendatar (arah horizont@Brd matriks. Kolom sebuah
matriks adalah susunan bilangan-bilangan yang tdga#h vertikal) dalam

matriks.
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Suatu matriks dapat ditulis dalam bentuk ( duaf ]. Matriks
dilambangkan dengan huruf besar, misalnya A, B, skterusnya. Entri pada
matriks dilambangkan dengan huruf kecil dan beksdemisalnyaa,,, yang

merupakan entri pada baris k&-dan kolom ke-n. Bentuk umum dari matriks

adalah:
a1 Qg2 vt Qqp
a a cee a
A=IWHAE 1is #F
aml amZ =°° amn

dimanam menunjukkan baris dammenunjukkan kolom.

Ukuran matriks atau biasa disebut dengan ord@rikmamenyatakan
jumlah baris dan jumlah kolom yang terdapat di mhataatriks tersebut. Apabila
suatu matriks memiliki jumlah baris sebanyak) dan jumlah kolomr), maka
disebut matriks berordm x n.

Dari definisi tentang matriks di atas, maka obntlari matriks adalah

sebagai berikut:

a. Matriks berordo 2 x 14 = [g]

Entri matriksA adalaha;; = 5 dana,; = 3.

b. Matriks berordo 2 x 2B = [1 4]

4 3

Entri matriksB adalahb; = 1, by, = 4, by; = 4, danb,, = 3.

1 2 5
c. Matriks berordo 3 x 3¢ = |o 2 4
0 0 O

Entri matriksB adalah:a;; =1, aj;; = 2, a3 =5, a,; =0, az, = % a3 = 4,

az;1 =0,a3, =0, dana33 = 0.
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2.1.2. Kesamaan Matriks
Dua matriks adalah samaqua) jika keduanya memiliki ukuran yang
sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah $aman dan Rorres, 2004: 28)
Di dalam notasi matriks, apabita= [a;] danB = [b;] memiliki ukuran

yang sama, maka = B jika dan hanya jikaX); = (B);j, ataua; = by untuk semua

dan;.
Contoh:
2 A 2 2 1 2
aA=\|7 4 3|,B=|7 4 3
4 5 6 4 5 6

Dua matriks di atas memiliki ukuran dan entri-eting bersesuaian sama,
sehinggad = B.

3 a8
4 6

_[3 5 =
b.a=[, °|.B=|
Apabila nilaix = 6, makad = B, tetapi untuk semua nilaiyang lain, matriks

A danB adalah tidak sama karena tidak semua entri-eatrg \bersesuaian

adalah sama.

2.1.3. Perkalian Skalar Matriks

Jika A adalah matriks sebarang danadalah skalar sebarang, maka
hasilkali-nya (roduc) cA adalah matriks yang diperoleh dari perkalian petia
entri pada matriké\ pada bilanga. Matriks cA disebut sebagai kelipatan skalar
(scalar multiplg dariA. (Anton dan Rorres, 2004: 29).

Di dalam notasi matriks, apabilh= [a;;], maka(cA); = c(4); = cay;.

Atau dapat juga ditulis sebagai
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[ca;1 caqp; 0 Ca4g

CA = Ciu.z.l C.a..zz ..'... C-C%?]

[ ca;; ca o Q)
o3 2 B@W 303) 32113 9 6
Contoh.A—»B 5 2],maka3A—[3(3) 3(5) 3(2) _[9 15 6]

2.1.4. Perkalian Matriks

Jika A adalah matriksn x r danB adalah matrikg x n maka hasilkali
(produc) AB adalah matriksn x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut.
Untuk mencari entri pada barisdan kolomj dari AB, pisahkanlah baris dari
matriks A dan kolomj dari matriksB. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari
baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkail asg diperoleh. (Anton
dan Rorres, 2004: 30)

Dengan kata lain, perkalian matriks dapat didekais sebagai berikut:
misalkanA = [a,,,] danB = [b,,,] merupakan matriks-matriks yang sedemikian
rupa sehingga jumlah kolom dafi sama dengan jumlah baris d&i Maka
hasilkaliAB adalah matriksn x n yang mana entij diperoleh dengan mengalikan

baris ket dariA dengan kolom kedariB.

[an alr][bll blj bln C11 Cln'l
| ay ar l j [ j
laml eee amrJ le ves j eee rn

di manact] - atlblj + a12b2] + -t alT rj Zk 1alkbk]
Berdasarkan definisi dari perkalian matriks terselomaka dua matriks
dapat dikalikan apabila jumlah kolom matriks perasama dengan jumlah baris

dari matriks kedua. Sehingga dapat dituliskan saldayikut:
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Amxr X Brxn = Cinxn

Contoh dari perkalian matriks adalah sebagai beriku

2 1 2 3
TN AL
2 2 | P

A adalah matriks 2 x 3 daB adalah matriks 3 x 4, sehingga hasB adalah
matriks 2 x 4. Untuk menentukan, misalnya, entdgharis 2 dan kolom 3 dari
AB, kita memisahkan baris 2 dakidan kolom 3 darB. Kemudian mengalikan

entri-entri yang bersesuaian dan menjumlahkankedisiy/a.

B2k

. [ ol TR ]
(3.2) + (2.3) + (1.1) = 13
entri pada baris 1 dan kolom 4 dai dihitung dengan cara berikut.

2 1 2 3] [ 11]

12 ﬂk1 3 1|=
2 2 1 2

(1.3)+ (2.1) + (3.2) = 11
Perhitungan untuk hasilkali lainnya adalah:
(1.2) + (2.0) + (3.2) = 8
(1.1) + (2.1) +(3.2) =9

8 9 11 11
8 7 13 13

1.2)+(2.3)+(3.1) =11 AB =
(3.2)+(2.0)+(1.2)=8
BLH+R1+(12=7
(3.3)+(2.1)+(1.2) =13

Misal A, B, danC adalah matriks yang dapat dikalikan, maka sifiatsi

dari perkalian matriks adalah:
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1. Sifat distributif
a. A(B+C)=AB+AC
b. (A+B)C=AB+BC
2. Sifat asosiatif
A(BC) = (AB) C
3. AB#BA
Perkalian matriks tidak memenuhi sifat komutatibdB® bilangan real
berlakuab = ba. Sedangkan pada matrik&B tidak selalu sama deng&®@A
Hal tersebut dapat disebabkan pada kasus sebataitbe
a. Hasil dari AB dapat didefinisikan, akan tetapi hasil dBA tidak dapat
didefinisikan. Sebagai contoh, apabAaadalah matriks yang memiliki
ordo 2 x 3, damB adalah matriks yang memiliki ordo 3 x 4.
b. Hasil dariAB danBA dapat didefinisikan, akan tetapi masing-masing ent
yang bersesuaian dari matriks tersebut adalah dé&ri$ebagai contoh:

2 1
2 2

a5=[, 31z 2l=lio o
pa=[; olla sl=ls 1l

Dari hasil tersebut, dapat disimpulkan baliga* BA.

A= B g] danB = [ ] sehingga

4. Perkalian dengan identitas

IA=AlI=A
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2.1.5. Transpos Matriks

Jika A adalah matrikan x n, maka transpos da’ (transpose of A
dinyatakan dengam\', didefinisikan sebagai matriks x m yang didapatkan
dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-kol@m A sehingga kolom
pertama dariA” adalah baris pertama dak kolom kedua darA™ adalah baris
kedua dari, dan seterusnya. (Anton dan Rorres, 2004: 36)

Dari definisi tersebut, dapat dikatakan bahwarike transpos adalah
suatu matriks yang diperoleh dari perpindahan hgata matrik\ yang berubah

menjadi kolom pada matril&', sehingga dapat dituliskan sebagai:

Amxn 3 (aij) = AT: (afi)

2 7 4 ¥ 491 W
Contoh:A =19 5 5] sehingga ” = [7 5 8].
2 8 4 4 5 4

Transpos dari sebuah hasilkali adalah hasildaii transpos-transposnya,
tetapi dalam urutan terbalik. (Lipschutz dan Lips@004: 14). Yaitu sebagai
berikut:

(AB)T = B"A"
Apabila perkalian matriké danB memiliki sifat komutatif, maka
(AB)T = (BA)'
o BTAT = ATBT
sehingga berlaku:
(AB)" = A"B"

(BA)T = BTAT
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2.1.6. Matriks Bujursangkar

Matriks bujursangkar adalah matriks dengan jumiatiskdan kolom yang
sama. (Lipschutz dan Lipson, 2004: 15)

Matriks bujursangkar atau dapat juga dinamakatriks persegi yang
memiliki orden, biasanya disebuhatriks bujursangkan. Entri a1, ay;, ass,...,
a,, berada pada diagonal utama dari matAk$latriks bujursangkar dibedakan
menjadi matriks identitas, matriks diagonal, matrikegitiga, dan matriks
simetrik.

Contoh:
1. [(1) 2] , Matriks bujursangkar dengan orde 2.

2 7 3
20 [6 9 2
3 5 4

, Matriks bujursangkar dengan orde 3.

2.1.7. Matriks Segitiga

Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagatamanya adalah
nol disebut matriksegitiga bawah(lower triangulan dan matriks bujursangkar
yang semua entri di bawah diagonal utamanya acdabtlisebut matriksegitiga
atas (upper triangulaj. Suatu matriks, baik segitiga bawah atau segititzes
disebut matriks segitigariangular). (Anton dan Rorres, 2004: 76)

Berdasarkan definisi tersebut, transpos datiiksasegitiga bawah adalah
matriks segitiga atas. Demikian juga sebaliknyangpos dari matriks segitiga

atas adalah matriks segitiga bawah.
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Contoh matriks segitiga atas:

1 __2 1

1o 5], matriks segitiga atas dengan orde 2.

, matriks segitiga atas dengan orde 3.

N

o u
o OB
S W

, matriks segitiga atas dengan orde 4.

W
coo
coulN
cCorR Rk
W O W

Contoh matriks segitiga bawabh:

1. >_12 g] matriks segitiga bawah dengan orde 2.

, matriks segitiga bawah dengan orde 3.

N
SN
w oo
@) @ =@

, matriks segitiga bawah dengan orde 4.

W
ST
WRUlo
oo o
woo o

2.1.8. Matriks Diagonal

Suatu matriks bujursangkar yang semua entrinya Vidag terletak pada
diagonal utama adalah nol diselmatriks diagonal (diagonal matriy. (Anton
dan Rorres, 2004: 74)

Bentuk umum dari matriks diagonal dengan ordm dapat ditulis sebagai:

aq 0 . 0
ac|t -

o 0 .. ay
Contoh:

1. A= [(1) (2)] matriksA adalah matriks diagoonal berordo 2 x 2.
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3 00
0 3 0], matriksB adalah matriks diagoonal berordo 3 x 3.
0 0 3

2.B =

matriksB merupakan matriks skalar karena nilai entri diajotemanya sama,

yaitu 3, sedangkan entri di luar diagonal utamasrailai nol.

2 0 00
3.C= g _g _01 00 , matriksC adalah matriks diagoonal berordo 4 x 4.
0 £0 0.%6

2.1.9. Matriks ldentitas
Yang menjadi perhatian khusus adalah matriks bangisar dengan

bilangan 1 pada diagonal utamanya dan 0 padaemnttritainnya, seperti

1 0 0 O
GIE Y ST A il
[ ] 0 1 0f, , dan seterusnya.
0 1 00 1 0 010

upromay o

Matriks dengan bentuk seperti ini diselooditriks identitas (identity matriy dan
dinyatakan dengah Jika ukurannya penting maka akan ditulis sebggantuk
matriks identitas x n. (Anton dan Rorres, 2004: 45)

Di dalam perkalian matriks, operasi dengan iteestmempunyai sifat
Al = 1A = A.
Sebagai contoh:

1 0

Az[g g]danlz 0 1

] maka

w-E Y0 96 3

=l B 3= )

1 ~l7 3
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Sehingga =1A=A=[% )|

7 3

2.1.10. Matriks Singular dan Non Singular

Matriks singular adalah matriks bujur sangkar yadmgk mempunyai
invers (berarti determinannya = 0). Sedangkan ksatrion singular adalah
matriks bujur sangkar yang mempunyai invers (berdeterminannya# 0).
(Gazali, 2005: 4)

Contoh dari matriks singular adalah:

1. A= i g] A adalah matriks singular dengan orde 2, karna= [_31 —25]
1 0 2
2.B=|2 -1 3|, Badalah matriks singular dengan orde 3, karena
4 1 8
L —-11 2 2
B = [ -4 0 1 ]
6 -1 -1
Contoh dari matriks non singular adalah:
1. A= 8 ;] A adalah matriks non singular dengan orde 2.
[4 5 3
2.B=12 0 6], Badalah matriks non singular dengan orde 3.
0 0 O

2.1.11. Determinan
Permutasi dari himpunan bilangan bulat ataeget {1, 2, ..., n} adalah
susunan integer-integer ini menurut suatu aturapataadanya penghilangan atau

pengulangan. (Anton dan Rorres, 2004: 90)
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Sebagai contoh, pada himpunan bilangan bulat2{13} memiliki 6
permutasi. Antara lain (1, 2, 3), (1, 3, 2), (23},(2, 3, 1), (3, 1, 2), dan (3, 2, 1).
Inversi dapat terjadi di dalam suatu permutasi ég@dblangan bulat yang lebih
besar mendahului yang lebih kecil. Misalnya di defzermutasi (2, 4, 1, 3), maka
banyaknya inversi adalah 1 + 2 + 0 = 3.

Suatu permutasi dikatakan genagvef) jika total banyaknya inversi
adalah integer genap dan dikatakan gamdd( jika total banyaknya inversi
adalah integer ganjil. (Anton dan Rorres, 2004: 92)

Hasilkali elementer dari suatu matriks bujurdamgdengan orden
merupakan hasilkali dan entri dari matriks tersebut, yang tidak satu parabal
dari baris atau kolom yang sama. ApabMamerupakan matriks bujursangkar
dengan orde, maka matriksA memiliki hasilkali elementer sebanyak Bentuk

dari hasilkali elementer tersebut adalal) ay;,...anj,, di mana f,j,, .-.Jj,)

adalah permutasi dari himpunan {1, 2, ..., n}. Sgf@an hasilkali elementer

bertanda dariA adalah dari hasilkali elementer tersebut adaalgpazjz...anjn

dikalikan dengan + 1 untuk permutasi genap dammntdk permutasi ganjil.
Misalkan A adalah suatu matriks bujursangkar. Fungsi detemin

(determinant functign dinotasikan dengan det dan kita mendefinisikat{Ade

sebagai jumlah dari semua hasilkali elementer béaadariA. Angka detd)

disebut determinan da#i (determinant of A (Anton dan Rorres, 2004: 92)
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. a aqp . .
Misal 4 = [ail azz], maka determinan da# adalaha;;a,; — a;,az;.
1

a1 A12 Qg3
Sedangkan untukB = |Gz1 Q2 a3
asz; dszz dAsz

, maka determinan darB adalah

11022033 + A12023031 + A13021A32 — A13022031 — A12021A33 — A1102303).

2.1.12. Invers Matriks ordo 2

Diberikan matriks bujursangka: Jika terdapat matriks bujursanglst

yang memenuhi hubungan
AL pp=A4"t=1
MakaA™ disebut invers kebalikan dai (Hadley, 1992: 89)

Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapatriksaB yang
ukurannya sama sedemikian rupa sehingBa= BA = |, makaA disebut dapat
dibalik (invertible) danB disebut sebagai invergyersg dari A. Jika matriksB
tidak dapat didefinisikan, makadinyatakan sebagai matriks singular. (Anton dan
Rorres, 2004: 46)

Sebelum menentukan invers, maka harus dicaebie dahulu nilai
determinan dari matriks tersebut. Misalkah merupakan matriks yang
mempunyai ordo 2. Determinan dari matriksadalah selisin antara perkalian
entri-entri pada diagonal utama dengan perkaliatri-entri pada diagonal
sekunder. Determinan dari matriks A dinotasikan gaen det A atau |A].

Sedangkan nilai dari determinan suatu matriks adailangan real.

MisalkanA = [CCL Z]



22

Sehingga def = |4| = ‘Cl Z| =ad-bc.

Dari definisi tentang invers matriks, maka sglinya dapat ditentukan

rumus dari invers matriks yang berordo 2.
. _[a b _P q
MisalkanA = [C d] danB = [r S]

KarenaAB =1, makaB =A™,

e
ap + br
[cp +dr

1 0
Z]:[o 1
aq + bs] _
aq+ds]_

]

1 0
o 1

Berdasarkan kesamaan dua matriks, diperoleh:

ap+br=1..(Q1)

cp+dr=0..(2)

Dengan menyelesaikan sistem persamaan linear teersedka diperoleh:

aq +bs =0 ....(3)

aq+ds=1...(4)

L d X
p ad—bc q ad—bc

_ 4w — a
b= ad—bc p ad—bc

Dengan demikian,

r d -b
_a-1_ [P Y =lad-bc ad-pbc|_ 1 [d .—b
B=4 _[r s]_a—fc aac_ad—bc[—c a]
Lad—bc ad—bc
JadiB=4"1=—1_[¢ _b], dengarud — bc # 0.
ad-bc l—¢ a
Oleh karenaid — bc = detA, makad™! = dL[ d _b].
etAl—¢ a
. . 3 -6
Contoh menentukan invers matriks= [_7 11]
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detA=|3  T9=311)-(-6)(-7)=33-42=-9

-7 11
-1_ 1111 6]_ 17111 6
A4 T detdl 7 3]_—9[7 3]

]

I 9

|7 =3

| 9 9 |

7=

I 3

Fa-7 <L

| 9 i

2.2. Grup dan Ring
2.2.1. Definisi Grup

Sebuah sistem aljabaG,(*) yang terdiri atas himpunan tidak koso@Gg
dan komposisi biner dinamakan grup jika postulat berikut terpenuhi:

(D  Hukum Assosiatif: komposisi bersifat assosiatif,

(a*b)yec=ae (bec)Va,b,ceQq.

(I) Terdapat Identitas. Komposisi mempunyai elementitdendiG yang mana
elemen tersebut dinotasikan dengah G, sebagaimana
eea=a*e=ava€eG

() Terdapat invers. Masing-masing elemen@Gliadalah invertible terhadap
komposisi * yang berkorespondensi pada setiap elemenG, yang
dinamakan invers dan dinotasikan dengamnli G sebagaimana
atea=asa'=e

dimana e merupakan elemen identita&.diRaisinghania, 1980: 31)
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Contoh dari grup adalah sebagai berikut:

1. (G, x)
G = {[g tc’] |a, b,cE€ Z} dengadg IZl +0

(D berlaku hukum assosiatif

ambilx,y,z € G yaitu

_Jfod byl N a bz] _[a3 b3]
X7 o cl]’y_ 0 Cz,danz— " c;

maka berlakuxXxy) xz=xx (y x 2)
(s-al=[s 2[5 al=15 al=(s=alx[& )

aia,a3 aia;bz + aybyczt+biccz]
0 C1C5C3

aijaas a1a2b3 + a1b2C3+b1C2C3
0 GGy Cg

10]

(I)  terdapat identitas, yai'rauz[o 1

ambila € G yaitu [8 lc’] makaexa=axe=aVa € G

1O]><a b] ab]xl O]

0 117l Tl ™o 1

H[g Iz]z[g IZ]za,‘v’aEG.

(Ill) terdapat invers, yaita—! =

1 -b

1o
a “f],a diG
0

C
: < [a b -1 _ 1 _ :
ambil a € G yaitu [0 C], makaa™ x a=a x a” = e, dimana e merupakan

elemen identitas db.



1 —-b
o3l Ut 0

c

1o
a ac
3
(—)[é (1):[3 (1)]=e,VaEG.

2. (M, +)

M= {[; lg] |a,b,c,d € R} dengarﬁ lgl 0
(D berlaku hukum assosiatif

ambilx,y,z € M yaitu

*= (xif)sz’ Y= (yif)sz’ danz = (Zif)sz

maka berlakuxX+y) +z=x+ (y + 2

x+y)+z = ((xij)ZXz + (yij)ZXz) +(2y),,,

_(xij Y yij)ZXz 4 (Zij)2><2

= (xl-j e Zij)sz

- (xij)ZXZ T (yij L Zij)2x2

- (xif)2><2 g ((yij)ZXZ = (Zif)sz)
=X + (y =~ Z)
: , .10 0

(1) terdapat identitas, yaitwi= 0 0]

ambila eMyaitu[g IZ] makee+a=a+e=avVa €M

0 9+ls Y=g 14D

H[; ?]:[; IC)]=a,VaEG.

25
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(Il) terdapat invers, yaita—! = [:g :lg] aldiG

ambil a € G vaitu [g IC’] makaa® x a=ax a' = e, dimana e merupakan

elemen identitas db.

I R B [ ]

<—>[8 8 =[8 8]=e,VaEG.
3.(R,+)

dimanaR merupakan sistem bilangan real.
(D berlaku hukum assosiatif

ambilx,y,z € R,

maka berlakux+y) +z=x+ (y +2)
(I) terdapat identitas, yaii= 0

ambila € R,

makaO+a=a+0=a,vVa €R
(ll1) terdapat invers,

ambila € R, inversnya adalaha € R

maka-a+a=a+ (—a) =e,Va €R.

2.2.2. Center dari Grup

Center dari grugs biasanya ditulis dengan notagiG) adalah elemen dari
grup yang komutatif dengan setiap elemen dari ¢gugebut. Di dalanZ (G) ada
elemen identitas dafs, karenaeg = g = ge Vg € G. Oleh karena itu, dengan

definisi dariZ(G), makae € Z(G).
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Contoh:

Misal (G, x) adalah grup.

G = {[g IZ] |a,b,c € Z} dengadg IZI =0
Maka center dari dari grup G adalah
Z(6G) = {[8 2] |a € Z} dengam # 0
Karena

LGSR ARy

Sl

Elemen identitas dari G adalah= [(1) (1)] sehingga € Z(G) untuk nilaia = 1.

Karena
5 <[ B=[8 Ax[s 9

o J=0 <

2.2.3. Definisi Ring
Sistem matematik@R, +,%) disebut gelanggangiiig) jika memenuhi:
|.  Terhadap operasi també&R, +) membentuk grup komutatif.
II. Terhadap operasi ka{iR,x) memenuhi sifat asosiatifab)c = a(bc) untuk
semua unsug, b, cdi R,
lll. Terhadap operasi tambah dan operasi kali secasarbarsamér, +,x)
memenuhi sifat distributifz(b + ¢) = ab + ac dan(a + b)c = ac + bc untuk

semua unsua, b, c di R (Arifin, 2000: 72-73)
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Contoh dari ring adalah sebagai berikut:

1. (M, +,X)

a b

DimanaM = {[d C] |a, b,c,d € R} dengar‘ig Izl #0

I. Terhadap operasi també&M, +) membentuk grup komutatif.
(M, +) merupakan suatu grup.
(M, +) membentuk grup komutatif.
Ambil unsura, b € M, yaitu
a=(ay), b= (by),
maka berlakut + b = b + a.
at+b =(ay),, ,+(by),,
= (ai; +byj),,
= (bij + aij),,,
= (bij),, + (aij),,,
=b+a
Terhadap operasi ka(iM,x) memenuhi sifat asosiatifab)c = a(bc) untuk
semua unsu, b, c di M;
Ambil a, b, c € M, yaitu
a=(a;), b= (b)), danc = (ck)2x2
maka berlaku sifat asosiat{fzb)c = a(bc).
ab = Z§=1 a;bjy
(ab)ec = leczl(Z]Z=1 aijbjk) Cki

I p—
= Yk=12j=1%ijbjk Cki
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bc = ¥i—1 bjck

a(bc) = 2?:1 aij(lec=1 aijbjk)
= Ny Tho1 @by cy
= Yiem1 X1 @ijbjk i

Sehinggdab)c = a(bc).

[ll. Terhadap operasi tambah dan operasi kali secasarbarsamaR, +,%)
memenuhi sifat distributif:a(b + ¢) = ab + ac dan (a+ b)c = ac + bc
untuk semua unsa; b, c di R.

Ambil a, b, c € M, yaitu
A= (aif)sz’ = (bf")z><z’ danc = (Cjk)zxz
maka untuk semua unsairb, c di R, berlaku sifat distributif:
a(b+c)=ab+ac
a(b+c) =X7, a;j(bjkx + cjx)
= Y5-1(aibp + aijcik)
= Xio1 ayjbjc + Xjo1 @i
=ab + ac
Maka a(b + c¢) = ab + ac , dengan perhitungan yang sama dapat diperoleh
(a+ b)c =ac+ bc.
2. (R, +,x) dimanaR merupakan sistem bilangan real.
I. Terhadap operasi tambéR, +) membentuk grup komutatif.
(R, +) merupakan suatu grup.

(R, +) membentuk grup komutatif.
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Ambil unsura, b € R,
maka berlakut + b = b + a.
Il. Terhadap operasi kaliR,x) memenuhi sifat asosiatifab)c = a(bc) untuk
semua unsua, b, cdi R;
Ambil a,b,c € R,
maka berlaku sifat asosiat{fzb)c = a(bc).
Terdapat unsur kesatudne R dan bersifagl = la = a untuk semua unsur
a €R.

Terhadap operasi tambah dan operasi kali secasarharsamaR, +,%x)
memenuhi sifat distributifa(b + ¢) = ab + ac dan(a + b)c = ac + bc untuk
semua unsua, b, cdi R.

Ambil a, b, c € R,
maka berlaku sifat distributifa(b + ¢) = ab + ac dan (a + b)c = ac + bc

untuk semua unsw; b, cdi R.

2.2.4. Ring Komutatif
Jika komposisi perkalian bersifat komutatif diada ringR, itu dinamakan
ring komutatif. (Raisinghania, 1980: 314)
Contoh dari ring komutatif:
(R, +,%) dimanaR merupakan sistem bilangan real.
Ambil unsura, b € R,

maka berlakw X b = b X a.
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Jika ada identitas perkalian di dalam riRgitu dinamakan ring dengan

satuan. (Raisinghania, 1980: 314)

Contoh dari ring dengan satuan:

1.

(M, +,%)

a b

DimanaM = {[d C] |a, b,c,d € R} dengar‘ig lc’| +#0

Terdapat unsur kesatu{agp (1)] EM

Ambil a € M, yaitu

-y !

seninggdy Iy 31=lo alla cI=[ o]

untuk semua unsur € M.

. (R, +,%) dimanaR merupakan sistem bilangan real.

Ambil unsura € R, identitas perkaliannya adalah 1.

maka berlakt X 1 =1 X a = a.

2.2.6. Division ring

Sebuah rin@R dengan identitas 1, dimana# 0, dinamakan division ring

(atau skew field jika setiap elemen yang bukan nele R memiliki invers

perkalian, sehingga terdapate R sedemikian hingga ab = ba = 1. Sebuah

division ring yang komutatif dinamakan field. (Duntman Foote, 1991: 256)

Sebuah ring dengan sedikitnya dua elemen dinamdik@sion ring atau

skew field jika merupakan ring dengan satuan ddmaselemen yang bukan
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identitas dari operasi penjumlahan memiliki invetari operasi perkalian.
(Raisinghania, 1980: 314)

Contoh dari skew field adalalV, +,%x)

dimanaM = {[d ayb, c,dE R} dengarﬁ lc’| =0

(M, +,%x) merupakan dengan satuan.

Ambil unsura € M, a bukan identitas dari operasi penjumlahan, yaitu

_[a b

' _-[d c]
c —b
sehingga invers dari operasi perkaliannya adatdh= [‘”d L ]
ac—bd ac—bd
Maka
c —b

a b] ac—bd acbd] [ac bd ac— bd] [a b]_ ]
d c —d a

ac—bd ac—bd ac—bd ac—bd

Sebuah ring dengan sedikitnya dua elemen dinamdied jika
merupakan ring komutatif dengan satuan dan seteapes yang bukan identitas
dari operasi penjumlahan memiliki invers dari ogefgerkalian. (Raisinghania,
1980: 314)

Contoh dari field adalatr, +,x)

dimanaR merupakan sistem bilangan real.
(R, +,x) merupakan ring komutatif.

(R, +,X) merupakan dengan satuan.

Ambil unsura € R, a bukan identitas dari operasi penjumlahan, sehimggers

dari operasi perkaliannya adalcl?h
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2.3. Graf
2.3.1. Definisi Graf

Suatu grafG adalah suatu pasangan himpungh K) dimanaV adalah
himpunan tak kosong dan berhingga dari objek-olpetg disebut titik \(ertey,
danE adalah himpunan dari pasangan tak terurut déittitk berbeda dV yang
disebut sisi €dgg. Himpunan titik di grafG ditulis V(G) dan himpunan sisi di
graf G dilambangkan dengdf(G). (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Definisi graf tersebut menyatakan bahwgG) tidak boleh kosong,
sedangkari(G) boleh kosong. Sehingga sebuah graf bisa sajk traaniliki sisi
satupun, akan tetapi harus mempunyai minimal g#u t

Titik di dalam graf dinomori dengan huruf, misalngab, c, ... dengan
bilangan asli, misalnya 1, 2, 3, ... atau dengdsuggan keduanya. Sedangkan
merupakan sisi yang menghubungkan titik denganv j, makae dapat ditulis
sebagae = (vi, v)).

Titik (vertey yang ada di dalam graf dapat berupa obyek yamipaeng
seperti kota, atom-atom suatu zat, Komponen a&trenik, dan sebagainya.
Sedangkan sisefigg dapat menunjukkan hubungan yang sembarang segpgati
sambungan telepon, ikatan kimia, dan lain sebagainy

Secara geometri, suatu graf digambarkan di dalanmemsi dua sebagai
sekumpulan titik/(G) yang dihubungkan dengan sekumpulan(&).

Contoh graf adalah sebagai berikut:
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Misal G : (V, E)
denganV(G) = {V1,V2,Vs,Va,Vs}
EG) ={(vi,V2), (V2,V3), (V2,V4), (Va,Vs),
(Vs,Vs)}

Jadi grafG digambar sebagai berikut:

\/) V3

Vg Vs

Gambar 2.1Sebuah Gra6

2.3.2. Adjacent dan Incident

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titikdanv. Jikae = (u, V)
adalah sisi di gras, makau danv disebut terhubung langsunadjacenj, u dane
sertav dane disebut terkait langsungngiden)y. Untuk selanjutnya, sig = (u, V)
akan ditulise = uv.(Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Dari definisi tersebut, maka dua buah titdeite® pada grafG dikatakan
adjacentbila keduanya terhubung langsung dengan sebuialbsisgan kata lain,
u terhubung langsun@djacenj dengarv jika (u, v) adalah sebuah sisi pada graf
G. Sedangkan untuk sembarang ®sE (u, V) maka sisie dikatakan terkait

langsungificiden) dengan titiku dan titik v.
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u e v
€

&

w & X

Gambar 2.2: Sebuah Graf yang Terhubung
Pada gambar tersebut, titikerhubung langsun@djacen} dengan titikv,
w, danx. Sedangkan sig; terkait langsungifciden) dengan titiku dan titik v,
sisi e, terkait langsungiiciden) dengan titiku dan titik x, sisie; terkait langsung
(inciden) dengan titiku dan titikw, sisie, terkait langsungifciden) dengan titik
v dan titik x, sisies terkait langsungificiden) dengan titikv dan titikw, dan sisi

s terkait langsungifciden) dengan titikw dan titik x.

2.3.3. Graf Terhubung

Misalkan u danv titik berbeda pada grab. Maka titik u dan v dapat
dikatakan terhubungcénnectell jika terdapat lintasam — v di G. Sedangkan
suatu grafs dapat dikatakan terhubungofpinectell jika untuk setiap titiku danv
di G terhubung. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28).

Dengan kata lain, gra® disebut graf terhubung jika untuk setiap pasang
titik (vertey u danv di dalam himpunaiV terdapat lintasan daun ke v. Apabila
hal tersebut tidak terpenuhi, maka géamerupakan graf tak terhubung.

Berdasarkan definisi tersebut, maka contoh dafitgraubung adalah:
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Gambar 2.3: Graf Terhubungonnecteyi
Graf G pada Gambar tersebut dikatakan terhubung karetiap sétiknya
terhubung dengan titik yang lain.
Graf yang hanya terdiri atas satu titkeftey dan tidak mempunyai sisi
dikatakan graf terhubung karena titik tunggalnyahubung dengan dirinya

sendiri.

2.3.4Graf Kosong

Graf yang himpunan sisinya merupakan himpunaokg disebut sebagai
graf kosong dan ditulid\,, yang dalam hal inn adalah jumlah simpul. (Munir,
2005: 366). Sehingga graf kosongu{l Graph atau Empty Graph) merupakan
graf yang hanya mempunyai simpul dan tidak mempusiga

Gambar 2.4: Graf Kosorny,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.4 Graf Komutatif
2.4.1 Center dan Graf Komutatif

Definisi center darfS atauZ(S) dimanaS € M, (R) adalah elemen da8
yang bersifat komutatif terhadap setiap elemen yatzgdi dalans.
Z(S)={z€S:zx =xzVx € S}.

Sebelum diperoleh definisi graf komutatif dari nieg bilangan real,
terlebih dahulu harus diketahui definisi graf koatiitdari matriks division ring,
yaitu sebagai berikut:

Misal D merupakan division ring daM,(D) merupakan himpunan dari semua
matriks n x n atas D. Untuk S € M,(D), graf komutatif dariS, yang
dilambangkan dengal(S), adalah graf dengan himpunan tig¥(S) sedangkan
titik berbedaA danB terhubung langsun@djacenj jika dan hanya jik&B = BA
dimanaZ(S) = {A|A € S,AB = BA,V B € S}. (Vaezpour & Raja, 2009)

Dari definisi tersebut, diketahui bahwa divisiongr merupakan entri dari
matriks. Division ring ada dua macam, yaitu yangsibat non komutatif disebut
dengan skew field, sedangkan yang bersifat konfidesgbut dengan field. Salah
satu contoh dari field adalah bilangan real. Sekam@Z(S) merupakan bentuk
lain dari S—-Z(S) atauS n Z(S)¢. Titik berbedaA dan B merupakan titik yang

berada di dalar®\Z(S).

2.4.2 Graf Komutatif dari S
Berdasarkan definisi mengenai graf komutatif tens@baka dapat diambil

S € M, (D), dengan nilai n = 3.
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M3(D) merupakan himpunan dari semua matriks persegiateingdo 3 yang
elemennya merupakan division rifg)(
Di dalam kasus ini diambil division rind}§ yang bersifat komutatif atau biasa

disebut dengan field. Sehingga elemen b&iD) adalah bilangan real.

M3;(D) =

a 0 0][0 O O][0 O OJ[0 d 01[0 0 el[f O O
[0ooHoboHooo,[do0],000],0f0,...
0 0 ollo o ollo o clloo olleo oloorf

Dengama, b, ¢, d dane merupakan bilangan real yang tidak sama dengan nol

S € M,(D).

0O 0 410 O O][5 O O][0O O OJ[0O 2 O]Jf1t O O
S={000],[030],[000],[000],[200],[010]

4 0 0oJLO O OO O OJLO O 6110 O OO O 1
1L #0 g0
Sehingga centernya adalé@(S) = |0 1 0], maka
OF EON L
0O 0 4710 0 O[5 O 0][0 O O1J[0 2 O
S\Z(S)=HO 0 0],0 3 0],[0 0 O],[O 0 O],[Z 0 O]}
4 0 0of10 0 Oollo O Oollo 0O 6110 O O
0 0 4 0 0 O Sh 0 0 0 O
Misal:A=[000]82[03O]C=[000]D=[OOO]E=
4 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 6

0 2 0
[200]
0 0 O
Diperoleh:

0 0 4110 0 0] [0 O O
AB=10 0 0||0 3 0|=(0 0 O

4 0 010 0 0of 1O O O

0 0 0][/0 0 41 [0 O O
BA=[0 3 0f|0 0 0[=]|0 0 O

0 0 0ll4 0 0ol 1O O O

SehinggaAB = BA
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Maka gambar dari graf komutatifnya adalah:

Gambar 2.5: Contoh Graf Komutatif d&rc M;(R).



41

Titik yang terhubung langsungadjaceny adalah bersifat komutatif terhadap

perkaliannya.

2.5. Kajian Keagamaan
2.5.1. Matematika di Dalam Al-Qur’an

Al-Qur'an adalah firman Allah SWT dan merupakanakitsuci umat
Islam, yang juga sering disebut sebagai mukjizati dukti yang dibawa oleh
Rasulullah SAW untuk mereka yang telah mengingkakienaran firman Allah
SWT tersebut. Sedangkan, bagi orang muslim, Al-&umnerupakan petunjuk
dalam kehidupan. Sehingga apabila seseorang yasgnmdan memiliki ilmu
pengetahuan dapat mengetahui berbagai rahasia agmgli dalam Al-Qur'an
untuk memperoleh hikmah dan ilmu.

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yamgiuikan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secargsilang maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidalepa$ dari alam dan agama,
semua itu kebenarannya bisa kita lihat dalam Al#purRahman, 2007: 1)

Di dalam Islam ada pembahasan tentang masalah imsgfeaaidh). Oleh
karena itu, kita sebagai orang muslim diperintahkamtuk mempelajari

matematika. Di dalam Al-Qur’an hal tersebut dij&kas secara tersirat.

2.5.2. Konsep Graf di Dalam Al-Qur'an
Isra’ dan Mi'raj merupakan perjalanan RasulullahV&Aiang dilakukan

hanya satu malam. Kejadian ini adalah salah satypdsgstiwa penting bagi umat
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Islam karena melalui Isra’ dan Mi'raj, Rasululla®\8 mendapatkan perintah
untuk melaksanakan shalat lima waktu.

Isra’” merupakan perjalanan Rasulullah SAW dari M#sharam yang
berada di Mekah menuju ke Masjidil Agsha yang bermidPalestina. Sedangkan
Mi'raj merupakan perjalanan Rasulullah SAW dari Mfk Agsha di Planet
Bumi menuju ke Sidratulmuntaha yang merupakan tértgréinggi. Di tempat
tersebut, Beliau mendapatkan perintah langsung Adah SWT untuk
melaksanakan shalat lima waktu.

Allah telah berfirman di dalam Al-Qur'an surat Araa (surat ke-17) ayat
1 sebagai berikut:

T ol os

L"g/;\].’.’

B ol LadNT aoez T ) o151 aoen T 7 5 ST Loz 5% i

ey, B agfl. P E S I A

"Maha Suci Allah, yang Telah memperjalankan hamba-pgda suatu malam
dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Agsha yang @B kami berkahi
sekelilingnya agar kami perlihatkan kepadanya seéagdari tanda-tanda
(kebesaran) kami. Sesungguhnya dia adalah Maha emgad lagi Maha
Mengetahu?’

Kejadian Isra’ dan Mi'raj berdasarkan tempat dagigambarkan sebagai graf

berikut;
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Gambar 2.6: Representasi Isra’ dan Mi'raj Berdamarkempat
Keterangan: a. Masjidil Haram di Mekah
b. Masijidil Agsha di Palestina
c. Sidratulmuntaha
Selain itu, di dalam Islam, penjelasan tentang uleuhg langsung
(adjacen) yang adadi dalam graf digunakan untuk menggambarkan hubugan
antara orang tua dengan do’a anak yang salih siihgbung langsung. Apabila
dimisalkanu sebagai titik pertama adalah "orang tua" @asebagai titik kedua
adalah "anak yang salih", makayang merupakan sisi penghubung antara orang
tua dengan anak adalah “do’a”.
Hubungan orang tua dengan do’a anak yang salimgsakrhubung

langsung édjacenj dapat digambarkan sebagai berikut:

: € J

Gambar 2.7: Hubungan Orang Tua dengan Do’a Anaf $atih.
Anak yang salih, baik laki-laki maupun perempuarkama terus
memberikan manfaat kepada para orang tua merelgadelo’a yang baik untuk

orang tua mereka, shadagah yang dilakukan dend@esikleh anak yang salih
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untuk orang tua mereka, bahkan doa yang diucaplem arang yang pernah
mendapatkan kebaikan dari anak yang salih tersebut.

Selain itu, di dalam Islam, juga terdapat kewajilb@atuk mendidik anak
agar menjadi anak yang salih dan menumbuhkan merekgadi orang yang
salih sehingga nantinya akan dapat mendo’akan kaasetelah orang tua
mereka meninggal. Seorang anak yang salih diamumkendo’akan orang tuanya
bersamaan dengan do’a untuk dirinya di dalam mauwpunar shalat. Hal ini
termasuk perbuatan berbakti yang akan terus addakebrang tua mereka

meninggal. Allah SWT berfirman di dalam surat Yaasurat ke-36) ayat 12:

LN NG s

2@9‘“(}{) vAﬁ\;)\y.ULog_,«.éﬂ; ﬂ‘@;uﬁ-b

»
& o
|

((vr) /"L:‘Z_g

“Sesungguhnya Kami menghidupkan orang-orang matiliami menuliskan apa
yang telah mereka kerjakan dan bekas-bekas yangkadinggalkan. dan segala
sesuatu Kami kumpulkan dalam kitab Induk yang nflaaah Mahfuzh).”



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1. Graf Komutatif dari Matriks Diagonal
S merupakan matriks diagonal dimaSaec M,(R) yang mempunyai

bentuk umum:

a;; O s (0
S — 0: 6.122 all, azz, ...,ann ER
O 0 500 ann
Misal
x11 O = P vi1 O Y K
X = 0: J:CZZ 0 oNd 0: }:/22 0
0 O - xnn 0 0 s ynn

SehinggaXY = YX, untuk setiafy € S,

atau{X|X e S, XY =YX, VY € §}

maka diperolelZ (S) = S.

Oleh karena ituS\Z(S) =S — Z(S) = @.

Maka didapatkan teorema berikut ini.

Teorema 1. Jika S adalah matriks diagonal dimarfac M, (R), maka tidak
terdapat graf komutatif da#l

Bukti.

S adalah matriks diagonal dimaSa&= M, (R) sehingga bentuk umumnya adalah:

aq 0 e 0
0 a
S= . .22 . . aq11,A22, .., Apn ER
0 0 cee ann

45
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Sehingga bentuk umum centernya adalah sama dereggokbumum matriks
diagonal.
Oleh karena itt8Z(S) = @, sehinggaSZ(S) tidak memiliki anggota, akibatnya

tidak ada titik pada grafnya.

3.2. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga
Bentuk umum dari matriks segitiga dimana< M, (R) adalah sebagai
berikut:

Pada matriks segitiga atas:

a1 A1z 0 Aqq
0 azxp - axn
S . : @11 Q12, Qyy) vves Ay € R
0 0 v
Pada matriks segitiga bawah:
a 0 o8 (0)
_ J)|%21 Q22
Sb = . . all,a21,a22,...,annER
An1 Ap2 " Opn

Dari bentuk umum tersebut, entri yang bukan nol upakan anggota dari
bilangan real sehingga diperoleh dua kemungkinaitu yentri yang bukan nol

boleh bernilai nol dan entri yang bukan nol tidakeln bernilai nol.

3.2.1. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga dimana Entri yang Bukan Nol
Boleh Bernilai Nol

a. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Atas

Untuk memudahkan memahami kajian pada bagian emnulss memberikan

contoh pada matriks ordo 2 sebagai berikut:
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[g tc’] dengaru, b,c € R

Sehinggas, = {[g ?] |a, b,c € R}.

Center darf5, adalahZ(S,) = {A|A € S,AB = BA,V B € S}.

Untuk menentukan nilai dari center, dapat dilakutangan cara berikut.
Ambil [a11 alz] sebagai centernya ata(s,)
0 Ao Za

maka akan dicari nilai masing-masing entrinya.

a11 alz][a b] [ana a11b+a120]
az2 ayyC

[a b] [a11 Z;i] . [alla alzc;;l—zfzzb]

=
i%_llb + aqpc
az,C

Supaya memenuhi sifat komutatif, matriFélola harus sama

114 aqza + azzb]
0 azC ’

dengan matrik%a
Matriks identitas selalu bersifat komutatif terhaaaatriks yang lain dengan ordo
yang samaAl = IA). Dari hal tersebut dapat diperoleh persamagn= a,,.
Selanjutnya didapatkan perhitungan sebagai berikut.

a1 b+ apc =appa+axb

a12a — a12¢ = ay b —axb

aiz(a—c¢) =b(a;; — az)

app(a—c)=>b.0

apa—c)=0

Karenaa # ¢ maka(a—c) # 0

Sehinggan, = 0.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dari perhitungan tersebut diperoleh center daririkeasegitiga atas dengan ordo
2 adalah sebagai berikut:

ai alZ]_ [a11 0

dengamq; = a,,.
0 ay 0 azz] gamqq 22

Maka center atad(S,) dari matriks segitiga atas dengan ordo 2 adalah:

0= {5 Oleer)

Sa\Z(Sq) = Sqa = Z(Sa)
=[5 o152

(e Y

Misalkanx = a —z dany = ¢ — z.

Sehingga nilai da§,\Z(S,) yang memenuhi adalah:

a<[y ole=[y sle=[o So=F 2e=[5 5]F=[ 3}

N e G e b [ )

% WO

M:[O ]

Dimanax, b,y € R danx, b,y + 0.
Di dalam himpunan matriks tersebut, yang mempuimyars adalah matriks yang

nilai determinannya tidak sama dengan nol (matrissingular), yaitu:

_Ix 0 _Ix b XX _[x b X x _[x b
E_[O y]’l_ 0 y]‘]_[o y]’K_[o x]‘L_ 0 x]‘M_[o b]'
Sedangkan nilai inversnya adalah sebagai berikut:

UntukE = [)(; 0] , inversnya adalai™! = i[y O] makaE™! € E.
y wl0 x



49

Untuk I = [}(; b] , inversnya adalah™* = i[y _b] makal ™! € I.
y wl0 x

Untuk] = [g ;] , inversnya adalafi " = x_ly[%’ ‘xx] makaj ! € 1.

_[x b] . -1 _1[x =b -1
UntukK = [O x] , inversnya adalaki™ ™ = E[O b ] makaK™ "~ € K.

C[x o ox1 . 1 _1[x —X -1
Untuk L = [0 x] , Inversnya adalalil™" = ;[0 X ] makal " € K.

b
b

1

Untuk M = [3(; ] , inversnya adalaM ™! = E[g _xb] makaM ™! € I.

Penentuan invers tersebut berguna untuk menentskapul yang bersifat
komutatif, karena.A*= A'A =1,

Untuk hasil perkalian masing-masing simpul di dalammpunan adalah sebagai
berikut, sedangkan perhitungannya ada di dalamitamp

1. Setiap matriks yang ada Aj perkaliannya memiliki sifat komutatif.

2. Setiap matriks yang adaBj perkaliannya memiliki sifat komutatif.

3. Setiap matriks yang ada @j perkaliannya memiliki sifat komutatif.
4. Matriks di D yang berbentuk[’é g] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untuk x = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka perkalian
matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat korutift

5. Setiap maitriks yang ada i) perkaliannya memiliki sifat komutatif.
. . 0 b . . S
6. Matriks di F yang berbentuk{o y]’ perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untukb = ny, dimanan € R,n# 0An # 1, maka perkalian
matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat korift
7. Setiap matriks yang ada @i perkaliannya memiliki sifat komutatif.

8. Setiap matriks yang ada ldi perkaliannya memiliki sifat komutatif.
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9. Setiap matriks yang ada ldiperkaliannya tidak memiliki sifat komutatif.
10. Matriks di J yang berbentuk[g ;] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untukx = ny, dimanan € R,n# 0 An # 1, maka perkalian
matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat koratift
11. Setiap matriks yang adaldj perkaliannya memiliki sifat komutatif.

12. Setiap matriks yang adaldj perkaliannya memiliki sifat komutatif.
13. Matriks di M yang berbentuk{’é Z] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untuk x = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka perkalian

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat ko rutuft
Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebdgaikut, sedangkan
perhitungannya ada di dalam lampiran.
AB # BA, AC = CA AD # DA, AE = EA AF # FA, AG # GA AH £ HA, Al # 1A,
AJ #JA AK £ KA, AL # LA, AM = MA, BC # CB, BD # DB, BE # EB, BF # FB,
BG # GB, BH # HB, Bl # IB, BJ # JB, BK = KB, BL = LB, BM # MB, CD # DC,
CE=EC CF#FC,CG#GC CH#HC,Cl#IC,CJ#JC, CK£KC, CL£LC,
CM # MC, DE # ED, DF # FD, DG # GD, DH # HD (untuka = -b, makaDH =
HD), DI # 1D, DJ# JD, DK # KD, DL # LD, DM # MD, EF # FE, EG # GE, EH
# HE, El # IE, EJ# JE, EK # KE, EL # LE, EM # ME, FG # GF (untuka = b,
makaFG = GF), FH £ HF, FI £ IF, FJ # JF, FK £KF, FL £ LF, FM # MF, GH #
HG, Gl #1G, GJ# JG, GK#KG, GL # LG, GM # MG (untuka = 20, makaGM =
MG), HI # IH (untuka + b = ¢, makaHI = IH), HJ # JH (untuk 2a = b, makaHJ
= JH), HK # KH, HL # LH, HM # MH, 13 # JI, IK # K, IL # LI, IM£MI, JK#KJ,

JLALT, IMEM, KL=LK, KM#MK, danLM#ML.
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Gambar graf komutatif atdi(S,) dimanaS, € M, (R) adalah sebagai berikut:

A

Gambar 3.1Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Atas

Pada gambar tersebut, perkalian di dalam setiapunan atau simpu,
B, C, E, K, danL adalah bersifat komutatif. Perkalian setiap simfpodengarC, A
denganE, C dengark, B dengarL, B dengarK, danK dengarlL adalah bersifat
komutatif sehingga terdapat sisi yang menghubungkapul-simpul tersebut.

Sedangkan perkalian di dalam setiap himpunan atspusD, F, |, J, dan
M hanya ada beberapa (tidak semua) yang bersifautiadiin Perkalian setiap
simpul D dengarH, H dengan, H denganJ, | dengan], F denganG, G dengan

M, danl dengarM adalah tidak semua bersifat komutatif.
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b. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Bawah

Untuk memudahkan memahami kajian pada bagian irenuls
memberikan contoh pada matriks ordo 2. Bentuk unaam matriks segitiga
bawah merupakan transpose dari matriks segitiga ata

Sehinggas, = { = 2]

b

a,b,cER}.

Center dar§, adalahZ(S,) = {A|A € S,AB = BA,V B € S}.
Untuk menentukan nilai dari center, dapat dilakutangan cara berikut.

aiq 0

Ambil [
az1 Qapz

] sebagai centernya ata(s,),

maka akan dicari nilai masing-masing entrinya.
[an 0 ] [a 0]
az1 axllb ¢
[a 0] [a11 0 ]
b cllaz ap;

ai1a 0

Supaya memenuhi sifat komutatif, matril%s harus sama
a21a+a22b ay,C

[ a1a 0 ]
a,1a + azzb az,C

[ a1a 0 ]
allb + A€ ¥ A-r91C

a1a 0 ]
11b ar ax1C dayyC '

dengan matrik%a
Matriks identitas selalu bersifat komutatif terhaaaatriks yang lain dengan ordo
yang samaAl = |IA). Dari hal tersebut dapat diperoleh persamagn= a,,.
Selanjutnya didapatkan perhitungan sebagai berikut.

aia+ axb =aq b+ azc

a1 — az1C = a;1b — azb

az1(a—c) = b(a; — az)

a,;(a—c)=>b.0

az(a—c)=0
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Karenaa # ¢ maka(a—c) # 0
Sehinggaz,; =0
Dari perhitungan tersebut diperoleh center daririketegitiga atas dengan ordo

2 adalah sebagai berikut:

411 0]:[a11 0]den A
[a21 azz 0 ap gam = 4z

Maka center atad(S,) dari matriks segitiga bawah dengan ordo 2 adalah:
_([z O
20 = {5 feer)
Sp\Z(Sp) = Sp — Z(Sp)
& [@==0]’ Nz <0
=[; g1\

AL

Misalkanx = a — z dany = ¢ — z.

Sehingga nilai da§,\Z(S;) yang memenuhi adalah:

A=l ole=b de=lo Slo=B ale=lo Jlr=l )

e M P e P Rl e Il P
=l 3

Dimanax, b,y € R danx, b,y # 0.
Di dalam himpunan matriks tersebut, yang mempuimyars adalah matriks yang

nilai determinannya tidak sama dengan nol (matrdssingular), yaitu:

R e P O O o R

Sedangkan nilai inversnya adalah sebagai berikut:
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UntukE = [)(; 0] , inversnya adalai™! = i[y 0] makaE~! € E.
y wl0 x

Untuk] = [x 0] ,inversnya adalai* = = | ¥ O] makal~! € I.
b vy xyl—b x
_[x 0 . S | T, 0 -1
Untuk/ = [x y] , inversnya adalah ™ = E[—x x] maka/ " € I.

X

UntukK = [b

O] , inversnya adalak ! = i[ x 0] makak ' € K.
X xxl—b x

i[_xx 2] makalL ™! € K.

XX

Untuk L = [i g] , inversnya adalah™* =

o O] —1 1 bt gD —i
],lnversnya adalam _E[—b x] makaM " € I.

untuk M = [b b

Penentuan invers tersebut berguna untuk menentskapul yang bersifat
komutatif, karena. A'= A'A=1.

Untuk hasil perkalian masing-masing simpul di dalammpunan adalah sebagai
berikut, sedangkan perhitungannya ada di dalamitamp

1. Setiap matriks yang ada Aj perkaliannya memiliki sifat komutatif.

2. Setiap matriks yang adaBj perkaliannya memiliki sifat komutatif.

3. Setiap matriks yang ada @j perkaliannya memiliki sifat komutatif.
4. Matriks di D yang berbentuk{’l; 8] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untukx = nb, dimanan € R,n# 0 An # 1, maka perkalian
matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat korift

5. Setiap matriks yang ada Hj perkaliannya memiliki sifat komutatif.
. . 0 0 . . e
6. Matriks di F yang berbentuk{b y]’ perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untukb = ny, dimanan € R,n# 0An # 1, maka perkalian

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat koeift
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Setiap matriks yang ada @i perkaliannya memiliki sifat komutatif.
Setiap matriks yang adaldi perkaliannya memiliki sifat komutatif.

Setiap matriks yang ada ldiperkaliannya tidak memiliki sifat komutatif.
Matriks di J yang berbentuk[fc 2] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untukx = ny, dimanan € R,n# 0An # 1, maka perkalian
matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat koratift
Setiap matriks yang ada i perkaliannya memiliki sifat komutatif.

Setiap matriks yang ada ldj perkaliannya memiliki sifat komutatif.
Matriks di M yang berbentuk[’l; 2] perkaliannya tidak memiliki sifat

komutatif. Untuk x = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka perkalian

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat ko rautift

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebdgaiikut, sedangkan

perhitungannya ada di dalam lampiran.

AB # BA, AC = CA AD # DA, AE = EA AF # FA, AG# GA AH # HA, Al # 1A,

AJ#JA AK # KA, AL # LA, AM # MA, BC # CB, BD # DB, BE # EB, BF # FB,

BG # GB, BH # HB, Bl # IB, BJ# JB, BK = KB, BL = LB, BM # MB, CD # DC,

CE=EC CF#FC,CG#GC CH#HC, Cl£IC, CI#JC, CK#KC, CL #LC,

CM # MC, DE # ED, DF # FD, DG # GD, DH # HD (untuka = -b, makaDH =

HD), DI #ID, DJ # JD, DK # KD, DL # LD, DM # MD, EF # FE, EG # GE, EH

# HE, El # IE, EJ # JE, EK # KE, EL # LE, EM # ME, FG # GF (untuka = -b,

makaFG = GF), FH # HF, FI #IF, FJ # JF, FK # KF, FL # LF, FM # MF, GH #

HG, Gl £ 1G, GJ# JG, GK#KG, GL # LG, GM # MG (untuka = 2b, makaGM =

MG), HI # IH (untuka + b = ¢, makaHI = IH), HJ # JH (untuk 2a = b, makaHJ
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=JH), HK # KH, HL # LH, HM # MH, IJ # JI, IK #KI, IL # LI, IM#MI, JK#KJ,
JLALT, IMEM, KL=LK, KM#MK, danLM#ML.

Gambar graf komutatif atdi(S,) dimanaS, € M, (R) adalah sebagai berikut:

A

Gambar 3.2: Graf Komutatif dari Matriks Segitiganidn

Pada gambar tersebut, perkalian di dalam setiapunian atau simpu,
B, C, E, K, danL adalah bersifat komutatif. Perkalian setiap sinfpodengarC, A
denganE, C dengark, B dengarL, B dengarK, danK dengarL adalah bersifat
komutatif sehingga terdapat sisi yang menghubungkapul-simpul tersebut.

Sedangkan perkalian di dalam setiap himpunan atspusD, F, |, J, dan
M hanya ada beberapa (tidak semua) yang bersifautiadiin Perkalian setiap
simpul D dengarH, H dengan, H denganJ, | dengan], F denganG, G dengan

M, danl dengarM adalah tidak semua bersifat komutatif.
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Pembahasan mengenai graf komutatif dari matriggtiga dimana entri
yang bukan nol boleh bernilai nol dapat dilakukadgM, (R). Akan tetapi dalam
hal ini penulis membatasi pad® (R). Sehingga berdasarkan hasil graf komutatif
dari matriks segitiga atas dan matriks segitiga dbaversebut, maka diperoleh
teorema sebagai berikut.

Teorema 2.Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yankab nol boleh

bernilai nol dars € M, (R), maka graf komutatif dari S adalah tidak terhubung

Bukti.

Matriks segitiga dibedakan menjadi matriks segitiges §,) dan matriks segitiga

bawah §)).

() S adalah matriks segitiga atas dimasa< M,(R) sehingga bentuk

a b
]

umumnya adalalt, = { 0 ol b,c€ R}.

Bentuk umum centernya adalé(S,) = {[g (Z)] |z € R}.

Sa\Z(Sq) =S¢ — Z(Sa)
=l =I5

<

Misalkanx = a — z dany = ¢ — z.

Sehingga nilai das,\Z(S,) yang memenuhi adalah:

=ly o=y o=y Yol Sl Y

=0 Sty - Da-F 2ol 3}
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e=f; Y=l =l 2

Dimanax, b,y € R danx, b,y # 0.
Ambil F € S\Z(S,).
Perkalian di dalank adalah sebagai berikut:

b .
yz] , dimanaFy, F, € F.

Ambil F; = [0
2

by [0
0 3’1] danF, = 0

Sehingga‘, F, # F,F,. Oleh karena itu, matriks & yang berbentu%g f,]

perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif.
Untuk b = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka perkalian matriks yang
bernilai tersebut memiliki sifat komutatif.

ny,
Y3

ny,

_ 0
Ambil F3 = [
4

0

0
danF4 = [O

, dimanaF3, F, € F.

Sehingga'sF, = F4F,.

Perkalian dengan himpunan yang lain menghasilkan:

AF #FA,BF #FB,CF #FC,DF #FD, EF # FE, GF # FG (untuka=-b
makaGF = FG), HF # FH, IF #FI,JF #F], KF # FK,LF # FL, MF # FM.
Dari perhitungan tersebut, terdapat titik Ei yang terhubung langsung
(adjacen) ke G. Selain titik tersebut, tidak ada titik yang teshag ke
himpunan yang lain. Sedangkan titik di daldm pada umumnya tidak
bersifat komutatif.

Jadi graf komutatif dari matriks segitiga at8s)( dimanaS, < M,(R), adalah

tidak terhubung.
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(i) S adalah matriks segitiga bawah dimaac M,(R) sehingga bentuk

umumnya adalals, = {[Z (C)] |a, b,c€ R}.

Bentuk umum centernya adaldt(S,) = {[g S] |z € R}.

Sp\Z(Sp) = Sp — Z(Sp)
A5 RN

I, ey

Misalkanx = a — z dany = ¢ — z.

Sehingga nilai da§,\Z(S;) yang memenuhi adalah:
_Ix 0 [0 0 [0 O g o 2l 0
A_[o o]’B_[b o]'C_[O y]’D_[b 0]’E_[0 y]’
[0 0] . _x 0] ,_q0 0], _[x O], _[x O
F_[b y]’G_[x 0]’H_[b b]’l_[b y]’]_[x y]’

e=f; Gasf Gu-f;

Dimanax, b,y € R danx, b,y # 0.
Ambil F € S\Z(Sp).

Perkalian di dalank adalah sebagai berikut:
: 0 0 0 071 .
Ambil F; = [bl 3’1] danF, = [bz yz], dimanaF,F, € F.
0 0]

Sehingga, F, # F,F,. Oleh karena itu, matriks & yang berbentu{<b

perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif.
Untuk b = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka perkalian matriks yang

bernilai tersebut memiliki sifat komutatif.
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0 0
ny; Y

0

Ambil Fy = [ ny
4

] danF, = [ }?] , dimanaFs,F, € F.
4

Sehingga'sF, = B4F,.

Perkalian dengan himpunan yang lain menghasilkan:

AF #FA,BF £FB, CF #FC,DF # FD, EF # FE, GF # FG (untuka=-b
makaGF = FG), HF # FH, IF #FI,JF #F], KF # FK, LF # FL, MF # FM.
Dari perhitungan tersebut, terdapat titik Bi yang terhubung langsung
(adjacen) ke G. Selain titik tersebut, tidak ada titik yang teshag ke
himpunan yang lain. Sedangkan titik di daldm pada umumnya tidak
bersifat komutatif.

Jadi graf komutatif dari matriks segitiga baweél})( dimana$§, € M,(R),
adalah tidak terhubung.

Graf komutatif dari matriks segitiga ata®, ) dan graf komutatif dari matriks
segitiga bawahs(,), dimanas,,S < M,(R), adalah tidak terhubung. Oleh
karena itu, graf komutatif dari matriks segitigatabisa ditulis sebagai(9

dimanaS € M, (R) adalah tidak terhubung.

3.2.2. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga dimana Entri yang Bukan Nol
Tidak Boleh Bernilai Nol
Apabila entri yang bukan nol di dalam matriks sggitidak boleh bernilai
nol, maka definisi dari matriks segitiga adalahaggt berikut.
Matriks segitiga atas.

_ a; = 0; Vi >]
Sa = ay] denga’{aij #0; Vi<
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Matriks segitiga bawah.

S, — d ai]-=0; Vl<]
b = [ay] denga a; % 0; Vizj

Dari definisi tersebut maka dapat diketahui balStiaak punya center atau dapat
juga ditulisZ(S) = @.

Sehingge®Z(S) =S —-Z(S) =S— 0 =S.

Karenava,b € S 3 ab # ba, maka graf komutatif da® merupakan graf kosong
karena tidak ada sisi yang menghubungkan di adtaaaimpul yang berbeda.
Contoh padaM, (R) yaitu sebagai berikut.

S € M, (R) makaS dapat berupa matriks segitiga atas dan matriktigedpawah

yang memiliki bentuk umum:

Pada matriks segitiga ates; = {[8 IZ]

a,b,c;tO}

dan pada matriks segitiga baw&h:= {[Z 2] |a, b,c # 0}.

Pada matriks segitiga atas dan matriks segitigaabaersebut, keduanya tidak
memiliki center.

Oleh karena it®Z(S) =S —Z(S) =S -0 = S.

Karenava,b € S 3 ab # ba, maka graf komutatifnya merupakan graf kosong.
Dari pembahasan tersebut diperoleh teorema sebagkiut:

Teorema 3.Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yauakab nol tidak
boleh bernilai nol dars € M, (R), maka graf komutatif dari S merupakan graf

kosong.
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Bukti.
S adalah matriks segitiga dimana entri yang bulkanisak boleh bernilai nol dan
S € M, (R), maka pada matriks segitiga atas.

Sa = ay] denga’{au £0; Vi<]

Dan pada matriks segitiga bawah.

» = [ay] denga a; # 0; Vi>j

DiperolehZ(S) = @.
Sehingge®Zz(S) =S -7Z(S) =S—- 0 =S.

Karenava,b € S 3 ab # ba, maka graf komutatif da merupakan graf kosong.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang terdapat dalam babrealga mengens
keterhubungan dalam graf komutatif dari matriksatgan real yang melipt
matriks diagonal dan matriks segiticentri yang bukan nol boleh bernilai nol ¢
entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol) dmaamatriks tersebut memili
ordo n, maka dapat disimpulkan bah
a. JikaSadalah matriks diagondimanas € M, (R) maka tidak terdapat gr.
komutatif dariS.
b. Jika S adalah matriksegitiga dimanantri yang bukan nol boleh berni
nol dans < M, (R), maka graf komutatif dari &alah tidak terhubu.
c. Jika S adalah matriksegitiga dimana entiyang bukan nol tidak bole
bernilai nol dans = M_(R), maka graf komutatif dari $&erupakan graf

kosong.

4.2. Saran

Masih banyak lagi peneliti mengenai keterhubungan dalam ¢
komutatif yang bisa dilakukan. Untuk penelitianasglitnya dapat melanjutk:
penelitian nengenai keterhubungan dalam graf komutatif daririkgatdivision

ring lainnya.
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14.

15.

16.

17.

Lampiran
Perhitungan pada matriks segitiga atas
Perhitungan perkalian masing-masing titik di daldmmpunan adalah
sebagai berikut:

Hasil perkalian di dalarA.

Ambil 4; = 01 0] danA4, = [xz ] dimanady, 4, € A.

5 dls o=[7 o [5ole o=[% o
sehinggad 4; = 4,4, .

Hasil perkalian di dalarB.
Ambil 31:[8 %1] danB, =
b ol 5l=0; o o 51=[;

SEhingg$1Bz = BZBl'

[0 bz] dimanaB, B, € B.

Hasil perkalian di dalar®.

Ambil C; = [0 yl]d nC, = [0 yz] dimanac,, C, € C.

A e PR | P S (Y

Sehingg%‘lCZ = C2C1.

Hasil perkalian di dalarD.

Ambil D; = [’Bl 1301] danD, = [’62 %2] , dimanaDy, D, € D.

R I e I e [ B



sehinggaD{D, # D,D4. Untukx = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

D1D2 :D2D1.
Ambil D5 = [n(l))g bo3] danD, = [ng4 %4] , dimanaDs, D, € D.

[nb3 b3] [nb4 b4_ o’ [nbgnb4 nb3b4]
0 ollo o 0 o [

[nb4 b4_ [nb3 b3 1) [nbgnb4 nb3b4]
7 #0105 X0 0 o I

Hasil perkalian di dalarg.

) 0 0 .
Ambil E; = [)61 y ] dank, = [362 y ] , dimanaE,, E, € E.
1 2

[xl Osz 0]_x1x2 0 [xz OHxl 0]_x1x2 0
0 y 110 y,l | 0 wyy) 0 y,I10 1] 0 wy,
SehinggilEz :EZEl-
Hasil perkalian di dalark.

. 0 by 0 by .
Ambil F; = danfF, = , dimanaF{,F, € F.

¢ [0 y1] ’ [0 yz] v

[o blno bz]_[o b1y2] [0 b,][0 bl]_ 0 bz)’l]
0 yi[[0 ¥,/ [0 wy,|” 0 ¥,][0 ¥ [0 ¥,

sehinggaFF, # F,F,. Untukb = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

F1F2 = F2F1.
0 n 0 n
Ambil F5 = Y3 danF, = Y4 , dimanaFs, F4 € F.
0 0
3 Vs
0 ny,|[0 ny,] [0 ny3y,]

0 y; 1[0y, 10 3y, ]

0 ny,][0 ny,] [0 nysy,]
0 Yy [10 y3] 10 vy, |




20. Hasil perkalian di dalar.

Ambil G; = 0 961] danG, = 362 362] , dimanaG,, G, € G.
A [l < S vl | I B el

sehinggat1G, = G,G,.

21. Hasil perkalian di dalarhl.

Ambil H; = [8 Zl] danH, = [0 bz] dimanaH,H, € H.
1
[0 b1 0 bz] 0 blbz [0 bz 0 bl] 0 blbz
o b,) ~ |0 bib, 0 b2 0 byb,

sehinggaiH, = H,H,.

22. Hasil perkalian di dalarh

. _ 1% b1 N ) bz .
Ambil I = 0 y1] dani, = 0 3’2] , dimanaly, I, € I.
[x1  bi][x2 ba| _ [*1%; x1b, + b1y,
10 yi|[0 ¥, [ O Y1y,
_Xz bz_ 'xl bl_ . _xlxz x2b1 +b2y1_
[0 ¥fl0 | O 1Y,

sehinggd 1, # I,1;.

23. Hasil perkalian di dalard.
. X1 X1 X2 X2 .
Ambil J, = [0 3’1] dan/, = [0 yz] , dimang,,/, €.

X1 ] x1x2 x1x2+x1y2
0 0 Y2 V1Y,

X1X, X1X, + X2,

X2 X2]1[X1 X1
] ] 0 Y1y,

0 y,[[0 »,|~




24,

25.

26.

sehingga/,/, # J,J;. Untuk x = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

JiJy =154
. my, mnys, ny,
Ambil J, = 0y, | danj, = [ Y, ] dimang,,/, €.
[ny3 nyg] My, Ny, B 'ny3ny4 ny?)ny4 + ny3y4'
0 yIl0 w1 | 0 y3Y, ‘
[ny4 ny4] My, NYa B [ny;ny 4 ny3ny4 + ny3y4'
0 ¥ Il0 w1 ] 0 y3Y,

Hasil perkalian di dalarK.

- _|X1 bl_ i [XZ
Ambil K; = [0 " dank, = 0
[xl b1] [xz bz] _ [x1x, x1b, + byx,
0 x1l0 x/ ] 0 x1X,

[xz bz] [xl bl]_ X1,
0 X2 0 X1 - ] 0

sehingga; K, = KK ;.

xlbz + b1x2
X1X,

Hasil perkalian di dalar.

Ambil L; = [, iﬂ danL; = [y
2
e e B o M

Sehinggdllllz = L2L1.

Hasil perkalian di dalarivl.

Ambil M, = [’g

o ol pl=e

Zi] danM, = |2 bz]

0 b,

X1b2 + b1b2
bib,

bz] , dimanak, K, € K.
X2

X2 :
XZ] , dimanalLq,L, € L.

X1x2
xz 0 x1] 0

, dimanaM{, M, € M.




X2 bz] [Xl bl] _ X1X, bel + b1b2
0 bylo b 0 b1b,

sehinggaM;M, # M,M,. Untuk x = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1,
makaM1M2 :Mle.

nb3 b
0 b

Ambil M5 = 3] danM, = [n(l))4 24] , dimanaM3, M, € M.
3 4

[nb3 b3 [nb4 b4]
0 billo b,

nbgnb4 nb3b4 + b3b4
0 bsb, |

[nb4 b4] [nbg b3 _
0 bJlo b~

nbgnb4 nb3b4 + b3b4
0 bsb, |

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagyakut:

S AR AN K KA (A dane)
REAESIEE, gt SEAL5 GR] -
WG 5T BN (A danD)
= XN SIR e o =l (A danE)
LN B = = (A danf)
AT Sl (A danG)
B oollo 2= 51 [0 Al o=[o o (AdanH)
A e S e [ P R (A dani)
A T i I P [ A Y el (A dand)
R [ e I e [ A B el (A dank)




2

o
a

eSS o e<

oo
oo ow

53 53
S o
==

S
=5 =2 v = T

53
o

X

53 53
o o

53
o
=T T

53
o

RS =X

T3 53 53 53
oy ©F

=KX=
To =STo SO o o o

=5 =<

—

=
=Ra

[ XX XX]

L0 O0F

XX xb]’

L0 0

o o
S
o
=

[N}
[e> N}
[

oo oo

o o
OS

oo oo oo oo
o
=

(>N}
[N}
[

SEY

0o ovw

o=

]
Yy

w]

(AdanL)

(A danM)

(B danC)

(B danD)

(B danE)

(B danF)

(B danG)

(B danH)

(B danl)

(B danJ)

(B dankK)

(B danL)

(B danM)

(CdanD)

(CdanE)

(CdanF)

(CdanG)



=X=

f=N=)

oo
o

0

oo
N

=X=)

o
=2 = =<

=

=<

=
o

=
o

oy o

.

s

0
L0

<K=

b] _[0 0 ] [0 b] [0 0] _ [0 by
b 0 ybf 0 bll0 yl~ [0 by
o 51=lo b 55l SI=lo )
0 yyl 0 yll0 yl [0 yy
i S Y
y1 10 yyI 0 yifo yl~ 10 yy
by _[0 O] x b1[0 01 _ [0 by
xl [0 xy] 0 xI0 y] 10 xyl
x| 040 | x x1[0 0] _ [0 xy]
il 0= xylg 0 xI10 y] 10 xyl
b1 [0 0] % b1[0 0] [0 yb]
bl 10 yb] 0 bI10 yl [0 yb
0] _ [xx by] & 8 22 oM [P xb]
34 L Wi LV] N Ll L0
b1 _[0 xb+ by] [ [ [ ]
yI 10
x| _ [xx xx [x X [x b] _ [xx xb]
(1] 0 oF 0
b1 _[0 xb+ bb] Outh [x b] £ [O
b L0 0 ’ 0 0

Untuk x = -b, pada matrik% g] makaDH = HD.

=
o

=
T T oF 2T

bl _ [xx xb+by] [x D]
yl 10 o 1I'10 y
X1 _[xx xx+by] X X
yI=lo o 1o y
by _ [xx xb+bx] [x b]
X L0 o I"'lo «x
X] _[xx xx+bx] [X X]T
x| ) o I'l10 «xl
by _[xx xb+bb] [x b
bl 10 0 I'lo b

[x by _ [xx xb]
0o o0 LO O
[x b1 _[ /x xb]
o o™l o
[x b] _ [xx xb]
0 of Lo O
X b]_[xx xb]
0 of Lo O
x b]_ [xx xb]
ol Lo 0Ol

(C danH)

(Cdanl)

(CdanJ)

(C danK)

(CdanL)

(C danMm)

(D danE)

(D danF)

(D danG)

(D danH)

(D danl)

(D dand)

(D dankK)

(D danL)

D danM)



[0
0

=S =2 2o o =2e =<

=<

=5 =<

< &

=

er =%

S

s o

[0
L0

XX
yyi
xb]
YX]
XX
xy|

xb]
yb]

ol

|

X
L0

A )
0 0

< &

SR

b
bll

I

S

=5

X
0

0 b
0 b

0] _ [0 by]

vl 10 yy
07 [xx Xy
Y
01 _ [0 by]
yI=lo by
01 _ [xx by
yI 10 yyl
0] _ [xx XY
yl =10 yyl
01 _ [xx by
yl L0 yxi
0] _ [xx XY
yl 710 xy]
gt WiE MR
yl 10 by]
- [0 xb + xy]
0 0

Untukb = -y, pada matrik%g f}] makaFG = GF.

[0
0

[0
[0

f=X=

f=X=

S

=5 =25 =5 =5 =5 =

=%

S

Sy
53

=<

f=N=)

Sealien
oo

o

aa
abl’
by]
Yyl
by
Yyl
bx]
xy]’

bx]
yXx|

bb]
by)’

o 5

Sy

Il
o

[0
[0

oo

f=X=

b] 0 ab]
y 0 ab

b] [o xb+by]

y pAY
b] _ [0 xb + xy
0 yy

bl _ [0 xb+ by]
yl= 1o xy

bl _ [0 xb+ xy
ylI- 1o yx

bl _ [0 xb+ by]
yl— 1o by

(E danF)

(E danG)

(E danH)

(E danl)

(E danJ)

(E dank)

(E danL)

(E danM)

(F danG)

(F danH)

(F danl)

(F danJ)

(F dankK)

(F danL)

(F danM)



o ollo 51=lo 1 [0 )6 ol=1o

x x|[x b]_J[xx xb+xy] [x b]px x7_[xx xx
0 olf0o yl 1o 0 " 10 yJlo ol 10 O}
X X)X X]_[xx xx+xyy [X X][X X]_ [XX XX
0 0ll0 yl— Lo o I 10 yllo of7lo o0
X X][x b]_[xx xb+xx] [x bJ[X X]_[XX XX
0 Ollo ! Lo 0 1" lo xI/l0O 0ol 1O O
b ol A=l %1 [o i][o ol =[5 o]

b olls =05 %[5 5l ol=[0 %]

Untuk x = 2b, pada matrik:% Z] makaGM = MG.
7 b ol ¥ 0 xb+bb
8 ”g y]:[o bﬂ [ “o b [ xb+y
Untukx + b =y, pada matrik:% f}] makaH| = IH.
0 b
6 1= 5k B I6 5=16 %]

Untuk % =y, pada matrik:% ;] makaHJ = JH.

0 bl[x b]_[0 bx [x b110 b] - [0 xb + bb]

0 pIl0 xI 10 bxV 0 x!10 xb

0 by[x _ [0 bx [x X [0 b] _ [0 2xb]

0 pll0 0 bxl 0 xllo - xb

[0 bl[x b]_[0 bb X b] 0 b] _[0 xb+bb

0 bIl0 bI L0 bbY 0 bllo bb

x blpx x1_ [xx xx+ by [ ] [xx bx+xy]
yl10 yI =0

[(x blrx bl _ [xx 2xb] [ ] [xx xb + by

0 yflo xI |0 xy

[x Dbl[x x]_ 'xx xx + bx] [ x [x ] [xx bx+xy]

0 y[lO x]—

(G danH)

(Gdanl)

(G dand)

(G dankK)

(G danL)

G danM)

(H danl)

(H dand)

(H danK)

(H danL)

Kl danM)

(1 danJ)

( danK)

(I danL)



A it A | A e g 00
o Sl =[5 "”,3;"’“],[’5 Al 3= =P odank
R I s | R i IR Tt
A A= G A A= TP adanw
o S e i ol 1 (K danL)
POl ik A S S K dani)
a ARGy RlFd EE s (L danm)

b. Perhitungan pada matriks segitiga bawah

Untuk hasil perkalian masing-masing titik di daldnmpunan adalah sebagai
berikut:

14. Hasil perkalian di dalar.

AmbnAl:[’B1 o] dand, = [

o olls ol=[% o [6 olls ol =[5 ol

Sehingga41A2 = A2A1.

0 .
0 0] , dimanadq, 4, € A.

15. Hasil perkalian di dalarB.
: _[0 O _ [0 01 .
Ambil B, = by 0] danB, = [bz 0] , dimanaB4, B, € B.

00]00_00] 00]00_00]
by Oflb, 0] lo ol b, O0llb;y O] 10 0



16.

17.

18.

19.

Sehingg£132 = BZBl'

Hasil perkalian di dalar@.

Ambil C; = [0 y ] danC, = [0 y ] dimanaC4,C, € C.
1 2

A e A [ 5 Y

sehinggaC;C;, = C,C,.

Hasil perkalian di dalarD.

Ambil D, = [ ] danD, = [ b

e ol o =[er o) B oIl ol=[r o

sehinggaDD, # D,D,. Untukx = nb, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

0] dimanaDq, D, € D.

DlDZ = Dle.

Ambil D5 = [nb3 8] danD, = [nb4 ] dimanaD;, D, € D.

[nbg O] [nb4 ] nbsnb, nb4 0] nbs 0] __|nbznby 0
b3 0 b4 le3 b4 0 b3 ol — nb3b4 of

Hasil perkalian di dalark.

: 0 071 ..
Ambil E; = [361 y ] dank, = [962 y ],dlmanaEl,Ez EE.
1 2

X1 0] ] x1x2 0 Xy 0] ] x1x2 0
0 yI110 v, Y1y, 0 y,I10 vy, Y1y,

sehingga E, = ELE,.

Hasil perkalian di dalarf.

Ambil F; = [;)1 }?] danF, = [l?z }?] dimanaF{,F, € F.
1 2



20.

21.

22.

[bo1 391] [boz 3?2] - [bz(;l yloyZ]’

(S| P R e

sehinggaFF, # F,F,. Untukb = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

F1F2 :FZFl'
: (0,9 10 US40 ;
Ambil F3 = [ny3 y3] danfF, = [ny4 y4] , dimanaFs, F4 € F.
[ 0 OH 0 0] | 0 0
nys Yallny, vy, [W3Y, Y3V,|
[ 0 OH 0 O] [ o 0
ny4 y4 nyg y3 B ny3y4 y3y4.

Hasil perkalian di dalar.

Ambil G, = [il 8] danG, = [iz 8] dimanaG,G, € G.
il 2

[xl 0] [xz 0]_ x1x, 0 [xz 0] [x1 0]_ x1x, 0
x; O0Jlx; 0]  [x1x, O]’ x; O0]lx; 0] [x;x, O
sehinggai1 G, = G,G,.

Hasil perkalian di dalarhl.

0 0
by by

[1?1 15)1][1?2 1?2]=[b10b2 blobz]’ [1?2 1?2][1?1 1?1]=[b10b2 blobz]

Sehinggd'llHZ = HZHl'

Ambil H, = [ ] danH, = [l?z l?z] dimanaH, H, € H.

Hasil perkalian di dalarh

Ambil I; =

X1 0 ) 0 .
danl, = , dimanal, I, € I.
by 3’1] 2 [bZ yz] i



x; O][x, O] [ xix, 0 ]
_bl 3’1_ _bZ yz___x2b1+b2y1 ylyz_

[x, O][xy O] [ 1%, 0 ]
_bZ yz_ »bl yl__>x1b2+b1y2 ylyz_

sehinggd 1, # I,1;.

Hasil perkalian di dalard.

Ambil J, = [ﬁi )?1] dan/, = [Z )?2] dimang/,,/, €.
[ St

[xz 0”x1 0]_
X2 yz X1 y1 T

sehingga/,/, # J,J;. Untuk x = ny, dimanan € R,n # 0 An # 1, maka

X1%, 0
xlxz B x2y1 3’13’2

X1%, 0
xlxz . xlyz 3’13’2

T2 =154

Ambil |, = [ny3 0] danj, = [ny4 0] dimang.,,/, €]
37 Iny; s & Lim Wik s

[ny3 OHny4 O] [ mwyw, 0]

nys y3llny, Y, |nysny, +nys;y, ¥iy,|

e Oymy 01w, o)

ny, YJdlnys Ysl |nysny, +nys;y, ¥Vsy,|

Hasil perkalian di dalarK.

X1 0]

Ambil K, = |71
1 1

dank, = [ii )?2] dimanak,, K, € K.

X1 Osz 0]_ X1, 0
by xillb; x2]  |x1b, + bix, xix,

Xy 0”x1 0]_ X1X, 0
bz X2 bl X1 __x1b2+b1x2 X1X,

SGhinggd(le = KZKl'



25. Hasil perkalian di dalarh.

26.

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagyakut:

0
0l

oo T o

S

e

Ambil L, = [il )?] danlL, = [ﬁz J?] dimanaL,,L, € L.
1 1 2 2

0][X1
X211X1

.
X1

0
X1

Il

X2
X2

0]_
) o

X1X,
2x1%,

Sehinggd,le = L2L1.

Hasil perkalian di dalariv.

Ambil M, = [} z?]
1 1

b,
by

b,
b,

0
b

0
b,

Jl

Il

X2
b,

X1
by

o]
e

danM, = [

X1%, |’

X1X2
bel + b1b2

X1X2
X1b2 + b1b2

sehinggaM M, # M,M;.

makaM1M2 :Mle.

Ambil M5 =

wller 5l

[nbg
bs

[nb4
by

= e =2 22

)

_ [0
L0

[nbg

bs

<X=

v )=

e, =|

I
o

x 0
b 0

o

Il

0

nbsnb,
nb3b4 + b3b4 b

nbsnb,
nb3b4 + b3b4 b

x 0]_
00

2

X2
X2

] dimanaM, M, € M.

0
bib,

0
bib,

le4 ]
4 byl’

b

0
0

ol = [
[l

|

v
3b4’

v
3b4.

be

0 0
00]

XX 0]
bx 0

0
0 ol

0
- |2x1x, x1x,

Untuk X = nb, dimanan e R,n #0An # 1,

dimanaMs3, M, € M.

(A danB)

(AdanC)

(A danD)

(A danE)



O STTOoO SO O

SRS

o T o

o T o

SRS

co oo o 299
R T o =)

oo oo oo eo
o3 &=

oo

e o
Sy

oo oo
SR=)

oo oo oo
T &3

oo

oo

PR

R R

R R

RO =29 2o To o =o

2

R BRe =22 To 29 =22 =2 22 =22 Te

oo

e S e

oS O
[P

oo

oo

oo

0 0] [x 01_10 0
b yllo o!  lbx Ol
(x Opfx O]_[xx O
lx 010 O xx O
0 Ojx 01_[0 O
b bil0 0 bx O
[x O]jx Oj_[xx O
b yllo 0ol Llbx 0O
[x Ol;x Oj_[xx O
| x ylLl0 Ol lxx O
x O][x 0]_ [xx O]
h xIL0 Ol bx 0
x 01[x 01_xx 0]
lx xI10 Ol Lxx O
x O][x O0]_ [xx O]
phb bil0 0 Lpx Ol
[0 07170 O =i [ 0 0]
0 yilp ol [by O

Llie
o 5l o= e o]
2 2“2 8]:[b()y 8]

olls ol=[o o

00

b olls ol=lp o
x 07110 O _ 0 0]
b yllp ol |[by O]
x 0110 O _ [0 0]
x yilp 0ol  [by O]
x 0170 01_10 O
b xllpb 0l Llbx O

(A danF)

(A danG)

(A danH)

(A danl)

(A danJ)

(A danK)

(AdanL)

(A danM)

(B danC)

(B danD)

(B danE)

(B danF)

(B danG)

(B danH)

(B danl)

(B danJ)

(B dankK)



Untuk x = -b, pada matrik

ol =[ox 0
8] - [bob 8]
=16 ¢

I
oo
o
_

SRS ™ ) 2 S
Il

. y oo
So

Il
oo
o
]

®

2] - [8 393/]

0] _[0 0]
vl 10 xyl
0] _[0 O]
yI 10 xyl
0] _[0 0]
yl 10 by

6 516 o=l ol

[bx -(I)— by 8]

xOHx 0] _mxx O

x 0
b 0

0 O011x O _ 0 01 x 071710
b 0llx x Lbx 0OF x xllb
0 O11x O _ 0 0] x 07170
b 0!Llp bl bx 0 b bllp
[0 Olrx 071 _[0 O] x  01[0
0 yflp ol  [by Of b 0/[0
0 O1[x O p 0 O x 01710
0 yll0 y[™ [0 yy| 0 yllo
[0 0110 0:'0 0] [0 0'[0
0 yllb yl by yyI b yll0
0 O]fx 01_[0 O x 07[0
0 yllx ol [xy Of lx 0110
0 0170 07_1[0 0] 0 01[0
[0 yllb bl |by byl b bll0
0 O01[x O] _ [0 O] x 0170
0 yllb yl [by yyl b yll0
0 O01[x O] [ 0 0 ] [x O] [0

0 yllx yllxy yylI’ x yll0
0 Olrx 01_1[60 07 x 010
0 yilp xl  [by xyl b x!10
[0 Olrx 071_[O 0] x 071[0
0 ylilx xl 7 lxy xyl x xl10
0 Olrx 01_1[0O 0] x 010
0 yllp bl [by byl b bl[0
x O01[x O] _ xx 0]

b 0410 Y] bx  OF

x 07[0 0]_ 0 0] [0 0] x 0] _
b ollb y] o olb yllb 0O
x Op[x O] _ [xx 0]

h 0llx 0 Lpbx OF x 0

x 0][0 0]_ 10 0] [0 OHx 0]=
b 0llp bl 0 o'l bilhb O

b ol lxx 0

0 0
[bx + bb 0]

], makaDH = HD.

(B danL)

(B danM)

(C danD)

(C danE)

(C danF)

(C danG)

(C danH)

(C danl)

(C danJ)

(C danK)

(C danL)

(C danMm)

(D danE)

(D danF)

(D danG)

(D danH)



S=)

oo

oo

S =2e =9 =S =2 =9 R0 2 <

= =

01
VA

01

o oR

SIS

Y

R R

=

[X
LX

il

=

e e =2o =<

°o 2o To

> o

=e =<

0
bl

(XX
| xb

(XX
Lbx

(XX
Lbx

(XX
Lbx

XX
| Xy

[ XX
by

0
0

oo

oo

oo oo oo

by’

0lrx 071 _ xx 0]
yilb ol " Ixb+by O]
0lrx 071 _ xx 0]
yilb 0ol |lxx+by 0]
O1(x 07_ XX 07
xIlb 0! Llbx+ bx Ol
O17x 07 _ XX 07
xIlb 01 Llxx+ bx Ol
O1fx 01_1 =xx 07
bllpb 0l Llbx+ bb O
[0 0 [x 0] _ [0 0 ]
b yll0 yl  [bx yy
[x 0] [X Olfly o 252 0]
x 0110 y xx 0
0 O1[x 01_10 O
b bb A‘hbe
PRy g7 P R Y
b yll0 yl  [bx yy
[x Ol[x O] _[xx O]
x yll0 yl  [xx yyl
x O1[x 0] _[xx O]
b x[0 y]  |bx xyl
x O1[x 0] _[xx O]
x 20 y]  lxx xyl
x O01[x 0] _[xx O]
b bll0 y]  |bx by]
01_10 0
y‘b d

0 O] x 0”0
bx+xy 0] x 0l|b

Untuk b = -y, pada matrik%g 2] makaFG = GF.
0 O
ﬁzhybA

?/] - [bx-(l)-by

|
|

0
b

0
b

[i

[P

0
Yy

[
|

0 0
b b

X
b

Ii 2] B [bob bOy]

)

0 0
by

]=mz$]

(D danl)

(D danJ)

(D dankK)

O danL)

[0 danM)

(E danF)

(E danG)

(E danH)

(E danl)

(E dand)

(E dankK)

(E danL)

(E danM)

(F danG)

(F danH)

(F danl)



0 0][x O] _ 0 0 [x 0] [0 ] _ [ ]

b yllx yl Ibx+xy yylI' Ix yllb yl [by yy

[0 Olfx o1_[ O 0 [x 0 [0 ] _ [ ]

b yllp xl |bx+by xyl' b xllb yl |bx xy

[0 Olrx 07 _ 0 0] [x 07 [0 ]_[ ]

b yllx xl " [bx+xy xy|' Ix xl|lb y] ™ lbx =xy

0 O)ljx Oj_[ O 0] [x 0] 0 0 [ ]

b yllp bl " |bx+by byl'lp bllb vy bb by

x 0170 07_10 0] 0 O [x 0 :[ 0 O

x 0llb bl 10 OF Lb bllx O 2bx O

x O1[x O] _ rxx O [x Olrx 07 _ XX 0]

x 0llb yl lxx o |b yllx ol [bx+xy O]

e OSSR O T X 20 e B0 IR B 0

iy LSSy sy N0 Nlicav ity 20 @l 4y 0

x O1[x O] _ [xx 07 x 011x O] 5 XX 07

x 0l x) Llxx O b xllx 0Ol Lbx+xx Ol

x 01[x 0]_ [xx O] [x O][x O)_[xx O

lx Ollx x lxx O Llx xllx 0 12xx O

x O]rx 0] _ [xx O] [x O1(x O] _xx 0]

lx O0llb bl Ixx OV Lb bllx O 2bx O

Untuk x = 2b, pada matrik ;; 2 makaGM = MG.

b G S =leasas o [ 5lIE & |
aa + ab ac ac Oc

Untuka+ b =c, pada matrikg 2] makaH| = [H.

0 0 010 0 0 0
b b[ ] [be by] [ﬁ y] s b]=[by by]
Untuk =y, pada matrik:g 3],makaHJ =JH.

[2 2] [}I; glz[bx-(l)-bb b(lc]’ [}I; ” [bx bx]

b ol A=hne wd B G 2]=[JL b

(F danJ)

(F dankK)

(F danL)

(F danM)

(G danH)

(G danl)

(G danJ)

(G dankK)

(G danL)

J danM)

(H danl)

(H danJ)

(H dank)

(H danL)



e 2o 2o 2o =BEo 2o =Eo =o Te

R

Al

i)

=

=

=

a

22

=2 T2

|bx + by xy]

bx+xy xyl'lx x!|b

=<

|bx + by by|'lp

lxx+ by xyl'lb xllx

| xx +xy xy|'lx xllx

=

lxx+ by ybl'lpb bllx

Lbx + xx  xx]

To ©o

lxx +xb xbl'lh

_— 0
Lbx + bb bb.'[)bf b] [b

XX 0] [x ”
bx+yx yyl'lx yllb

xx 0"[x 0”x

XX 07 rx

=
=

XX 07 rx

Sl
o

XX 07 rx

=
=

XX 07 rx

=
=

X6 O07rx O1x

b 0 L[i O] [x

:Zx;b xob'if 2] [x 0]_

b x

58% 0717x g] [;

2] - [bob bob]

0
y

]:[ XX 0

xx+ by yy

axx
y] [be xy

?<°. 2 =2 =22 =ce =92

01
bd

| & 0]
2xx  xy

[ XX 0]
2xb  yb

_[ XX O]

xx+xb xx

P, XX 0
lxb + bb xb

[be xb

XX 0]
| xx +xb xy|

5658 07
|bx + bb by|

5%3% 0]
bx + xx  xy|

K danM)

(I danJ)

( danK)

(I danL)

(I danM)

(J dankK)

JdanL)

JdanM)

(K danL)

(K danM)

L danM)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



