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Berdasarkan definisi tentang graf komutatif dari matriks division 
, diketahui bahwa division ring merupakan entri dari matriks. 

Field adalah division ring yang bersifat komutatif, contoh
bilangan real. Pada pembahasan tentang graf, salah satu hal yang 
menarik untuk dibahas yaitu tentang keterhubungan. 
latar belakang masalah tersebut penelitian dilakukan dengan tujuan
menjelaskan keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks 
bilangan real. Metode penelitian dalam skripsi ini adalah penelitian 

, dengan langkah-langkah berikut: (1) Me
keterhubungan graf komutatif dari matriks diagonal; (
keterhubungan graf komutatif dari matriks segitiga. 
Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperoleh bahw
matriks diagonal dimana  � � M	�R�, maka tidak terdapat graf 
komutatif dari S. Hal itu dikarenakan bentuk umum dari matriks 
diagonal sama dengan centernya, sehingga himpunan simpulnya 
merupakan himpunan kosong.  
Apabila S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol 
adalah boleh bernilai nol dan , maka graf komutatif dari 

adalah tidak terhubung. Dan apabila S adalah matriks 
 entri yang bukan nol adalah tidak boleh bernilai nol dan
	�R�, maka graf komutatif dari S adalah 

kosong.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan oleh 

masyarakat dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak 

langsung. Matematika juga merupakan ilmu yang tidak terlepas dari agama. 

Pandangan ini dengan jelas dapat diketahui kebenarannya dari ayat-ayat Al-

Qur’an yang berkaitan dengan matematika, di antaranya adalah ayat-ayat yang 

berbicara mengenai bilangan, operasi bilangan, dan adanya perhitungan. (Fathani, 

2008: 217) 

Hal tersebut dapat dilihat di dalam surat Maryam ayat 94 sebagai berikut: 

ô‰s)©9 ÷Λàι9 |Á ôm r& öΝèδ £‰tãuρ # t‰tã ∩⊆∪     

 “Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka 
dengan hitungan yang teliti.” 

 
 

Selain itu, Allah juga berfirman dalam surat Al-Qamar ayat 49 sebagai berikut:   

$ ‾ΡÎ) ¨≅ä. > ó x« çµ≈oΨø)n=yz 9‘y‰s)Î/ ∩⊆∪  

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.” 
 
 
Berbagai hal yang terdapat di alam semesta ini telah ada ukurannya, 

hitungannya, dan teoremanya. Seseorang yang ahli matematika tidak membuat 

suatu teorema. Mereka hanya menemukan teorema tersebut. Oleh karena itu, 

  1 



apabila di dalam kehidupan ditemukan suatu permasalahan, manusia harus selalu 

berusaha untuk menemukan solusinya. 

Pembuktian kebenaran suatu teorema harus selalu ada pada saat 

menemukan teorema tersebut. Apabila kebenaran teorema tersebut belum jelas, 

maka kita tidak boleh mengikutinya. 

Allah berfirman di dalam surat Al-hujurat ayat 6: 

$ pκš‰r' ‾≈ tƒ t Ï%©!$# (# þθ ãΖtΒ#u βÎ) óΟ ä.u !% ỳ 7,Å™$ sù :* t6 t⊥Î/ (# þθãΨ̈�t6 tGsù βr& (#θç7ŠÅÁ è? $ JΒ öθ s% 7' s#≈ yγ pg¿2 (#θ ßs Î6 óÁçGsù 

4’ n?tã $ tΒ óΟçF ù=yèsù t ÏΒÏ‰≈ tΡ ∩∉∪     

“Hai orang-orang yang beriman, jika datang kepadamu orang fasik membawa 
suatu berita, maka periksalah dengan teliti, agar kamu tidak menimpakan suatu 
musibah kepada suatu kaum tanpa mengetahui keadaannya yang menyebabkan 
kamu menyesal atas perbuatanmu itu.” 
 

Di dalam ayat tersebut, semua orang muslim diwajibkan untuk menyelidiki 

kebenaran (# þθ ãΨ̈�t6 tGsù) atas segala sesuatu sebelum mempercayainya.  

 Apabila teorema tersebut benar, maka harus ditunjukkan bukti yang benar 

dari teorema tersebut.  

Allah berfirman di dalam surat Al Baqarah ayat 111 sebagai berikut: 

(#θ ä9$s%uρ  s9 Ÿ≅ äzô‰tƒ sπ ¨Ψyfø9 $# āω Î)  tΒ tβ% x. # �Šθ èδ ÷ρr& 3“ t�≈|Á tΡ 3 š�ù=Ï? öΝà‰•‹ ÏΡ$ tΒ r& 3 ö≅ è% (#θ è?$ yδ 

öΝà6 uΖ≈ yδö� ç/ βÎ) óΟçGΖà2 šÏ%Ï‰≈ |¹ ∩⊇⊇⊇∪     

2 



“Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: "Sekali-kali tidak akan masuk surga 
kecuali orang-orang (yang beragama) Yahudi atau Nasrani." Demikian itu 
(hanya) angan-angan mereka yang kosong belaka. Katakanlah: "Tunjukkanlah 
bukti kebenaranmu jika kamu adalah orang yang benar." 
 

Para ahli kitab, baik Yahudi maupun Nasrani, telah berpendapat bahwa 

hanya golongan mereka sendiri yang akan masuk surga. Di dalam ayat tersebut 

Allah SWT meminta bukti kebenaran yang menguatkan pendapat mereka. 

Walaupun arti dari ayat tersebut terdapat tuntunan yang mengemukakan bukti, 

maknanya menyatakan ketidakbenaran pendapat mereka karena mereka tidak 

akan dapat mengemukakan bukti yang benar. Dalam ayat tersebut terdapat isyarat 

bahwa suatu pendapat yang tidak didasarkan bukti yang benar maka pendapat 

tersebut tidak akan diterima. 

Untuk membuktikan kebenaran sesuatu (pernyataan atau berita), maka 

diperlukan pengetahuan matematika. Salah satu cabang dari pengetahuan 

matematika adalah aljabar. Aljabar (berasal dari bahasa Arab “al-jabr” yang 

berarti “pertemuan”, atau “hubungan”) merupakan salah satu cabang dari 

matematika yang dapat dicirikan sebagai generalisasi dari aritmatika. Aljabar 

linear  mempelajari sistem persamaan linear dan solusinya, vektor, dan 

transformasi linear. Pembahasan mengenai matriks dan operasinya juga berkaitan 

erat dengan aljabar linear. Sedangkan aljabar abstrak mempelajari struktur aljabar, 

seperti grup, ring, medan, dan lain sebagainya. Teori graf juga merupakan bagian 

dari matematika yang mempelajari sifat-sifat dari graf. 

Ketiga bagian dari matematika tersebut bukan merupakan pembahasan 

yang terpisah. Ketiganya masih memiliki hubungan. Graf komutatif merupakan 
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salah satu contoh pembahasan dari ketiga bagian matematika tersebut. Di dalam 

pembahasan tentang graf komutatif, diperlukan pemahaman tentang ring yang 

merupakan bagian dari aljabar abstrak. Selain itu diperlukan operasi perkalian 

matriks dalam menentukan keterhubungan langsung (adjacent) simpul-simpulnya 

yang mana hal itu terdapat di dalam aljabar linear. Sedangkan penjelasan tentang 

graf ada di dalam teori graf. 

Pada pembahasan tentang graf, salah satu hal yang menarik untuk dibahas 

yaitu tentang keterhubungan dari graf tersebut. Diberikan sebuah graf G, sebuah 

lintasan P (path) adalah barisan v0,e1,v1,e2,...,ek,vk yang secara berurutan 

merupakan titik dan sisi berbeda di dalam G, untuk setiap i, 1 ≤ � ≤ , akhir dari 

ei adalah vi-1 dan vi. Dikatakan u adalah terhubung ke v di dalam G jika ada 

lintasan di antara u dan v. Graf G adalah terhubung jika ada lintasan di antara 

setiap dua titik yang berbeda dari G.  

Misal D merupakan division ring dan M	(D) merupakan himpunan dari 

semua matriks n x n atas D. Untuk � ⊆ M	(D), graf komutatif dari �, yang 

dilambangkan dengan Γ(�), adalah graf dengan himpunan titik S\Z(�) sedangkan 

titik berbeda A dan B terhubung langsung (adjacent) jika dan hanya jika AB = BA 

dimana �(�) = ��|� ∈ �, �� = �� , ∀ � ∈ ��. (Vaezpour & Raja, 2009) 

Dari pengertian tentang graf komutatif di atas, dapat dikhususkan lagi 

pengertiannya apabila division ring (�) tersebut diganti dengan bilangan real (R). 

Hal tersebut dikarenakan bilangan real merupakan salah satu contoh dari field, 

sedangkan field merupakan division ring yang bersifat komutatif. Sehingga 
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pengertian graf komutatif dari � yang merupakan subset dari matriks bilangan real 

dengan ordo n adalah sebagai berikut: 

Misal R merupakan bilangan real dan M	(�) merupakan himpunan dari semua 

matriks n x n atas R. Untuk � ⊆ M	(�), graf komutatif dari �, yang dilambangkan 

dengan Γ(�), adalah graf dengan himpunan titik S\Z(�) sedangkan titik berbeda A 

dan B terhubung langsung (adjacent) jika dan hanya jika AB = BA dimana 

�(�) = ��|� ∈ �, �� = �� , ∀ � ∈ ��. 
Permasalahan yang muncul di dalam pembahasan mengenai graf komutatif 

adalah tentang bagaimanakah  keterhubungan yang dimiliki oleh graf tersebut. 

Oleh sebab itu, dalam penelitian ini penulis tertarik untuk meneliti mengenai 

keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan real. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah bagaimanakah keterhubungan dalam graf komutatif dari 

matriks bilangan real? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini 

adalah untuk menjelaskan keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks 

bilangan real. 
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1.4 Batasan Masalah 

 Agar penulisan skripsi ini tidak meluas, maka pembahasan dilakukan 

hanya pada keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan real. 

Bilangan real yang menjadi entri matriks adalah field, yang merupakan division 

ring yang bersifat komutatif. 

  Matriks bilangan real yang akan dibahas merupakan matriks diagonal dan 

matriks segitiga. Matriks tersebut dilambangkan dengan �, dimana � merupakan 

himpunan bagian (subset) dari matriks bilangan real dengan ordo n (� ⊆ M	(R)). 
 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberikan manfaat, yaitu: 

1) Bagi Penulis 

 Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan tentang aljabar linear, aljabar abstrak, dan teori graf, khususnya 

tentang penjelasan keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan 

real. 

2)   Bagi Lembaga 

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan kepustakaan yang 

dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan 

matematika untuk mata kuliah aljabar linear, aljabar abstrak, dan teori graf. 

3)  Bagi Pengembangan Ilmu 

 Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan kajian keilmuan untuk 

menambah wawasan keilmuan. 
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1.6  Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian 

pustaka (library research), yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari 

berbagai sumber seperti buku, jurnal, atau makalah-makalah. Penelitian dilakukan 

dengan melakukan kajian terhadap buku-buku aljabar linear, aljabar abstrak, dan 

teori graf dan jurnal-jurnal atau makalah-makalah yang memuat topik tentang graf 

komutatif.  

Langkah selanjutnya adalah menyelidiki keterhubungan dalam graf 

komutatif dari matriks bilangan real, langkah-langkahnya adalah: 

a. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif dari S atau Γ(S) dimana � ⊆ M�(R) 

dan S adalah matriks diagonal. 

b. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif dari S atau Γ(S) dimana � ⊆ M�(R) 

dan S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol boleh bernilai nol. 

c. Menyelidiki keterhubungan graf komutatif dari S atau Γ(S) dimana � ⊆ M�(R) 

dan S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol tidak boleh bernilai 

nol. 

 

1.7 Sistematika Penulisan  

Untuk mempermudah dalam memahami skripsi ini secara keseluruhan 

maka penulis menggunakan sistematika pembahasan yang terdiri dari 4 bab dan 

masing-masing akan dijelaskan sebagai berikut: 

 

 

   7 



BAB I. PENDAHULUAN 

Dalam bab ini dilakukan penjelasan tentang latar belakang, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, 

metodologi penelitian, dan sistematika penulisan. 

BAB II  KAJIAN PUSTAKA 

Pada bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang 

mendukung bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain 

membahas aljabar matriks, grup dan ring, teori graf dan representasinya 

di dalam Islam. 

BAB III  PEMBAHASAN 

Di dalam bab ini akan dijelaskan center dan graf komutatif dari matriks 

bilangan real. Selanjutnya menyelidiki keterhubungan graf komutatif 

dari S atau Γ(S) dimana � ⊆ M�(R) dengan S merupakan matriks 

diagonal, matriks segitiga dimana entri yang bukan nol boleh bernilai 

nol, dan matriks segitiga dimana entri yang bukan nol tidak boleh 

bernilai nol. Setelah itu dilakukan diskusi dari hasil pembahasan 

tersebut. 

BAB IV PENUTUP 

 Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1. Aljabar Matriks 

2.1.1. Definisi Matriks 

 Di dalam kehidupan, sering dijumpai masalah-masalah yang 

membutuhkan perlakuan khusus. Hal tersebut dimaksudkan untuk keperluan 

penyajian dan pencarian metode penyelesaiannya. Salah satu bentuk penyajiannya 

adalah dengan menyusun item-item dalam bentuk baris dan kolom, yang biasanya 

disebut dengan matriks. 

Penggunaan matriks telah banyak dijumpai dalam kehidupan sehari-hari, 

disadari ataupun tidak, penggunaan matriks tersebut telah banyak dimanfaatkan 

dalam menyelesaikan masalah-masalah yang berhubungan dengan kehidupan, 

misalnya pada aplikasi perbankan dan juga di dalam dunia olahraga yang 

digunakan sebagai penentuan klasemen suatu pertandingan.  

Suatu matriks (matrix) adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-

bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks. 

(Anton dan Rorres, 2004: 26) 

   Sehingga matriks merupakan suatu susunan yang berbentuk persegi 

panjang yang terdiri dari bilangan-bilangan. Baris sebuah matriks adalah susunan 

bilangan-bilangan yang mendatar (arah horizontal) dalam matriks. Kolom sebuah 

matriks adalah susunan bilangan-bilangan yang tegak (arah vertikal) dalam 

matriks. 

  9 
 



   Suatu matriks dapat ditulis dalam bentuk (  ) atau [  ]. Matriks 

dilambangkan dengan huruf besar, misalnya A, B, dan seterusnya. Entri pada 

matriks dilambangkan dengan huruf kecil dan berindeks, misalnya ��� yang 

merupakan entri pada baris ke- m dan kolom ke- n. Bentuk umum dari matriks 

adalah: 

� = � �  � ��� ��� ⋯ � "⋯ ��"… …�$ �$� ⋯ ⋯⋯ �$"
% 

dimana m menunjukkan baris dan n menunjukkan kolom. 

   Ukuran matriks atau biasa disebut dengan ordo matriks menyatakan 

jumlah baris dan jumlah kolom yang terdapat di dalam matriks tersebut. Apabila 

suatu matriks memiliki jumlah baris sebanyak (m) dan jumlah kolom (n), maka 

disebut matriks berordo m x n. 

   Dari definisi tentang matriks di atas, maka contoh dari matriks adalah 

sebagai berikut: 

a. Matriks berordo 2 x 1: � = &53) 
Entri matriks A adalah: �11 = 5 dan �21 = 3. 

b. Matriks berordo 2 x 2: � = &1 44 3) 
Entri matriks B adalah: ,11 = 1, ,12 = 4, ,21 = 4, dan ,22 = 3. 

c. Matriks berordo 3 x 3: - = �1 2 √50 �� 40 0 0 % 

Entri matriks B adalah: �11 = 1, �12 = 2, �13 = √5, �21 = 0, �22 = 23, �23 = 4, 

�31 = 0, �32 = 0, dan �33 = 0. 
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2.1.2. Kesamaan Matriks 

   Dua matriks adalah sama (equal) jika keduanya memiliki ukuran yang 

sama dan entri-entri yang bersesuaian adalah sama. (Anton dan Rorres, 2004: 28) 

   Di dalam notasi matriks, apabila A = [aij] dan B = [bij] memiliki ukuran 

yang sama, maka A = B jika dan hanya jika (A)ij = (B)ij, atau aij = bij untuk semua i 

dan j. 

Contoh: 

a. � = 12 1 27 4 34 5 64 , � = 12 1 27 4 34 5 64  
Dua matriks di atas memiliki ukuran dan entri-entri yang bersesuaian sama, 

sehingga � = �. 

b. � = &3 54 5) , � = &3 54 6) 
Apabila nilai x = 6, maka � = �, tetapi untuk semua nilai x yang lain, matriks 

A dan B adalah tidak sama karena tidak semua entri-entri yang bersesuaian 

adalah sama. 

 

2.1.3. Perkalian Skalar Matriks 

Jika A adalah matriks sebarang dan c adalah skalar sebarang, maka 

hasilkali-nya (product) cA adalah matriks yang diperoleh dari perkalian setiap 

entri pada matriks A pada bilangan c. Matriks cA disebut sebagai kelipatan skalar 

(scalar multiple) dari A. (Anton dan Rorres, 2004: 29).  

Di dalam notasi matriks, apabila � = 6�789, maka (:�)�; = :(�)�; = :��;. 
Atau dapat juga ditulis sebagai 
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:� = <:�  :� �:�� :��� ⋯ :� 8⋯ :��8⋯ ⋯:�7 :�7� ⋯ ⋯⋯ :�78
= 

Contoh: � = &1 3 23 5 2), maka 3� = >3(1) 3(3) 3(2)3(3) 3(5) 3(2)? = &3 9 69 15 6)  
 

2.1.4. Perkalian Matriks 

Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriks r x n maka hasilkali 

(product) AB adalah matriks m x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. 

Untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, pisahkanlah baris i dari 

matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari 

baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh. (Anton 

dan Rorres, 2004: 30) 

Dengan kata lain, perkalian matriks dapat didefinisikan sebagai berikut: 

misalkan � = A�$BC dan � = A,B"C merupakan matriks-matriks yang sedemikian 

rupa sehingga jumlah kolom dari A sama dengan jumlah baris dari B. Maka 

hasilkali AB adalah matriks m x n yang mana entri ij  diperoleh dengan mengalikan 

baris ke-i dari A dengan kolom ke-j dari B. 

DEE
F �11 ⋯ �1G⋯ ⋯ ⋯HIJ ⋯ HIK⋯ ⋯ ⋯��1 ⋯ ��GLMM

N
DEE
EF,11 ⋯ OJP⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯

⋯ ,1�⋯ ⋯⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯,G1 ⋯ OKP ⋯ ⋯⋯ ,G�LMM
MN = DEE

EF :11 ⋯ :1�⋯ ⋯ ⋯⋯ QIP ⋯⋯ ⋯ ⋯:�1 ⋯ :��LMM
MN  

di mana :�; = ��1,1; + ��2,2; + ⋯ + ��G,G; = ∑ ��,;G=1 . 

Berdasarkan definisi dari perkalian matriks tersebut, maka dua matriks 

dapat dikalikan apabila jumlah kolom matriks pertama sama dengan jumlah baris 

dari matriks kedua. Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut: 
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��×G × �G×� = -�×� 

Contoh dari perkalian matriks adalah sebagai berikut: 

� = &1 2 33 2 1) , � = 12 10 12 2
2 33 11 24  

A adalah matriks 2 x 3 dan B adalah matriks 3 x 4, sehingga hasil AB adalah 

matriks 2 x 4. Untuk menentukan, misalnya, entri pada baris 2 dan kolom 3 dari 

AB, kita memisahkan baris 2 dari A dan kolom 3 dari B. Kemudian mengalikan 

entri-entri yang bersesuaian dan menjumlahkan hasilkalinya. 

&1 2 3U V J) 12 10 12 2
V 3 桥桥桥桥 1J 24 = &⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯ ⋯JU ⋯)  

(3.2) + (2.3) + (1.1) = 13 

entri pada baris 1 dan kolom 4 dari AB dihitung dengan cara berikut. 

&J V U3 2 1) 12 10 12 2
2 U3 J1 V4 = &… …… … ⋯ JJ⋯ ⋯ )  

(1.3) + (2.1) + (3.2) = 11 

Perhitungan untuk hasilkali lainnya adalah: 

(1.2) + (2.0) + (3.2) = 8 

(1.1) + (2.1) + (3.2) = 9 

(1.2) + (2.3) + (3.1) = 11      �� = &8 98 7 11 1113 13) 
(3.2) + (2.0) + (1.2) = 8 

(3.1) + (2.1) + (1.2) = 7 

(3.3) + (2.1) + (1.2) = 13 

Misal A, B, dan C adalah matriks yang dapat dikalikan, maka sifat-sifat 

dari perkalian matriks adalah: 
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1. Sifat distributif 

a. A (B + C) = AB + AC 

b. (A + B) C = AB + BC  

2. Sifat asosiatif 

A (BC) = (AB) C 

3. AB ≠ BA 

Perkalian matriks tidak memenuhi sifat komutatif. Pada bilangan real 

berlaku ab = ba. Sedangkan pada matriks, AB tidak selalu sama dengan BA. 

Hal tersebut dapat disebabkan pada kasus sebagai berikut: 

a. Hasil dari AB dapat didefinisikan, akan tetapi hasil dari BA tidak dapat 

didefinisikan. Sebagai contoh, apabila A adalah matriks yang memiliki 

ordo 2 x 3, dan B adalah matriks yang memiliki ordo 3 x 4. 

b. Hasil dari AB dan BA dapat didefinisikan, akan tetapi masing-masing entri 

yang bersesuaian dari matriks tersebut adalah berbeda. Sebagai contoh: 

 � = &1 22 3) dan � = &2 12 2) sehingga 

 �� = &1 22 3) &2 12 2) = & 6 510 8) 
�� = &2 12 2) &1 22 3) = &4 76 10)  

 Dari hasil tersebut, dapat disimpulkan bahwa AB ≠ BA. 

4. Perkalian dengan identitas 

IA = AI = A. 
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2.1.5. Transpos Matriks 

   Jika A adalah matriks m x n, maka transpos dari A (transpose of A), 

dinyatakan dengan AT, didefinisikan sebagai matriks n x m yang didapatkan 

dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A; sehingga kolom 

pertama dari AT adalah baris pertama dari A, kolom kedua dari AT adalah baris 

kedua dari A, dan seterusnya. (Anton dan Rorres, 2004: 36) 

   Dari definisi tersebut, dapat dikatakan bahwa matriks transpos adalah 

suatu matriks yang diperoleh dari perpindahan baris pada matriks A yang berubah 

menjadi kolom pada matriks AT, sehingga dapat dituliskan sebagai: 

��×� = X��;Y → AT= X�87Y 

Contoh: � = 12 7 49 5 52 8 44 sehingga  _\ = 12 9 27 5 84 5 44. 
   Transpos dari sebuah hasilkali adalah hasil kali dari transpos-transposnya, 

tetapi dalam urutan terbalik. (Lipschutz dan Lipson, 2004: 14). Yaitu sebagai 

berikut: 

(��)\ = �\�\ 

Apabila perkalian matriks A dan B memiliki sifat komutatif, maka  

(��)\ = (��)\ 

↔ �^�^ = �^�^ 

sehingga berlaku:  

(��)\ = �\�\ 

(��)\ = �\�\ 
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2.1.6. Matriks Bujursangkar 

   Matriks bujursangkar adalah matriks dengan jumlah baris dan kolom yang 

sama. (Lipschutz dan Lipson, 2004: 15) 

   Matriks bujursangkar atau dapat juga dinamakan matriks persegi yang 

memiliki orde n, biasanya disebut matriks bujursangkar-n. Entri �11, �22, �33,..., 

��� berada pada diagonal utama dari matriks A. Matriks bujursangkar dibedakan 

menjadi matriks identitas, matriks diagonal, matriks segitiga, dan matriks 

simetrik. 

Contoh: 

1. &1 00 1) , Matriks bujursangkar dengan orde 2. 

2. 12 7 36 9 23 5 44 , Matriks bujursangkar dengan orde 3. 

 

2.1.7. Matriks Segitiga 

   Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya adalah 

nol disebut matriks segitiga bawah (lower triangular) dan matriks bujursangkar 

yang semua entri di bawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga 

atas (upper triangular). Suatu matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas 

disebut matriks segitiga (triangular). (Anton dan Rorres, 2004: 76) 

    Berdasarkan definisi tersebut, transpos dari matriks segitiga bawah adalah 

matriks segitiga atas. Demikian juga sebaliknya, transpos dari matriks segitiga 

atas adalah matriks segitiga bawah. 
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Contoh matriks segitiga atas: 

1. &−2 10 5), matriks segitiga atas dengan orde 2. 

2. 15 4 70 0 30 0 04, matriks segitiga atas dengan orde 3. 

3. <4 20 5 1 71 30 00 0 0 90 3=, matriks segitiga atas dengan orde 4. 

Contoh matriks segitiga bawah: 

1. &−2 01 5), matriks segitiga bawah dengan orde 2. 

2. 15 0 04 0 07 3 04, matriks segitiga bawah dengan orde 3. 

3. <4 02 5 0 00 01 17 3 0 09 3=, matriks segitiga bawah dengan orde 4. 

 

2.1.8. Matriks Diagonal 

Suatu matriks bujursangkar yang semua entrinya yang tidak terletak pada 

diagonal utama adalah nol disebut matriks diagonal (diagonal matrix). (Anton 

dan Rorres, 2004: 74) 

Bentuk umum dari matriks diagonal A, dengan ordo n dapat ditulis sebagai: 

� = <� 00 �� … 0… 0⋮   ⋮0   0 ⋮… �"
=  

Contoh:  

1. � = &1 00 2), matriks A adalah matriks diagoonal berordo 2 x 2. 

17 



2. � = 13 0 00 3 00 0 34, matriks B adalah matriks diagoonal berordo 3 x 3. 

matriks B merupakan matriks skalar karena nilai entri diagonal utamanya sama, 

yaitu 3, sedangkan entri di luar diagonal utamanya bernilai nol. 

3. - = �2 00 −4 0 00 00    00    0 −1 00 6%, matriks C adalah matriks diagoonal berordo 4 x 4. 

 

2.1.9. Matriks Identitas 

Yang menjadi perhatian khusus adalah matriks bujursangkar dengan 

bilangan 1 pada diagonal utamanya dan 0 pada entri-entri lainnya, seperti 

&1 00 1) , 11 0 00 1 00 0 14 , <1 00 1 0 00 00 00 0 1 00 1= , dan seterusnya. 

Matriks dengan bentuk seperti ini disebut matriks identitas (identity matrix) dan 

dinyatakan dengan I. Jika ukurannya penting maka akan ditulis sebagai In untuk 

matriks identitas n x n. (Anton dan Rorres, 2004: 45) 

   Di dalam perkalian matriks, operasi dengan identitas mempunyai sifat 

�a = a� = �.  

Sebagai contoh:  

� = &2 97 3) dan a = &1 00 1) maka 

�a = &2 97 3) &1 00 1) = &2 97 3) 
a� = &1 00 1) &2 97 3) = &2 97 3)  
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Sehingga �a = a� = � = &2 97 3)  
 

2.1.10. Matriks Singular dan Non Singular 

   Matriks singular adalah matriks bujur sangkar yang tidak mempunyai 

invers (berarti determinannya = 0). Sedangkan matriks non singular adalah 

matriks bujur sangkar yang mempunyai invers (berarti determinannya ≠ 0). 

(Gazali, 2005: 4) 

   Contoh dari matriks singular adalah: 

1. � = &2 51 3), A adalah matriks singular dengan orde 2, karena �−1 = & 3 −5−1 2 ).  
2. � = 11 0 22 −1 34 1 84, B adalah matriks singular dengan orde 3, karena  

�−1 = 1−11 2 2−4 0 16 −1 −14.  
   Contoh dari matriks non singular adalah: 

1. � = &0 10 2), A adalah matriks non singular dengan orde 2. 
2. � = 14 5 32 0 60 0 04, B adalah matriks non singular dengan orde 3. 

 

2.1.11. Determinan 

    Permutasi dari himpunan bilangan bulat atau integer {1, 2, ..., n} adalah 

susunan integer-integer ini menurut suatu aturan tanpa adanya penghilangan atau 

pengulangan. (Anton dan Rorres, 2004: 90) 
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   Sebagai contoh, pada himpunan bilangan bulat {1, 2, 3} memiliki 6 

permutasi. Antara lain (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), dan (3, 2, 1). 

Inversi dapat terjadi di dalam suatu permutasi apabila bilangan bulat yang lebih 

besar mendahului yang lebih kecil. Misalnya di dalam permutasi (2, 4, 1, 3), maka 

banyaknya inversi adalah 1 + 2 + 0 = 3. 

   Suatu permutasi dikatakan genap (even) jika total banyaknya inversi 

adalah integer genap dan dikatakan ganjil (odd) jika total banyaknya inversi 

adalah integer ganjil. (Anton dan Rorres, 2004: 92) 

   Hasilkali elementer dari suatu matriks bujursangkar dengan orde n 

merupakan hasilkali dari n entri dari matriks tersebut, yang tidak satu pun berasal 

dari baris atau kolom yang sama. Apabila A merupakan matriks bujursangkar 

dengan orde n, maka matriks A memiliki hasilkali elementer sebanyak n!. Bentuk 

dari hasilkali elementer tersebut adalah �1;1�2;2... �"8b, di mana (;1, ;2, … , ;�) 

adalah permutasi dari himpunan {1, 2, ..., n}. Sedangkan hasilkali elementer 

bertanda dari A adalah dari hasilkali elementer tersebut adalah �1;1�2;2... �"8b 

dikalikan dengan + 1 untuk permutasi genap dan – 1 untuk permutasi ganjil.  

   Misalkan A adalah suatu matriks bujursangkar. Fungsi determinan 

(determinant function) dinotasikan dengan det dan kita mendefinisikan det(A) 

sebagai jumlah dari semua hasilkali elementer bertanda dari A. Angka det(A) 

disebut determinan dari A (determinant of A). (Anton dan Rorres, 2004: 92) 
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   Misal � = &�  � ��� ���), maka determinan dari A adalah �11�22 − �12�21. 

Sedangkan untuk � = 1�  � � � ��� ��� ����� ��� ���4, maka determinan dari B adalah 

�11�22�33 + �12�23�31 + �13�21�32 − �13�22�31 − �12�21�33 − �11�23�32. 

     

2.1.12. Invers Matriks ordo 2 

    Diberikan matriks bujursangkar A. Jika terdapat matriks bujursangkar A-1 

yang memenuhi hubungan 

   �−1.  㐰 = �. �−1 = a 
Maka A-1 disebut invers kebalikan dari A. (Hadley, 1992: 89) 

    Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang 

ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut dapat 

dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A. Jika matriks B 

tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks singular. (Anton dan 

Rorres, 2004: 46) 

    Sebelum menentukan invers, maka harus dicari terlebih dahulu nilai 

determinan dari matriks tersebut. Misalkan A merupakan matriks yang 

mempunyai ordo 2. Determinan dari matriks A adalah selisih antara perkalian 

entri-entri pada diagonal utama dengan perkalian entri-entri pada diagonal 

sekunder. Determinan dari matriks A dinotasikan dengan det A atau |�|. 
Sedangkan nilai dari determinan suatu matriks adalah bilangan real. 

Misalkan � = &� ,: c)  
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Sehingga det A = |�| = d� ,: cd = ad – bc. 

    Dari definisi tentang invers matriks, maka selanjutnya dapat ditentukan 

rumus dari invers matriks yang berordo 2.  

Misalkan � = &� ,: c) dan � = &e fG g) 
Karena AB = I, maka B = A-1. 

&� ,: c) &e fG g) = &1 00 1)  
>�e + ,G �f + ,g:e + cG �f + cg? = &1 00 1)  
Berdasarkan kesamaan dua matriks, diperoleh: 

�e + ,G = 1 ....(1)  �f + ,g = 0 ....(3) 

:e + cG = 0 ....(2)  �f + cg = 1 ....(4) 

Dengan menyelesaikan sistem persamaan linear tersebut, maka diperoleh: 

e = hihjkl    f = jkihjkl 

e = jlihjkl    e = iihjkl 
Dengan demikian, 

� = �j = &e fG g) = 1 hihjkl jkihjkljlihjkl iihjkl4 =  ihjkl & c −,−: � )  
Jadi � = �j =  ihjkl & c −,−: � ), dengan �c − ,: ≠ 0. 

Oleh karena �c − ,: = det A, maka �−1 = 1det � & c −,−: � ). 
Contoh menentukan invers matriks � = & 3 −6−7 11) 
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det A = d 3 −6−7 11 d = 3(11) – (-6)(-7) = 33 – 42 = -9 

�−1 = 1det � &11 67 3) = 1−9 &11 67 3)  
  = �j  q jrqjsq j�q % 

= �j  q j��jsq j � %  

 

2.2. Grup dan Ring 

2.2.1. Definisi Grup 

Sebuah sistem aljabar (G, •) yang terdiri atas himpunan tidak kosong G 

dan komposisi biner • dinamakan grup jika postulat berikut terpenuhi: 

(I) Hukum Assosiatif: komposisi bersifat assosiatif, 

(a • b) • c = a • (b • c) ∀�, ,, : ∈ t. 

(II)  Terdapat Identitas. Komposisi mempunyai elemen identitas di G yang mana 

elemen tersebut dinotasikan dengan e di G, sebagaimana 

e • a = a • e = a ∀� ∈ t  

(III)  Terdapat invers. Masing-masing elemen di G adalah invertible terhadap 

komposisi • yang berkorespondensi pada setiap elemen � ∈ t, yang 

dinamakan invers dan dinotasikan dengan a-1 di G sebagaimana 

  a-1 • a = a • a-1 = e 

  dimana e merupakan elemen identitas di G. (Raisinghania, 1980: 31) 
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Contoh dari grup adalah sebagai berikut: 

1. (G, x) 

t = u&� ,0 :) d�, ,, : ∈ �v dengan d� ,0 :d ≠ 0 

(I)  berlaku hukum assosiatif 

ambil 5, w, x ∈ t yaitu 

 5 = >� , 0 : ?, w = >�� ,�0 :�?, dan x = >�� ,�0 :�? 
maka berlaku (x x y) x z = x x (y x z) 

y>�1 ,10 :1? × >�2 ,20 :2?z × >�3 ,30 :3? = >�1 ,10 :1? × y>�2 ,20 :2? × >�3 ,30 :3?z  

 ↔ >� ���� � ��,� + � ,�:�+, :�:�0 : :�:� ? = 

{�1�2�3 �1�2,3 + �1,2:3+,1:2:30 :1:2:3 |  
(II)  terdapat identitas, yaitu } = &1 00 1) 

ambil � ∈ t yaitu &� ,0 :), maka e x a = a x e = a ∀� ∈ t  

&1 00 1) × &� ,0 :) = &� ,0 :) × &1 00 1)  
↔ &� ,0 :) = &� ,0 :) = � , ∀� ∈ t. 

(III)  terdapat invers, yaitu �−1 = �1� −,�:0 1: %, a-1 di G 

ambil � ∈ t yaitu &� ,0 :), maka a-1 x a = a x a-1 = e , dimana e merupakan 

elemen identitas di G. 
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�1� −,�:0 1: % × &� ,0 :) = &� ,0 :) × �1� −,�:0 1: %  
↔ &1 00 1) = &1 00 1) = } , ∀� ∈ t. 

2. (M, +) 

~ = u&� ,c :) d�, ,, :, c ∈ �v dengan d� ,c :d ≠ 0 

(I) berlaku hukum assosiatif 

ambil 5, w, x ∈ ~ yaitu 

 5 = X578Y�×�, w = Xw78Y�×�, dan x = Xx78Y�×� 

 maka berlaku (x + y) + z = x + (y + z) 

 (x + y) + z  = �X5�;Y2×2  + �w�;�2×2� + Xx�;Y2×2  

    = �5�; + w�;�2×2 + Xx�;Y2×2 

= �5�; + w�; + x�;�2×2 

= X5�;Y2×2 + �w�; + x�;�2×2 

= X5�;Y2×2 + ��w�;�2×2  + Xx�;Y2×2� 

= x + (y + z) 

(II)  terdapat identitas, yaitu } = &0 00 0) 
ambil � ∈ ~ yaitu &� ,c :), maka e + a = a + e = a ∀� ∈ ~  

&0 00 0) + &� ,c :) = &� ,c :) + &0 00 0)  
↔ &� ,c :) = &� ,c :) = � , ∀� ∈ t. 
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(III)  terdapat invers, yaitu �−1 = &−� −,−c −:), a-1 di G 

ambil � ∈ t yaitu &� ,c :), maka a-1 x a = a x a-1 = e , dimana e merupakan 

elemen identitas di G. 

&−� −,−c −:) + &� ,c :) = &� ,c :) + &−� −,−c −:)  
↔ &0 00 0) = &0 00 0) = } , ∀� ∈ t. 

3. (�, +) 
 dimana R merupakan sistem bilangan real. 

(I) berlaku hukum assosiatif 

 ambil 5, w, x ∈ �, 

 maka berlaku (x + y) + z = x + (y + z) 

(II)  terdapat identitas, yaitu } = 0 

 ambil � ∈ �,  

 maka 0 + a = a + 0 = a , ∀� ∈ �  

(III)  terdapat invers,  

 ambil � ∈ �, inversnya adalah – � ∈ � 

 maka – � + � = � + (−�) = } , ∀� ∈ �. 

 

2.2.2. Center dari Grup 

   Center dari grup G biasanya ditulis dengan notasi �(t) adalah elemen dari 

grup yang komutatif dengan setiap elemen dari grup tersebut. Di dalam �(t) ada 

elemen identitas dari G, karena eg = g = ge, ∀� ∈ t. Oleh karena itu, dengan 

definisi dari �(t), maka } ∈ �(t). 
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Contoh:  

Misal (G, x) adalah grup. 

t = u&� ,0 :) d�, ,, : ∈ �v dengan d� ,0 :d ≠ 0 

Maka center dari dari grup G adalah 

�(t) = u&� 00 �) d� ∈ �v dengan � ≠ 0 

Karena 

&� 00 �) × &� ,0 :) = &� ,0 :) × &� 00 �)  
↔ &�� �,0 �:) = &�� �,0 �:)  
Elemen identitas dari G adalah } = &1 00 1), sehingga } ∈ �(t) untuk nilai a = 1. 

Karena 

&1 00 1) × &� ,0 :) = &� ,0 :) × &1 00 1)  
↔ &� ,0 :) = &� ,0 :). 
 

2.2.3. Definisi Ring 

   Sistem matematika (�, +,×) disebut gelanggang (ring) jika memenuhi: 

I. Terhadap operasi tambah (�, +) membentuk grup komutatif. 

II.  Terhadap operasi kali (�,×) memenuhi sifat asosiatif: (�,): = �(,:) untuk 

semua unsur a, b, c di R;  

III.  Terhadap operasi tambah dan operasi kali secara bersama-sama (�, +,×) 

memenuhi sifat distributif: �(, + :) = �, + �: dan (� + ,): = �: + ,: untuk 

semua unsur a, b, c di R. (Arifin, 2000: 72-73) 
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Contoh dari ring adalah sebagai berikut: 

1. (~, +,×)  
Dimana ~ = u&� ,c :) d�, ,, :, c ∈ �v dengan d� ,c :d ≠ 0 

I. Terhadap operasi tambah (~, +) membentuk grup komutatif. 

(~, +) merupakan suatu grup. 

(~, +) membentuk grup komutatif. 

Ambil unsur �, , ∈ ~, yaitu 

 � = X��;Y2×2, , = X,�;Y2×2, 

maka berlaku � + , = , + �. 

� + ,  = X�78Y�×� + X,78Y�×� 

= X�78 + ,78Y�×� 

= X,78 + �78Y�×� 

= X,78Y�×� + X�78Y�×� 

= , + � 

II.  Terhadap operasi kali (~,×) memenuhi sifat asosiatif: (�,): = �(,:) untuk 

semua unsur a, b, c di M; 

Ambil �, ,, : ∈ ~, yaitu 

  � = X�78Y�×�, , = X,8�Y�×�, dan : = (:�7)�×� 

maka berlaku sifat asosiatif: (�,): = �(,:). 
�, = ∑ ��;,;�8�   

(�,): = ∑ X∑ �78,8�2;=1 Y2=1 :�7  
  = ∑ ∑ �78,8�2;=12=1 :�7 
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,: = ∑ ,;:����   

�(,:) = ∑ ��;X∑ ��;,;��� Y�8�   

= ∑ ∑ ��;,;��� �8� :�  
  = ∑ ∑ �78,8�2;=12=1 :�7 
Sehingga (�,): = �(,:). 

III.  Terhadap operasi tambah dan operasi kali secara bersama-sama (�, +,×) 
memenuhi sifat distributif: �(, + :) = �, + �: dan (� + ,): = �: + ,: 

untuk semua unsur a, b, c di R. 

  Ambil �, ,, : ∈ ~, yaitu 

 � = X�78Y�×�, , = X,8�Y�×�, dan : = X:8�Y�×� 

 maka untuk semua unsur a, b, c di R, berlaku sifat distributif: 

  �(, + :) = �, + �:  

�(, + :) = ∑ �78X,8� + :8�Y�8�   

= ∑ X�78,8� + �78:8�Y�8�    
= ∑ �78,8� +�8� ∑ �78:8��8�   

= �, + �:   

Maka �(, + :) = �, + �: , dengan perhitungan yang sama dapat diperoleh 

(� + ,): = �: + ,:. 

2.  (�, +,×) dimana R merupakan sistem bilangan real. 

I. Terhadap operasi tambah (�, +) membentuk grup komutatif. 

 (�, +) merupakan suatu grup. 

(�, +) membentuk grup komutatif. 
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Ambil unsur �, , ∈ �,  

maka berlaku � + , = , + �. 

II.  Terhadap operasi kali (�,×) memenuhi sifat asosiatif: (�,): = �(,:) untuk 

semua unsur a, b, c di R;  

Ambil �, ,, : ∈ �,  

maka berlaku sifat asosiatif: (�,): = �(,:). 
Terdapat unsur kesatuan 1 ∈ � dan bersifat a1 = 1a = a untuk semua unsur 

� ∈ �. 

III.  Terhadap operasi tambah dan operasi kali secara bersama-sama (�, +,×) 
memenuhi sifat distributif: �(, + :) = �, + �: dan (� + ,): = �: + ,: untuk 

semua unsur a, b, c di R. 

Ambil �, ,, : ∈ �,  

maka berlaku sifat distributif: �(, + :) = �, + �: dan (� + ,): = �: + ,: 

untuk semua unsur a, b, c di R. 

 

2.2.4. Ring Komutatif 

  Jika komposisi perkalian bersifat komutatif di dalam ring R, itu dinamakan 

ring komutatif. (Raisinghania, 1980: 314) 

Contoh dari ring komutatif: 

(�, +,×) dimana R merupakan sistem bilangan real. 

Ambil unsur �, , ∈ �,  

maka berlaku � × , = , × �. 
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2.2.5. Ring dengan Satuan 

 Jika ada identitas perkalian di dalam ring R, itu dinamakan ring dengan 

satuan. (Raisinghania, 1980: 314) 

Contoh dari ring dengan satuan: 

1. (~, +,×)  
 Dimana ~ = u&� ,c :) d�, ,, :, c ∈ �v dengan d� ,c :d ≠ 0 

Terdapat unsur kesatuan &1 00 1) ∈ ~  

Ambil � ∈ ~, yaitu 

  � = &� ,c :) 
sehingga &� ,c :) &1 00 1) = &1 00 1) &� ,c :) = &� ,c :) 
untuk semua unsur � ∈ ~. 

2. (�, +,×) dimana R merupakan sistem bilangan real. 

Ambil unsur � ∈ �, identitas perkaliannya adalah 1. 

maka berlaku � × 1 = 1 × � = �. 

 

2.2.6. Division ring 

 Sebuah ring R dengan identitas 1, dimana 1 ≠ 0, dinamakan division ring 

(atau skew field) jika setiap elemen yang bukan nol � ∈ � memiliki invers 

perkalian, sehingga terdapat , ∈ � sedemikian hingga ab = ba = 1. Sebuah 

division ring yang komutatif dinamakan field. (Dummit dan Foote, 1991: 256) 

 Sebuah ring dengan sedikitnya dua elemen dinamakan division ring atau 

skew field jika merupakan ring dengan satuan dan setiap elemen yang bukan 
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identitas dari operasi penjumlahan memiliki invers dari operasi perkalian. 

(Raisinghania, 1980: 314) 

Contoh dari skew field adalah (~, +,×)  
dimana ~ = u&� ,c :) d�, ,, :, c ∈ �v dengan d� ,c :d ≠ 0 

(~, +,×) merupakan dengan satuan. 

Ambil unsur � ∈ ~, � bukan identitas dari operasi penjumlahan, yaitu 

� = &� ,c :)  
sehingga invers dari operasi perkaliannya adalah �−1 = � :�:−,c −,�:−,c−c�:−,c ��:−,c%. 
Maka  

&� ,c :) � :�:−,c −,�:−,c−c�:−,c ��:−,c% = � :�:−,c −,�:−,c−c�:−,c ��:−,c% &� ,c :) = &1 00 1)  
 Sebuah ring dengan sedikitnya dua elemen dinamakan field jika 

merupakan ring komutatif dengan satuan dan setiap elemen yang bukan identitas 

dari operasi penjumlahan memiliki invers dari operasi perkalian. (Raisinghania, 

1980: 314) 

Contoh dari field adalah (�, +,×)  
dimana R merupakan sistem bilangan real. 

(�, +,×) merupakan ring komutatif. 

(�, +,×) merupakan dengan satuan. 

Ambil unsur � ∈ �, � bukan identitas dari operasi penjumlahan, sehingga invers 

dari operasi perkaliannya adalah 1�. 
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Maka � ×  i =  i × � = 1. 

 

2.3. Graf 

2.3.1. Definisi Graf 

Suatu graf G adalah suatu pasangan himpunan (V, E) dimana V adalah 

himpunan tak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex), 

dan E adalah himpunan dari pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda di V yang 

disebut sisi (edge). Himpunan titik di graf G ditulis V(G) dan himpunan sisi di 

graf G dilambangkan dengan E(G). (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Definisi graf tersebut menyatakan bahwa V(G) tidak boleh kosong, 

sedangkan E(G) boleh kosong. Sehingga sebuah graf bisa saja tidak memiliki sisi 

satupun, akan tetapi harus mempunyai minimal satu titik.  

Titik di dalam graf dinomori dengan huruf, misalnya a, b, c, ... dengan 

bilangan asli, misalnya 1, 2, 3, ... atau dengan gabungan keduanya. Sedangkan e 

merupakan sisi yang menghubungkan titik v i dengan v j, maka e dapat ditulis 

sebagai e = (v i, v j). 

Titik (vertex) yang ada di dalam graf dapat berupa obyek yang sembarang 

seperti kota, atom-atom suatu zat, komponen alat elektronik, dan sebagainya. 

Sedangkan sisi (edge) dapat menunjukkan hubungan yang sembarang seperti raya, 

sambungan telepon, ikatan kimia, dan lain sebagainya. 

Secara geometri, suatu graf digambarkan di dalam dimensi dua sebagai 

sekumpulan titik V(G) yang dihubungkan dengan sekumpulan sisi E(G). 

Contoh graf adalah sebagai berikut: 
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Misal G : (V, E)  

dengan V(G) = {v 1 , v 2 , v 3 , v 4 , v 5} 

E(G) = {( v 1 , v 2), (v 2 , v 3), (v 2 , v 4), (v 4 , v 5),  

(v 3 , v 5)} 

Jadi graf G digambar sebagai berikut: 

    v1 

   

    v2  v3 

 

 

   v4    v5 

 

Gambar 2.1: Sebuah Graf G 

 

2.3.2. Adjacent dan Incident 

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v) 

adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e 

serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) 

akan ditulis e = uv. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Dari definisi tersebut, maka dua buah titik (vertex) pada graf G dikatakan 

adjacent bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. Dengan kata lain, 

u terhubung langsung (adjacent) dengan v jika (u, v) adalah sebuah sisi pada graf 

G. Sedangkan untuk sembarang sisi e = (u, v) maka sisi e dikatakan terkait 

langsung (incident) dengan titik u dan titik v. 
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 u e1 v 

 e2 

 e3 e4 

   e5  

 w e6 x 

 

Gambar 2.2: Sebuah Graf yang Terhubung 

 Pada gambar tersebut, titik u terhubung langsung (adjacent) dengan titik v, 

w, dan x. Sedangkan sisi e1 terkait langsung (incident) dengan titik u dan titik v, 

sisi e2 terkait langsung (incident) dengan titik u dan titik x, sisi e3 terkait langsung 

(incident) dengan titik u dan titik w, sisi e4 terkait langsung (incident) dengan titik 

v dan titik x, sisi e5 terkait langsung (incident) dengan titik v dan titik w, dan sisi 

e6 terkait langsung (incident) dengan titik w dan titik x. 

 

2.3.3. Graf Terhubung 

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat 

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u – v di G. Sedangkan 

suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk setiap titik u dan v 

di G terhubung. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28). 

Dengan kata lain, graf G disebut graf terhubung jika untuk setiap pasang 

titik (vertex) u dan v di dalam himpunan V terdapat lintasan dari u ke v. Apabila 

hal tersebut tidak terpenuhi, maka graf G merupakan graf tak terhubung. 

Berdasarkan definisi tersebut, maka contoh dari graf terhubung adalah: 
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1v 2v

3v

4v

5v

6v

7v8v

 

Gambar 2.3: Graf Terhubung (connected). 

Graf G pada Gambar tersebut dikatakan terhubung karena setiap titiknya 

terhubung dengan titik yang lain. 

  Graf yang hanya terdiri atas satu titik (vertex) dan tidak mempunyai sisi 

dikatakan graf terhubung karena titik tunggalnya terhubung dengan dirinya 

sendiri. 

 

2.3.4 Graf Kosong 

   Graf yang himpunan sisinya merupakan himpunan kosong disebut sebagai 

graf kosong dan ditulis Nn, yang dalam hal ini n adalah jumlah simpul. (Munir, 

2005: 366). Sehingga graf kosong (Null Graph atau Empty Graph) merupakan 

graf yang hanya mempunyai simpul dan tidak mempunyai sisi. 

 

 

 

 

Gambar 2.4: Graf Kosong N4 
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2.4 Graf Komutatif 

2.4.1 Center dan Graf Komutatif 

Definisi center dari S atau Z(S) dimana � ⊆ M�(R) adalah elemen dari S 

yang bersifat komutatif terhadap setiap elemen yang ada di dalam S. 

�(�) =  �x ∈ � ∶ x5 = 5x ∀5 ∈ ��.  
 Sebelum diperoleh definisi graf komutatif dari matriks bilangan real, 

terlebih dahulu harus diketahui definisi graf komutatif dari matriks division ring, 

yaitu sebagai berikut: 

Misal D merupakan division ring dan Mn(D) merupakan himpunan dari semua 

matriks n x n atas D. Untuk � ⊆ M	(D), graf komutatif dari �, yang 

dilambangkan dengan Γ(�), adalah graf dengan himpunan titik S\Z(�) sedangkan 

titik berbeda A dan B terhubung langsung (adjacent) jika dan hanya jika AB = BA 

dimana �(�) = ��|� ∈ �, �� = �� , ∀ � ∈ ��. (Vaezpour & Raja, 2009) 

 Dari definisi tersebut, diketahui bahwa division ring merupakan entri dari 

matriks. Division ring ada dua macam, yaitu yang bersifat non komutatif disebut 

dengan skew field, sedangkan yang bersifat komutatif disebut dengan field. Salah 

satu contoh dari field adalah bilangan real. Sedangkan S\Z(�) merupakan bentuk 

lain dari S−Z(�) atau � ∩ �(�)l. Titik berbeda A dan B merupakan titik yang 

berada di dalam S\Z(�). 

 

2.4.2 Graf Komutatif dari S 

 Berdasarkan definisi mengenai graf komutatif tersebut maka dapat diambil 

� ⊆ M	(D), dengan nilai n = 3. 
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M3(�) merupakan himpunan dari semua matriks persegi dengan ordo 3 yang 

elemennya merupakan division ring (D). 

Di dalam kasus ini diambil division ring (D) yang bersifat komutatif atau biasa 

disebut dengan field. Sehingga elemen dari M3(�) adalah bilangan real. 

M3(�)  =
�1� 0 00 0 00 0 04 , 10 0 00 , 00 0 04 , 10 0 00 0 00 0 :4 , 10 c 0c 0 00 0 04 , 10 0 }0 0 0} 0 04 , �� 0 00 � 00 0 �% , … �  

Dengan a, b, c, d dan e merupakan bilangan real yang tidak sama dengan nol. 

� ⊆ M�(D). 

S = �10 0 40 0 04 0 04 , 10 0 00 3 00 0 04 , 15 0 00 0 00 0 04 , 10 0 00 0 00 0 64 , 10 2 02 0 00 0 04 , 11 0 00 1 00 0 14�  
Sehingga centernya adalah: �(�) = 11 0 00 1 00 0 14 , maka 

S\Z(�) = �10 0 40 0 04 0 04 , 10 0 00 3 00 0 04 , 15 0 00 0 00 0 04 , 10 0 00 0 00 0 64 , 10 2 02 0 00 0 04� 
Misal: A = 10 0 40 0 04 0 04 B = 10 0 00 3 00 0 04 C = 15 0 00 0 00 0 04 D = 10 0 00 0 00 0 64 E = 

10 2 02 0 00 0 04 
Diperoleh: 

AB = 10 0 40 0 04 0 04 10 0 00 3 00 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04 
BA = 10 0 00 3 00 0 04 10 0 40 0 04 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04  
Sehingga AB = BA 
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AC = 10 0 40 0 04 0 04 15 0 00 0 00 0 04 = 1 0 0 00 0 020 0 04 
CA = 15 0 00 0 00 0 04 10 0 40 0 04 0 04 = 10 0 200 0 00 0 0 4  
Sehingga AC ≠ CA 

AD = 10 0 40 0 04 0 04 10 0 00 0 00 0 64 = 10 0 240 0 00 0 0 4 
DA = 10 0 00 0 00 0 64 10 0 40 0 04 0 04 = 1 0 0 00 0 024 0 04  
Sehingga AD ≠ DA 

AE = 10 0 40 0 04 0 04 10 2 02 0 00 0 04 = 10 0 00 0 00 8 04 
EA = 10 2 02 0 00 0 04 10 0 40 0 04 0 04 = 10 0 00 0 80 0 04  
Sehingga AE ≠ EA 

BC = 10 0 00 3 00 0 04 15 0 00 0 00 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04 
CB = 15 0 00 0 00 0 04 10 0 00 3 00 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04  
Sehingga BC = CB 

BD = 10 0 00 3 00 0 04 10 0 00 0 00 0 64 = 10 0 00 0 00 0 04 
DB = 10 0 00 0 00 0 64 10 0 00 3 00 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04  
Sehingga BD = DB 
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BE = 10 0 00 3 00 0 04 10 2 02 0 00 0 04 = 10 0 06 0 00 0 04 
EB = 10 2 02 0 00 0 04 10 0 00 3 00 0 04 = 10 6 00 0 00 0 04  
Sehingga BE ≠ EB 

CD = 15 0 00 0 00 0 04 10 0 00 0 00 0 64 = 10 0 00 0 00 0 04 
DC = 10 0 00 0 00 0 64 15 0 00 0 00 0 04 = 10 0 00 0 00 0 04 
Sehingga CD = DC 

CE = 15 0 00 0 00 0 04 10 2 02 0 00 0 04 = 10 10 00 0 00 0 04 
EC = 10 2 02 0 00 0 04 15 0 00 0 00 0 04 = 1 0 0 010 0 00 0 04  
Sehingga CE ≠ EC 

Maka gambar dari graf komutatifnya adalah: 

 

  B  E 

 

 

 

 

 A C D 

 

Gambar 2.5: Contoh Graf Komutatif dari � ⊆ M�(R). 
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Titik yang terhubung langsung (adjacent) adalah bersifat komutatif terhadap 

perkaliannya. 

 

2.5. Kajian Keagamaan 

2.5.1. Matematika di Dalam Al-Qur’an 

Al-Qur’an adalah firman Allah SWT dan merupakan kitab suci umat 

Islam, yang juga sering disebut sebagai mukjizat atau bukti yang dibawa oleh 

Rasulullah SAW untuk mereka yang telah mengingkari kebenaran firman Allah 

SWT tersebut. Sedangkan, bagi orang muslim, Al-Qur’an merupakan petunjuk 

dalam kehidupan. Sehingga apabila seseorang yang muslim dan memiliki ilmu 

pengetahuan dapat mengetahui berbagai rahasia yang ada di dalam Al-Qur’an 

untuk memperoleh hikmah dan ilmu. 

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua 

manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak 

langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama, 

semua itu kebenarannya bisa kita lihat dalam Al-Qur’an. (Rahman, 2007: 1) 

Di dalam Islam ada pembahasan tentang masalah mawaris (faraidh). Oleh 

karena itu, kita sebagai orang muslim diperintahkan untuk mempelajari 

matematika. Di dalam Al-Qur’an hal tersebut dijelaskan secara tersirat. 

 

2.5.2. Konsep Graf di Dalam Al-Qur’an 

Isra’ dan Mi’raj merupakan perjalanan Rasulullah SAW yang dilakukan 

hanya satu malam. Kejadian ini adalah salah satu dari peristiwa penting bagi umat 
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Islam karena melalui Isra’ dan Mi’raj, Rasulullah SAW mendapatkan perintah 

untuk melaksanakan shalat lima waktu. 

Isra’ merupakan perjalanan Rasulullah SAW dari Masjidil haram yang 

berada di Mekah menuju ke Masjidil Aqsha yang berada di Palestina. Sedangkan 

Mi’raj merupakan perjalanan Rasulullah SAW dari Masjidil Aqsha di Planet 

Bumi menuju ke Sidratulmuntaha yang merupakan tempat tertinggi. Di tempat 

tersebut, Beliau mendapatkan  perintah langsung dari Allah SWT untuk 

melaksanakan shalat lima waktu. 

Allah telah berfirman di dalam Al-Qur’an surat Al Israa (surat ke-17) ayat 

1 sebagai berikut:  

z≈ ysö6ß™ ü“ Ï% ©!$# 3“ u�ó�r& Íν Ï‰ ö7 yèÎ/ Wξø‹ s9 š∅ÏiΒ Ï‰Éfó¡yϑ ø9 $# ÏΘ# t� ysø9 $# ’ n< Î) Ï‰Éfó¡yϑ ø9 $# $|Áø% F{ $# “ Ï% ©!$# $oΨ ø. t�≈t/ 

… çµs9 öθym …çµtƒÎ� ã∴Ï9 ôÏΒ !$oΨ ÏG≈ tƒ# u 4 … çµ‾Ρ Î) uθèδ ßìŠ Ïϑ ¡¡9 $# ç�� ÅÁt7 ø9$# ∩⊇∪     

”Maha Suci Allah, yang Telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu malam 
dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Aqsha yang Telah kami berkahi 
sekelilingnya agar kami perlihatkan kepadanya sebagian dari tanda-tanda 
(kebesaran) kami. Sesungguhnya dia adalah Maha mendengar lagi Maha 
Mengetahui.” 

 
Kejadian Isra’ dan Mi’raj berdasarkan tempat dapat digambarkan sebagai graf 

berikut: 
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Gambar 2.6: Representasi Isra’ dan Mi’raj Berdasarkan Tempat 

Keterangan:   a. Masjidil Haram di Mekah   

b. Masjidil Aqsha di Palestina   

c. Sidratulmuntaha 

Selain itu, di dalam Islam, penjelasan tentang terhubung langsung 

(adjacent) yang ada di dalam graf digunakan untuk menggambarkan hubugan 

antara orang tua dengan do’a anak yang salih saling terhubung langsung. Apabila 

dimisalkan u sebagai titik pertama adalah "orang tua" dan v sebagai titik kedua 

adalah "anak yang salih", maka e yang merupakan sisi penghubung antara orang 

tua dengan anak adalah “do’a”.  

Hubungan orang tua dengan do’a anak yang salih saling terhubung 

langsung (adjacent) dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

eu v
 

Gambar 2.7: Hubungan Orang Tua dengan Do’a Anak yang Salih. 

Anak yang salih, baik laki-laki maupun perempuan, akan terus 

memberikan manfaat kepada para orang tua mereka dengan do’a yang baik untuk 

orang tua mereka, shadaqah yang dilakukan dengan ikhlas oleh anak yang salih 

a b 

c 
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untuk orang tua mereka, bahkan doa yang diucapkan oleh orang yang pernah 

mendapatkan kebaikan dari anak yang salih tersebut. 

Selain itu, di dalam Islam, juga terdapat kewajiban untuk mendidik anak 

agar menjadi anak yang salih dan menumbuhkan mereka menjadi orang yang 

salih sehingga nantinya akan dapat mendo’akan kebaikan setelah orang tua 

mereka meninggal. Seorang anak yang salih dianjurkan mendo’akan orang tuanya 

bersamaan dengan do’a untuk dirinya di dalam maupun di luar shalat. Hal ini 

termasuk perbuatan berbakti yang akan terus ada setelah orang tua mereka 

meninggal. Allah SWT berfirman di dalam surat Yaasiin (surat ke-36) ayat 12: 

$‾Ρ Î) ßøtwΥ Ì ÷∏çΡ 4†tA öθyϑ ø9 $# Ü= çG ò6 tΡ uρ $tΒ (#θãΒ£‰ s% öΝ èδt�≈ rO# u uρ 4 ¨≅ ä.uρ > ó x« çµ≈ uΖ øŠ|Áômr& þ’ Îû 5Θ$tΒ Î) &Î7 •Β ∩⊇⊄∪     

“Sesungguhnya Kami menghidupkan orang-orang mati dan Kami menuliskan apa 
yang telah mereka kerjakan dan bekas-bekas yang mereka tinggalkan. dan segala 
sesuatu Kami kumpulkan dalam kitab Induk yang nyata (Lauh Mahfuzh).” 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1. Graf Komutatif dari Matriks Diagonal 

S merupakan matriks diagonal dimana � ⊆ M	(R) yang mempunyai 

bentuk umum: 

� = �<�  00 ��� ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ �""
= ��  , ���, … , �"" ∈ ��  

Misal  

� = <5  00 5�� ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ 5""
= dan � = <w  00 w�� ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ w""

= 

Sehingga �� = ��, untuk setiap � ∈ �, 

atau ��|� ∈ �, �� = ��, ∀ � ∈ �� 
maka diperoleh �(�) = �. 

Oleh karena itu, S\Z(�) = � − �(�) = ∅. 

Maka didapatkan teorema berikut ini. 

Teorema 1. Jika S adalah matriks diagonal dimana � ⊆ M	(R), maka tidak 

terdapat graf komutatif dari S. 

Bukti. 

S adalah matriks diagonal dimana � ⊆ M	(R) sehingga bentuk umumnya adalah: 

� = �<�  00 ��� ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ �""
= ��  , ���, … , �"" ∈ ��  
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Sehingga bentuk umum centernya adalah sama dengan bentuk umum matriks 

diagonal. 

Oleh karena itu S\Z(�) = ∅, sehingga S\Z(�) tidak memiliki anggota, akibatnya 

tidak ada titik pada grafnya.  

  

3.2. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga 

 Bentuk umum dari matriks segitiga dimana  � ⊆ M	(R) adalah sebagai 

berikut: 

Pada matriks segitiga atas: 

�� = �<�11 �120 �22 ⋯ �1�⋯ �2�⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ ���
= ��11, �12, �22, … , ��� ∈ ��  

Pada matriks segitiga bawah: 

�, = �<�11 0�21 �22 ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮��1 ��2 ⋱ ⋮⋯ ���
= ��11, �21, �22, … , ��� ∈ ��  

Dari bentuk umum tersebut, entri yang bukan nol merupakan anggota dari 

bilangan real sehingga diperoleh dua kemungkinan, yaitu entri yang bukan nol 

boleh bernilai nol dan entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol. 

 

3.2.1. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga dimana Entri yang Bukan Nol 

Boleh Bernilai Nol 

a. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Atas 

Untuk memudahkan memahami kajian pada bagian ini, penulis memberikan 

contoh pada matriks ordo 2 sebagai berikut: 
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&� ,0 :) dengan �, ,, : ∈ � 

Sehingga  �� = u&� ,0 :) d�, ,, : ∈ �v. 
Center dari �� adalah: �(�i) = ��|� ∈ �, �� = �� , ∀ � ∈ ��. 
Untuk menentukan nilai dari center, dapat dilakukan dengan cara berikut. 

Ambil &�11 �120 �22) sebagai centernya atau Z(��),  

maka akan dicari nilai masing-masing entrinya. 

&�11 �120 �22) &� ,0 :) = >�11� �11, + �12:0 �22: ?  
&� ,0 :) &�11 �120 �22) = >�11� �12� + �22,0 �22: ?  
Supaya memenuhi sifat komutatif, matriks >�11�  듆11, + �12:0 �22: ? harus sama 

dengan matriks >�11� �12� + �22,0 �22: ?. 
Matriks identitas selalu bersifat komutatif terhadap matriks yang lain dengan ordo 

yang sama (AI = IA). Dari hal tersebut dapat diperoleh persamaan �11 = �22. 

Selanjutnya didapatkan perhitungan sebagai berikut. 

�11, + �12: = �12� + �22,  

 �12� − �12: = �11, − �22,   �12(� − :) = ,(�11 − �22)  

 �12(� − :) = ,. 0  

 �12(� − :) = 0  

Karena � ≠ : maka (� − :) ≠ 0 

Sehingga �12 = 0. 
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Dari perhitungan tersebut diperoleh center dari matriks segitiga atas dengan ordo 

2 adalah sebagai berikut: 

&�11 �120 �22) =  >�11 00 �22? dengan �11 = �22. 

Maka center atau �(�i) dari matriks segitiga atas dengan ordo 2 adalah: 

�(�i) = u&x 00 x) dx ∈ �v. 

��\�(��) = �� − �(��)  
= &� ,0 :) − &x 00 x)  
= &� − x ,0 : − x)  

Misalkan 5 = � − x dan w = : − x. 

Sehingga nilai dari ��\�(��) yang memenuhi adalah: 

� = &5 00 0) , � = &0 ,0 0) , - = >0 00 w? , � = &5 ,0 0) , � = >5 00 w? , � = >0 ,0 w?,  
t = &5 50 0) , � = &0 ,0 ,) , a = >5 ,0 w? , � = &5 50 w) , � = &5 ,0 5) , � = &5 50 5),  
~ = &5 ,0 ,). 
Dimana 5, ,, w ∈ � dan 5, ,, w ≠ 0. 

Di dalam himpunan matriks tersebut, yang mempunyai invers adalah matriks yang 

nilai determinannya tidak sama dengan nol (matriks nonsingular), yaitu: 

� = >5 00 w? , a = >5 ,0 w? , � = &5 50 w) , � = &5 ,0 5) , � = &5 50 5) , ~ = &5 ,0 ,). 
Sedangkan nilai inversnya adalah sebagai berikut: 

Untuk � = >5 00 w? , inversnya adalah �−1 = 15w >w 00 5? maka �−1 ∈ �. 
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Untuk a = >5 ,0 w? , inversnya adalah a−1 = 15w >w −,0 5 ? maka a−1 ∈ a. 
Untuk � = &5 50 w) , inversnya adalah �−1 = 15w &w −50 5 ) maka �−1 ∈ a. 
Untuk � = &5 ,0 5) , inversnya adalah �−1 = 155 &5 −,0 5 ) maka �−1 ∈ �. 

Untuk � = &5 50 5) , inversnya adalah  가−1 = 155 &5 −50 5 ) maka �−1 ∈ �. 

Untuk ~ = &5 ,0 ,) , inversnya adalah ~−1 = 15, &, −,0 5 ) maka ~−1 ∈ a. 
Penentuan invers tersebut berguna untuk menentukan simpul yang bersifat 

komutatif, karena A.A-1 = A-1A = I. 

Untuk hasil perkalian masing-masing simpul di dalam himpunan adalah sebagai 

berikut, sedangkan perhitungannya ada di dalam lampiran. 

1. Setiap matriks yang ada di A, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

2. Setiap matriks yang ada di B, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

3. Setiap matriks yang ada di C, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

4. Matriks di D yang berbentuk &5 ,0 0), perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

5. Setiap matriks yang ada di E, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

6. Matriks di F yang berbentuk >0 ,0 w?, perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

7. Setiap matriks yang ada di G, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

8. Setiap matriks yang ada di H, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

49 



9. Setiap matriks yang ada di I, perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif. 

10. Matriks di J yang berbentuk &5 50 w), perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

11. Setiap matriks yang ada di K, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

12. Setiap matriks yang ada di L, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

13. Matriks di M yang berbentuk &5 ,0 ,), perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagai berikut, sedangkan 

perhitungannya ada di dalam lampiran. 

AB ≠ BA, AC = CA, AD ≠ DA, AE = EA, AF ≠ FA, AG ≠ GA, AH ≠ HA, AI ≠ IA, 

AJ ≠ JA, AK ≠ KA, AL ≠ LA, AM ≠ MA, BC ≠ CB, BD ≠ DB, BE ≠ EB, BF ≠ FB, 

BG ≠ GB, BH ≠ HB, BI ≠ IB, BJ ≠ JB, BK = KB, BL = LB, BM ≠ MB, CD ≠ DC, 

CE = EC, CF ≠ FC, CG ≠ GC, CH ≠ HC, CI ≠ IC, CJ ≠ JC, CK ≠ KC, CL ≠ LC, 

CM ≠ MC, DE ≠ ED, DF ≠ FD, DG ≠ GD, DH ≠ HD (untuk a = -b, maka DH = 

HD), DI ≠ ID, DJ ≠ JD, DK ≠ KD, DL ≠ LD, DM ≠ MD, EF ≠ FE, EG ≠ GE, EH 

≠ HE, EI ≠ IE, EJ ≠ JE, EK ≠ KE, EL ≠ LE, EM ≠ ME, FG ≠ GF (untuk a = -b, 

maka FG = GF), FH ≠ HF, FI ≠ IF, FJ ≠ JF, FK ≠ KF, FL ≠ LF, FM ≠ MF, GH ≠ 

HG, GI ≠ IG, GJ ≠ JG, GK ≠ KG, GL ≠ LG, GM ≠ MG (untuk a = 2b, maka GM = 

MG), HI ≠ IH (untuk a + b = c, maka HI = IH), HJ ≠ JH (untuk 2a = b, maka HJ 

= JH), HK ≠ KH, HL ≠ LH, HM ≠ MH, IJ ≠ JI, IK ≠ KI, IL ≠ LI, IM≠MI, JK≠KJ, 

JL≠LJ, JM≠MJ, KL=LK, KM≠MK, dan LM≠ML. 
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Gambar graf komutatif atau Γ(Sa) dimana Sa ⊆ M�(R) adalah sebagai berikut: 

    A  

 M     B 

 L 

 C 

 K 

 

 D 

 J 

 

 E 

 

 I  

   F 

 H           G 

Gambar 3.1: Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Atas 

Pada gambar tersebut, perkalian di dalam setiap himpunan atau simpul A, 

B, C, E, K, dan L adalah bersifat komutatif. Perkalian setiap simpul A dengan C, A 

dengan E, C dengan E, B dengan L, B dengan K, dan K dengan L adalah bersifat 

komutatif sehingga terdapat sisi yang menghubungkan simpul-simpul tersebut. 

Sedangkan perkalian di dalam setiap himpunan atau simpul D, F, I, J, dan 

M hanya ada beberapa (tidak semua) yang bersifat komutatif. Perkalian setiap 

simpul D dengan H, H dengan I, H dengan J, I dengan J, F dengan G, G dengan 

M, dan I dengan M adalah tidak semua bersifat komutatif. 
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b. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Bawah 

Untuk memudahkan memahami kajian pada bagian ini, penulis 

memberikan contoh pada matriks ordo 2. Bentuk umum dari matriks segitiga 

bawah merupakan transpose dari matriks segitiga atas. 

Sehingga  �, = u&� 0, :) d�, ,, : ∈ �v. 
Center dari �, adalah: �(�k) = ��|� ∈ �, �� = �� , ∀ � ∈ ��. 
Untuk menentukan nilai dari center, dapat dilakukan dengan cara berikut. 

Ambil >�11 0�21 �22? sebagai centernya atau Z(�,),  

maka akan dicari nilai masing-masing entrinya. 

>�11 0�21 �22? &� 0, :) = > �11� 0�21� + �22, �22:?  
&� 0, :) >�11 0�21 �22? = > �11� 0�11, + �21: �22:?  
Supaya memenuhi sifat komutatif, matriks > �11� 0�21� + �22, �22:? harus sama 

dengan matriks > �11� 0�11, + �21: �22:?. 
Matriks identitas selalu bersifat komutatif terhadap matriks yang lain dengan ordo 

yang sama (AI = IA). Dari hal tersebut dapat diperoleh persamaan �11 = �22. 

Selanjutnya didapatkan perhitungan sebagai berikut. 

�21� + �22, = �11, + �21:  

�21� − �21: = �11, − �22,  �21(� − :) = ,(�11 − �22)  

�21(� − :) = ,. 0  

�21(� − :) = 0  
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Karena � ≠ : maka (� − :) ≠ 0 

Sehingga �21 = 0 

Dari perhitungan tersebut diperoleh center dari matriks segitiga atas dengan ordo 

2 adalah sebagai berikut: 

>�11 0�21 �22? =  >�11 00 �22? dengan �11 = �22 

Maka center atau �(�k) dari matriks segitiga bawah dengan ordo 2 adalah: 

�(�k) = u&x 00 x) dx ∈ �v  

�,\�(�,) = �, − �(�,)  
= &� 0, :) − &x 00 x)  
= &� − x 0, : − x)  

Misalkan 5 = � − x dan w = : − x. 

Sehingga nilai dari �,\�(�,) yang memenuhi adalah: 

� = &5 00 0) , � = &0 0, 0) , - = >0 00 w? , � = &5 0, 0) , � = >5 00 w? , � = >0 0, w?,  
t = &5 05 0) , � = &0 0, ,) , a = >5 0, w? , � = >5 05 w? , � = &5 0, 5) , � = &5 05 5),  
~ = &5 0, ,). 
Dimana 5, ,, w ∈ � dan 5, ,, w ≠ 0. 

Di dalam himpunan matriks tersebut, yang mempunyai invers adalah matriks yang 

nilai determinannya tidak sama dengan nol (matriks nonsingular), yaitu: 

� = >5 00 w? , a = >5 0, w? , � = >5 05 w? , � = &5 0, 5) , � = &5 05 5) , ~ = &5 0, ,). 
Sedangkan nilai inversnya adalah sebagai berikut: 
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Untuk � = >5 00 w? , inversnya adalah �−1 = 15w >w 00 5? maka �−1 ∈ �. 

Untuk a = >5 0, w? , inversnya adalah a−1 = 15w > w 0−, 5? maka a−1 ∈ a. 
Untuk � = >5 05 w? , inversnya adalah �−1 = 15w & w 0−5 5) maka �−1 ∈ a. 
Untuk � = &5 0, 5) , inversnya adalah �−1 = 155 & 5 0−, 5) maka �−1 ∈ �. 

Untuk � = &5 05 5) , inversnya adalah �−1 = 155 & 5 0−5 5) maka �−1 ∈ �. 

Untuk ~ = &5 0, ,) , inversnya adalah ~−1 = 1,5 & , 0−, 5) maka ~−1 ∈ a. 
Penentuan invers tersebut berguna untuk menentukan simpul yang bersifat 

komutatif, karena A.A-1 = A-1A = I. 

Untuk hasil perkalian masing-masing simpul di dalam himpunan adalah sebagai 

berikut, sedangkan perhitungannya ada di dalam lampiran. 

1. Setiap matriks yang ada di A, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

2. Setiap matriks yang ada di B, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

3. Setiap matriks yang ada di C, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

4. Matriks di D yang berbentuk &5 0, 0), perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

5. Setiap matriks yang ada di E, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

6. Matriks di F yang berbentuk >0 0, w?, perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 
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7. Setiap matriks yang ada di G, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

8. Setiap matriks yang ada di H, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

9. Setiap matriks yang ada di I, perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif. 

10. Matriks di J yang berbentuk >5 05 w?, perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

11. Setiap matriks yang ada di K, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

12. Setiap matriks yang ada di L, perkaliannya memiliki sifat komutatif. 

13. Matriks di M yang berbentuk &5 0, ,), perkaliannya tidak memiliki sifat 

komutatif. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian 

matriks yang bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagai berikut, sedangkan 

perhitungannya ada di dalam lampiran. 

AB ≠ BA, AC = CA, AD ≠ DA, AE = EA, AF ≠ FA, AG ≠ GA, AH ≠ HA, AI ≠ IA, 

AJ ≠ JA, AK ≠ KA, AL ≠ LA, AM ≠ MA, BC ≠ CB, BD ≠ DB, BE ≠ EB, BF ≠ FB, 

BG ≠ GB, BH ≠ HB, BI ≠ IB, BJ ≠ JB, BK = KB, BL = LB, BM ≠ MB, CD ≠ DC, 

CE = EC, CF ≠ FC, CG ≠ GC, CH ≠ HC, CI ≠ IC, CJ ≠ JC, CK ≠ KC, CL ≠ LC, 

CM ≠ MC, DE ≠ ED, DF ≠ FD, DG ≠ GD, DH ≠ HD (untuk a = -b, maka DH = 

HD), DI ≠ ID, DJ ≠ JD, DK ≠ KD, DL ≠ LD, DM ≠ MD, EF ≠ FE, EG ≠ GE, EH 

≠ HE, EI ≠ IE, EJ ≠ JE, EK ≠ KE, EL ≠ LE, EM ≠ ME, FG ≠ GF (untuk a = -b, 

maka FG = GF), FH ≠ HF, FI ≠ IF, FJ ≠ JF, FK ≠ KF, FL ≠ LF, FM ≠ MF, GH ≠ 

HG, GI ≠ IG, GJ ≠ JG, GK ≠ KG, GL ≠ LG, GM ≠ MG (untuk a = 2b, maka GM = 

MG), HI ≠ IH (untuk a + b = c, maka HI = IH), HJ ≠ JH (untuk 2a = b, maka HJ 
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= JH), HK ≠ KH, HL ≠ LH, HM ≠ MH, IJ ≠ JI, IK ≠ KI, IL ≠ LI, IM≠MI, JK≠KJ, 

JL≠LJ, JM≠MJ, KL=LK, KM≠MK, dan LM≠ML. 

Gambar graf komutatif atau Γ(Sb) dimana Sb ⊆ M�(R) adalah sebagai berikut: 

    A  

 M     B 

 L 

 C 

 K 

 

 D 

 J 

 

 E 

 

 I  

   F 

  

Gambar 3.2: Graf Komutatif dari Matriks Segitiga Bawah 

Pada gambar tersebut, perkalian di dalam setiap himpunan atau simpul A, 

B, C, E, K, dan L adalah bersifat komutatif. Perkalian setiap simpul A dengan C, A 

dengan E, C dengan E, B dengan L, B dengan K, dan K dengan L adalah bersifat 

komutatif sehingga terdapat sisi yang menghubungkan simpul-simpul tersebut. 

Sedangkan perkalian di dalam setiap himpunan atau simpul D, F, I, J, dan 

M hanya ada beberapa (tidak semua) yang bersifat komutatif. Perkalian setiap 

simpul D dengan H, H dengan I, H dengan J, I dengan J, F dengan G, G dengan 

M, dan I dengan M adalah tidak semua bersifat komutatif. 

56 



 Pembahasan mengenai graf komutatif dari matriks segitiga dimana entri 

yang bukan nol boleh bernilai nol dapat dilakukan pada Mn(R). Akan tetapi dalam 

hal ini penulis membatasi pada M2(R). Sehingga berdasarkan hasil graf komutatif 

dari matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah tersebut, maka diperoleh 

teorema sebagai berikut. 

Teorema 2. Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol boleh 

bernilai nol dan � ⊆ M�(R), maka graf komutatif dari S adalah tidak terhubung. 

Bukti. 

Matriks segitiga dibedakan menjadi matriks segitiga atas (Sa)  dan matriks segitiga 

bawah (Sb). 

(i) Sa adalah matriks segitiga atas dimana Sa ⊆ M�(R) sehingga bentuk 

umumnya adalah: �� = u&� ,0 :) d�, ,, : ∈ �v. 
Bentuk umum centernya adalah: �(�i) = u&x 00 x) dx ∈ �v. 

��\�(��) = �� − �(��)  
= &� ,0 :) − &x 00 x)  
= &� − x ,0 : − x)  

Misalkan 5 = � − x dan w = : − x. 

Sehingga nilai dari ��\�(��) yang memenuhi adalah: 

� = &5 00 0) , � = &0 ,0 0) , - = >0 00 w? , � = &5 ,0 0) , � = >5 00 w?, 
� = >0 ,0 w? , t = &5 50 0) , � = &0 ,0 ,) , a = >5 ,0 w? , � = &5 50 w), 
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� = &5 ,0 5) , � = &5 50 5) , ~ = &5 ,0 ,). 
Dimana 5, ,, w ∈ � dan 5, ,, w ≠ 0. 

Ambil F ⊆ �\�(�i). 

Perkalian di dalam F adalah sebagai berikut: 

Ambil �1 = {0 ,10 w1| dan �2 = {0 ,20 w2| , dimana �1, �2 ∈ �. 

Sehingga �1�2 ≠ �2�1. Oleh karena itu, matriks di F yang berbentuk >0 ,0 w?, 
perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif. 

Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian matriks yang 

bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 

Ambil �3 = {0 �w30 w3 | dan �4 = {0 �w40 w4 | , dimana �3, �4 ∈ �. 

Sehingga �3�4 = �4�3. 

Perkalian dengan himpunan yang lain menghasilkan: 

�� ≠ ��, �� ≠ ��, -� ≠ �-, �� ≠ ��, �� ≠ ��, t� ≠ �t (untuk a = -b 

maka GF = FG), �� ≠ ��, a� ≠ �a, �� ≠ ��, �� ≠ ��, �� ≠ ��, ~� ≠ �~. 

Dari perhitungan tersebut, terdapat titik di F yang terhubung langsung 

(adjacent) ke G. Selain titik tersebut, tidak ada titik yang terhubung ke 

himpunan yang lain. Sedangkan titik di dalam F, pada umumnya tidak 

bersifat komutatif.  

Jadi graf komutatif dari matriks segitiga atas (��), dimana Sa ⊆ M�(R), adalah 

tidak terhubung. 
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(ii)  Sb adalah matriks segitiga bawah dimana Sb ⊆ M�(R) sehingga bentuk 

umumnya adalah: �, = u&� 0, :) d�, ,, : ∈ �v. 
Bentuk umum centernya adalah: �(�i) = u&x 00 x) dx ∈ �v. 

�,\�(�,) = �, − �(�,)  
= &� 0, :) − &x 00 x)  
= &� − x 0, : − x)  

Misalkan 5 = � − x dan w = : − x. 

Sehingga nilai dari �,\�(�,) yang memenuhi adalah: 

� = &5 00 0) , � = &0 0, 0) , - = >0 00 w? , � = &5 0, 0) , � = >5 00 w?, 
� = >0 0, w? , t = &5 05 0) , � = &0 0, ,) , a = >5 0, w? , � = >5 05 w?, 

� = &5 0, 5) , � = &5 05 5), ~ = &5 0, ,). 
Dimana 5, ,, w ∈ � dan 5, ,, w ≠ 0. 

Ambil F ⊆ �\�(�k). 

Perkalian di dalam F adalah sebagai berikut: 

Ambil �1 = > 0 0,1 w1? dan �2 = > 0 0,2 w2?, dimana �1, �2 ∈ �. 

Sehingga �1�2 ≠ �2�1. Oleh karena itu, matriks di F yang berbentuk >0 0, w?, 
perkaliannya tidak memiliki sifat komutatif. 

Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka perkalian matriks yang 

bernilai tersebut memiliki sifat komutatif. 
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Ambil �3 = > 0 0�w3 w3? dan �4 = > 0 0�w4 w4? , dimana �3, �4 ∈ �. 

Sehingga �3�4 =  가4�3. 

Perkalian dengan himpunan yang lain menghasilkan: 

�� ≠ ��, �� ≠ ��, -� ≠ �-, �� ≠ ��, �� ≠ ��, t� ≠ �t (untuk a = -b 

maka GF = FG), �� ≠ ��, a� ≠ �a, �� ≠ ��, �� ≠ ��, �� ≠ ��, ~� ≠ �~. 

Dari perhitungan tersebut, terdapat titik di F yang terhubung langsung 

(adjacent) ke G. Selain titik tersebut, tidak ada titik yang terhubung ke 

himpunan yang lain. Sedangkan titik di dalam F, pada umumnya tidak 

bersifat komutatif.  

Jadi graf komutatif dari matriks segitiga bawah (�,), dimana Sb ⊆ M�(R), 

adalah tidak terhubung. 

Graf komutatif dari matriks segitiga atas (��) dan graf komutatif dari matriks 

segitiga bawah (�,), dimana ��,Sb ⊆ M�(R), adalah tidak terhubung. Oleh 

karena itu, graf komutatif dari matriks segitiga atau bisa ditulis sebagai Γ(S) 

dimana � ⊆ M�(R) adalah tidak terhubung. 

 

3.2.2. Graf Komutatif dari Matriks Segitiga dimana Entri yang Bukan Nol 

Tidak Boleh Bernilai Nol 

Apabila entri yang bukan nol di dalam matriks segitiga tidak boleh bernilai 

nol, maka definisi dari matriks segitiga adalah sebagai berikut. 

Matriks segitiga atas. 

�� = 6��;9 dengan ���; = 0; ∀� > ;��; ≠ 0; ∀� ≤ ; ¡ 
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Matriks segitiga bawah. 

�, = 6��;9 dengan ���; = 0;  ∀� < ;��; ≠ 0; ∀� ≥ ; ¡ 
Dari definisi tersebut maka dapat diketahui bahwa S tidak punya center atau dapat 

juga ditulis Z(�) = ∅. 

Sehingga S\Z(�) = � − �(�) = � − ∅ = �. 

Karena ∀�, , ∈ � ∋ �, ≠ ,�, maka graf komutatif dari S merupakan graf kosong 

karena tidak ada sisi yang menghubungkan di antara dua simpul yang berbeda. 

Contoh pada  M2(R) yaitu sebagai berikut. 

� ⊆ M�(R) maka S dapat berupa matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah 

yang memiliki bentuk umum: 

Pada matriks segitiga atas: �� = u&� ,0 :) d�, ,, : ≠ 0v 

dan pada matriks segitiga bawah: �, = u&� 0, :) d�, ,, : ≠ 0v. 
Pada matriks segitiga atas dan matriks segitiga bawah tersebut, keduanya tidak 

memiliki center.  

Oleh karena itu S\Z(�) = � − �(�) = � − ∅ = �.  

Karena ∀�, , ∈ � ∋ �, ≠ ,�, maka graf komutatifnya merupakan graf kosong. 

Dari pembahasan tersebut diperoleh teorema sebagai berikut: 

Teorema 3. Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol tidak 

boleh bernilai nol dan � ⊆ M	(R), maka graf komutatif dari S merupakan graf 

kosong. 
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Bukti.  

S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol dan 

� ⊆ M	(R), maka pada matriks segitiga atas. 

�� = 6��;9 dengan ���; = 0;  ∀� > ;��; ≠ 0; ∀� ≤ ; ¡ 
Dan pada matriks segitiga bawah. 

�, = 6��;9 dengan ���; = 0; ∀� < ;��; ≠ 0; ∀� ≥ ; ¡ 
Diperoleh Z(�) = ∅. 

Sehingga S\Z(�) = � − �(�) = � − ∅ = �. 

Karena ∀�, , ∈ � ∋ �, ≠ ,�, maka graf komutatif dari S merupakan graf kosong.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

62 



 

4.1. Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan yang terdapat dalam bab sebelumnya mengenai 

keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan real yang meliputi 

matriks diagonal dan matriks segitiga (

entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol) dimana matriks tersebut memiliki 

ordo n, maka dapat disimpulkan bahwa:

a. Jika S adalah matriks diagonal 

komutatif dari S

b. Jika S adalah matriks 

nol dan 

c. Jika S adalah matriks 

bernilai nol dan 

kosong. 

 

4.2. Saran 

 Masih banyak lagi penelitian

komutatif yang bisa dilakukan. Untuk penelitian selanjutnya dapat melanjutkan 

penelitian mengenai keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks division 

ring lainnya. 

 

BAB IV 

PENUTUP 

Berdasarkan pembahasan yang terdapat dalam bab sebelumnya mengenai 

keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan real yang meliputi 

matriks diagonal dan matriks segitiga (entri yang bukan nol boleh bernilai nol dan 

entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol) dimana matriks tersebut memiliki 

ordo n, maka dapat disimpulkan bahwa: 

adalah matriks diagonal dimana , maka tidak terdapat graf 

S. 

Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol boleh bernilai 

, maka graf komutatif dari S adalah tidak terhubung

Jika S adalah matriks segitiga dimana entri yang bukan nol tidak boleh 

bernilai nol dan , maka graf komutatif dari S 

Masih banyak lagi penelitian mengenai keterhubungan dalam graf 

komutatif yang bisa dilakukan. Untuk penelitian selanjutnya dapat melanjutkan 

engenai keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks division 
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Berdasarkan pembahasan yang terdapat dalam bab sebelumnya mengenai 

keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks bilangan real yang meliputi 

entri yang bukan nol boleh bernilai nol dan 

entri yang bukan nol tidak boleh bernilai nol) dimana matriks tersebut memiliki 

maka tidak terdapat graf 

entri yang bukan nol boleh bernilai 

adalah tidak terhubung. 

i yang bukan nol tidak boleh 

 merupakan graf 

mengenai keterhubungan dalam graf 

komutatif yang bisa dilakukan. Untuk penelitian selanjutnya dapat melanjutkan 

engenai keterhubungan dalam graf komutatif dari matriks division 
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Lampiran 

a. Perhitungan pada matriks segitiga atas 

Perhitungan perkalian masing-masing titik di dalam himpunan adalah 

sebagai berikut: 

14. Hasil perkalian di dalam A. 

Ambil �1 = >51 00 0? dan �2 = >52 00 0?, dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 00 0? >52 00 0? = >5152 00 0? ,         >52 00 0? >51 00 0? = >5152 00 0? 
sehingga �1�2 = �2�1. 

15. Hasil perkalian di dalam B. 

Ambil �1 = >0 ,10 0 ? dan �2 = >0 ,20 0 ? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>0 ,10 0 ? >0 ,20 0 ? = &0 00 0) ,         >0 ,20 0 ? >0 ,10 0 ? = &0 00 0) 
sehingga �1�2 = �2�1. 

16. Hasil perkalian di dalam C. 

Ambil -1 = >0 00 w1? dan -2 = >0 00 w2? , dimana -1, -2 ∈ -. 

>0 00 w1? >0 00 w2? = {0 00 w1w2| ,         >0 00 w2? >0 00 w1? = {0 00 w1w2| 
sehingga -1-2 = -2-1. 

17. Hasil perkalian di dalam D. 

Ambil �1 = >51 ,10 0 ? dan �2 = >52 ,20 0 ? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 ,10 0 ? >52 ,20 0 ? = >5152 �1,20 0 ?,         >52 ,20 0 ? >51 ,10 0 ? = >5152 �2,10 0 ? 



sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = >�,3 ,30 0 ? dan �4 = >�,4 ,40 0 ? , dimana �3, �4 ∈ �. 

>�,3 ,30 0 ? >�,4 ,40 0 ? = >�,3�,4 �,3,40 0 ?, 
>�,4 ,40 0 ? >�,3 ,30 0 ? = >�,3�,4 �,3,40 0 ?. 

18. Hasil perkalian di dalam E. 

Ambil �1 = >51 00 w1? dan �2 = >52 00 w2? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 00 w1? >52 00 w2? = {5152 00 w1w2|,         >52 00 w2? >51 00 w1? = {5152 00 w1w2| 
sehingga �1�2 = �2�1. 

19. Hasil perkalian di dalam F. 

Ambil �1 = {0 ,10 w1| dan �2 = {0 ,20 w2| , dimana �1, �2 ∈ �. 

{0 ,10 w1| {0 ,20 w2| = {0 ,1w20 w1w2| ,         {0 ,20 w2| {0 ,10 w1| = {0 ,2w10 w1w2| 
sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = {0 �w30 w3 | dan �4 = {0 �w40 w4 | , dimana �3, �4 ∈ �. 

{0 �w30 w3 | {0 �w40 w4 | = {0 �w3w40 w3w4 |,  
{0 �w40 w4 | {0 �w30 w3 | = {0 �w3w40 w3w4 |. 
 



20. Hasil perkalian di dalam G. 

Ambil t1 = &51 510 0 ) dan t2 = &52 520 0 ) , dimana t1, t2 ∈ t. 

&51 510 0 ) &52 520 0 ) = &5152 51520 0 ),         &52 520 0 ) &51 510 0 ) = &5152 51520 0 ) 
sehingga t1t2 = t2t1. 

21. Hasil perkalian di dalam H. 

Ambil �1 = >0 ,10 ,1? dan �2 = >0 ,20 ,2? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>0 ,10 ,1? >0 ,20 ,2? = {0 ,1,20 ,1,2| ,         >0 ,20 ,2? >0 ,10 ,1? = {0 ,1,20 ,1,2| 
sehingga �1�2 = �2�1. 

22. Hasil perkalian di dalam I. 

Ambil a1 = {51 ,10 w1| dan a2 = {52 ,20 w2| , dimana a1, a2 ∈ a. 
{51 ,10 w1| {52 ,20 w2| = {5152 51,2 + ,1w20 w1w2 |  
{52 ,20 w2| {51 ,10 w1| = {5152 52,1 + ,2w10 w1w2 |  
sehingga a1a2 ≠ a2a1. 

23. Hasil perkalian di dalam J. 

Ambil �1 = >51 510 w1? dan �2 = >52 520 w2? , dimana �1, �2 ∈ �. 
>51 510 w1? >52 520 w2? = {5152 5152 + 51w20 w1w2 |  
>52 520 w2? >51 510 w1? = {5152 5152 + 52w10 w1w2 |  



sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk x = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = >�w3 �w30 w3 ? dan �4 = >�w4 �w40 w4 ? , dimana �3, �4 ∈ �. 
>�w3 �w30 w3 ? >�w4 �w40 w4 ? = {�w3�w4 �w3�w4 + �w3w40 w3w4 |,  
>�w4 �w40 w4 ? >�w3 �w30 w3 ? = {�w3�w4 �w3�w4 + �w3w40 w3w4 |. 

24. Hasil perkalian di dalam K. 

Ambil �1 = >51 ,10 51? dan �2 = >52 ,20 52? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 ,10 51? >52 ,20 52? = {5152 51,2 + ,1520 5152 |  
>52 ,20 52? >51 ,10 51? = {5152 51,2 + ,1520 5152 |  
sehingga �1�2 = �2�1. 

25. Hasil perkalian di dalam L. 

Ambil  �1 = &51 510 51) dan �2 = &52 520 52) , dimana �1, �2 ∈ �. 

&51 510 51) &52 520 52) = {5152 251520 5152 |,   &52 520 52) &51 510 51) = {5152 251520 5152 |  
sehingga �1�2 = �2�1. 

26. Hasil perkalian di dalam M. 

Ambil ~1 = >51 ,10 ,1? dan ~2 = >52 ,20 ,2? , dimana ~1, ~2 ∈ ~. 

>51 ,10 ,1? >52 ,20 ,2? = {5152 51,2 + ,1,20 ,1,2 |  



>52 ,20 ,2? >51 ,10 ,1? = {5152 52,1 + ,1,20 ,1,2 |  
sehingga ~1~2 ≠ ~2~1. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, 

maka ~1~2 = ~2~1. 

Ambil ~3 = >�,3 ,30 ,3? dan ~4 = >�,4 ,40 ,4? , dimana ~3, ~4 ∈ ~. 

>�,3 ,30 ,3? >�,4 ,40 ,4? = {�,3�,4 �,3,4 + ,3,40 ,3,4 |,  
>�,4 ,40 ,4? >�,3 ,30 ,3? = {�,3�,4 �,3,4 + ,3,40 ,3,4 |. 

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagai berikut: 

&5 00 0) &0 ,0 0) = &0 5,0 0 ),       &0 ,0 0) &5 00 0) = &0 00 0) (A dan B) 

&5 00 0) >0 00 w? = &0 00 0),          >0 00 w? &5 00 0) = &0 00 0) (A dan C) 

&5 00 0) &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ),      &5 ,0 0) &5 00 0) = &55 00 0) (A dan D) 

&5 00 0) >5 00 w? = &55 00 0),        >5 00 w? &5 00 0) = &55 00 0) (A dan E) 

&5 00 0) >0 ,0 w? = &0 5,0 0 ),        >0 ,0 w? &5 00 0) = &0 00 0) (A dan F) 

&5 00 0) &5 50 0) = &55 550 0 ),      &5 50 0) &5 00 0) = &55 00 0) (A dan G) 

&5 00 0) &0 ,0 ,) = &0 5,0 0 ),        &0 ,0 ,) &5 00 0) = &0 00 0) (A dan H) 

&5 00 0) >5 ,0 w? = &55 5,0 0 ),      >5 ,0 w? &5 00 0) = &55 00 0) (A dan I) 

&5 00 0) &5 50 w) = &55 550 0 ),      &5 50 w) &5 00 0) = &55 00 0) (A dan J) 

&5 00 0) &5 ,0 5) = &55 5,0 0 ),      &5 ,0 5) &5 00 0) = &55 00 0) (A dan K) 



&5 00 0) &5 50 5) = &55 550 0 ),      &5 50 5) &5 00 0) = &55 00 0) (A dan L) 

&5 00 0) &5 ,0 ,) = &55 5,0 0 ),      &5 ,0 ,) &5 00 0) = &55 00 0)  (A dan M) 

&0 ,0 0) >0 00 w? = >0 ,w0 0 ?,        >0 00 w? &0 ,0 0) = &0 00 0)  (B dan C) 

&0 ,0 0) &5 ,0 0) = &0 00 0),          &5 ,0 0) &0 ,0 0) = &0 5,0 0 )  (B dan D) 

&0 ,0 0) >5 00 w? = >0 ,w0 0 ?,        >5 00 w? &0 ,0 0) = &0 5,0 0 )  (B dan E) 

&0 ,0 0) >0 ,0 w? = >0 ,w0 0 ?,        >0 ,0 w? &0 ,0 0) = &0 00 0)  (B dan F) 

&0 ,0 0) &5 50 0) = &0 00 0),          &5 50 0) &0 ,0 0) = &0 5,0 0 ) (B dan G) 

&0 ,0 0) &0 ,0 ,) = &0 ,,0 0 ),        &0 ,0 ,) &0 ,0 0) = &0 00 0) (B dan H) 

&0 ,0 0) >5 ,0 w? = >0 ,w0 0 ?,        >5 ,0 w? &0 ,0 0) = &0 5,0 0 ) (B dan I) 

&0 ,0 0) &5 50 w) = >0 ,w0 0 ?,        &5 50 w) &0 ,0 0) = &0 5,0 0 ) (B dan J) 

&0 ,0 0) &5 ,0 5) = &0 ,50 0 ),        &5 ,0 5) &0 ,0 0) = &0 ,50 0 ) (B dan K) 

&0 ,0 0) &5 50 5) = &0 ,50 0 ),       &5 50 5) &0 ,0 0) = &0 ,50 0 ) (B dan L) 

&0 ,0 0) &5 ,0 ,) = &0 ,,0 0 ),        &5 ,0 ,) &0 ,0 0) = &0 5,0 0 ) (B dan M) 

>0 00 w? &5 ,0 0) = &0 00 0),          &5 ,0 0) >0 00 w? = >0 ,w0 0 ? (C dan D) 

>0 00 w? >5 00 w? = >0 00 ww?,        >5 00 w? >0 00 w? = >0 00 ww? (C dan E) 

>0 00 w? >0 ,0 w? = >0 00 ww?,        >0 ,0 w? >0 00 w? = >0 ,w0 ww? (C dan F) 

>0 00 w? &5 50 0) = &0 00 0),          &5 50 0) >0 00 w? = >0 5w0 0 ? (C dan G) 



>0 00 w? &0 ,0 ,) = >0 00 w,?,        &0 ,0 ,) >0 00 w? = >0 ,w0 ,w?  (C dan H) 

>0 00 w? >5 ,0 w? = >0 00 ww?,        >5 ,0 w? >0 00 w? = >0 ,w0 ww? (C dan I) 

>0 00 w? >5  쟦0 w ? = >0 00 ww?,        &5 50 w) >0 00 w? = >0 5w0 ww? (C dan J) 

>0 00 w? &5 ,0 5) = >0 00 5w?,        &5 ,0 5) >0 00 w? = >0 ,w0 5w? (C dan K) 

>0 00 w? &5 50 5) = >0 00 5w?,        &5 50 5) >0 00 w? = >0 5w0 5w? (C dan L) 

>0 00 w? &5 ,0 ,) = >0 00 w,?,        &5 ,0 ,) >0 00 w? = >0 w,0 w,? (C dan M) 

&5 ,0 0) >5 00 w? = >55 ,w0 0 ?,      >5 00 w? &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ) (D dan E) 

&5 ,0 0) >0 ,0 w? = >0 5, + ,w0 0 ?,  >0 ,0 w? &5 ,0 0) = &0 00 0) (D dan F) 

&5 ,0 0) &5 50 0) = &55 550 0 ),      &5 50 0) &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ) (D dan G) 

&5 ,0 0) &0 ,0 ,) = &0 5, + ,,0 0 ),  &0 ,0 ,) &5 ,0 0) = &0 00 0) (D dan H) 

Untuk x = -b, pada matriks &5 ,0 0), maka DH = HD. 

&5 ,0 0) >5 ,0 w? = >55 5, + ,w0 0 ?,  >5 ,0 w? &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ) (D dan I) 

&5 ,0 0) &5 50 w) = >55 55 + ,w0 0 ?,  &5 50 w) &5 ,0 0) = > ㅣ5 5,0 0 ? (D dan J) 

&5 ,0 0) &5 ,0 5) = &55 5, + ,50 0 ),  &5 ,0 5) &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ) (D dan K) 

&5 ,0 0) &5 50 5) = &55 55 + ,50 0 ),  &5 50 5) &5 ,0 0) = &55 5,0 0 ) (D dan L) 

&5 ,0 0) &5 ,0 ,) = &55 5, + ,,0 0 ),  &5 ,0 ,) &5 ,0 0) = &55 5,0 0 )                   (D dan M) 



>5 00 w? >0 ,0 w? = >0 5,0 ww?,        >0 ,0 w? >5 00 w? = >0 ,w0 ww?  (E dan F) 

>5 00 w? &5 50 0) = &55 550 0 ),      &5 50 0) >5 00 w? = &55 5w0 0 ) (E dan G) 

>5 00 w? &0 ,0 ,) = >0 5,0 w,?,        &0 ,0 ,) >5 00 w? = >0 ,w0 ,w? (E dan H) 

>5 00 w? >5 ,0 w? = >55 5,0 ww?,      >5 ,0 w? >5 00 w? = >55 ,w0 ww? (E dan I) 

>5 00 w? &5 50 w) = &55 550 ww),      &5 50 w) >5 00 w? = >55 5w0 ww? (E dan J) 

>5 00 w? &5 ,0 5) = >55 5,0 w5?,      &5 ,0 5) >5 00 w? = >55 ,w0 w5? (E dan K) 

>5 00 w? &5 50 5) = &55 550 5w),      &5 50 5) >5 00 w? = >55 5w0 5w? (E dan L) 

>5 00 w? &5 ,0 ,) = >55 5,0 w,?,      &5 ,0 ,) >5 00 w? = >55 ,w0 ,w? (E dan M) 

>0 ,0 w? &5 50 0) = &0 00 0),      &5 50 0) >0 ,0 w? = >0 5, + 5w0 0 ? (F dan G) 

Untuk b = -y, pada matriks >0 ,0 w?, maka FG = GF. 

>0 ,0 w? &0 ,0 ,) = &0 ��0 �,),        &0 ,0 ,) >0 ,0 w? = &0 �,0 �,) (F dan H) 

>0 ,0 w? >5 ,0 w? = >0 ,w0 ww?,        >5 ,0 w? >0 ,0 w? = >0 5, + ,w0 ww ? (F dan I) 

>0 ,0 w? &5 50 w) = >0 ,w0 ww?,      &5 50 w) >0 ,0 w? = >0 5, + 5w0 ww ? (F dan J) 

>0 ,0 w? &5 ,0 5) = >0 ,50 5w?,        &5 ,0 5) >0 ,0 w? = >0 5, + ,w0 5w ? (F dan K) 

>0 ,0 w? &5 50 5) = >0 ,50 w5?,        &5 50 5) >0 ,0 w? = >0 5, + 5w0 w5 ? (F dan L) 

>0 ,0 w? &5 ,0 ,) = >0 ,,0 ,w?,        &5 ,0 ,) >0 ,0 w? = >0 5, + ,w0 ,w ? (F dan M) 



&5 50 0) &0 ,0 ,) = &0 25,0 0 ),     &0 ,0 ,) &5 50 0) = &0 00 0)    (G dan H) 

&5 50 0) >5 ,0 w? = >55 5, + 5w0 0 ?,    >5 ,0 w? &5 50 0) = &55 550 0 ) (G dan I) 

&5 50 0) &5 50 w) = &55 55 + 5w0 0 ),    &5 50 w) &5 50 0) = &55 550 0 ) (G dan J) 

&5 50 0) &5 ,0 5) = &55 5, + 550 0 ),    &5 ,0 5) &5 50 0) = &55 550 0 ) (G dan K) 

&5 50 0) &5 50 5) = &55 2550 0 ),    &5 50 5) &5 50 0) = &55 550 0 ) (G dan L) 

&5 50 0) &5 ,0 ,) = &55 25,0 0 ),  &5 ,0 ,) &5 50 0) = &55 550 0 )                          (G dan M) 

Untuk x = 2b, pada matriks &5 ,0 ,), maka GM = MG. 

&0  가0 , ) >5 ,0 w? = >0 ,w0 ,w?,        >5 ,0 w? &0   0 ,) = >0 5, + ,,0 ,w ? (H dan I) 

Untuk x + b = y, pada matriks >5 ,0 w?, maka HI = IH. 

&0 ,0 ,) &5 50 w) = >0 ,w0 ,w?,        &5 50 w) &0 ,0 ,) = >0 25,0 ,w ? (H dan J) 

Untuk 2x = y, pada matriks &5 50 w), maka HJ = JH. 

&0 ,0 ,) &5 ,0 5) = &0 ,50 ,5),        &5 ,0 5) &0 ,0 ,) = &0 5, + ,,0 5, ) (H dan K) 

&0 ,0 ,) &5 50 5) = &0 ,50 ,5),        &5 50 5) &0 ,0 ,) = &0 25,0 5, ) (H dan L) 

&0 ,0 ,) &5 ,0 ,) = &0 ,,0 ,,),      &5 ,0 ,) &0 ,0 ,) = &0 5, + ,,0 ,, )                   (H dan M) 

>5 ,0 w? &5 50 w) = >55 55 + ,w0 ww ?, &5 50 w) >5 ,0 w? = >55 ,5 + 5w0 ww ? (I dan J) 

>5 ,0 w? &5 ,0 5) = >55 25,0 5w ?, &5 ,0 5) >5 ,0 w? = >55 5, + ,w0 5w ?     (I dan K) 

>5 ,0 w? &5 50 5) = >55 55 + ,50 5w ?,&5 50 5) >5 ,0 w? = >55 ,5 + 5w0 5w ? (I dan L) 



>5 ,0 w? &5 ,0 ,) = >55 5, + ,,0 ,w ?,&5 ,0 ,) >5 ,0 w? = >55 5, + ,w0 ,w ? (I dan M) 

&5 50 w) &5 ,0 5) = >55 5, + 550 5w ?,&5 ,0 5) &5 50 w) = > 25 55 + ,w0 5w ? (J dan K) 

&5 50 w) &5 50 5) = >55 2550 5w ?,&5 50 5) &5 50 w) = >55 55 + 5w0 5w ?        (J dan L) 

&5 50 w) &5 ,0 ,) = >55 25,0 ,w ?,&5 ,0 ,) &5 50 w) = >55 55 + ,w0 ,w ?  (J dan M) 

&5 ,0 5) &5 50 5) = &55 55 + ,50 55 ),&5 50 5) &5 ,0 5) = &55 5, + 550 55 ) (K dan L) 

&5 ,0 5) &5 ,0 ,) = &55 5, + ,,0 5, ),&5 ,0 ,) &5 ,0 5) = &�� 2,50 5, )     (K dan M) 

&5 50 5) &5 ,0 ,) = &55 25,0 5, ),&5 ,0 ,) &5 50 5) = &55 55 + ,50 ,5 )  (L dan M) 

 

b. Perhitungan pada matriks segitiga bawah 

Untuk hasil perkalian masing-masing titik di dalam himpunan adalah sebagai 

berikut: 

14. Hasil perkalian di dalam A. 

Ambil �1 = >51 00 0? dan �2 = >52 00 0? , dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 00 0? >52 00 0? = >5152 00 0? ,         >52 00 0? >51 00 0? = >5152 00 0? 
sehingga �1�2 = �2�1. 

15. Hasil perkalian di dalam B. 

Ambil �1 = > 0 0,1 0? dan �2 = > 0 0,2 0? , dimana �1, �2 ∈ �. 

> 0 0,1 0? > 0 0,2 0? = &0 00 0) ,         > 0 0,2 0? > 0 0,1 0? = &0 00 0) 



sehingga �1�2 = �2�1. 

16. Hasil perkalian di dalam C. 

Ambil -1 = >0 00 w1? dan -2 = >0 00 w2?, dimana -1, -2 ∈ -. 

>0 00 w1? >0 00 w2? = {0 00 w1w2| ,         >0 00 w2? >0 00 w1? = {0 00 w1w2| 
sehingga -1-2 = -2-1. 

17. Hasil perkalian di dalam D. 

Ambil �1 = >51 0,1 0? dan �2 = >52 0,2 0?, dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 0,1 0? >52 0,2 0? = {5152 052,1 0| ,         >52 0,2 0? >51 0,1 0? = >5152 05,2 0? 
sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = >�,3 0,3 0? dan �4 = >�,4 0,4 0? , dimana �3, �4 ∈ �. 

>�,3 0,3 0? >�,4 0,4 0? = {�,3�,4 0�,3,4 0|, >�,4 0,4 0? >�,3 0,3 0? = {�,3�,4 0�,3,4 0|. 
18. Hasil perkalian di dalam E. 

Ambil �1 = >51 00 w1? dan �2 = >52 00 w2?,dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 00 w1? >52 00 w2? = {5152 00 w1w2|,         >52 00 w2? >51 00 w1? = {5152 00 w1w2| 
sehingga �1�2 = �2�1. 

19. Hasil perkalian di dalam F. 

Ambil �1 = > 0 0,1 w1? dan �2 = > 0 0,2 w2?, dimana �1, �2 ∈ �. 



> 0 0,1 w1? > 0 0,2 w2? = { 0 0,2w1 w1w2|,         
> 0 0,2 w2? > 0 0,1 w1? = { 0 0,1w2 w1w2| 
sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk b = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = > 0 0�w3 w3? dan �4 = > 0 0�w4 w4? , dimana �3, �4 ∈ �. 

> 0 0�w3 w3? > 0 0�w4 w4? = { 0 0�w3w4 w3w4|,  
> 0 0�w4 w4? > 0 0�w3 w3? = { 0 0�w3w4 w3w4|. 

20. Hasil perkalian di dalam G. 

Ambil t1 = >51 051 0? dan t2 = >52 052 0?, dimana t1, t2 ∈ t. 

>51 051 0? >52 052 0? = {5152 05152 0| ,         >52 052 0? >51 051 0? = {5152 05152 0| 
sehingga t1t2 = t2t1.  

21. Hasil perkalian di dalam H. 

Ambil �1 = > 0 0,1 ,1? dan �2 = > 0 0,2 ,2?, dimana �1, �2 ∈ �. 

> 0 0,1 ,1? > 0 0,2 ,2? = > 0 0,1,2 ,1,2?,        > 0 0,2 ,2? > 0 0,1 ,1? = > 0 0,1,2 ,1,2? 
sehingga �1�2 = �2�1.  

22. Hasil perkalian di dalam I. 

Ambil a1 = {51 0,1 w1| dan a2 = {52 0,2 w2|, dimana a1, a2 ∈ a. 



{51 0,1 w1| {52 0,2 w2| = { 5152 052,1 + ,2w1 w1w2|  
{52 0,2 w2| {51 0,1 w1| = { 5152 051,2 + ,1w2 w1w2|  
sehingga a1a2 ≠ a2a1.  

23. Hasil perkalian di dalam J. 

Ambil �1 = >51 051 w1? dan �2 = >52 052 w2?, dimana �1, �2 ∈ �. 
>51 051 w1? >52 052 w2? = { 5152 05152 + 52w1 w1w2|  
>52 052 w2? >51 051 w1? = { 5152 05152 + 51w2 w1w2|  
sehingga �1�2 ≠ �2�1. Untuk x = ny, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, maka 

�1�2 = �2�1. 

Ambil �3 = >�w3 0�w3 w3? dan �4 = >�w4 0�w4 w4? , dimana �3, �4 ∈ �. 
>�w3 0�w3 w3? >�w4 0�w4 w4? = { �w3�w4 0�w3�w4 + �w3w4 w3w4|,  
>�w4 0�w4 w4? >�w3 0�w3 w3? = { �w3�w4 0�w3�w4 + �w3w4 w3w4|. 

24. Hasil perkalian di dalam K. 

Ambil �1 = >51 0,1 51? dan �2 = >52 0,2 52?, dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 0,1 51? >52 0,2 52? = { 5152 051,2 + ,152 5152|  
>52 0,2 52? >51 0,1 51? = { 5152 051,2 + ,152 5152|  
sehingga �1�2 = �2�1.  



25. Hasil perkalian di dalam L. 

Ambil  �1 = >51 051 51? dan �2 = >52 052 52?, dimana �1, �2 ∈ �. 

>51 051 51? >52 052 52? = { 5152 025152 5152|,   >52 052 52? >51 051 51? = { 5152 025152 5152|  
sehingga �1�2 = �2�1.  

26. Hasil perkalian di dalam M. 

Ambil ~1 = >51 0,1 ,1? dan ~2 = >52 0,2 ,2?, dimana ~1, ~2 ∈ ~. 

>51 0,1 ,1? >52 0,2 ,2? = { 5152 052,1 + ,1,2 ,1,2|  
>52 0,2 ,2? >51 0,1 ,1? = { 5152 051,2 + ,1,2 ,1,2|  
sehingga ~1~2 ≠ ~2~1. Untuk x = nb, dimana � ∈ �, � ≠ 0 ∧ � ≠ 1, 

maka ~1~2 = ~2~1. 

Ambil ~3 = >�,3 0,3 ,3? dan ~4 = >�,4 0,4 ,4? , dimana ~3, ~4 ∈ ~. 

>�,3 0,3 ,3? >�,4 0,4 ,4? = { �,3�,4 0�,3,4 + ,3,4 ,3,4|,  
>�,4 0,4 ,4? >�,3 0,3 ,3? = { �,3�,4 0�,3,4 + ,3,4 ,3,4|. 

Hasil dari perkalian setiap himpunan adalah sebagai berikut: 

&5 00 0) &0 0, 0) = &0 00 0),          &0 0, 0) &5 00 0) = & 0 0,5 0) (A dan B) 

&5 00 0) >0 00 w? = &0 00 0),          >0 00 w? &5 00 0) = &0 00 0) (A dan C) 

&5 00 0) &5 0, 0) = &55 00 0),      &5 0, 0) &5 00 0) = &55 0,5 0) (A dan D) 

&5 00 0) >5 00 w? = &55 00 0),        >5 00 w? &5 00 0) = &55 00 0) (A dan E) 



&5 00 0) >0 0, w? = &0 00 0),        >0 0, w? &5 00 0) = & 0 0,5 0) (A dan F) 

&5 00 0) &5 05 0) = &55 00 0),      &5 05 0) &5 00 0) = &55 055 0) (A dan G) 

&5 00 0) &0 0, ,) = &0 00 0),        &0 0, ,) &5 00 0) = & 0 0,5 0) (A dan H) 

&5 00 0) >5 0, w? = &55 00 0),      >5 0, w? &5 00 0) = &55 0,5 0) (A dan I) 

&5 00 0) >5 05 w? = &55 00 0),      >5 05 w? &5 00 0) = &55 055 0)  (A dan J) 

&5 00 0) &5 0, 5) = &55 00 0),      &5 0, 5) &5 00 0) = &55 0,5 0) (A dan K) 

&5 00 0) &5 05 5) = &55 00 0),      &5 05 5) &5 00 0) = &55 055 0) (A dan L) 

&5 00 0) &5 0, ,) = &55 00 0),      &5 0, ,) &5 00 0) = &55 0,5 0)   (A dan M) 

&0 0, 0) >0 00 w? = &0 00 0),        >0 00 w? &0 0, 0) = > 0 0,w 0?   (B dan C) 

&0 0, 0) &5 0, 0) = & 0 0,5 0),          &5 0, 0) &0 0, 0) = &0 00 0)  (B dan D) 

&0 0, 0) >5 00 w? = & 0 0,5 0),        >5 00 w? &0 0, 0) = > 0 0,w 0?  (B dan E) 

&0 0, 0) >0 0, w? = &0 00 0),        >0 0, w? &0 0, 0) = > 0 0,w 0?  (B dan F) 

&0 0, 0) &5 05 0) = & 0 0,5 0),          &5 05 0) &0 0, 0) = &0 00 0) (B dan G) 

&0 0, 0) &0 0, ,) = &0 00 0),        &0 0, ,) &0 0, 0) = & 0 0,, 0) (B dan H) 

&0 0, 0) >5 0, w? = & 0 0,5 0),        >5 0, w? &0 0, 0) = > 0 0,w 0? (B dan I) 

&0 0, 0) >5 05 w? = & 0 0,5 0),        >5 05 w? &0 0, 0) = > 0 0,w 0? (B dan J) 

&0 0, 0) &5 0, 5) = & 0 0,5 0),        &5 0, 5) &0 0, 0) = & 0 0,5 0) (B dan K) 



&0 0, 0) &5 05 5) = & 0 0,5 0),        &5 05 5) &0 0, 0) = & 0 0,5 0) (B dan L) 

&0 0, 0) &5 0, ,) = & 0 0,5 0),        &5 0, ,) &0 0, 0) = & 0 0,, 0) (B dan M) 

>0 00 w? &5 0, 0) = > 0 0,w 0?,        &5 0, 0) >0 00 w? = &0 00 0) (C dan D) 

>0 00 w? >5 00 w? = >0 00 ww?,        >5 00 w? >0 00 w? = >0 00 ww? (C dan E) 

>0 00 w? >0 0, w? = > 0 0,w ww?,        >0 0, w? >0 00 w? = >0 00 ww? (C dan F) 

>0 00 w? &5 05 0) = > 0 05w 0?,          &5 05 0) >0 00 w? = &0 00 0) (C dan G) 

>0 00 w? &0 0, ,) = > 0 0,w ,w?,        &0 0, ,) >0 00 w? = >0 00 ,w? (C dan H) 

>0 00 w? >5 0, w? = > 0 0,w ww?,        >5 0, w? >0 00 w? = >0 00 ww? (C dan I) 

>0 00 w? >5 05 w? > 0 05w ww?,        >5 05 w? >0 00 w? = >0 00 ww? (C dan J) 

>0 00 w? &5 0, 5) = > 0 0,w 5w?,        &5 0, 5) >0 00 w? = >0 00 5w? (C dan K) 

>0 00 w? &5 05 5) = > 0 05w 5w?,        &5 05 5) >0 00 w? = >0 00 5w? (C dan L) 

>0 00 w? &5 0, ,) = > 0 0,w ,w?,        &5 0, ,) >0 00 w? = >0 00 ,w? (C dan M) 

&5 0, 0) >5 00 w? = &55 0,5 0),      >5 00 w? &5 0, 0) = >55 0,w 0? (D dan E) 

&5 0, 0) >0 0, w? = &0 00 0),  >0 0, w? &5 0, 0) = > 0 0,5 + ,w 0? (D dan F) 

&5 0, 0) &5 05 0) = &55 0,5 0),      &5 05 0) &5 0, 0) = &55 055 0) (D dan G) 

&5 0, 0) &0 0, ,) = &0 00 0),  &0 0, ,) &5 0, 0) = & 0 0,5 + ,, 0) (D dan H) 

Untuk x = -b, pada matriks &5 0, 0), maka DH = HD. 



&5 0, 0) >5 0, w? = &55 05, 0),  >5 0, w? &5 0, 0) = > 55 05, + ,w 0? (D dan I) 

&5 0, 0) >5 05 w? = &55 0,5 0),  >5 05 w? &5 0, 0) = > 55 055 + ,w 0? (D dan J) 

&5 0, 0) &5 0, 5) = &55 0,5 0),  &5 0, 5) &5 0, 0) = & 55 0,5 + ,5 0)    (D dan K) 

&5 0, 0) &5 05 5) = &55 0,5 0),  &5 05 5) &5 0, 0) = & 55 055 + ,5 0)       (D dan L) 

&5 0, 0) &5 0, ,) = &55 0,5 0),  &5 0, ,) &5 0, 0) = & 55 0,5 + ,, 0)                       (D dan M) 

>5 00 w? >0 0, w? = > 0 0,w ww?,        >0 0, w? >5 00 w? = > 0 0,5 ww?  (E dan F) 

>5 00 w? &5 05 0) = >55 05w 0?,      &5 05 0) >5 00 w? = &55 055 0) (E dan G) 

>5 00 w? &0 0, ,) = > 0 0,w ,w?,        &0 0, ,) >5 00 w? = > 0 0,5 ,w? (E dan H) 

>5 00 w? >5 0, w? = >55 0,w ww?,      >5 0, w? >5 00 w? = >55 0,5 ww? (E dan I) 

>5 00 w? >5 05 w? = >55 05w ww?,      >5 05 w? >5 00 w? = >55 055 ww? (E dan J) 

>5 00 w? &5 0, 5) = >55 0,w 5w?,      &5 0, 5) >5 00 w? = >55 0,5 5w? (E dan K) 

>5 00 w? &5 05 5) = >55 05w 5w?,      &5 05 5) >5 00 w? = >55 055 5w? (E dan L) 

>5 00 w? &5 0, ,) = >55 0,w ,w?,      &5 0, ,) >5 00 w? = >55 0,5 ,w? (E dan M) 

>0 0, w? &5 05 0) = > 0 0,5 + 5w 0?,      &5 05 0) >0 0, w? = &0 00 0) (F dan G) 

Untuk b = -y, pada matriks >0 0, w?, maka FG = GF. 

>0 0, w? &0 0, ,) = > 0 0,w ,w?,        &0 0, ,) >0 0, w? = > 0 0,, ,w? (F dan H) 

>0 0, w? >5 0, w? = > 0 0,5 + ,w ww?,  >5 0, w? >0 0, w? = > 0 0,w ww?  (F dan I) 



>0 0, w? >5 05 w? = > 0 0,5 + 5w ww?,  >5 05 w? >0 0, w? = > 0 0,w ww? (F dan J) 

>0 0, w? &5 0, 5) = > 0 0,5 + ,w 5w?,   &5 0, 5) >0 0, w? = > 0 0,5 5w? (F dan K) 

>0 0, w? &5 05 5) = > 0 0,5 + 5w 5w?,   &5 05 5) >0 0, w? = > 0 0,5 5w? (F dan L) 

>0 0, w? &5 0, ,) = > 0 0,5 + ,w ,w?, &5 0, ,) >0 0, w? = > 0 0,, ,w? (F dan M) 

&5 05 0) &0 0, ,) = &0 00 0),  &0 0, ,) &5 05 0) = & 0 02,5 0) (G dan H) 

&5 05 0) >5 0, w? = &55 055 0),    >5 0, w? &5 05 0) = > 55 0,5 + 5w 0? (G dan I) 

&5 05 0) >5 05 w? = &55 055 0),    >5 05 w? &5 05 0) = > 55 055 + 5w 0? (G dan J) 

&5 05 0) &5 0, 5) = &55 055 0),    &5 0, 5) &5 05 0) = & 55 0,5 + 55 0) (G dan K) 

&5 05 0) &5 05 5) = &55 055 0),    &5 05 5) &5 05 0) = & 55 0255 0) (G dan L) 

&5 05 0) &5 0, ,) = &55 055 0),  &5 0, ,) &5 05 0) = & 55 02,5 0)                              (G dan M) 

Untuk x = 2b, pada matriks &5 0, ,), maka GM = MG. 

&0 0, ,) >5 0, w? = & 0 0�� + �, �:),   >5 0, w? &0 0, ,) = & 0 0�:  �:)  (H dan I) 

Untuk a + b = c, pada matriks >5 0, w?, maka HI = IH. 

&0 0, ,) >5 05 w? = > 0 025, ,w?,        >5 05 w? &0 0, ,) = > 0 0,w ,w? (H dan J) 

Untuk 2x = y, pada matriks >5 05 w?,maka HJ = JH. 

&0 0, ,) &5 0, 5) = & 0 0,5 + ,, ,5),   &5 0, 5) &0 0, ,) = & 0 0,5 ,5) (H dan K) 

&0 0, ,) &5 05 5) = & 0 02,5 ,5),        &5 05 5) &0 0, ,) = & 0 0,5 ,5) (H dan L) 



&0 0, ,) &5 0, ,) = & 0 0,5 + ,, ,,), &5 0, ,) &0 0, ,) = & 0 0,, ,,)                    (H dan M) 

>5 0, w? >5 05 w? = > 55 0,5 + w5 ww?, >5 05 w? >5 0, w? = > 55 055 + ,w ww?  (I dan J) 

>5 0, w? &5 0, 5) = > 55 0,5 + ,w 5w?, &5 0, 5) >5 0, w? = >�55 02,5 5w?      (I dan K) 

>5 0, w? &5 05 5) = > 55 0,5 + 5w 5w?,&5 05 5) >5 0, w? = > 55 055 + 5, 5w? (I dan L) 

>5 0, w? &5 0, ,) = > 55 0,5 + ,w ,w?,&5 0, ,) >5 0, w? = > 55 0,5 + ,, ,w? (I dan M) 

>5 05 w? &5 0, 5) = > 55 055 + ,w 5w?,&5 0, 5) >5 05 w? = > 55 0,5 + 55 5w? (J dan K) 

>5 05 w? &5 05 5) = > 55 055 + 5w 5w?,&5 05 5) >5 05 w? = > 55 0255 5w?       (J dan L) 

>5 05 w? &5 0, ,) = > 55 055 + ,w w,?,&5 0, ,) >5 05 w? = > 55 025, w,?       (J dan M) 

&5 0, 5) &5 05 5) = & 55 0,5 + 55 55),&5 05 5) &5 0, 5) = & 55 055 + 5, 55) (K dan L) 

&5 0, 5) &5 0, ,) = & 55 025, 5,),&5 0, ,) &5 0, 5) = & 55 05, + ,, 5,)  (K dan M) 

&5 05 5) &5 0, ,) = & 55 055 + 5, 5,),&5 0, ,) &5 05 5) = & 55 025, 5,)     (L dan M) 

 

 

 
 
 
 


