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ABSTRAK

IImiyah,Navis Nur. 2011. Multiplisitas Sikel dari Graf Total pada Graf Tangga L,,,
Graf Star S,,, dan Graf Double Star S,,,.1. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains Dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang.

Pembimbing: 1. Abdussakir, M.Pd
2. Abdul Aziz, M.Si

Kata Kunci: multiplisitas sikel, graf total, graf tangga, graf star, graf double star.

Teori-teori baru yang berkenaan dengan teori graf terus bermunculan dan
berkembang. Teorema yang baru ditemukan adalah berkenaan dengan cycle
multiplicity dari graf total pada C,, P,,, dan K ,,. Hal ini dibahas oleh M.M.
Akbar Ali dan S. Panayappan dalam International Journal of Engineering,
Science and technology 2010. Oleh karena itu, penulisan skripsi ini
ditujukan untuk mengembangkan pembahasan multiplisitas sikel dari graf
total pada graf tangga L,,, graf star S,,, dan graf double star S, ;,1.

Graf total yang dinotasikan dengan T(G) didefinisikan sebagai berikut.
VTG =V G UE G . Dua titik v;dan v, dalam V T ¢ adjacent
dalam T(G) jika dan hanya jika memenuhi salah satu dari syarat-syarat
berikut: i) titik v,, v, di dalam V(G) dan v, adjacent dengan v, dalam G, ii)
e, e, terdapat dalam E(G) dan e,, e, adjacent dalam G iii)v; dalam V(G),
dan v, dalam E(G), dan v,dan v, incident dalam G. Sedangkan CM(G)
yang merupakan notasi dari multiplisitas sikel dari graf G adalah jumlah
maksimal sisi sikel yang disjoin pada graf G.

Dengan menggambarkan graf totalnya, akan lebih mudah dicari
multiplisitas sikel dari graf tersebut. Setelah ditemukan pola dari
multiplisitas sikel, akan dilanjutkan dengan menformulasikannya dalam
bentuk teorema dan juga membuktikannya.

Hasil dari penelitian ini adalah CM T L, =4n-3, CMTS, =

n%+5n = n?+4n
untuk n ganjil, LM T S,, = — untuk n genap,
n%+5n—6 n?+6n+5

CMT Spynyr = - + - untuk n  ganjil, dan

2+4n-6 247n+6 f Lo
CM T Spper = - 6" + 2 6” untuk n genap. Penelitian ini

dapat dilanjutkan dengan menjelaskan multiplisitas sikel dari graf total pada
graf yang berbeda.
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ABSTRACT

IImiyah, Navis Nur. 2011. Cycle Multiplicity of Total Graph of Ladder Graph L,
Star §,,, and Double Star S, ,,1. Thesis. Mathematics Department Faculty
of Science and Technology The State Islamic University of Maulana Malik
Ibrahim Malang.

Advisor: 1. Abdussakir, M.Pd

2. Abdul Aziz, M.Si

Key Words: cycle multiplicity, total graph, ladder graph, star, double star.

Many new theories of graphs have continued and developed. And the last
discovered theory is about cycle multiplicity of total graph of
Cpn, By,and K .. This case is discussed by M.M. Akbar Ali and S.
Panayappan in International Journal of Engineering, Science and
technology 2010. So that, this thesis explains the cycle multiplicity of total
graph of ladder graph L,,, Star S,,, and Double Star S, ,,+1.

The total graph of G denoted by T G is defined as follows. The vertex set
of T G isV G UE E . Two vertices v; and v, in the vertex set of T G
are adjacent in T G in case one of the following holds: i v,,v, are in
V G , and v, is adjacent to v, in G. (ii) v,,v, are in E(G) and v,, v, are
adjacent in G (iii) v, isin V(G), v, is in E(G), and v,, v, are incident in G.
While cycle multiplicity of total graph G is the maximum number of edge
disjoint cycles in G.

By drawing the graph, the cycle multiplicity of the total graph will be easily
found. Then formulate the theorem about it from the form of cycle
multiplicity of the total graph, and also prove it.

The result of This research areCM T L, =4n-3, CMT S, =

n?+5n n?+4n

ifnisodd, CMT S, = 6 ifniseven, CM T S, 41 =
2 _ 2 2 .
o +2" 5o B +2n+5 if nis odd, and CM T Sppy1 = - +Z" ° +
n2+7n+6

- if nis even. This research can be continued for cycle multiplicity
of the total graph of another graph.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada hakekatnya, seluruh yang ada pada alam semesta memuat konsep-
konsep yang ada pada Metematika. Allah menciptakan alam semesta beserta
isinya dengan ukuran yang cermat dan teliti. Penciptaan bumi, bulan dan seisi
galaksi tentunya sudah dengan perhitungan yang sangat matang. Hal ini dapat
dilihat dari tersusunnya benda-benda tersebut dengan rapi menurut orbitnya
sehingga tidak saling bertabrakan. Semua yang ada di alam ini ada hitungannya,
ada rumus atau teoremanya. Dengan rumus-rumus serta persamaan yang

seimbang. Allah berfirman dalam surat Al-Qamar (49) sebagai berikut:

PN =7 o /,../]./ -5 7 2 C‘
U,“;}gw 0y 2(-9-0 ‘-}{ .
z

Nem S

2

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.

Maka tidaklah salah jika dikatakan bahwa Allah adalah Mahamatematis
(Abdussakir, 2007: 79-80). Alam semesta menyimpan atau mengandung semua
ukuran-ukuran, dan perhitungan-perhitungan. Para matematikawan tidaklah
menciptakan suatu rumus, tetapi mereka hanya menemukannya.

Salah satu cabang dari ilmu Matematika adalah Teori Graf. Cabang ilmu
Matematika ini sangat penting karena erat sekali hubungannya dengan pemecahan
berbagai persoalan dalam kehidupan sehari-hari

Graf G adalah himpunan tak-kosong yang berhinga dari objek-objek yang

disebut titik (vertex) bersama dengan himpunan pasangan tak-terurut yaitu sisi



(edge). Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V G , sedangkan himpunan sisi
dinotasikan dengan E G (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Menurut catatan sejarah, masalah jembatan Konigsberg adalah masalah
yang pertama kali menggunakan graf (1736), yang karenanya Euler (1707-1782)
menjadi Bapak dari Teori Graf sebagaimana Topologi ketika dia merumuskan
mengenai masalah terkenal yang takterpecahkan di atas (Harary, 1969: 1).
Peristiwa itulah yang menjadi tombak sejarah munculnya Teori Graf, dan terus
berkembang sampai sekarang karena kajiannya berhubungan dengan pemecahan
masalah sehari-hari.

Teori-teori baru yang berkenaan dengan teori graf terus bermunculan dan
berkembang. Teorema yang baru ditemukan adalah berkenaan dengan
multiplisitas sikel dari graf total. Hal ini dibahas oleh M.M. Akbar Ali dan S.
Panayappan dalam International Journal of Engineering, Science and technology
2010.

Adanya jurnal tersebut tentunya sangat berkonstribusi positif bagi
perkembangan Teori Graf, mengingat bahwa referensi mengenai Teori Graf relatif
lebih sedikit dibanding dengan referensi-referensi untuk cabang Matematika yang
lain.

Dalam jurnal tersebut Ali dan Panayappan hanya membahas multiplisitas
sikel dari total graf pada graf C,, B, danK;, . Sedangkan Muslihatin dalam
skripsinya membahas multiplisitas sikel dari graf total pada graf kipas F,, dan graf
roda W, . Hal ini masih memerlukan pengembangan lebih lanjut, mengingat

banyaknya jenis- jenis graf bersikel yang merupakan pengembangan dari graf-



graf tersebut. Seperti graf tangga L, yang merupakan hasil kali kartesius graf
lintasan P, x P, dan graf double star S,, ,,1 Yyang terdiri dari dua graf star S,, dan
S,.+1 dimana titik sentralnya (pusat) dari kedua graf tersebut saling adjacent.

Oleh sebab itu, dalam penelitian ini penulis tertarik untuk
mengembangkannya dan membahas lebih lanjut mengenai multiplisitas sikel dari
graf total pada graf- graf yang memiliki sikel yang merupakan pengembangan dari
graf B,,dan K, ,, yaitu dengan judul “multiplisitas sikel dari graf total pada

graf tangga L,,, star S,,, dan double star S, 1"

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Bagaimana mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada
graf tangga L,,?
2. Bagaimana mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada
graf star S, ?
3. Bagaimana mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada

graf double star Sy 417

1.3 Tujuan
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Untuk mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada graf

tangga L,,.



2. Untuk mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada graf
star S, .
3. Untuk mendapatkan rumus umum multiplisitas sikel dari graf total pada graf

double star S, ;,41.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Bagi peneliti, sebagai sarana memperdalam dan mengembangkan wawasan
disiplin ilmu yang telah dipelajari, lebih lanjut untuk mengkaji permasalahan
multiplisitas sikel dari graf total pada graf tangga L,,, star S,, , dan double star
Snn+1-

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan mengenai
matematika, khususnya pada bidang Teori Graf

3. Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan yang dijadikan sarana
pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk

mata kuliah Teori Graf.

1.5 Batasan Masalah
Pada penelitian ini hanya akan dibahas tentang multiplisitas sikel dari graf
total pada graf tangga L,,, star S,,, double star S,, dengan n adalah anggota

bilangan asli.



1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian

pustaka (Library research), yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari

berbagai sumber seperti buku, jurnal, atau makalah-makalah. Penelitian dilakukan

dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf, jurnal-jurnal atau

makalah-makalah yang memuat topik tentang multiplisitas sikel dari graf total.

Langkah selanjutnya adalah menentukan rumus umum multiplisitas sikel dari graf

total pada graf tangga L,,, star S,,, dan double star S, ;4.

Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh peneliti dalam membahas

penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

D.

Menggambar graf tangga L,,, star S, , dan double star S,, 4.

Menggambar graf total dari graf-graf tersebut.

Menganalisis multiplisitas sikel dari graf total pada graf tangga L, star S, ,
dan double star S, ;4.

Menentukan pola dari multiplisitas sikel dari graf total pada graf tangga L.,
star S,,, dan double star S, ;,41.

Merumuskan rumus umum dari multiplisitas sikel dari graf total pada graf
tangga Ly, star S, , dan double star S;, ;1.

Melakukan pembuktian pada rumus umum yang dihasilkan.

Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian.



1.7 Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami,
maka digunakan sistematika penulisan yeng terdiri dari 4 bab. Masing-masing bab
dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:
BAB 1 PENDAHULUAN: Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penyusunan.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA: Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-
teori) yang mendukung bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain
membahas tentang pengertian graf, adjacent dan incident, graf terhubung, graf
total, multiplisitas sikel, graf tangga L,,, star S,,, dan double star S,, ., serta
teori-teori lain yang berkaitan.
BAB Ill PEMBAHASAN: Pembahasan berisi tentang bagaimana mendapatkan
rumus umum dari multiplisitas sikel dari graf total pada graf tangga L,, star S, ,
dan double star S, ,,+1, serta bagaimana membuktikan rumus umum yang telah
diperoleh.
BAB IV PENUTUP: Bab ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah
dilakukan, dan juga saran yang diberikan sebagai pertimbangan bagi peneliti

selanjutnya.



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

21  Graf
2.1.1 Definisi Graf

Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah tua usianya namun
memiliki  banyak terapan sampai saat ini. Graf digunakan untuk
mempresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut.
Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek dinyatakan sebagai
noktah, bulatan, atau titik, sedangkan hubungan antar objek dinyatakan dengan
garis (Munir, 2005: 353). Secara matematis, graf didefinisikan sebagai berikut:
Definisi 1

Graf G adalah himpunan tak-kosong yang berhingga dari objek-objek yang

disebut titik (vertex) bersama dengan himpunan pasangan tak-terurut (yang

mungkin kosong) dari titik-titik berbeda di G yang disebut sisi (edge).

Himpunan titik dari G dinotasikan dengan V' G , sedangkan himpunan sisi

dinotasikan dengan E G (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Banyaknya unsur di V disebut derajat (order) dari G dan dilambangkan dengan
p(G) dan banyaknya unsur di E disebut ukuran (size) dari G dan dilambangkan
q(G), jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan size dari G
tersebut cukup ditulis p dan g (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). Dengan kata lain,
Graf G adalah himpunan tak-kosong V G yang berhingga dari objek-objek yaitu
titik dengan himpunan pasangan tak-terurut E G dari objek-objek yang disebut

Sisi.



Perhatikan graf G yang memuat titik V' ¢ dan himpunan sisi E G seperti

berikut ini:
V G = v,,0,, V3,V Vs
E G = eq,e;6e3,646€5

Graf G tersebut secara lebih jelas dapat digambar sebagai berikut.

Gambar 2.1 Graf G berorder 5

Graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalah p = 5. Sedangkan sisinya

berjumlah 7, sehingga ukuran graf G adalah g = 7.

2.1.2 Adjacent dan Incident

Definisi 2
Sisi e = u,v dikatakan menghubungkan titik u dan v. jikae = u,v
adalah sisi pada graf G , maka u dan v adalah titik yang terhubung
langsung (adjacent), sementara itu u dan e, sama halnya dengan v dan e
disebut terkait langsung (incident). Lebih jauh, jika e; dan e, berbeda
pada G terkait langsung (incident) dengan sebuah titik bersama, maka

e, dan e, disebut sisi adjacent (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).



Untuk mempermudah penulisan, selanjutnya titik u atau v akan disimbolkan
dengan v, , sedangkan sisi e = u,v akan disimbolkan dengan e;, dengan k
adalah nomor dari titik dan | adalah nomor dari sisi.

Perhatikan graf berikut

v1 (52 v3
e, e e3
) €5 22 €5 Vs

Gambar 2.2 Graf G dengan titik adjacent dan incident

Berdasarkan gambar graf G tersebut, maka titik v; dan v, terhubung langsung
(adjecent), demikian juga dengan v, dan vs, v; dan v,, serta v, dan vg. Titik v,
dan v tidak terhubung langsung, demikian juga dengan titik v, dan v, serta titik
vsdan vs.
Sisi e, terkait langsung (incident) dengan titik v; dan v,. Sisi e, terkait langsung
dengan titk v, dan vs. Sisi e; tidak terkait langsung dengan titik v dan v,. Perlu
diperhatikan bahwa satu sisi hanya dapat terkait langsung dengan dua titik yang
berbeda. Hal ini karena satu sisi hanya menghubungkan dua titik yang berbeda
(Abdussakir, 2009: 7).
2.1.3 Derajat Titik
Definisi 3
Derajat dari suatu titik v pada graf G adalah banyak sisi pada graf G yang
terkait langsung dengan titik v. Derajat suatu titik v di G dinotasikan
dengan deg;v. Suatu titik berderajat O disebut suatu titik terisolasi dan

titik yang berderajat 1 disebut titik ujung (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).
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Teorema 1.
Misalkan G adalah sebuah graf dengan order p dan size g, dimana

V(G) = {v,vy,..... , v, }. Maka

=

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 7).
Bukti

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka satu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung
derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh
bahwa jumlah semua derajat titik di ¢ sama dengan 2 kali banyak sisi di G
(Abdussakir dkk. 2009: 11).

Contoh.
€1 U2
€2
[
2 U3
Gambar 2.3 Graf G dengan titik berderajat 1, 2, dan 0
Titik v; mempunyai derajat 1, deg; (v,) = 1, titik v, mempunyai derajat 2,
deg;(v,) = 2 dan titik v, mempunyai derajat 0, deg;(v,) = 0. Titik v, dan titik

v disebut titik ujung. Sedangkan titik v, disebut titik terisolasi.
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2.2  Graf Terhubung

Definisi 4
Jalan (walk) dari sebuah graf G adalah rangkaian alternatif dari titik dan
Sisi vy, 1, V4, ... ,Vn_1,€n, Uy, Derawal dan berakhir pada titik yang mana
masing-masing garis adalah incident dengan dua titik sebelum dan
berikutnya. Jalan ini menghubungkan v, dan v, (Chartrand dan Lesniak,
1986: 26).

Definisi 5
Trail adalah jalan (walk) yang semua sisinya berbeda (Chartrand dan
Lesniak, 1986: 26).

Definisi 6
Lintasan (Path) adalah jalan (Walk) yang semua titiknya berbeda. Dengan
demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak, 1986: 26).

Contoh

P4_:- L J L (]

Gambar 2.4 Graf Lintasan

Definisi 7
Sikel (cycle) adalah walk yang tertutup dengan n titik berbeda dann > 3

Harary, 1969:13 .
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Contoh

e2 e3

v2 VvV

V1

Gambar 2.5 Trail, Path, dan Sikel pada Graf G

Pada gambar 2.5 menunjukkan bahwa jalan yang melewati titik vy, v,, v4, Vs, V3
disebut lintasan karena melewati semua titik yang berbeda. Dengan demikian,
jalan tersebut juga merupakan trail, karena melewati semua sisi yang berbeda.

Sedangkan sikel ditunjukkan dengan lintasan yang melalui v;, v,, v, vg, V3, V4.

2.3 Titik Sentral (Pusat)
Definisi 8
Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) d v,,v, antara dua
titik v; dan v, di G adalah panjang dari lintasan terpendek yang
menghubungkan v, dan v, di G (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28).
Definisi 9
Eksentrisitas (eccentricity) e v dari suatu titik v pada graf terhubung G
merupakan maksimum d vq,v, :u € V G (Chartrand dan Lesniak, 1986:

29).
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Definisi 10
Radius rad G didefinisikan sebagai minimum dari e v  sedangkan
diameter (diam) G adalah maksimum e v (Chartrand dan Lesniak, 1986:
29).

Definisi 11
Suatu titik v dikatakan titik sentral jika e v = rad G (Chartrand dan

Lesniak, 1986: 29).

Contoh v,
v
1 1t
Vg Uy
Us
Gambar 2.6 Graf dengan Radius 3 dan Diameter 3
Jarak pada graf G adalah:

d v,v, =1,d v;,v3 =2,d v,v, =3,d v,v5 =2,
dv,ve =1,d vy,v; =1,d vy,v3 =1,d vy,v, =2,
d v,,vs =1,d vy,v5 =2,d v3,v; =2,d v3,v, =1,
d vy,v, =1,d v3,v5 =1,d v3,v5 =2,d vy,v; =3,
d V4,V =2,d v,,v3 =1,d v,,v5s =1,d v,,v5 =1,
d vs,v; =2,d vs,v, =1,d vs,v3 =1,d vs,v, =1,
d vs,vs =1,d vg,v; =1,d vg,v, =2,d vs,v3 =2,

dv6,174 =2,d Vg, Us =1.



14

Eksentrisitas pada graf G di atas adalahe vy =3,e v, =2,e v; =2,e v, =

3,e vg =2dane vy = 2.

Radius G adalah rad G = 2.

Diameter G adalah diam G = 3.

Titik sentral (pusat) G adalah v,, v3, vs, ve.

2.4  Operasi-operasi pada graf

2.4.1 Gabungan (Union)

Definisi 12
Gabungan (union) dari G; dan G, , ditulis G = G, U G, , adalah graf
denganV G =V G, UV G, danE G =E G; UVE G, . Jika graf G
merupakan gabungan dari sebanyak n graf H , n > 2, maka ditulis

G = nH (Abdussakir, 2009: 33).

Contoh
1) o
o
a) b) c)
®
o

d)

Gambar 2.7 a) Graf 2K, b) Graf 3K,c) Graf K, d) Graf 2K; U3K, UK,
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(2 Uy
%1
Uz Uz
Uy
a) b)
Uy
%1
U, s
Uy
C)

Gambar 2.8 a) Graf K; b) Graf K;c) Graf K; U K5

2.4.2 Penjumlahan (Join)

Definisi 13
Penjumlahan (Join) dari G; dan G, , ditulis G = G, + G, , adalah graf
dengan VG =VGaG UVG, dan EG =E G, VE G, U

uvlu €V G, danv eV G, (Abdussakir,2009: 33).

Contoh Vs
U4 Uq
) Uy
1)
Uz U=
o
(%) v,
Gl b Gz U; G3

Gambar 2.9 G, Graf Komplit Berorder 2, G,Graf Komplit Berorder 3, G5 = G, + G,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(2) Un U4 Uy

Uy

a)

IA\

Uy

Gambar 2.10 a) Graf K,, b) Graf K, c) Graf K, + K,

2.4.3 Perkalian Cartesius
Definisi 14.
Perkalian cartesius dari G, dan G, , ditulis G = G; X G, adalah graf
denganV G =V G; XV G, dan dua titik v;,v, dan uy,u, dari G
terhubung langsung (adjacent) jika dan hanya jika
v, =u, danv,u, €EE G,
atau
v, =u, danv,u, €E Gy

(Abdussakir, 2009: 34).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Contoh
(1)
Uy
%1
Gl GZ :
U, Us
%)
U1y
vluz v1u3
Uy
VU, VU3

Gambar 2.11 G, Graf Komplit Berorder 2, G,Graf Komplit Berorder 3, G; = G; X G,

(2)
V1 Uq Uz
U, U Uy
a b
) vy, Uy )

U1, U3

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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V1, Uy o
1, %4
U2, Uq Uy, U3
Uy, Uy Uy, Uy

c)
Gambar 2.12 a) Graf K,, b) Graf K, ¢) Graf K, X K,
2.5  Graf-Graf dengan Nama Tertentu
2.5.1 Graf Garis
Definisi 15
Misal graf G dengan himpunan titik V' ¢ dan himpunan sisi E G . Graf
garis (line graph) dari G dinotasikan dengan L(G) adalah graf dengan
VLG =EG dan titik di L(G) akan terhubung langsung jika dan

hanya jika sisi yang bersesuaian terhubung langsung di G ( Abdussakir,

2009: 37).
Contoh 23
€1 €z
€6
35 es
€4
'S
a) b)

Gambar 2.13 a) Garf G b) Graf Garis L G

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Graf G mempunyai himpunan titik V G = vy, v,,v3, V4, v dan himpunan sisi
E G = eq,ey 63,64 65 . Graf garis dari G, yakni L(G) mempunyai himpunan
titkV L G =FE G = e, e, e; e, e . Titik e;dan e, terhubung langsung di

L(G) karena sisi e;dan e, terhubung langsung di G (Abdussakir, 2009: 38).

2.5.2 Graf Tangga

Definisi 16
Graf tangga (ladder) adalah graf yang dibangun dari hasil kali kartesius
graf lintasaP, dan P,, yaitu P, X P,. Graf tangga dinotasikan dengan L,

(Tsulutsy, 2009: 22).

v
Contoh. i
P, P, @ ® @ ®
U1 u‘l—
u
vz 2 U3
a) b)
V1lUq Z1Y) VU3 V1Uy
P, x Ps:
V2ly VU, VU3 VoUy
c)

Gambar 2.14 a) Graf Lintasan P, b) Graf Lintasan P,c) Graf Tangga L, = P,x P,
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2.5.3 Graf Komplit

Definisi 17
Suatu graf G dinamakan graf komplit (complete agraph) jika setiap dua titik
diantara titik-titiknya terhubung langsung (adjecent). Graf komplit p,q
sehingga suatu graf berderajat p — 1 mempunyai g =p p — 1 /2; graf ini
didefinisikan dengan K,, (Chartrand dan Lesniak, 1986: 9).

Dengan demikian, maka graf K,, merupakan graf beraturan — n — 1 dengan

derajat p = n dan ukuran g == ”2‘1 L 721
Contoh
[ oe—— o
Ky K, K,

Gambar 2.15 K, (Graf Komplit Berderajat 1), K, (Graf Komplit Berderajat 2), K5 (Graf Komplit
Berderajat 3)

2. 5.4 Graf Bipartisi Komplit

Definisi 18
Graf Bipartisi G adalah graf yang memiliki himpunan titik V yang dapat
dipartisi menjadi dua himpunan bagian (subset) V;dan V, sehingga tiap
sisi pada G menghubungkan V; dengan V, (Harary, 1969: 17).

Definisi 19
Graf bipartisi komplit (complete bipartitie graph) adalah graf bipartisi
yang tiap sisinya menghubungkan masing-masing titik di V;dan V, oleh
tepat satu titik. Jika V;dan V, memiliki titik m dan n, maka dinyatakan

dengan K, , (Harary, 1969: 17)
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2.5.5 Graf Star dan Double Star

Definisi 20
Star (bintang) adalah graf bipartisi komplit dengan K ,, (Harary, 1969: 17-
18). V1

Contoh.

Gambar 2.16 Graf Star K,

Untuk selanjutnya, graf star disimbolkan dengan S,,.

Definisi 21
Graf Double Star adalah graf yang terdiri dari dua graf star S,, dan S,
dimana titik sentralnya (pusat) dari kedua graf tersebut saling adjacent
(Muis, 2008: 23).

Contoh

U3

=)

Uy

€3

Vs Vs

Gambar 2.17 Graf Double Star S, 3

Gambar di atas adalah graf double star dengan titik sentralnya adalah

v, dan v,.
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2.6  Graf Total

Definisi 22.
Jika G adalah sembarang graf, V(G) dan E(G) adalah himpunan titik dan sisi
dari graf G. Graf total yang dinotasikan dengan T(G) didefinisikan sebagai
berikut. VT ¢ =V G UE G . Dua titik vy dan v, dalam V T G
adjacent dalam T(G) jika dan hanya jika memenuhi salah satu dari syarat-
syarat berikut: 1) titik v;, v, di dalam V(G) dan v, adjacent dengan v, dalam
G, ii) eq, e, terdapat dalam E(G) dan e,, e, adjacent dalam G iii)v, dalam
V(G), dan v, dalam E(G), dan v, dan v, incident dalam G (Ali dan

Panayappan, 2010: 1).

Contoh
€1 €2
2] V2 V3 151
¢ — @
e €2 v, Vs
a) b)

Gambar 2.18 a) Graf P; b) Graf Total dari P,

2.7  Multiplisitas sikel

Definisi 23.
Jika G adalah sebuah graf, V(G) dan E(G) adalah himpunan titik dan sisi dari
graf G. CM(G) yang merupakan notasi dari multiplisitas sikel dari graf G
adalah jumlah maksimal sisi sikel yang disjoin pada graf G (Ali dan

Panayappan, 2010: 1).
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Teorema 2.
Multiplisitas sikel dari graf total n-Cycle CM T B, =n—1 (Ali dan

Panayappan, 2010: 1).

Contoh
€1 =) €3
%1 vy U3 Uy
[ L 4 @ ]
v v v v
a) 1 ) 3 4

Gambar 2.19 a) Graf P, b) Graf Total dari P,

Dari gambar di atas, sikel yang disjoin sisi dari graf total pada graf P, adalah
vieiv, ,Vye,v3, dan vseszv, sehingga multiplisitas sikelnya adalah 3. Dapat

ditulis sebagai berikut CM T P, = 3.

2.8 Kajian Teori Graf dalam Al-Qur’an

Teori Graf adalah salah satu cabang ilmu matematika, dimana dalam teori
graf terdapat pasangan himpunan yang memuat elemen-elemen titik dan pasangan
tak terurut dari titik yang disebut sisi, dimana himpunan titiknya merupakan
himpunan tak kosong dan sisinya mungkin kosong. Sehingga bila suatu titik
dihubungkan dengan titik yang lain dengan penghubungnya merupakan suatu sisi
maka disebut adjacent.

Sebagai contoh adalah hubungan antara manusia satu dengan manusia
lainnya misalnya dalam sebuah proses pertemanan, dimana manusia sebagai

himpunan titik dan hubungan silaturrami sebagai sisinya. Jika ingin mempunyai
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banyak teman dalam hidup, maka harus menjalin hubungan silaturrahmi dengan
orang lain atau adjacent, yaitu istilah dalam teori graf yang berarti terhubung
langsung. Menjalin hubungan dengan sesama manusia diperintahkan oleh Allah

sebagaimana dalam Al-Qur’an surat Ar-Ra’d ayat 21 di bawah ini.

z
-2 VR

. F AN R N R IS B SR -1 s B C R S
(D Pl S5 058185 055 T35 Joose O cay bl Jal L gslay (2l

Artinya: “dan orang-orang yang menghubungkan apa-apa yang Allah
perintahkan supaya dihubungkan, dan mereka takut kepada Tuhannya dan takut
kepada hisab yang buruk .

Kata “dihubungkan” dalam ayat di atas adalah mengadakan hubungan
silaturrahmi dan tali persaudaraan. Jika digambarkan dalam teori graf hubungan
silaturrahmi antara manusia satu dengan lainnya, katakanlah terdapat 5 orang (A,

B, C, D, dan E), dapat diperlihatkan seperti pada gambar di bawah ini.

Gambar 2.20 Graf yang Menggambarkan Hubungan Silaturranmi

Representasi teori graf selain hubungan silaturrahmi adalah sarang lebah,
dimana lebah membangun sarangnya dari dulu hingga sekarang menggunakan
struktur segi enam. Jika sarang lebah dipandang berdasar teori graf terdapat

dalam Al-Qur’an sehubungan dengan lebah, yaitu surat An-Nahl ayat 68.
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(20 by Uy il s 65 JUAT e o Tl 2T J) 285 (55

Artinya: “Dan Tuhanmu mewahyukan kepada lebah: "Buatlah sarang-sarang di
bukit-bukit, di pohon-pohon kayu, dan di tempat-tempat yang dibikin manusia™.

Sarang lebah dapat dilihat langsung dari bentuk sarangnya, dimana terdapat sisi-

sisi dan titik-titik sebagai pengait sisi-sisinya. Seperti pada gambar di bawah ini.

Gambar 2.21 Graf yang Menggambarkan Sarang Lebah

Dari gambar di atas dapat kita lihat bahwa sarang lebah menyerupai graf sikel
dengan 6 titik dan 6 sisi.

Dalam konsep Matematika serta rumus yang dihasilkan digunakan untuk
mempermudah dalam penyelesaian suatu masalah. Begitu juga dalam Teori Graf,
suatu rumus digunakan untuk memecahkan suatu masalah. Dan suatu pembuktian
dari rumus itu sangatlah penting, karena digunakan untuk memperkuat kebenaran
dari rumus tersebut.

Mukjizat Al-Qur’an, kitab suci umat Islam, tidak pernah diragukan. Sejak
diturunkan kepada Nabi Muhammad SAW, hingga kini keasliannya masih terjaga
dengan sangat baik. Al-Qur’an terpelihara dari kesalahan. Al-Qur’an sebagai
petunjuk bagi manusia, dan Al-Qur’an adalah sumber dari segala sumber ilmu

bagi manusia.
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Senada dengan hal tersebut, menurut Basya (2005: 17), Al-Quran adalah
postulat. Hal itu sejalan dengan apa yang dikatakan Nabi Muhammad SAW yang
artinya “Aku tinggalkan untuk kalian dua urusan, tidaklah kamu akan tersesat
selama berpegang kepada keduanya. Kitab Allah dan Sunnah Rasul Allah”. Dan

sebagaimana dalam Al-Qur’an surat Al-Bagarah ayat 1 dan 2.

@u&:«iﬂ Ls-ua Auguj Yw_é_sduﬂ;m,ﬁ

\./

Artinya:  “Alif laam miim. Kitab Al-Quran ini tidak ada keraguan padanya,
petunjuk bagi mereka yang bertakwa ”

Sebab itu, suatu data yang datang dari Allah dan RasulNya tidak memerlukan
pembuktian lebih lanjut, sekalipun nanti dalam perjalanannya, Matematika juga
seolah dapat membuktikan kebenaran tersebut.

Jika Al-Qur’an merupakan suatu postulat yang tidak memerlukan adanya
pembuktian, maka dalam Al-Qur’an juga dijelaskan mengenai pentingnya suatu

pembuktian. Sebagaimana terdapat dalam surat Al-Bagarah ayat 111.

P

58 U8 sl ol a3 5,h 06 o W) AETT SR 37 1,063

gm \_/vtﬁ.\_\o/o.m&:u\v_%,_hj

Artinya: “dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: “Sekali-kali tidak akan
masuk surga kecuali orang-orang (yang beragama) Yahudi atau Nasrani ”
Demikian itu hanyalah angan-angan mereka yang kosong belaka. Katakanlah:
Tunjukkanlah bukti kebenaranmu jika kamu adalah orang yang benar. ”

(13
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Selain surat di atas, pentingnya suatu pembuktian terutama dalam

matematika juga terdapat dalam surat Al-Hujarat ayat 6.

z
3
25 -

I - }./ ../ “ r/,:" 2 f '€°—}f//f - r}: 7 ,"/~/ . s~,q/ _ - j& Frs
|yoiazd Ahg L33 g Ol 1328 L G B 252 e o] sl 2l Gl

-
)y P W AR
(o)) e A ML%.%" Le
@Uﬁ'ﬁ’/

Artinya:  “Hai orang-orang yang beriman, jika datang kepadamu orang Fasik
membawa suatu berita, maka periksalah dengan teliti agar kamu tidak
menimpakan suatu musibah kepada suatu kaum tanpa mengetahui keadaanya
yang menyebabkan kamu menyesal atas perbuatanmu itu. ”

Dalam surat Al-Hujarat di atas, jika “berita” merupakan konjektur atau pernyataan
yang belum diketahui kebenaranya, maka konjektur ini perlu dibuktikan secara
matematis sehingga menghasilkan suatu teorema. Berdasarkan kedua ayat di atas,

maka jelaslah bahwa pembuktian itu sangat penting terutama dalam pembuktian

Matematika.
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PEMBAHASAN

Jika G adalah sembarang graf, V(G) dan E(G) adalah himpunan titik dan
sisi dari graf G. Graf total yang dinotasikan dengan T(G) didefinisikan sebagai
berikut. VT G =V G UE G . Dua titik v;dan v, dalam V T G  adjacent
dalam T(G) jika dan hanya jika memenuhi salah satu dari syarat-syarat berikut: i)
titik vy, v, di dalam V(G) dan v, adjacent dengan v, dalam G, ii) e, e, terdapat
dalam E(G) dan eq, e, adjacent dalam G iii)v; dalam V(G), dan v, dalam E(G),
dan v;dan v, incident dalam G. Sehingga multiplisitas sikel dari graf total
merupakan jumlah maksimal sisi sikel yang disjoin dari graf total pada graf G.
Pada bab ini akan dibahas mengenai multiplisitas sikel dari graf total pada graf

tangga L,,, graf Star S, dan graf double star S, ,+1.

3.1  Multiplisitas Sikel dari Graf Total pada Graf Tangga L,,
3.1.1 Graf Tangga L

Graf tangga L, merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan P,

yaitu P, x P;. Graf tangga L, dapat digambarkan pada gambar 3.1.1 berikut.

Uy
(%)

%1
%1

a) b)
Gambar 3.1.1 a) Graf Tangga L, b) Graf Total dari Graf Tangga L,

Sikel dari graf L, di atas adalah v,e;vs.

28
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Misal V L, = vq,v, dan E Ly = e, , dari definisi graf total di atas,

maka diperoleh VT L, =V L, VEL, dan ET L, = viei=1 U

eViy1 i =1 U vv;y, i =1 .Sikel yang disjoinsisi C; = vje;_qv1 i =2 .

~CMTL, =1.
3.1.2 Graf Tangga L,

Graf tangga L, merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan P,

yaitu P, x P,. Graf tangga L, dapat digambarkan pada gambar 3.1.2 berikut.

vz (& B L v4_
vl ® @ v3
€4
a)
€4
v,
v, 4
€ \ €3
[Z1 U3
e,
b)

Gambar 3.1.2 a) Graf Tangga L, b) Graf Total dari Graf Tangga L,

Sikel yang disjoin sisi dari graf L, di atas adalah v,e v,; vie,v3; V3e3vy; Vaeavy

dan ejeyese,.
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Misal V L, = v;,v,,v3,v, dan E 2 = e, e, e3,e, , dari definisi graf total

di atas, maka diperoleh VT L, =V L, VEL, dan ET L, =

vieii=1,3 U viei+1-+_1i=1 U eivi+11SiS3 U viei+i—_4i=4- U
2 2

v;e =2 U ywi=13 U yv,,i=172 U eei11 =123

. i
I+ E+1
U €i€i,3 i=1.

Sikel yang disjoin sisi adalah. C; = vie; 1v1 i=23,C, = vie,, i3 Vi (=3,
2

C3 - vl'ei+ i+2 Vit =N ,C4, — €1, €i119€1%-2» ii+3 =l Terllhat bahwa Ci
2

dengan 1 <i <4 adalah himpunan-himpunan yang beranggotakan sikel-sikel
yang disjoin sisi dalam L,, dimana C;, =2,C, =1, C; =1, C, =1.
SehinggaCM T L, = C; =2+1+1+1=5.

~CMTL, =S5.

3.1.3 Graf Tangga L;
Graf tangga L; merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan Pj,

yaitu P, x P;. Graf tangga L5 dapat digambarkan pada gambar 3.1.3 berikut.

72 2 Uy e, Vg
4 4 4
e
€ €3 6
® @ L
U1
€2 V3 €s Vs
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ey vy e, "
2
233
2 Us
e, :j) es

Gambar 3.1.3 a) Graf Tangga L; b) Graf Total dari Graf Tangga Ls

Sikel yang disjoin sisi dari graf L di atas adalah v e, v,; v e,v3; Use3v,; Vye,4v4;
V3€5Vs, Us€gVg, Vs€7Vg, dan €162€63€, , €3E5E5E7.
atau

] = v:e;_ | = 2
C1 = vie i+2Viyp 1= 2,4 oY 3
2

Cc = €4,€i45,€i13,liya 1 =3
N 4 5 Ci+2 %i+3i+4
C, = vie,, i=3 V41 1= 3

2

. Cec = €;,€41,€i10,lzl =1
C3 = Uiei+ -3 Ugphi = 3,5 6 Ci+1,Ci+2,%3
2

Terlihat bahwa C; dengan 1 <i <6 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam L; dimana jumlah anggota dari
masing-masing himpunan C adalah ¢; =2, C, =1,C;3 =2,C4 =2,(5 =
1, Cc =1.SehinggaCM T L; = C; =2+1+2+2+1+1=09.
“CMTL; =9
3.1.4 Graf Tangga L4
Graf tangga L, merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan P,,

yaitu P, x P,. Graf tangga L, dapat digambarkan pada gambar 3.1.4 berikut.
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12 ey Uy ey Vg €10 Usg
@ 4 \ 4 L J
e, €3 3 €9
® ® & ®
Vq 62 U3 85 Vs €g 1%

62 € €g
b)
Gambar 3.1.4 a) Graf Tangga L, b) Graf Total dari Graf Tangga L,

Sikel yang disjoin sisi dari graf L, di atas adalah v e v,; vie,v3; Vsesvs; Voeavy;
V3esVs; Vs€eVs; Va7V, VUsegly;, V7€9Vg; Vg€igUgdan e ejeze, ; eszeseqey
€6€8,€9€10-

atau

, = v:.e;_ | = 2
2

, Ce = e; e; e; i: i=36
C,= Ve, i+1 Vs i =35 5 0 €i+2,€i+3) Lita 6,
;

Ce = epeisr v iz i =1

&

I
S
Q

i-3 Viy1 = 3,5,7
2
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Terlihat bahwa C; dengan 1 <i<6 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam L, dimana jumlah anggota dari
masing-masing himpunan C adalah ¢, =3, C, =2,C; =3,C, =2,C: =
2, C¢c =1.SehinggaCM T Lg = C; =3+2+3+2+2+1=13.

~CMTL, =13.

3.1.5 Graf Tangga Lg
Graf tangga Ls merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan Ps,

yaitu P, x Ps. Graf tangga Ls dapat digambarkan pada gambar 3.1.5 berikut.

) €s v, e; Ve €10 Vg €13 Vo
e
e e 12
! €3 €e ’
vy €2 i €s Vs €s v, €11 Vg
a)

%1 V3 Vs U7 Vg
e €s eg €11

b)
Gambar 3.1.5 a) Graf Tangga Lg b) Graf Total dari Graf Tangga L
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Sikel yang disjoin sisi dari graf Lg di atas adalah vye v,; v1e5v3; V3e3v4; Vae,vy;
V3e5Vs; UsegVs; Vae7Ve; Vsegly; V7e9Vg; Vee1oVg; V7€11V9; Vo€12V10; Vge13Vyp dan
€1€2€3€, ; €3€5€5€7 ; €€y, €9€10; €9€11€12€13.

atau

- C,= ve_vi=2,3
C; = vie i+2Viip 1= 2,468 e A, o ’
jpix2
%

. Cc = ej,ej45,€143,li4a 1 = 3,69
CZ — vl-e_+ i+1 Vigq L = 3‘5‘7 5 0 Ci+2)%i+3i+4 9
g B2

. Cce = €;,€i411,€i19,l21 =1
C3 = viei+ i—3 Vi i = 3,5,7,9 6 i»Ci+1,Ci+2, 3
A

Terlihat bahwa C; dengan 1 <i<6 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam L, dimana jumlah anggota dari
masing-masing himpunan C adalah C; =4,C,=3,05=4,C, =2,(C5 =
3, C¢ =1.SehinggaCM T Ly =C; =4+4+3+4+2+3+1=17.

“CMTLs =17.

3.1.6 Graf Tangga L
Graf tangga Lg merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, dan P,

yaitu P, x P,. Graf tangga L dapat digambarkan pada gambar 3.1.6 berikut.
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b)

Gambar 3.1.6 a) Graf Tangga L b) Graf Total dari Graf Tangga L

Sikel yang disjoin sisi dari graf L di atas adalah, v e ,vy; vie,v3; V3e304; Voesvy;
VU3es5Vs; Us€elVs; Va€7Ve, VsegVy, VUzeqVg; VgeigVg, V7€11V9, Vg€13V10, Vg€13V10s
Vge14V11; V11€15V12; V1o€16V12; UaN ejezeze, ; eseseqe; | egeg, €9eqg; €9e11612€13;
€12€14€15€16-

atau

) . C4_ = Vijei_1V; i = 2,3
C1 = vie  i+2 Viyp 2<1<10,igenap

Cs = ejej12€43€514 3 <1 <12,
C, = ViV, i+1 €42 3<1<9,iganji 4 Sl

i kelipatan 3

Co = eiejr1€i42€43 1 =1
C3 = vie. -3 Uiy 3 <1< 11.iganjil Ay
2

Terlihat bahwa C; dengan 1 <i<6 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam L, dimana C; =5,C, =
4,C; =5,C, =2,C5 =4,C, =1. Sehingga CMT Ly = C; =5+4+
54+2+4+1=21.

~CMT Ly =21
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Berdasarkan perhitungan Multiplisitas sikel dari graf tangga di atas, maka

diperoleh tabel sebagai berikut.

Tabel 3.1 Multiplisitas Sikel dari Graf Tangga L,

NO Graf Tangga L, CMT L,
1 Ly 1=4.1-3
2 L, 5=4.2-3
3 g 9=4.3-3
4 I% 13=4.4-3
5 Ls 17=4.5-3
6 i 21=4.6-3
N L, 4n — 3

Dari tabel di atas, terlihat bahwa pola dari multiplisitas sikel dari graf total pada

graf tangga L, adalahCM T L, =4n—-3

Theorema 1
CMTL, =4n-3
Bukti.

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf L,, adalah.

C; = vie,, iz Viyp 2<i< 2n-2 igenap
2

C, = vie,, i Viyp 3<i< 2n-3 ,iganjil
2
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C; = vie , i-3 Vip1 3<i< 2n-1 .iganjil
2

Cy= vieg_1v11 1 =23
Cs = e;ej12€i43€i+4 3 <1 < 3n—6,i kelipatan 3

Ce = eieiv1€i42€1431 =1
Terlihat bahwa C; dengan 1 <i <6 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel- sikel yang disjoin sisi dalam L,, dimana jumlah anggota dari
masing-masing himpunan C bisa dicari dengan menggunakan rumus barisan
aritmatika.
Pada C;, i dapat dijabarkan dalam bentuk barisan aritmatika yaitu 2, 4, 6, ..., (2n-
2) sehingga didapatkan suku pertama adalah a = 2 dan beda b = 2 serta U,,, =

2n — 2 dimana m adalah batas terbesar dari C;, sehingga didapatkan jumlah

anggota C; dengan perhitungan berikut.

Un =a+ m—10b>

=24+ m—12
2Zn—2=2m
o — s

Dapat ditulis ¢; =n—1
Begitu pula pada C,, i dapat dijabarkan dalam bentuk barisan aritmatika yaitu
3,5, ..., (2n — 3) sehingga didapatkan suku pertama adalah a = 3 dan beda b = 2
serta U,, = 2n — 3 dimana m adalah batas terbesar dari C,, sehingga didapatkan
jumlah anggota C, dengan perhitungan berikut.

U, =a+ m-15b

=3+ m—-12
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2n—3=2m+1

m=n-—2

Dapat ditulis C; =n—2
pada Cs, i dapat dijabarkan dalam bentuk barisan aritmatika yaitu 3,5, ..., (2n —
1) sehingga didapatkan suku pertama adalah a = 3 dan beda b = 2 serta U,,, =
2n—1 dimana m adalah batas terbesar dari C5, sehingga didapatkan jumlah
anggota C5 dengan perhitungan berikut.
Un =a+ m—15b
=3+ m—12
2Zn—1=2m+1
m=n-—1
Dapat ditulis C; =n—1
Pada C,, jJumlah anggota sebanyak 2 anggota, yaitu 2 dan 3. Dapat ditulis C, =
2. Sedangkan pada Cg, dengan i berada pada interval yang dimulai dari 3 dan
dibatasi dengan 3n — 6 , dan hanya berlaku bagi kelipatan 3, maka i dapat
dijabarkan dengan 3,6,9,.., 3n—6 . Didapatkan a =3,b =3 dan U,, =

3n — 6 . sehingga didapatkan jumlah anggota C, dengan perhitungan berikut.

Un =a+ m—10b>
=3+ m—13
3n—6 =3m
m=n-—2

Dapat ditulis C; =n—2
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Pada Cg, banyak anggotanya hanya 1, yaitu e;e;;,e;4€i+3, 0 = 1. Dapat ditulis
Ce =1.

Jadi masing-masing multiplisitas sikel pada tiap himpunan multiplisitas sikel
adalah ¢, =n—-1,C, =n—-2,C3 =n—-1,C, =2,C; =n—2, C; = 1.
Sehingga CMTL, =C =n—-1+n-2 4+ n—-1+2+4+ n-2 +
1=4n-3.

Terbukti bahwa CM T L, = 4n-—3.

3.2 Multiplisitas Sikel dari Graf Total pada Graf Star S,,
3.2.1 Graf Star §,

Graf star S, merupakan graf bipartisi komplit K, ,, dengan m= 1 yaitu

K1 . Graf star S; dapat digambarkan pada gambar 3.2.1 berikut.

€1

€1

21 1) U1 b) %)

a)
Gambar 3.2.1 a) Graf Star S; b) Graf total dari Graf Star S,

Sikel dari graf S; di atas adalah v,e;v,.

Misal V' S; = v,,v, danE S; = e;. Berdasarkan definisi graf total, maka
diperoleh VT S; = vy U egi=1U v;i=2

ETS, = viegi=1Ueviy1i=1Uvv;i=1.

Sikel yang disjoin sisi adalah C; = vie;vi 1 i=1.

“CMTS, =1
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3.2.2 Graf Star §,
Graf star S, merupakan graf bipartisi komplit K, ,, dengan m =1 dan

n = 2 yaitu K, ,. Graf star S, dapat digambarkan pada gambar 3.2.2 berikut.

V2 a) Vs V2 b) Vg
Gambar 3.2.2 a) Graf Star S, b) Graf total dari Graf Star S,
Sikel yang tidak disjoin sisi dari graf S; di atas adalah v;e v, dan v;e,v;.
Misal V S, = v;,v,,v; danE S, = ey, e, . Berdasarkan definisi graf total,
maka diperoleh V' T S, = v; U e i=12 U v;i=23,
ETS, = viei=12 U evj;1i=12 U vyvy; i =1,2.Sikel yang
disjoin sisi adalah C; = vje;v;.1 i=1,2 .

“CMTS, =2
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3.2.2 Graf Star S5
Graf star S3 merupakan graf bipartisi komplit K, ,, dengan m =1 dan

n = 3 yaitu K 3. Graf star S; dapat digambarkan pada gambar 3.2.3 berikut.

%1 %1
€1
e €3 €3
=)
=)
v, V3 Uy v, V3 Uy
a) b)

Gambar 3.2.3 a) Graf Star S; b) Graf total dari Graf Star S

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf S5 di atas adalah v,e;v,; v,e,v5; v1e3v, dan
eiezes.
Misal V S; = v, v,,v3,v, dan E S35 = ey, e, e; . Berdasarkan definisi graf
total, maka diperolehn VT S3 = v; U 1<i<3 U y;2<i<4 dan
TS; = vei=123 U eviyqi=123 U vvyy; i =123 . Sikel yang
disjoin sisi adalah C; = vye;v; 1 i=123 dan C, = eje;1e,i=1.
~CMTS; =4

3.2.4 Graf Star S,

Graf star S, merupakan graf bipartisi komplit K, dengan m =1 dan

n = 4 yaitu K, ,. Graf star S, dapat digambarkan pada gambar 3.2.4 berikut.
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(21 V1
e = €1 =
€2 €3 €2 €3
% v v
v, 2 Uy Vs v, X & 5
a) b)

Gambar 3.2.4 a) Graf Star S, b) Graf total dari Graf Star S,

Sikle-sikel yang disjoin sisi dari graf S, di atas adalah v,e;v,; vye,v5; vie3v,;
v1e,vs dan e e, e;.

Misal V S, = v,,v,,v5,10,,vc dan E S, = ey, e, e3,e, . Berdasarkan
definisi graf total, maka diperoleh VTS, = v, Uegl<i<4 U
v;2<i<5 dan ETS, = vei=1234 U euiqi=1234 U
vy L =1,2,3,4 .

Sikel yang disjoin  sisi adalah C; = vie;viqi= 1234 dan
C2 = eejprepi=1.

~CMTS, =S5.

3.25 Graf Star S5
Graf star S5 merupakan graf bipartisi komplit K, ,, dengan m =1 dan

n = 5 yaitu K, 5. Graf star S5 dapat digambarkan pada gambar 3.2.5 berikut.
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12 e
€s
e1 es €1
€4
€z €3 € €4
] €3
12 V3 Vy Vs Vg U2 iy Uy Vs Vg
a) b)

Gambar 3.2.5 a) Graf Star Sg b) Graf total dari Graf Star S

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf Sc di atas adalah v,e;v,; vye,v5; vie3vy;
Vie4VUs; V1esVg dan  ejeyes; ejees dan eyeqeses.

Misal V' S5 = v;,v,,V3,0,,V05,V¢ dan E S5 = ey, e,,e3,64, €5 . Berdasarkan
definisi graf total, maka diperolehV T S = v; U ¢ 1<i<5 U
v;2<i<6 dan ET Ss = vie;i=12345 U ev,i=12345 U
vV 1=1,2,34,5 .

Sikel yang disjoin sisi adalah

C; = vie;viqi=12345,

C2= ejej1€21=13

C; = eejpe1€43i=2.

~CMTSs =8.

3.2.6 Graf Star Sg
Graf star S merupakan graf bipartisi komplit K, ,, dengan m =1 dan

n = 6 yaitu K . Graf star S¢ dapat digambarkan pada gambar 3.2.6 berikut.
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Uy Vs Uy Vg Vg Uy Uy Vs Uy Vs Ve Uy

b)

Gambar 3.2.6 a) Graf Star S, b) Graf total dari Graf Star S,

Multiplisitas sikel dari graf S di atas adalah vyeqv,; vie,v5; vie3v,; Vi€4Vs;
Vy1e5Vg; V1€gUy dan  e1e,€3; e1€4€5; €,€4€5; e3ese .

Misal V Sg = vq,V3,V3,0,, V5,06, V; dan E Sg = eq,e5,e3,e4,65 . Sikel
yang disjoin sisi adalah

Ci = vie;v411=12345,6

C2= eje1€21=13

(3= eerei=2

Cy= ejepey3i=3

~CMTSs =10,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



45

Berdasarkan perolehan multiplisitas sikel dari graf star di atas , maka

diperoleh tabel sebagai berikut.

Tabel 3.2 Multiplisitas Sikel dari Graf Star S,

NO | Graf Bipartisi Komplit K ,, CM T Kip
1 S, 1= 1245.1
6
2 i 9= 22+4.2
6
3 S, 4= 32453
6
42+4.4
4 Sy 5=
6
5 Se g = 52+5.5
6
62+4.6
6 5B 10 =
6
;
n? +5n ¥
c untuk n ganjil
8
Sn n? + 4n
c untuk n genap
Teorema 2.
n? +5n .
c untuk n ganjil
CMTK =
Ln n? +4n
c untuk n genap
Bukti:

Misal V' S, = vq,vy,...,v, danE S, = ey,e,,...,e,_1 . Berdasarkan definisi

graf total di atas, maka diperoleh VTS, = v, Uegl<i<n U
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v; 2<i<n+1.untuk titik- titik e, e,, ..., e,, adalah sebuah clique berorder n
(sebut S,,). Titik v; adjacendengan v; 2<i<n.

Kasus I: Jika n ganjil

Sikel yang disjoin sisi dari S, adalah: Ci= { v;v(i43)V+yv; | 1 <i<n-3}, C;
={ vV Visrm-pvi | 1 21} G = { vwgeavursyv; |1 21} Co= {
ViV Vi) VeV 121} Cs={ vivs2) Vv |1 21} C1,C2,C3,Cq dan Cs

n?-n

=C;. G| = , akan dibuktikan banyaknya sikel yang disjoin sisi di C;

adalah "ZT_" jika n ganjil. Jika n = 3, maka banyaknya sikel yang disjoin sisi di

S5 adalah 1 yaitu {v,v;v,v, } dan dapat ditulis nZT_n = 1. Samahalnya dengan n
= 5, banyaknya sikel yang disjoin sisi di S5 adalah 3 yaitu
{ v1v,0,V1, VU5 V3V, VU3V, VsV, } dan dapat ditulis niT_n = 3. Perhatikan
bahwa |C;| dengan i = 3, 5 adalah benar.

n?-n (2k—-1)2-(2k-1) 2k?-3k+1

Anggap m = 2k-1 benar, |C;| = — = - = = benar.

Untuk mengetahui apakah n = 2k +1 benar, dapat diperiksa pada perhitungan

berikut.

n’-n
6

Cok—1 =

2k+1 2— 2k+1
6

_ 2k2%+k
3

Jadi n = 2k +1 benar. Berdasarkan prinsip induksi matematika, dapat disimpulkan

n2-n i
bahwa |C;| = — benar untuk n ganjil.
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Kasus I1: Untuk n genap
Sikel yang disjoin sisi dari S,, adalah: C; = { v v(i43)V41yv; | I <i<n-3}, C;

={ vvusvarevi | i =1} C = {vivayVirm-yv | 1 =1} Ca =

n?-2n

{viv(i+4)v(i+(n_1))vi | i > l} Cl,cz,Cg,C4 :Ci' |CL| = , Jumlah

maksimal sikel yang disjoin sisi di ambil dari S,, menggunakan langkah-langkah
sebagai berikut:

Langkah 1

Ambil sikel yang disjoin sisi C; = e;e;jy1€i42€;, 1 =135,...,n—1 . Jelas
bahwa C;, C,, ..., C,_; adalah sikel-sikel yang disjoin sisi, sehingga didapatkan %
sikel yang disjoin sisi.

Langkah 2

Hapus sisi e;e n i=12, g dari S,,.

Langkah 3

Ambil sejumlah "Z_TS" sikel yang disjoin sisi dari S, — { eien_, (i=

n
12,..,9}.

..on n?-sn 2-2n . n . .
Karena itu ~ + =—— = ——— . Karena een ,, i=12,..,> adalah sisi
2

yang tidak adjacent dalam S,. Misal Cs = v,e;_qe; 2 <1 s% . Sikel- sikel

dalam Cs adalah disjoin sisi. Sikel- sikel dalam C; dan Cs adalah disjoin sisi dan

sikel- sikel dalam C3 dan C, juga disjoin sisi. Karena C; < C, . Oleh karena itu,
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jumlah maksimum sisi yang disjoin sisi dalam T S, , CM T S, = (3 +
C, = n?-2n i = n?+4n
6 6

jadi terbukti bahwa

untuk n ganjil

CMTS, =

untuk n genap

3.3  Graf Double Star S, ,,+1
3.3.1 Graf Double Star §,,,,4; dengann = 1

Graf double star S,, ,+1 dengan n = 1 adalah graf double star S; ,. Graf

double star S, , dapat digambarkan pada gambar 3.3.1 berikut.

%1
Uy
|
o ® v ®
el 81 vZ
¢
62 eZ
) ° b)
a

U3 V3

Gambar 3.3.1 &) Graf Double Star S; , b) Graf Total dari Graf Double Star S; ,
Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf S, , di atas adalah, vie;v, dan v,e,vs.
Atau v;ev; 4 untuki =1,2.

o CM T 51’2 = 2
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3.3.2 Graf Double Star §,,,,,, dengann = 2
Graf double star S,, ., dengan n = 2 adalah Graf double star S, ;. Graf

double star S, ; dapat digambarkan pada gambar 3.3.2 berikut.

U3

Usg

Gambar 3.3.2 a) Graf Double Star S, ; b) Graf Total dari Graf Double Star S, 3

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf S, 3 di atas adalah vie v,; vie,v3; voe3vy;
U2€4U5 dan 616384.

Misal V S;3 = v4,0;,...,u5 dan E S,3 = ey, e,,...,e, , dari definisi graf
total di atas, maka diperoleh V.T S,3 =V S;3 UE Sp,3 dan ET S5 =
v;e; i=1U Vi€it2 i=1vU Vi€it1 i=12 U Vi€t i=2 U

eiVit1 i = 1,2,3,4 V) €€y i=1 U €i€it1 i=3.
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Sikel yang disjoin sisi adalah.
Ci1= viei1 1=1,0,= vij41Vip 1 = 12,03 = vie4pVi43 1 =2,
C, = ejej,,e;43 1 =1 .Terlihat bahwa C; dengan 1 < i < 4 adalah himpunan-
himpunan yang beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam S 5.
~CMT S35 =5.

3.3.3 Graf Double Star S,, ., dengann = 3
Graf double star S,, .4, dengan n = 3 adalah Graf double star S5 ,. Graf double
star S , dapat digambarkan pada gambar 3.3.3 berikut.

V3 V7

@
2 v,

2

%
b) Vs €4 6

Gambar 3.3.3 a) Graf Double Star S , b) Graf total dari Graf Double Star S ,

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf S3, di atas adalah vie;v,; vie,vs; v1e3vy;

Vy€4Vs, UyesVg, Upegly dan €1€,€3; e1€,6s.
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Misal V S3, = vy,vp,..,v; dan E S3, = ey, ey,...,e4 , dari definisi
graf total di atas, maka diperoleh:
VT S35 =V S34 UE S34
ET Sy3 =
viegi=1 U vie1i=1U ve,,i=35U ve,3i=2 U
vieiza =2 U €4, 1=123456 U ee11=1245 U
eeiy2l=1 U ee3i=1 U eej,i=1U ee5i=1.

Sikel yang disjoin sisi adalah

C1= vieviy =1 Cs = Vi€j44Viys I = 2
C; = VeV 1 =1 Ce = €164 1 =1
C3 = viej42Vi43 1 =12 C7 = ee3ei44 1 =1

Ch = Vi€i43Visa 1 =2
Terlihat bahwa C; dengan 1 <i <7 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan sikel-sikel yang disjoin sisi dalam S5 ,.

~CMTS;, =S8

3.3.4 Graf Double Star S, ,,, dengann = 4
Graf double star S, ,,+, dengan n = 3 adalah Graf double star S, 5. Graf double

star S, 5 dapat digambarkan pada gambar 3.3.4 berikut.
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€ Vg

%)

€g

Gambar 3.3.4 a) Graf Double Star S, 5 b) Graf Total dari Graf Double Star S4,5

Sikel-sikel yang disjoin sisi dari graf S, di atas adalah v,e;v,; vie,v3; v1e3vy;
U1€4U5; v265176; v266v7; v2€7778; vzegvg dan 816263; 318566; 816788; 85676688'

Misal V Sy5 = v4,vp,...,v9 dan E Sy5 = ey,e,,...,eg , dari definisi graf
total di atas, maka diperoleh V T Sy5 =V Sy5 UE Sy5 dan
ET S5 = viegi=1 U vie1i=1 U peggi=1

U vieg3i =12 U v i =2

Uwvesi=2 U ve,gl=2 U ;1 1<i<8

U ee11i=12567 U ee,i=56 U ee,i=1

U el-el-+6i= 1.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



53

Sikel yang disjoin sisi adalah

C1= vievi =1 C7 = Vi€iyeViy7 1 =2
C; = viej1Viy2 1 =1 Cg = €164 1 =1
C3 = ViejyaVi43 i =1 Co = eiejyq€i5 1 =1
Ch = Viei43Visa 1 = 1,2 Ci0 = e€i€i46€i47 =1
Cs = Vij4qViys 1 =2 Ci11 = €i€i42€i41€143 L =5

Co = Vi€iysVise Il =2

Terlihat bahwa C; dengan 1 <i<7 adalah himpunan-himpunan yang
beranggotakan Sikel-sikel yang disjoin sisi dalam S, 5, dimana C; =1, C, =1,
C; =1, C, =2,C; =1, C, =1, C; =1, Cg =1, C(C;, sehingga
GG =1+1+2+14+1+4+1+1=8.

ZCMT S5 =12
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Berdasarkan perolehan multiplisitas sikel dari graf double star di atas,

maka diperoleh tabel sebagai berikut.

Tabel 3.3 Multiplisitas sikel dari Graf Double Star S, ,,+4

NO Snnt1 CM T Spnas

1 Sis 2=CMTS, +CMTS, -1
2 Sys 5=CMTS, +CMTS; —1
3 ST 8=CMTS; +CMTS, —1
4 Sus 12=CMTS; +CMTSs —1

n?+5n—-6 n?4+6n+5

S 6 £ c untuk n ganjil
n
V& n?+4n—6 n?+7n+6
——— + ———  untukngenap
6 6
Theorema 3
n?+5n—6 n?+6n+5 -
c + c untuk n ganjil
CMTS
i n?+4n—6 n2+7n+6
S untuk n genap
6 6
Bukti

Graf Double star S, ,,+, adalah gabungan antara Graf star S,, dan S,.,; dimana
ada sisi bersama yang mengaitkan kedua titik sentralnya. Sehingga jumlah
maksimal sikel yang disjoin sisi adalah hasil penjumlahan jumlah maksimal sikel

yang disjoin sisi dari kedua graf sebagai berikut
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Untuk n ganjil

n? +5n n+1?+4n+1
Sn + Sns = G + 3

n? 4+ 5n n n?4+6n+5
6 6

dan karena ada satu sisi yang dipakai bersama oleh kedua graf, maka harus

dikurangkan dengan 1. Sehingga kita dapatkan

n? + 5n n?4+6n+5

Sp + Spyr — 1= 3 ar 7 —
__ n?+45m n?+6n+5 26
| 1 6 6 6
__ n%+5n—6 n?+6n+5
il 6 6
Untuk n genap
n? + 4n n+12+4+5n+1
Sn + Sn+1 - 6 6

n? + 4n b n?+7n+6
6 6

dan karena ada satu sisi yang dipakai bersama oleh kedua graf, maka harus

dikurangkan dengan 1. Sehingga kita dapatkan

n? + 4n n+7n+6

S, + S —-1= + -
n n+1 6 6
_ n?+4n n?+7n+6 _ 6
- 6 6 6
__ n*+4n-6 n?+7n+6
- 6 6
n?+5n—6 n?+6n+5 ..
_ _ - - untuk n ganjil
Jadi terbukti bahwa CM' T Sppe1 = 5
4 n“+4n—6 n“+7n+6

S S untuk n genap



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Dari pembahasan tentang multiplisitas sikel dari graf total pada graf tangga
Ly, graf Star S, dan graf double star S, ,,,, dapat disimpulkan sebagai berikut.

1. C(MT L, =4n-3

2

DA ntuk n ganijil
2. CMTS, = n2+4n
— untuk n genap
n2+5n-6 n2+6n+5 e
2 + - untukn ganjil
3. CMT Sn,n+1 = n2+4n—6 n2+7n+6
- + 7 untuk n genap
4.2 Saran

Karena penelitian ini masih membahas tentang multiplisitas sikel dari total
graf tangga L,,, graf star S,,, dan graf double star S,, ,,,1, maka penelitian ini dapat
dilanjutkan dengan mencari multiplisitas sikel dari graf total pada graf lain, misalnya
penelitian terhadap multiplisitas sikel dari graf total pada graf double star S, ,,,, graf

bipartisi komplit, atau n-partisi, ataupun yang lainnya.
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