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: operator Laplace

: kuat arus listrik yang mengalir (Ampere)

: besarnya muatan listrik (Coulumb)

: waktu (detik)

: rapat arus (A/mm?)

: luas penampang kawat (mm?)

: ukuran luas n partisi penampang

: kuat arus n partisi

: volume

: rapat muatan

: konduktivitas medium isotropik (mhos/m)
: medan listrik (volt/m)

: potensial scalar listrik

: vektor rapat arus (Amp/mz)

. vektor kuat medan listrik (volt/m)

: kerapatan muatan ruang

: gradien potensial listrik ganda

: fungsi di titik (x;)

. fungsi di titik (x;41)

: turunan pertama, kedua, ..., ke n dari fungsi
: langkah ruang yaitu jarak antara (x;) dan (x;,)

: operator faktorial
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ABSTRAK

Faradillah, Sefty. 2011. Solusi Persamaan Helmholtz pada koordinat
Kartesian. Skripsi Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd.
(II) Abdul Aziz, M.Si.

Kata Kunci: Helmholtz, analisa analitik, analisa numerik.

Helmholtz merupakan persamaan diferensial parsial tipe eliptik yang
melibatkan variabel ruang dan mempertimbangkan masalah nilai batas.
Persamaan ini dapat dikonstruksikan dari teori dasar kelistrikan bumi, yaitu arus

listrik diinjeksikan ke dalam bumi dengan rapat arus f maka arus yang menembus

suatu elemen seluas § A adalah f . 0 A. Rapat arus f diketahui sebanding dengan
medan listik. Mengingat medan listrik stasioner bersifat konservatif, maka

E = —VV dimana V adalah potensial skalar. Dengan menggunakan prinsip
kekekalan muatan pada suatu volume tertentu, dan menetapkan prinsip

. . . - a .
kontinuitas maka diperoleh hubungan V. = a_i dimana p rapat muatan pada suatu

titik ruang kartesian x, y, dan z dari titik sumber dimana arus diinjeksikan pada
bidang tiga dimensi, maka dapat menghasilkan Z—Zx—z + 227‘: + 227‘2/ =S yaitu
persamaan Helmholtz tiga dimensi.

Penelitian ini berupaya untuk mencari penyelesaian analitik dengan
menggunakan metode pemisahan variabel (Separation of Variables) untuk
memperoleh penyelesaian khusus dan umum dan penyelesaian numerik dengan
menggunakan metode beda hingga (finite difference) untuk menghitung di setiap
titik grid dari objek sehingga mendapatkan titik grid berikutnya pada persamaan
Helmholtz tiga dimensi dengan batasan 0 <x <2n, n<y<3m dan -t <z<m.
Software MATLAB untuk program yang menjelaskan penyelesaian pada fungsi
V(x,y,2).

penyelesaian analitik secara umum adalah:
[an sin (%)] [ani cos —(ani)ny] [chi cos (Zn;)m] = %
Sedangkan hasil komparasi penelitian pada grafik analitik dan numerik tidak akan
pernah tepat sama, dari hasil keduanya menunjukkan bahwa terdapat beberapa
galat error antara -0,7 sampai -3,2 pada amplitudo gelombang tiap titik grid yang
sama. Besaran skalar V' ini sangat bermanfaat terhadap masalah potensial istrik.




ABSTRACT

Faradillah, Sefty. 2011. Solution of Helmholtz Equation on the Cartesian
coordinate. Thesis of Mathematics Department, Faculty of Science and
Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim of Malang.
Counselors: (I) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd.

(Il) Abdul Aziz, M.Si.

Key Words: Helmholtz, analytical analysis, and numerical analysis.

Helmholtz is the elliptical type differential equation involving space
variable and considering the limit value problem. This equation can be
constructed from earth electricity base theory, that is, electric current injected into
earth with current density of J then the current penetrating an element of § A in
width is J . & A. The current density j is known as proportional to the electrical
field. Considering that the stationary electrical filed is conservative in nature, then

E = —VV, in which V is scalar potential. By using the principle of charge

conservation in a given volume, and establish the continuity principle then

: . - _aly ! : . .
obtained correlation of V.j = O_’t)’ in which pis charge density in a Cartesian space

point x, y, and z from the source point where current injected into three-dimension
. aZ a%v
plane, then it can results in — + Fv + — =S that is the three-dimension
Helmholtz equation.
This research made effort to seek the analytical solution by using separation
of variables method to obtain the specific and general solutions and the numerical
solution by using the finite difference method to calculate in each grid point of

object until obtain the next grid point in the three-dimension Helmholtz equation
with the limits of 0 < x <2, t <y <3m and -w <z <mw. The MATLAB
software for program explaining the solution in function V(x, y, z).

The generally analytical solution was:

[an sm( )] [Zb i cos (2n+1)”y] [chlCOS (Zn;?ﬂz] = %

While, the comparison results of the research on the analytical and numerical
graphics would be ever precisely equal, of the both results indicated that there
were error galat between —0,7 through -3,2 on the wave amplitude of the each of
points of the same grid. This scalar magnitude V is very useful to the electrical
potential problem.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan Helmholtz mengambil nama dari Hermann von Helmholtz
(1821-1894), ilmuwan Jerman yang terkenal. Persamaan ini secara alami muncul
dari hukum kekekalan umum fisika dan dapat diartikan sebagai suatu persamaan
gelombang untuk gelombang monokromatik (persamaan gelombang dalam
domain frekuensi). Persamaan Helmholtz juga dapat diturunkan dari persamaan
konduksi panas, persamaan Schrodinger, persamaan telegraf, dan persamaan

gelombang. Dari sudut pandang matematika muncul masalah eigenvalue untuk

92 92 92
operator Laplace V?= — 4+ — +

o2 Tz T oz pada masalah persamaan Helmholtz ini

(Anonymous, 2011:1).

Persamaan Helmholtz merupakan persamaan diferensial parsial dari tipe
eliptik yang melibatkan variabel ruang dan lazimnya untuk mempertimbangkan
masalah nilai batas. Kondisi batas mengikuti hukum-hukum fisika tertentu
(persamaan konservasi) dirumuskan pada batas-batas domain dimana solusi
diperlukan. Domain ini dapat terbatas (masalah internal) atau tak terbatas
(masalah eksternal). Untuk domain yang tak terbatas, solusi harus memenuhi
beberapa kondisi di tak terbatas itu. Untuk persamaan Helmholtz yang timbul

sebagai transformasi dari persamaan gelombang ke dalam domain frekuensi,
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kondisi batas harus dipahami dalam konteks persamaan gelombang aslinya

(Anonymous, 2011:15).

Adanya kondisi batas dalam sebuah permasalah dalam kehidupan ini
sangatlah lazim. Dalam al-Qur’an telah dijelaskan pada surat al-Baqarah ayat 286

sebagai berikut:

-

Gimlp Y65 EL8TU gles CL8 0 ia) ¥) Leas T2

oo ol Jo sailis S o) Tole ess N3 G55 Bla3 51 b o

= = =
- =

e

—

25T G 5aTy e Cadly Loy G5 2810 ¥ G GLESS Y5 155 Lk
o Tl asall e Granls Lye
Artinya: “Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya. la mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan
ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami
memikulnya. Beri ma'aflah kami; ampunilah kami; dan rahmatilah kami.

Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami terhadap kaum yang kafir."
(Q.S.al-Bagarah:286).

Allah S.W.T menciptakan manusia berbeda-beda. Perbedaan-perbedaan
itu merupakan rahmat yang harus kita sukuri. Dalam tafsir al-Maragi kata at-
Takliif I3}, diartikan  kewajiban yang mempunyai beban atau bobot dan kata
al-Wus’u sl diartikan batas kekuatan manusia tanpa menyusahkan atau
merepotkan dirinya. Oleh karena itu dalam ayat ini menerangkan bahwa Allah
tidak membebani seorang melainkan hanya sebatas kemampuannya, yang

mungkin dilakukan olehnya (Al-Maragi, 1974: 143-148), karena apabila kita



dibebani di luar dari batasan kesanggupan atau kemampuan kita, pastilah kita
tidak akan sanggup menjalani beban itu. Agama Islam adalah agama yang tidak
memberatkan manusia dengan beban yang berat dan sukar serta memberikan
dispensasi (keringanan) hukum syari’at dengan tidak membuat kesempitan kepada
mereka dalam agama. Mudah, ringan dan tidak sempit adalah asas pokok dari
agama Islam.

Dengan menggunakan nilai batas dalam mencari penyelesaian persamaan
Helmholtz dibutuhkan jaringan titik hitung pada daerah tinjau. dimana kondisi
batas di sekeliling daerah tinjauan akan dibagi menjadi sejumlah titik grid (titik
hitung) dengan jarak tertentu. Sedangkan variabel tidak bebas harus memenuhi di

sekeliling daerah tinjauan yang telah dibatasi.

Persamaan Helmholtz mempunyai banyak manfaat. Menurut Yogi Ahmad,
seorang dosen ITB, menjelaskan bahwa persamaan Helmholtz sangat berguna
untuk mencari titik lokasi minyak bumi. Persamaan tersebut memuluskan jalan
bagi perusahaan perminyakan untuk memperoleh keuntungan yang lebih besar
dengan biaya lebih rendah. Selama ini, industri perminyakan sangat
membutuhkan pemecahan rumus Helmholtz itu agar bisa lebih cepat dan efisien
dalam melakukan pencarian minyak bumi. Selain untuk menemukan sumber
minyak, keberhasilan persamaan Helmholtz ini juga bisa diaplikasikan dalam
industri lainnya yang berhubungan dengan gelombang. Persamaan ini digunakan

untuk mendeskripsikan perilaku gelombang secara umum (Anonymous, 2011).

Konsep dasar persamaan Helmholtz dari paparan di atas didasarkan pada

teori dasar kelistrikan bumi. Menurut hukum Ohm, apabila arus listrik



diinjeksikan ke dalam bumi dengan rapat arus f maka arus yang menembus suatu
elemen seluas § A adalah f .  A. Rapat arus f diketahui sebanding dengan medan

listik. Mengingat medan listrik stasioner bersifat konservatif, maka E=-vv
dimana V adalah potensial skalar. Dengan menggunakan prinsip kekekalan
muatan pada suatu volume tertentu, dan menetapkan prinsip kontinuitas maka

ap

diperoleh hubungan V.j = =

dimana p rapat muatan pada suatu titik ruang

kartesian x, y, dan z dari titik sumber dimana arus diinjeksikan pada bidang tiga

; : . 9%v 9%V | 9%V
dimensi, maka dapat menghasilkan sebuah persamaan Z SR e

By2 | o =S,

yang dikenal sebagai persamaan Helmholtz tiga dimensi (Manurung, 2011:13-14),

dimana V adalah gradien potensial listrik (variabel terikat). Dalam hal ini

-16 o) o)
S = (xs) O_(yS) (2s) merupakan kerapatan muatan ruang dengan o adalah

konduktivitas medium isotropic (mhos/m).

Selanjutnya persamaan Helmholtz di atas dapat dinyatakan dalam bentuk

sebagai berikut:
AV + oV = —I (x)

persamaan ini dikatakan homogen jika I = 0 dan non homogen jika I # 0. Nilai
batas homogen merupakan masalah nilai batas persamaan homogen dengan syarat
batas homogen, V = 0 adalah solusi khusus dari suatu masalah nilai batas
homogen. Masalah nilai batas untuk persamaan Helmholtz tiga dimensi hanya
terbatas pada domain D dalam semesta S. Asumsikan k > 0 untuk masalah nilai

batas ketiga dengan syarat batas, yaitu:



aV+kV—0
oN N

dimana Z—Iz adalah turunan pada semua permukaan S dan r = {x,y,z} untuk
r € S (Polyanin, 2002).

Model Helmholtz di sini diterapkan pada koordinat kartesian. Koordinat
kartesian dapat menggambarkan berbagai objek dalam dimensi yang digambarkan
dalam koordinat sumbu x, y dan z, besarnya sampai tak terhingga (tergantung
kebutuhan). Sumbu koordinatnya saling tegak lurus atau membentuk sudut 90°.
Selain itu koordinat ini dapat juga digunakan untuk mencari luas dan volume

suatu benda dengan cara di integralkan tapi sebelumnya dimasukkan terlebih

dahulu batasnya (Rinto, 2011).

Penelitian ini berupaya menekankan analisis persamaan Helmholtz dan
penyelesaian analitik serta numerik yang diterapkan pada koordinat kartesian.
Dalam hal ini solusi analitik menghasilkan fungsi yang selanjutnya dengan
menyertakan nilai awal atau nilai batas yang didefinisikan pada masalah dapat
menghasilkan penyelesaian yang bersifat exact atau penyelesaian sejati.
Sementara itu penyelesaian secara numerik bersifat hampiran atau hanya
mendekati penyelesaian sejati. Selanjutnya disebut penyelesaian hampiran
(Approxomation solution). Penyelesaian hampiran pada dasarnya tidak akan
pernah tepat sama dengan solusi sejatinya, sehingga terdapat selisih antara

keduanya. Selisih inilah yang disebut dengan galat (error) (Munir, 2006).

Pada saat menganalisa suatu persamaan, kita perlu menggambarkan suatu

medium yang homogen di seluruh ruang analisa. Definisi dari medium homogen,



apabila dalam suatu ruang analisa pada satu titik, maka medium di sekeliling titik
tersebut mempunyai tetapan medium yang sama di segala arah. Bila tetapan
medium berbeda di setiap arah dari titik pengamatan, maka medium ini disebut
sebagai medium tak homogen (Herbert, 2009:23). Syarat kehomogenan suatu
sistem juga dapat dipertimbangkan pada asumsi-asumsi yang diterapkan. Sebagai
contoh mengasumsikan gerakan fluida berkepekatan tertentu diasumsikan
ekuivalen dengan air. Mengasumsikan bidang rambat gelombang yang menjalar
pada medium dengan menganggab gerakan partikelnya tidak acak, dan lain
sebagainya.

Beberapa pembahasan sebelumnya terkait masalah Helmholtz, seperti
dalam Handbook of Linear Partial Differential Equations, oleh Polyanin, 2002
yang membahas tentang solusi Helmholtz pada koordinat kartesian, silinder dan
bola. Disini yang dikembangkan adalah Helmholtz tiga dimensi yang pada
umumnya mencari solusi pada domain dengan nilai batas dan sebuah modul
Solution the Helmholtz Equation with Periodic and Mixed Boundary Condition,
2011 yang mencari solusi numerik persamaan Helmholtz tiga dimensi pada
koordinat kartesian dengan nilai batas Periodic dan Mixed, serta pada sebuah
jurnal Helmholtz’s and Laplace’s Equations in Spherical Polar Coordinates:

Spherical Harmonics and Spherical Bessel Functions oleh Young Peter, 2009.

Setiap kerumitan pasti terdapat selesaiannya. Allah S.W.T. menjelaskan
dalam al-Qur’an bahwa setiap permasalahan atau ujian yang diberikan Allah
selalu dilengkapi dengan penyelesaian atau solusinya, sebagaimana dalam surat

al-Insyiroh ayat 5-6, yaitu:
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Artinya: “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5).
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan”(6) (Q.S Al-Insyiroh:5-6).

Dalam tafsir Juz Amma disebutkan bahwa ayat ini memberikan kekuatan
pada manusia untuk terus berusaha mengembangkan dan berusaha belajar baik
dalam keimanan, ibadah, beramal dan dalam bidang kecerdasan akal. Al-Qur’an
menganjurkan untuk terus berkarya dan tidak boleh berputus asa dalam

menghadapi dan mencari solusi (Misbah, 1998:110).

Salah satu hikmah yang dapat diambil dari ayat di atas, mendorong kita
untuk mencari penyelesaian analitik dan numerik pada persamaan Helmholtz,
dimana V =V (x,y, z) adalah fungsi potensial yang dicari. Besaran skalar V ini
terdapat dalam masalah-masalah potensial istrik yang merupakan penyelesaian
dari persamaan Helmholtz dalam koordinat kartesian (Indrijatmaka, 2011).
Selanjutnya penelitian ini menjadi penting untuk dilakukan karena akan sangat
membantu pengamatan lebih lanjut terhadap persamaan Helmholtz. Oleh karena
itu, peneliti menuangkan gagasan tersebut dalam skripsi ini dan memberi judul:

”Analisis Persamaan Helmholtz Pada Koordinat Kartesian”.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, dapat dirumuskan permasalahan

sebagai berikut :
1. Bagaimana penyelesaian analitik persamaan Helmholtz pada koordinat
kartesian?

2. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan Helmholtz pada koordinat

kartesian?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah:

1. Mengetahui penyelesaian analitik persamaan Helmholtz pada koordinat

kartesian.

2. Mengetahui penyelesaian numerik persamaan Helmholtz pada koordinat

kartesian.

1.4 Batasan Masalah

Adapun batasan yang diberikan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut:
1. Dalam penelitian ini menggunakan persamaan Helmbholtz tiga dimensi.

2. Kondisi batas yang dipilih bersifat periodik, dimana gradien potensial listrik
ganda sepanjang x,y dan z dengan batas 0 < x < 2m, m <y < 3m dan

-n<z<T.



1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang dapat diberikan dari hasil penelitian ini adalah

sebagai berikut:

1. Menerapkan pemahaman tentang konsep persamaan diferensial parsial yang

telah dipelajari ke dalam permasalahan yang lebih aktual.
2. Mendapat Analisis yang mendalam pada konsep persamaan Helmholtz.

3. Memahami prosedur-prosedur penyelesaian secara analitik dan numerik.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang dilakukan adalah dengan melakukan teknik
analisis secara kuantitatif. Dimana penelitian menggunakan model rujukan
persamaan Helmholtz. Analisis persamaan ini pada koordinat kartesian untuk
mendapatkan penyelesaian analitik dan numeriknya dengan menggunakan tahap-

tahap sebagai berikut:

1. Menganalisis persamaan Helmholtz pada koordinat kartesian, analisis ini

meliputi tahapan-tahapan:
a. Analisis teoritik dan konstruksi persamaan Helmholtz.
b. Analisis besaran-besaran yang terlibat dalam persamaan Helmholtz.

2. Menentukan solusi analitik dari model rujukan persamaan Helmholtz pada
koordinat kartesian. Tahapan ini dilakukan dengan merumuskan penyelesaian

analitik persamaan Helmholtz pada batas-batas yang telah didefinisikan
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dengan mengunakan metode pemisahan variabel (Separation of Variables)

dan selanjutnya menggambarkan dalam grafik.

. Menentukan solusi numerik dari model rujukan persamaan Helmholtz pada

koordinat kartesian. Analisis pada bagian ini meliputi tahapan-tahapan:

a. Mentransformasi persamaan Helmholtz pada koordinat kartesian ke dalam
bentuk persamaan diskrit dengan menggunakan metode beda hingga

terbagi.

b. Merancang model iterasi penyelesaian persamaan diferensial parsial pada

model Helmholtz

c. Mendefinisikan kondisi batas pada grid-grid di batas sistem sebagai input

iterasi.

d. Mengkonstruksi matrik-matrik untuk menyelesaikan persamaan dengan

menggunakan software MATLAB.

e. Merancang algoritma program dari model iterasi yang telah dibuat untuk

model gelombang.

f.  Simulasi hasil numerik dan analitiknya.
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1.7 Sistematika Penulisan

Untuk memudahkan pembahasan dalam skripsi ini, peneliti membagi ke

dalam empat bab, yaitu:

Bab I :

Bab1I :

Bab III :

Bab IV :

Bab I membahas latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Bab II membahas beberapa teori pendukung yaitu persamaan
differensial parsial Helmholtz, klasifikasi Helmholtz sebagai kasus
persamaan diferensial parsial, kaidah umum penyelesaian analitik
persamaan diferensial parsial, kaidah umum penyelesaian numeric
persamaan diferensial parsial dan kajian petir serta kedudukan benda
langit dalam al-Qur’an.

Bab III membahas tentang analisis penyelesaian Analitik persamaan
Helmholtz pada koordinat kartesian, analisis penyelesaian numerik
persamaan Helmholtz pada koordinat kartesian, dan komparasi hasil
penyelesaian analitik dan numerik.

Bab IV (penutup) membahas kesimpulan dan saran.
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BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1 Persamaan Diferensial Parsial Helmholtz

2.1.1 Analisis Teoritik dan Konstruksi Helmholtz

Untuk mendapatkan penurunan persamaan Helmholtz digunakan konsep
aliran listrik yang merambat di dalam bumi. Menurut Tim penyusun PLN
(2011:3), Arus listrik adalah mengalirnya elektron secara kontinu pada konduktor
akibat perbedaan jumlah elektron pada beberapa lokasi yang jumlah elektronnya
tidak sama. Arus listrik bergerak dari terminal positif ( + ) ke terminal negatif ( - ),
sedangkan aliran listrik dalam kawat logam merupakan aliran elektron. Sifat
mengalirnya elektron adalah pergerakan dari terminal negatif ( - ) ke terminal
positif ( + ). Sehingga secara umum arah arus listrik dianggap berlawanan dengan

arah gerakan elektron. Untuk ilustrasi dapat dilihat gambar berikut:

arah arus listrik tanda
/ panah
+ - ara
(A) —r— oo
&) o a9
tanda panzh
¥ arsh arus Y
G gerakan elektron r
2 generator o

2 / 4
o

Gambar 2.1. Arah Arus Listrik Dan Arah Gerakan Elektron (Simanjuntak, 2009).

Secara teori, satu ampere arus adalah mengalirnya elektron sebanyak 628,10

atau sama dengan satu coulumb per detik melewati satu penampang konduktor.

12
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Sehingga persamaan arus listrik dapat dinyatakan sebagai berikut (Simanjuntak,

2009):

~ | Q

Q2.1

dimana :

I : kuat arus listrik yang mengalir (Ampere)
q : besarnya muatan listrik (Coulumb)

t : waktu (detik)

Selanjutnya rapat arus menurut Simanjuntak (2009) adalah besarnya arus
listrik tiap — tiap mm® luas penampang kawat. Untuk ilustrasi dapat dilihat gambar

berikut:

h'erapatan arus
Jy=3A/mm? kerapatan arus

.J'|2 =§ A/mm?

arus
F=12A

[=12A

aliran arus penampang

penampang Az =15 mm?
Ay =L mm?

Gambar 2.2. Kerapatan Arus Listrik (Simanjuntak, 2009).

Arus listrik mengalir dalam kawat penghantar sacara merata menurut luas
penampangnya. Kerapatan arus berbanding terbalik dengan penampang
penghantar, semakin besar penampang penghantar kerapatan arusnya mengecil

(Simanjuntak, 2009).
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Rumus-rumus di bawah ini merupakan formula dalam menentukan

besarnya rapat arus, kuat arus dan penampang kawat (Simanjuntak, 2009):

I
=— 2.2
J= (2.2)
dengan menstubstitusikan persamaan (2.1) ke dalam persamaan (2.2), maka:
q
= — 2.3
J ] (2.3)

dimana:

J : rapat arus (A/mmz)

[ : kuat arus (Ampere)

A : luas penampang kawat (mm?)

Secara umum arus tidak terdistribusi merata, baik rapatnya maupun
arahnya. Untuk itu kita definisikan rapat arus setempat sebagai diferensial kuat
arus terhadap luas yang ditembusnya tegak lurus atau dirumuskan (Soedojo,

1995:12):

L
Al dl

= i = 2.4

J AAI,?—1>O AA, dA, 4

n=1

dimana:

AA,, = 6A, = dA,, : ukuran luas n partisi penampang

Al : kuat arus n partisi

dengan arah vektornya f , sama dengan arah mengalirnya arus. Dengan

mendefinisikan vektor elemen luasan dA sebagai vektor yang arahnya tegak lurus
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elemen luasan dA dan panjangnya sebanding dengan luas luasan itu, maka kita

dapat menulis (Soedojo, 1995:12):

1=fd1=]]dAn=ff-E4’=% (2.5)

Seandainya arus itu ialah arus partikel tidak terdistribusi merata maka,
kerapatannya (p) bervariasi dari titik ke titik di dalam volume (v). Maka dalam
hal ini, di sekitar suatu titik tertentu, kerapatannya boleh dianggap tetap sehingga
dengan integral yang mencakup elemen volum (Av) yang kecil, di sekitar titik itu,

berlaku persamaan (Soedojo, 1995:12):

> ! —_ q
lim o — 4 (/) 477 (2.6)
Av—0  Av dt dt

sehingga secara sistematis arus didefinisikan:

dp
A 2.7
: ot S

Selanjutnya dibahas asumsi berlakunya persamaan kontinuitas dalam
elektromagnetika. Dalam teori elektromagnetik, persamaan kontinuitas dapat
dipandang sebagai hukum empiris yang mengungkapkan kekekalan muatan

(lokal), atau dapat pula dipandang sebagai konsekuensi persamaan Maxwell, yaitu

(Soedojo, 1999:198):
v f =p (2.8)

dimana p ialah rapat muatan listrik, yakni:

—m L
P =1 B 29
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a(/ Av) _dp .
maka persamaan (2.6) berlaku untuk —a  a (Soedojo, 1999:160-161).

Sehingga persamaan tersebut menyatakan bahwa divergensi rapat arus listrik |

adalah sama dengan negatif laju perubahan rapat muatan listrik:

9
v.]:a_’z (2.10)

dimana:

J & rapat arus (A/mmz)
p : rapat muatan

V : operator laplace

Persamaan ini dapat diinterpretasikan sebagai berikut. Rapat arus listrik adalah
pergerakan rapat muatan listrik. Persamaan kontinuitas menyatakan bahwa apabila
muatan listrik bergerak keluar dari suatu volume diferensial (divergensi rapat arus
bernilai positif) maka jumlah muatan listrik di dalam volume tersebut berkurang,
sehingga laju perubahan rapat muatan listrik di dalam volume itu bernilai negatif.
Oleh karena itu, persamaan kontinuitas dalam elektromagnetika menyatakan

adanya sifat kekekalan muatan listrik (Ikhsan, 2010:2).

Selanjutnya konsep konduktivitas dan resistivitas dipaparkan sebagai
berikut. Kuat medan listrik yang dikenakan pada kawat konduktor umumnya
disebabkan oleh adanya beda potensial antara kedua ujung konduktor. Misalkan
ada dua jenis bahan (tembaga dan besi) yang mempunyai luas penampang dan
panjang yang sama serta diberi beda potensial yang sama pada kedua ujung bahan

tadi, maka kemungkinan kedua bahan tersebut mengalirkan arus listrik yang
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berbeda besarnya. Hal ini disebabkan oleh karena kedua bahan tersebut
mempunyai sifat penghantaran listrik yang tidak sama. Untuk membedakan sifat
penghantar arus listrik dari bahan-bahan, didefinisikan pengertian konduktivitas
listrik sebagai perbandingan antara rapat arus dengan kuat medan listrik yang

menimbulkan arus, yaitu (Endarko dan Yudoyono, 2007:11.3):

J
== 2.11
A (2.11)
Karena
A (2.12)
A
Dengan mengingat persamaan (2.2), maka:
dv
I=J]A=AcE=-Aoc— (2.13)
dx

dimana:
o : konduktivitas medium isotropik (mhos/m)
E : medan listrik (volt/m)
V : potensial skalar listrik
A : luas penampang kawat (mm?
Dari uraian di atas, maka model persamaan Helmholtz tiga dimensi pada

koordinat kartesian dapat diperoleh dari hasil konstruksi persamaan kelistrikan di

atas. Menurut hukum Ohm, apabila arus listrik diinjeksikan ke dalam bumi

dengan rapat arus f maka arus yang menembus suatu elemen seluas A adalah f .
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SA. Rapat arus f diketahui sebanding dengan medan listik dan secara sistematis

dapat dituliskan sebagai berikut (Manurung, 2011:13-14):

J=0.E (2.14)
dimana
J= .1 Iy, Ik € R3 vektor rapat arus (Amp/m?) (2.15)
E =E,z g, Ek € R3® vektor kuat medan listrik (volt/m) (2.16)

o : konduktivitas medium isotropik (mhos/m)

Gradien suatu besaran skalar menurut Soedojo (1995:11) adalah suatu
vektor yang komponen-komponennya adalah diferensial besaran itu sepanjang
sumbu-sumbu koordinat. Misalnya kuat medan listrik E dinyatakan sebagai
gradien potensial listrik V' serta mengingat medan listrik stasioner bersifat

konservatif, maka dengan mengingat persamaan (2.16) dan karena berlaku
persamaan (2.12), sehingga persamaan E dapat dinyatakan:

v av oV

il

ax ' dy 0z
_ <6V_+6V_+6Vk)
» axl 6yj 0z
atau disingkat:
E= —grad .V atau E=-vw 2.17)

dimana V adalah potensial skalar.

Dalam hal ini grad adalah singkatan dari pada gradien yaitu laju variasi

terhadap tempat atau koordinat, sedangkan V adalah notasi singkat bagi grad dan
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dinamakan operator diferensial nabla laplace, yang di dalam sistem koordinat

kartesian ialah (Soedojo, 1995:11):

V= g _+6 '+ak
~ox' ay] 0z

Dengan menggunakan prinsip kekekalan muatan pada suatu volume
tertentu, dan menerapkan prinsip kontinuitas, serta mengingat persamaan (2.10),

maka diperoleh hubungan sebagai berikut (Soedojo, 1995:13):

Persamaan tersebut dikenal dengan persamaan kontinyuitas dari ¢ = [ pdV.
Mengingat persamaan (2.3) maka diperoleh | = % sehingga:

L Y &
P ﬁ = 16(0)6(»)8(2) 2.18)

dimana p adalah rapat muatan pada suatu titik pada ruang kartesian x-y-z, 1
adalah sumber arus dengan fungsi delta Dirac A = 6(x)5(y)8(z). Arus Dirac
adalah arus searah yang mempunyai nilai tetap atau konstan terhadap satuan
waktu, artinya diamana pun kita meninjau arus tersebut pada waktu berbeda akan

mendapatkan nilai yang sama (Ramdhani, 2005:2):

Mengingat persamaan (2.14), (2.17) dan persamaan (2.18) dapat

menghasilkan persamaan sebagai berikut:
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av N ov N GV)
dx 0dy 0z

.y (av+ ov av>
N 7 ox Jay 79z

%V %V 2%V

=V-a—(

a ( av a (¢ av a / ov
- 5% 55 =)
=-18(x)6(y)6(2)
sehingga dapat ditulis:
V-(eVV)=—-16§x)5(y)d6(2) (2.19)
persamaan (2.19) dapat dituis untuk bidang tiga dimensi umum sebagai berikut:
V-lo (xy,2) Wx,y, 2)] = =1 50xs)5(ys)8(2) (2.20)
dimana  (x,,Vs,2Z;) menyatakan koordinat dari titik sumber dimana arus
diinjeksikan pada bidang tiga-dimensi (Manurung, 2011:14).
Persamaan (2.20) dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut

(Manurung, 2011:16):

Voo (69,2 (5 + 5 +50) = 1 5(x)6(5)5(25) 2.21)
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Persamaan (2.21) di atas dapat dinyatakan sebagai berikut:
av av av (2.22)
V. (aa + 05 + O'E> =—18(x5)6(y5)8(zy)
persamaan (2.22) di atas dapat dinyatakan sebagai berikut:
a ( av a ( av a , av (2.23)
& (0‘ a) + @ (0’ E) alx & (0' E) = —16(x5)8(y5)8(z)
Persamaan (2.23) di atas dapat dinyatakan sebagai berikut:
g2 AJEK W'V (2.24)
g +o + =-1 5(955)5(}’5)5(25)

d0x? dy? 7922
sehingga dengan membagi persamaan (2.24) dengan o menghasilkan persamaan:

GV 0 i | —16(x5)6(y5)8(z)

2.25
k4 * oty 2 * 0 7 o (223)
yaitu:
%V 9%V 9%
= 2.26
ax2+ay2+az2 S (2.26)
dimana:

V. potensial skalar listrik (v)
o : konduktivitas medium isotropic (mhos/m)

-146 ) 1)
S = £2, G(YS) (2o) adalah kerapatan muatan ruang

a%v  o%v 9%v . e .
52’ W' 92 adalah gradien potensial listrik ganda sepanjang x, y dan z secara

berturut-turut
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Persamaan (2.26) dikenal sebagai persamaan Helmholtz tiga dimensi (Manurung,

2011:16).
2.1.2  Analisis Besaran-besaran Helmholtz
Dengan merujuk persamaan (2.26), yakni:

62V+62V+62V I
0x2  dy?  0z2

Maka dapat dinyatakan bahwa besaran-besaran yang terlibat dalam persamaan di
atas ialah V yang merupakan gradien potensial listrik (merupakan variabel
terikat). Selanjutnya potensial listrik menggambarkan intensitas medan listrik
karena potensial listrik berkaitan erat dengan medan listrik. Sementara itu notasi
menyatakan konduktivitas medium isotropic (mhos/m). Konduksitas ini sebagai

perbandingan antara rapat arus dengan kuat medan listrik yang menimbukan arus.

. —16(x5)8 6(z k
Sementara itu § = ) 0(}’5) &) kerapatan muatan ruang. Selanjutnya
9%V o%v %V
suku-suku yang memuat —— ,—— dan — gradien potensial listrik ganda
uku-suku yang u 9xZ ’ 3y2 5,z Sradien p i g

sepanjang x, y dan z secara berturut-turut (Manurung, 2011:16).

Persamaan (2.26) merupakan Persamaan diferensial parsial (PDP) karena
persamaan tersebut menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak
bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas, yaitu variabel x, y dan z adalah
variabel bebasnya, sedangkan variabel V adalah variabel tak bebasnya (Ross,

1984:4).
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2.2 Klasifikasi Helmholtz Sebagai Kasus Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan (2.26) merupakan Persamaan diferensial parsial (PDP).
Menurut Ross (1984:3), Persamaan diferensial adalah persamaan yang
menyangkut turunan dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau

lebih variabel bebas.

Berdasarkan jumlah variabel bebasnya, persamaan diferensial
dikelompokkan menjadi persamaan diferensial biasa (PDB) atau Ordinary
Differential Equation (ODE) dan persamaan diferensial parsial (PDP) atau Partial

Differential Equation (PDE) (Ross, 1984:3).

Sedangkan Persamaan diferensial parsial (PDP) menurut Ross (1984:4)
adalah persamaan diferensial yang menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih

variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. Sebagai contoh, jika

5}
diberikan persamaan a—: + 6—1: = v Variabel bebas pada contoh ini adalah s dan

t sedangkan variabel tak bebasnya adalah v yang dalam hal ini fungsi v =
v(s,t). Oleh karena itu persamaan di atas dapat diturunkan sebagian terhadap s
(ialah suku pertama persamaan) yang menyatakan perubahan kecepatan persatuan
waktu dan diturunkan sebagian terhadap ¢ (ialah suku kedua persamaan) yang

menyatakan perubahan posisi persatuan waktu.

0%u | 9%u
Contoh berikutnya Py + — + a—u = (. Variabel x, y dan z adalah

variabel bebasnya, sedangkan variabel u adalah variabel tak bebasnya. Persamaan
tersebut merupakan persamaan Laplacian dalam dimensi tiga. Dalam hal ini

fungsi u = u(x,y,z) dapat diturunkan sebagian terhadap x (ialah suku pertama
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persamaan) menyatakan peluang kepadatan (Probability density), diturunkan
sebagian terhadap y (ialah suku kedua persamaan) dan diturunkan sebagian

terhadap z (ialah suku ketiga persamaan) (Ross, 1984:4).

Selanjutnya prosedur untuk mendapatkan turunan kedua, ketiga, keempat,
dan seterusnya, adalah dengan mempertimbangkan sebuah fungsi w = s(x,y)
yang bergantung pada dua variabel bebas x dan y, maka turunan parsial terhadap
x adalah menganggap y konstan atau tetap (tidak ada perubahan). Definisi ini

dapat dinyatakan secara matematik sebagai berikut:

s(x + Ax,y) — s(x,y)

Se(x,y) = Alirglo Ay (2.27)
i ds i ow
T ox  Ox

Sebaliknya jika fungsi w = s(x,y) diturunkan terhadap y yaitu menganggap
tidak ada perubahan di x, maka dapat dinyatakan secara matematik sebagai

berikut:

s(x,y + Ay) —s(x,y)

= li 2.2
sy (X0, ¥o) AI)I/I—I}O Ay (2.28)
_Os ow
“ay  ay
) ow aw
Adapun notasi pelambangannya secara berturut — urut adalah ™ dan W

dengan simbol 0 menunjukkan turunan parsialnya. Notasi itu dapat digunakan

dalam penulisan turunan orde dua. Turunan terhadap x dari Z—V: dilambangkan

2 2

0w . ow 0°w
dengan Yy dan turunan kedua terhadap y dari 2y adalah P Untuk
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selanjutnya penulisan turunan parsial fungsi w = s(x,y) terhadap x dapat
dituliskan berupa w, (Levine, 1997:4).

Selanjutnya turunan yang lebih tingi, jika s adalah fungsi dari dua
variabel, maka turunan parsialnya s, dan s, juga fungsi dua variabel. Sehingga,
kita dapat meninjau bahwa sy, dan sy, adalah turunan s, terhadap x dan y
berturut-turut. Sedangkan s,,, dan s,,, adalah turunan fungsi s, terhadap x dan y
berturut-turut. Turunan-turunan tersebut umumnya disebut turunan parsial dari s.

Jika w = s(x,y), dengan menggunakan notasi tersebut maka,

(00 = Sux = o (o) = 2—: = ZZTVZV (2.29)
(Sx)y = Sxy = %(S_D B aizasx B aa;;:c (2.30)
(Sy)y = Syy = % (Z—;) = Z—; = (;ZTMZ/ (2.32)

2

dxdy

Dari notasi S

Xy (atau

) berarti bahwa dideferensialkan terhadap x

kemudian terhadap y. Sedangkan dalam menghitung s, urutannya dibalik
(Stewart, 2003).

Dari uraian di atas diketahui bahwa persamaan Helmholtz (2.26)
merupakan Persamaan diferensial parsial (PDP) Laplacian karena persamaan
tersebut menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas

terhadap satu atau lebih variabel bebas, yaitu variabel x, y dan z adalah variabel
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bebasnya, sedangkan variabel V adalah variabel tak bebasnya. Dimana V = w
yaitu merupakan fungsi peluang kepadatan (probability dencity), akan tetapi
V(x,y,z) kasus tiga dimensi sebangkan w(x,y) kasus dua dimensi, sehingga
turunan parsial kedua dari fungsi w otomatis akan berlaku juga pada turun kedua
dari fungsi V.

2.2.1 Persamaan Helmholtz Sebagai Diferensial Parsial Linier

Sebagian besar permasalahan dalam ilmu pengetahuan dan teknologi dapat
dipresentasikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial (PDP). Persamaan
tersebut merupakan laju perubahan terhadap dua atau lebih variabel bebas yang
umumnya adalah variabel waktu dan jarak. Bentuk umum PDP linier tingkat dua

(orde dua) dengan dua variabel bebas adalah (Triatmodjo, 2002:199):

AQx, Yy (x,¥) + 2B(x, y)uyy, (x, ) + C(x, Y)uy,, (x,y) +
(2.33)
D (x, y)u,(x,y) + E(x,y)uy(x,y) + F(x,y)ulx,y) = G(x,y)

dengan A, B, C, D, E, F dan G bisa merupakan fungsi dari variabel x dan y dan
variabel tidak bebas u.

Linieritas dari persamaan diferensial parsial ditentukan oleh fungsional
dari koefisien A(x,y),B(x,y),C (x,y),D(x,y),E(x,y),F(x,y),dan G(x,y) .
Jika koefisien-koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel
bebas, [F(x,y) = 0], maka PDP tersebut adalah linier. Jika koefisien-koefisien
merupakan fungsi dari turunan pertama dan kedua
[F (x, Vo Uy Uy, Uy, Uy, Uy, uxy) = O], maka PDP adalah non linier. Untuk lebih

jelasnya perhatikan beberapa contoh PDP berikut (Zauderer, 2006:102):
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ou %u . . e
a. - = a? ez (persamaan diferensial parsial linier)
9%u | 0%u . . . e e
b. ez + 92 +u=sinx (persamaan diferensial parsial linier)
Ju dp . . . ..
c. Ju + 5 +u=1 (persamaan diferensial parsial nonlinier)
x y
azu Bzu 2 o . . . .
d. Iz + e +u“=0 (persamaan diferensial parsial nonlinier)
x y

Dari penjabaran di atas diketahui bahwa Persamaan Helmholtz (2.26)
merupakan persamaan diferensial linier karena koefisien-koefisien dari persamaan

tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas, [F (x,y) = 0].
2.2.2 Orde Persamaan Diferensial Parsial Helmholtz

Ordo/orde suatu persamaan diferensial adalah orde turunan tertinggi yang
muncul dalam persamaan tersebut (Stewart, 2003: 5).

Persamaan diferensial parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde

satu jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah satu. Bentuk umum

persamaan diferensial parsial linear dan non linear berorde satu adalah (Zauderer,

2006: 63):

ov(x,t) ov(x,t)
% + b(x,t) 5t

a(x,t) = c(x,t)v(x,t) + d(x,t) (2.34)

di mana a, b,c,dan d adalah fungsi dan di setiap titik (x,t) merupakan vektor
[a(x,t),b(x,t)] yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.34) dapat ditulis

dalam bentuk:
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F(x, t,v(x,t), v (x, t), v (x, t)) =0 (2.35)

av(x t) 6v(x t)

di mana v, (x, t) = dan v (x,t) = (Zauderer, 2006: 63).

Demikian halnya dengan persamaan diferensial parsial dengan dua
variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde m jika turunan
tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m. Bentuk umum
persamaan diferensial parsial linear dan non linear berorde dua, tiga, empat dan

berorde n berturut-turut sebagai berikut (Zauderer, 2006:137):

a. Persamaan diferensial persial linier orde dua dengan variabel n

&

n

Z ”axax, Zbla feutd=20 (2.36)

l:

H

b. Persamaan diferensial persial linier orde tiga dengan variabel n

n 1 n n
2. # DD B . gt
Yk G 0% 0%, 6xl6x]6xk ; axlax] “iox,

k=1 i=1j=1 i=1 ‘ (2.37)

M=
INGE

1l
fa
1l
fay

i=1j

du+e=0

c. Persamaan diferensial persial linier orde empat dengan variabel n

n

n n n n
Z Z Z Z Tiatatals ax;, axl Oxl ax;, Z 2 Z fuizls axl axlzaxl +

11:112:113:1 lg ll 112 113

Z Z Cijip 35— FP axlz Z di, — 6 +eu+f=0 (2.38)

l1 1l2
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d. Persamaan diferensial persial linier orde m dengan variabel n
Zn: zn: Zn: Zn: A 2.39
' ' e ' ' all,lz,lg,...,lm axil N axim - ( . )
l1=1 l2=1 lm=1 ly
Dari penjabaran di atas diketahui bahwa Persamaan Helmholtz (2.26)

merupakan persamaan diferensial orde dua karena turunan tertinggi dari variabel

erikatnya adala ua, yaitu 3
y 2 0x2’ 9y2’ 0z2

2.2.3 Persamaan Helmholtz Sebagai Persamaan Diferensial Parsial Eliptik

Suatu klasifikasi penting dalam persamaan diferensial parsial adalah terdiri
dari tiga tipe, yaitu parabolik, hiperbolik dan eliptik. Berdasarkan persamaan
(2.33), maka persamaan diferensial parsial linier orde dua dapat diklasifikasikan

berdasarkan aturan berikut ini (Triatmodjo, 2002:199):

a. Persamaan Parabolik

Suatu persamaan disebut persamaan parabolik apabila B® —4AC = 0.
Persamaan parabolik merupakan persamaan yang bergantung waktu (tidak
permanen). Penyelesaian persamaan tersebut memerlukan kondisi awal dan
batas, misalnya pada tipe parabolik, kita tentukan persamaan diferensial

parsial sebagai berikut:

du(x,t
p(x) ((31: )+Lu(x,t)=0; x€EG, t>0

dengan kondisi batas dan kondisi awal adalah:

u(x,0) = f(x); x€EG
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Dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial

N'(t) _ M)
NE) T pOM()

di atas akan menjadi bentuk Selanjutnya dihasilkan

LM(x) = Ap(x)M(x) dan dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan
diferensial di atas, yaitu N’(t) + A'(t) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).
Contoh persamaan diferensial parsial yang bertipe parabolik adalah

persamaan perambatan panas yaitu:

o _ o'

ot 0x?
dimana pada persamaan tersebut T merupakan temperatur, K adalah koefisien
konduktivitas, t adalah waktu dan x adalah jarak.penyelesaian persamaan ini
adalah mencari temperatur T di lokasi (titik) x dan setiap waktu ¢ (Triatmodjo,

2002:201).
. Persamaan Hiperbolik

Suatu persamaan disebut persamaan hiperbolik apabila B* — 4AC > 0.
Persamaan hiperbolik biasanya berhubungan dengan getaran, atau
permasalahan dimana terjadi ketidak-kontinuan (discontinue) dalam waktu,
seperti gelombang kejut yang terjadi ketidak-kontinuan dalam kecepatan,
tekanan dan rapat massa. Sehingga penyelesaiannya dari persamaan hiperbolik
mirip dengan penyelesaian persamaan parabolik yaitu memerlukan kondisi
awal dan batas (Triatmodjo, 2002:200). Misalnya pada tipe hiperbolik, kita

tentukan persamaan diferensial parsial homogen:

0%u(x,t)

p(x) 3¢ + Lu(x, t) = 0; XEG t>0
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dengan kondisi batas:

a(Oulx, t) + B(x) aug:l, O Zo. >0
G

alu(ol t) - ﬁlux(ol t) = Ol azu(l: t) + .Bzux(l' t) = 0; t> 0
dan kondisi awal:
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x); X€G

Dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(s), maka persamaan diferensial parsial

N'@®) _  LM(x)
NE)  pOM(x)

di atas akan menjadi bentuk Selanjutnya dihasilkan

LM(x) = Ap(x)M(x) dan dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan
diferensial di atas, yaitu N'(t) + AN(t) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).

Contoh persamaan diferensial yang bertipe hiperbolik adalah persamaan

gelombang,

dengan y adalah perpindahan vertikal (fluktuasi) pada jarak x pada ujung tali
yang bergerak yang mempunyai panjang L sesudah waktu t. Oleh karena nilai
y pada ujung-ujung tali biasanya diketahui untuk semua waktu (kondisi batas)
dan bentuk serta kecepatan tali diketahui pada waktu nol (kondisio awal),
maka penyelesaian persamaan adalah yaitu menghitung y pada x dan ¢

tertentu (Triatmodjo, 2002:201-202).
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Persamaan Eliptik

Suatu persamaan disebut persamaan eliptik apabila B* —4AC < 0.
Persamaan eliptk pada umumnya berhubungan dengan masalah
keseimbangan atau kondisi permanen (tidak tergantung waktu), dan
penyelesaian memerlukan kondisi batas disekeliling daerah tinjauan
(Triatmodjo, 2002:200). Misalnya pada tipe eliptik, kita tentukan persamaan

diferensial parsial sebagai berikut:

0%u(x,t)

3y? + Lu(x,y) = 0; XEG 0O0<y<l

p(x)

kondisi batas seperti pada tipe hiperbolik dan kondisi awal adalah:

u(x,0) = f(x), ulx,D=gx); x€G
dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial

N'O) _ M@
NG) POM(x)

diatas akan menjadi bentuk — Selanjutnya dihasilkan

LM(x) = Ap(x)M(x) dan dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan
diferensial diatas, yaitu N (y) — AN(y) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).
Contoh persamaan diferensial parsial yang bertipe eliptik adalah

persamaan poisson,

62<p 62<p
W-I-a—yz-l-g =0

dan persamaan Laplace,

02 92
9 ¢ _
dx? = dy?
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Persamaan ini umumnya berhubungan dengan masalah-masalah kese-
imbangan atau aliran permanen, seperti aliran air tanah di bawah bendungan
karena adanya pemompaan, defleksi plat karena adanya pembenaan, dan
sebagainya (Triatmojo, 2002:201).
Dari penjabaran di atas diketahui bahwa Persamaan Helmholtz (2.26)
merupakan persamaan diferensial tipe eliptik karena B*—4AC < 0. Untuk
mengetahuinya yaitu dengan mensubstitusikan persamaan (2.26) ke persamaan

(2.33), sehingga diperoleh:
misal:

B = B(x;y)uxy(xry) == 0

2

o-V
A= A(x, Y)uy(x,y) = 8§ 1

0%V
C =C(x,y)uy,(x,y) = W ="

maka
B*—4AC <0
(0)2 —4(1)(1) <0
—4<0

Jadi, persamaan Helmholtz (2.26) merupakan persamaan diferensial tipe eliptik
yang pada umumnya berhubungan dengan masalah keseimbangan atau kondisi
permanen (tidak tergantung waktu), dan penyelesaian memerlukan kondisi batas

disekeliling daerah tinjauan (Triatmodjo, 2002:200).



34

2.3 Kaidah Umum Penyelesaian Analitik Persamaan Diferensial Parsial

Penyelesian analitik model matematika adalah penyelesian yang didapat
dari prosedur aljabar terhadap persamaan dasar sehingga didapat suatu
penyelesaian yang berlaku untuk setiap titik dalam domain yang menjadi
perhatian (Anonymous, 2003).

Dalam penyelesaiaan persamaan diferensial parsial dikenal istilah
penyelesaian umum dan penyelesaian khusus. Penyelesaian umum adalah suatu
penyelesaian yang terdiri dari sejumlah fungsi bebas sembarang yang jumlahnya
sesuai dengan orde persamaannya. Sedangkan penyelesaian khusus adalah
penyelesaian yang bisa didapatkan dari penyesaiaan umumnya dengan pilihan

khusus dari fungsi sebarang (Spigel, 1983: 2). Sebagai contoh u = x%y—

2

%xyz + F(x) + G(y) merupakan penyelesaian dari persamaan ai;;

=2x—y.
Penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian umum karena terdiri dari dua fungsi

bebas sembarang yaitu F(x) dan G(y). secara khusus kalau F(x) = 2 sin x, G(y) =

3y* — 5, akan ditemukan penyelesaian khususnya sebagai berikut u = x%y —
%xy2 + 2sinx + 3y* — 5.

Untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari persamaan diferensial
parsial, maka yang harus menentukan penyelesaian masalah nilai batas dengan
menggunakan metode pamisahan variabel. Masalah nilai batas (MNB) melibatkan
suatu persamaan diferensial parsial dan semua penyelesaiannya yang memenuhi

syarat yang dinamakan syarat batas (Spiegel, 1983: 276).
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Misal persamaan diferensial linear orde dua:

a;(0)y" + a;(0)y + ag(x)y = f(x) (2.40)

dimana koefisien-koefisien a,(x),a;(x),ag(x) dan fungsi f(x) merupakan
fungsi-fungsi yang kontinu di dalam selang a < x < b dengan a,(x) # 0 di
dalam selang ini. Menentukan penyelesaian y(x) dari persamaan diferensial
(2.40) pada sebuah titik x = xy di dalam selang a < x < b dan memenuhi dua

syarat awal yang diberikan

y(xo) =yo dan  y'(xo) =y (2.41)
merupakan suatu masalah nilai awal (MNA). Dalam banyak MNA variabel bebas
x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakan waktu, x, menyatakan
waktu awal dan y, dan y; menyatakan syarat awal. Bila variabel x bebas
merupakan variabel yang menyatakan tempat (space variabel), maka mencari
suatu penyelesaian y(x) dari persamaan diferensial yang memenuhi syarat pada
titik akhir dari selanga < x < b

y(a) = A dan y(b) =B (2.42)
dengan A dan B dua buah konstanta, disebut syarat batas. Persamaan diferensial
(2.40), bersama-sama dengan syarat batas (2.42), merupakan suatu masalah nilai

batas (MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhir dapat sangat berbeda-beda

(Finzio dan Ladas, 1982: 244).
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Beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi, yaitu

(Nagle, 1996: 612):
1. Kondisi batas Separated

a;y(a) + azy'(a) =c;, byy(b) + bz)"(b) = Cy,

2. Kondisi batas Dirichlet

y'+dy=0; y(0)=y(L)=0

2
Yang mana nilai eigennya A, = (%) , dimanan=1,2,3,..., dan fungsi

eigennya adalah:

nix )

$n(x) = a, sin (T
dimana a,, adalah konstanta tidak nol.
3. Kondisi batas Neumann
y'+y=0; y'(0)=y(L) =0
g o . nm 2 . .
Yang mana nilai eigennya A, = (T) , dimanan=1,2,3,.., dan fungsi

eigennya adalah:

nmx )

09 = 6 cos ("2
dimana c,, adalah konstanta tidak nol.
4. Kondisi batas Periodik
y'+ly=0;  y(m) =y, y(n)=y'@.
Yang mana nilai eigennya A, = n?, dimana n=1,2,3,..., dan fungsi

eigennya adalah:
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Po(x) =4y, Pp(x) =A, cosnx + B,sinnx; n=1,
dimana A, dan B,, adalah konstanta tidak nol untuk keduanya.

bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas yang khusus digunakan pada
masalah nilai batas (Nagle, 1996: 612).

Solusi nontrivial dalam masalah nilai batas biasa disebut dengan nilai
eigen (eigen value). Nilai eigen sangat penting dalam mencari solusi persamaan
diferensial parsial dengan menggunakan metode pemisahan variabel (separation

of variables) (Nagle, 1996: 615).

Dari penjabaran di atas diketahui bahwa nilai batas yang digunakan pada
Persamaan Helmbholtz (2.26) adalah menggunakan kondisi batas periodik, yaitu
0<x<2n m<y<3mdan -m <z <m (Anonymous, 2011).

Berikut ini diberikan ilustrasi penerapan prosedur analitik untuk

persamaan Laplace dua dimensi, yaitu (Nagle, 1993:589-590):

62u+62u—0- 0<x< 0<y<bh (243)
ax2  ayz g Y S

dengan boundary condition:

u(x,0) =f(x); 0<x<a (2.44)
u@®,0) =f(»); 0<y<b (2.45)
misal:
ulx,y) = X()Y () (2.46)
maka 327,: = X"(x)Y(y) dan 62_1: = X()Y" (). (2.47)

oy



Substitusi (2.47) ke persamaan (2.43), sehingga menghasilkan:

X"y + XY "(y) =0

dan pemisahan variabel dari persamaan (2.48) adalah:

X" Y'G)

X® - To)

atau
X'"(x) —KX(x) =0
Y'(y)+KY(y) =0

dimana K adalah konstanta tidak nol.
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(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Dengan mengombinasi boundary condition (2.44) dan persamaan (2.50)

maka:

X'"'(x)—KX(x)=0; X(0)=X(a)=0

(2.52)

untuk menyelesaikan persamaan (2.52) maka kita bawa ke bentuk persamaan

diferensial biasa m? — K = 0.

Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus, yaitu:

1. Kasus 1: Jika K > 0, maka akar-akarnya adalah +VK. Maka solusi umum dari

persamaan (2.52) adalah:

X(x) = C,eVEx 4 C,e~VEx

(2.53)

untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition nya sehingga:



Sehingga diperolah:
CZ = _Cl
Sedangkan untuk X(a), adalah:

X(a) = CeVke + Ce~Vka =g

Subsitusikan persamaan (2.54) ke persamaan (2.55) maka didapatkan:
X(a) = CieVka—ceVka =

=l (e‘ma — e‘ﬁa) =0

Dari persamaan (2.56) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

atau

Dalam kasus ini dipilih C; # 0 dan eV¥® — e=Vk@ = 0, maka:

eVka — g—Vka
evka = !
e\/ﬁa

eVka gVka — 1
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(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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Karena K > 0 maka (ez‘/m — 1) > 0 sehingga C; = C, = 0 sehingga tidak

ada solusi nontrivial untuk K > 0.

. Kasus 2: Jika K = 0. Maka akar-akarnya adalah kembar, solusi umum dari

persamaan (2.52) adalah:

X(x) = CieV** 4+ xCe~VEx

(2.59)

untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya 0 < x < a, sehingga diperoleh:

X(0) = C,eV*0 + (0)C,eVE0 = 0

= N4
=C =0
maka didapatkan:
;=0

Sedangkan untuk X(a), adalah:

X(a) = CieVE + (a) Ce™VEa =0

Subsitusikan persamaan (2.60) ke persamaan (2.61) maka didapatkan:

X(a) = (a) Ce~Vka =

sehingga

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Sehingga C; = C, = 0. Karena K = 0 maka tidak ada solusi nontrivial untuk

persamaan (2.51).

. Kasus 3: Jika K < 0. Maka akar-akarnya adalah +iv—K. Maka solusi umum

dari persamaan (2.52) adalah:
X(x) = C; cosV—Kx + C, sinV—Kx (2.64)

karena boundary condition pada persamaan (2.52) maka menghasilkan:

X(0) =CycosV—kO0+ C,sinV—k0=0

maka didapatkan:
C; =0 (2.65)
Sedangkan untuk X(a), adalah:
X(a) = C;cosV—ka+ C,sinV—ka =0 (2.66)
Subsitusikan persamaan (2.65) ke persamaan (2.66) maka didapatkan:
X(a) =C, sinV—ka=0 (2.67)

maka C, = 0atau sinv—Kx = 0. sinvV—Kx = 0 hanya ketika v—Kx = nm
tau K = —("—”)2 d =123
atau K = —) »dengann =1,23,...

Maka solusi nontrivial nya adalah:

nmx )

X, (x) = a, sin (T (2.68)

dimana a, adalah konstan.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2
Karena kita punya K =K, = — (nL—n) pada persamaan (3.56) maka
penyelesaian untuk Y adalah:

Yo(y) = Ay + Byy (2.69)

sehingga:
9 nmy A Ry
Y,(y) = A, cosh (T) + B, sinh (T) n= M2 ..

dimana (untuk fungsi trigonometri) dapat ditulis dalam bentuk:

Yo(y) = Ay + Byy, Y,(y) = C, sinh <mr v+ Dn)> (2.70)

a
untuk n =1, 2, ... dimana C,, dan D,, adalah konstanta.

Untuk kondisi batas (x,b) =0 , apabila y = b maka persamaan (2.70)

menjadi:
nm
Ay + Byb =0, dan C,sinh <? b+ Dn)> =0 (2.71)

untukn =1, 2, ...

Dari persamaan (2.71) asumsikan Ay = —bB, dan D, = —b. Substitusikan
asumsi tersebut ke persamaan (2.69) dan (2.70), maka akan menghasilkan

solusi:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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U (x,y) = Xo(xX)Yo(y) = agBo(y — b) = Eo(y — b),
u, (x,y) = X,(x)Y,(y) = a, cos (%) C, sinh [% (y— b)] (2.72)

= E, cos (?) sinh [% (y — b)] rn=1,2,..

dimana E, adalah konstanta. Sehingga didapatkan solusi umum persamaan

(2.43), yaitu:
nm nm
=E,(y — E = sinhl==3(g— 2.7

u(x,) = Eo(y anZl weos(—)sim[—-n)] @)

Persamaan Helmholtz adalah persamaan dari tipe eliptik, yang lazimnya

untuk mempertimbangkan masalah nilai batas. Kondisi batas mengikuti dari

hukum-hukum fisika tertentu (persamaan konservasi) dirumuskan pada batas-

batas domain di mana solusi diperlukan. Domain ini dapat hingga (masalah

internal) atau tak terbatas (masalah eksternal). Untuk domain yang tak terbatas,

solusi harus memenuhi beberapa kondisi di tak terhingga itu. Kondisi ini juga

memiliki asal fisik (Anonymous, 2011:15).

2.4 Kaidah Umum Penyelesaian Numerik Persamaan Diferensial Parsial

Metode numerik Triatmodjo (2002:1) adalah teknik untuk menyelesaikan
permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan cara
operasi hitungan (arithmetic). Untuk menyelesaikan permasalahan ini biasanya
digunakan penyelesaian numerik, di mana persamaan dasar diubah menjadi
persamaan yang hanya berlaku pada titik-titik tertentu di dalam domain

penyelesaian. Pengubahan persamaan tersebut dapat menggunakan metode
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elemen hingga atau pun metode beda hingga. Untuk permasalahan satu dimensi,
metode yang umum digunakan adalah metode beda hingga karena mudah
digunakan dan lebih dahulu dikenal sehingga sifat-sifatnya sudah difahami

(Anonymous, 2003)

Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode analitik terletak
pada dua hal. Pertama, solusi dengan menggunakan metode numerik selalu
berbentuk angka. Bandingkan dengan metode analitik yang biasanya
menghasilkan solusi dalam bentuk fungsi matematik yang selanjutnya fungsi
matematik tersebut dapat dievaluasi untuk menghasilkan nilai dalam bentuk
angka. Kedua, dengan metode numerik, hanya diperoleh solusi yang menghampiri
atau mendekati solusi sejati sehingga solusi numerik dinamakan juga solusi
hampiran atau solusi pendekatan, namun solusi hampiran dapat dibuat seteliti
yang diinginkan. Solusi hampiran jelas tidak tepat sama dengan solusi sejati,
sehingga ada selisih antara keduanya. Selisih inilah yang disebut dengan galat
(error) (Munir, 2006).

Secara garis besar model matematis dapat dibagi menjadi dua bagian yaitu
persamaan aljabar dan persamaan diferensial. Model matematis yang sering
muncul adalah bentuk persamaan diferensial yang mana salah satu konsep
penyelesaiannya menggunakan metode beda hingga (finite difference) (Sasongko,

2010:61).

Metode beda hingga adalah metode yang memanfatkan deret Taylor untuk

mendekati nilai turunannya. Contoh turunan kedua dari suatu fungsi:
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rn sz rnrr Ax4
u(xipq) +ulx;_1) = 2ulx;) + 2u’”(x;) ETh + 2u""" (x;) ar + -

atau:
0 (x,) = u(xiyq) — 2ux) + ulx;—q) B u””(xi)A—xz o
Ax? 12
atau:
(;27121 AW bl i ZZE;L') + u(x;_1) (2.74)
dimana:
u(x;) . fungsi di titik (x;)
u(xit1) . fungsi di titik (x;41)
u',u",...,u™ : turunan pertama, kedua, ..., ke n dari fungsi
Ax : langkah ruang yaitu jarak antara (x;) dan (x;;,)

! : operator faktorial, misalkan bentuk 3! =1 x 2 x 3

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa bentuk diferensial (biasa
ataupun parsial) dapat diubah dalam bentuk diferensial numerik (beda hingga)
(Triatmodjo, 2002:11).

Metode beda hingga mempertimbangkan kondisi awal dan batas, untuk itu
dibuat jaringan titik hitungan pada daerah tinjauan. Pada gambar 4 adalah jaringan
titik hitung pada bidang x, y yang dapat dibagi menjadi sebuah pias segi empat
dengan sisi Ax dan Ay. Panjang pias dalam arah x adalah Ax dan dalam arah y

adalah Ay, seperti pada gambar berikut (Triatmodjo, 2002:202):



46

(i-1,j+1) G, j+1) (i+1,j+1)
Ay
(i—1j) + G, j) (i+1,j)
-« Ay
=T (i, j-1) (i+1, j-1)

Gambar 2.3. Jaringan Titik Hitung Dalam Bidang x — y (Triatmodjo, 2002:202).
Titik dalam ruang atau disebut titik grid (i, ) dan titik-titik grid terdekat

digambarkan pada Gambar 5. Pengembangan deret taylor di sekitar titik u; ; akan

menghasilkan:
(Ax)? (Ax)* (Ax)*
Uj—1j = Ujj — Axu, + Tuxx F Tuxxx Tuxxxx (2.75)
(Ax)? (Ax)® (Ax)*
Ujp1,j = Uy + Axu, — Tuxx Tuxxx == Tuxxxx (2.76)
2
Dalam hal ini, u, = Z—z dan u,, = %. Semua turunan dievaluasi pada titik (i, )

(Widodo, 2011:1-2).

Pendekatan turunan menggunakan rumusan beda hingga dapat dilakukan
dari kiri, kanan atau tengah yang akan digunakan untuk menentukan nilai fungsi
pada titik tertentu yang dikenal dengan beda maju, beda mundur dan beda pusat
(Anonymous, 2011).

a. Metode beda hingga maju (forward finite differences)

Beda hingga maju didefinisikan sebagai berikut:
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du ulx;+h) —ulx)

R 2.77
dx h ( )

Pada metode beda hingga maju, informasi pada titik hitung i dihubungkan
dengan titik hitung i + 1 yang berbeda di depannya, seperti gambar berikut

ni:

n+1 n+1 n+1
t u; L Lui+1
A J W
At
I s
£n T S
Uu; Uitq
P
i—1 i i+1

Gambar 2.4. Metode Beda Hingga Maju Ruang dengan h = x;,1 — x; dan

At = t™*1 — " (universitas Sumatra utara).

Dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga maju bisa

ditulis sebagai berikut:

metode beda hingga maju ruang:

no_ .n n+l _ o n+l
G S B e BT ST (2.78)
dx h dx h
metode beda hingga maju waktu:
n+l _ n n+l _ . n
at At at At

b. Metode beda hingga mundur (backward finite differences)

Beda hingga mundur didefinisikan sebagai berikut:



C.
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du u(x;) —ulx; —h)

= _ 2.80
dx h ( )

Pada metode beda hingga mundur, informasi pada titik hitung i dihubungkan
dengan titik hitung i{—1 yang berbeda di belakangnya, seperti gambar

berikut ini:

n+1 n+
ui—l L u’l i
. A J
At I
—S S
v uy o
<«
i—1 i i+1

Gambar 2.5. Metode Beda Hingga Mundur (Universitas Sumatra Utara).

Dengan menggunakan kisi beda hingga, maka metode beda hingga mundur
dapat ditulis sebagai berikut:
metode beda hingga mundur ruang:

ou ul'—u', drn*ul

A S Wy i L\ & = i1 (2.81)
ox RS ST \ox h
metode beda hingga mundur waktu:
n+l _ . n n+l _ . n
at At at At

Metode beda hingga pusat (central finite differences)

Beda hingga pusat didefinisikan sebagai berikut:
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a_u — uln++11 - uln—+11 atau a_u — u’ln+1 - u?—l (2.83)
Ox 2h ox 2h

Berikut gambar metode beda hingga pusat:

n+1
U1

un+1 n+1

t?’l+1 At

O [
n -9 3 n
Ui 1— Uiy

i—1 i+1
Gambar 2.6. Metode Beda Hingga Pusat (Universitas Sumatra Utara).

Beda hingga terhadap ruang derivasi kedua:

du Uipg — U U — Uiy
azu:a(ﬁ): i WY
2
0x 0x h (2.84)
Uppy — 2U; + U
= 2
untuk t™:
0%u _ uh . — 2u ) (2.85)
7 3 o A
dan ntuk t"*1;
2 n+1 __ n+1 n+1
o“u _ Uiy 2u;" T+ upZq (2.86)
0x? h2
Sedangkan untuk beda hingga pusat terhadap waktu:
O _ulty —u, (2.87 a)

axli_, At
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n+l _ . n
‘;_1;| e = il (2.87 b)
i
o _w —ufy (2.87 ¢)
ax i+1 At !

2.5 Kajian Petir Dan Kedudukan Benda Langit Dalam Al-Qur’an

Model persamaan Helmholtz tiga dimensi pada koordinat kartesian dapat
diperoleh dari hasil konstruksi persamaan kelistrikan bumi. Listrik sudah ada
sejak jagat raya ini ada. Bahkan saat kehidupan belum ada di planet bumi kita,
Lebih dari 4 milyar tahun lalu, ledakan petir sudah menghantarkan listrik

menerangi langit. Dalam al-Qur’an telah dijelaskan dalam surat an-Nir ayat 43,

yaitu:

sl Ladg o dinn GO 3G
Artinya: “... Kilat awan itu hampir-hampir menghilangkan penglihatan”. (An-
Nir: 43).

Firman Allah: “Hampir menghilangkan pengihatan™ pada surat an-Nur
ayat 43 di atas maksudnya adalah kilat tersusun dari pembentukan cahaya-cahaya
terang akibat pelepasan energi listrik di ruang atmosfir, yang sesungguhnya
merupakan sumber energi yang menghasilkan listrik lebih besar dari pada ribuan
pembangkit listrik. Satu kilatan petir dapat menyalakan 100 watt bola lampu
selama lebih dari tiga bulan. Pada titik sentuh petir ke bumi, cuaca memanas
hingga 25.000°C. Kecepatan kilatan petir 150.000 km/detik dan rata-rata

ketebalannya 2,5 - 5 cm. Petir menghasilkan molekul nitrogen yang dibutuhkan
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bagi tumbuh-tumbuhan di bumi utuk menunjang kehidupanya. Setiap petir rata-
rata memiliki 20.000 amper daya listrik. Petir bergerak pada kecepatan 150.000
km/detik, hampir setengah kecepatan cahaya dan 100.000 kali lebih cepat dari

kecepatan suara (Nainggolan, 2011).

Petir dihasilkan dari udara yang dipanaskan oleh cahaya matahari,
sehingga naik membawa molekul-molekul air yang menguap di dalamnya. Ketika
udara yang naik ini mencapai ketinggian 2-3 km, udara tesebut bersentuhan
dengan lapisan udara dingin. Saat kenaikan udara, kristal-kristal es yang terbentuk
di dalam awan melepaskan energi listrik statis yang terbentuk karena pergesekan.
Energi listrik ini mengandung unsur positif (+) pada lapisan atas awan dan unsur
negatif (-) pada lapisan bawahnya. Ketika awan cukup terisi untuk mengionisasi

udara, maka petir terbentuk (Nainggolan, 2011).

Perumpamaan awan yang mengandung keristal-keristal es telah dijelaskan

dalam surat ar-Ra’d ayat 12, yaitu:

I8l Dl a8 Liaby Ly Gp 1180 2 g4

Artinya:  “Dia-lah  Rabb yang memperlihatkan kilat kepadamu untuk
menimbulkan ketakutan dan harapan, dan Dia mengadakan awan mendung”.
(QS. Ar-Ra’d: 12).

Qatadah (Ghoffar, 2007: 484-485) mengatakan bahwa maksud dari

113

.lJ;L_’g uy yang artinya ““ Menimbulkan ketakutan dan harapan.” adalah
Ketakutan untuk orang yang bepergian, karena takut tertimpa bahaya dari kilat itu,

dan kesulitan yang ditimbulkannya karena setiap petir rata-rata memiliki 20.000

amper yang dapat mematikan. Sedang harapan untuk orang yang tinggal dirumah,
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dengan mengharapkan berkahnya, manfaatnya, dan mengharapkan rizki dari
Allah. Sedangkan kalimat JLLJ|«.:EH«JT:,_M_9 yang artinya * Dan mengadakan
awan yang berat (mendung).” yaitu karena awan itu mengandung banyak air yang
disebabkan kristal-kristal es yang terbentuk di dalamnya, maka menjadi berat dan

lebih dekat dari bumi (Ghoffar, 2007: 484-485).

Setelah proses kilat terjadi, selang beberapa detik kemudian terdengar

suara gemuruh. Al-Qur’an menjelaskan dalam surat ar-Ra’d ayat 13, yaitu:

Gl s e s 5o WAL wost 5, 2ol 083

JoealT 5038 585l 35 sl 28 0k5 365 2 oy Lot
Artinya: “Dan guruh itu bertasbih dengan memuji Allah, (demikian pula) para
Malaikat karena takut kepada-nya, dan Allah meepaskan halilintar, lalu
menimpakannya kepada siapa yang Allah kehendaki, dan mereka berbantah-
bantah tentang Allah, dan Allah-lah Rabb yang Mahakeras siksa-Nya.” (QS. Ar-
Ra’d: 13).

Allah berfirman a.u_au 3.9;” é""“jﬁ yang artinya ““ Dan guruh itu bertasbih
dengan memuji Allah.” Seperti Firman Allah: s es 703 “a'| ;‘_,..ﬂudeob “Tak ada
sesuatupun melainkan bertasbih dengan memuji-Nya.” Dalam surat al-Israa’ ayat
44. Disini menjelaskan betapa kuasanya Allah, tidak ada daya upaya untuk
menandingi kekuasaannya bahkan halilintar-pun tunduk pada-Nya. Allah juga
melepaskannya sebagai kemurkaan untuk membalas orang yang dikehendaki.
Qatadah mengatakan, disebutkan bahwa ada seorang laki-laki yang mengingkari
Al-Qur’an dan mendustakan Nabi Muhammad, maka Allah mengutus halilintar
dan menyambarnya sampai mati. Oleh karena itu petir banyak terjadi pada akhir

zaman, sebagaimana diriwayatkan oleh Imam Ahmad dari Abu Sa’id al-Khudri
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r.a, bahwasanya Rasullah S.A.W bersabda: “Petir akan banyak terjadi menjelang

datangnnya hari kiamat, ...”. (Ghoffar, 2007: 485-486).

Salah satu pemicu terjadinya guruh adalah reaksi yang terjadi pada muatan
listrik yang bernama elektron. Nilai muatan elektron ini akan kita bahas pada
tulisan ini. Besar arus listrik yang mengalir sangat berpengaruh pada besarnya
muatan listrik. Dengan memperhatikan nomor surat, ayat, juz dan jumlah ayat
pada surat ar-Ra’ad tersebut, kita bisa mendapatkan nilai muatan elektron
tersebut. Untuk menganalisa nilai muatan elektron yang ada di surat ar-Ra’d ayat

13, dijabarkan sebagai berikut:

a. Nomor surah Ar-Ra’d (NS) =13
b. Nomor ayat (NAy) = 18
c. Nomor juz (Jz) =13
d. Jumlah ayat surah Ar-Ra’d (JS) =43

Rumus yang dipakai untuk menentukan nilai muatan elektron (¢) menggunakan

versi al-Quran, yaitu:

B 1 [<1+Nay+1)+<1+1+ 1>]
T= s+ Nay)z I\Jsz2 T s " 7z) T \Jzz T Nsz T Nay?
Sehingga menjadi:
B 1 [(1+13+1>+(1+1+1)]
= (13+13)13 1\432 43 13 132 132 132
=1,6022X1071°

Inilah yang merupakan hasil dari muatan elektron (Misbah, 2008).



54

Saat ini, para ilmuwan sedikit demi sedikit mulai mengungkap misteri
listrik. Kemajuan dalam pengungkapan ini berhubungan erat dengan kemajuan
ilmu pengetahuan lain. Para penemu telah mengubah energi listrik yang
sebelumnya tak terkontrol menjadi sesuatu yang sangat bermanfaat bagi kita. Dari
pembahasan di atas kita ketahui betapa besar nikmat serta rahmat Allah S.W.T
yang telah Ta berikan kepada kita. Hal ini merupakan bukti dari lemah-lembut
serta kasih-sayang-Nya kepada makhluk-Nya.

Kasih sayang Allah kepada makhluk-Nya tidak hanya dalam kelistrikan
saja, Allah S.W.T. juga menciptakan alam semesta ini dalam keadaan yang teratur
rapi. Keteraturan gerakan bintang termasuk matahari, planet, satelit, komet dan
benda langit lainnya dapat dipelajari dengan seksama. Dengan memahami gerakan
benda-benda langit tersebut, manusia dapat memperkirakan peristiwa-peristiwa
yang terjadi di masa depan dengan akurat. Kapan matahari terbenam, kapan
terjadi bulan purnama, kapan terjadi gerhana matahari dapat dihitung dengan
ketelitian tinggi. Untuk memudahkan pemahaman terhadap posisi benda-benda
langit, diperkenalkan beberapa sistem koordinat. Setiap sistem koordinat memiliki
koordinat masing-masing. Posisi benda langit seperti matahari dapat dinyatakan
dalam sistem koordinat tertentu. Selanjutnya nilainya dapat diubah ke dalam
sistem koordinat yang lain melalui suatu transformasi koordinat. Hal ini sesuai

dengan firmannya dalam al-Qur’an surat al-Furqaan ayat 2, yaitu:

2

z 4 P Tame 2o AL g ER PP _E e /,{A‘«“E IRt B
Je= sl G aleod (S35 15 458 305 a3V e AT all el Al

P

= g -
._,353\ - - “B =4
e HE 28 £
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Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan dia
telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan
serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furqaan: 2).

Maksud dari surat al-Furqaan ayat 2 adalah alam semesta beserta isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti dengan sifat dan
fungsinya masing-masing, sehingga adanya fenomena alam Allah juga
melengkapinya dengan penyelesaian dalam bentuk suatu ilmu pengetahuan.
Seperti kapan terjadi gerhana matahari, siang-malam atau gerhana bulan. Hal
tersebut dapat dihitung dengan ketelitian tinggi dalam perhitungan-perhitungan
yang mapan, rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi oleh manusia

dengan memperhatikan letak matahari, bumi, bulan dan lainnya.

Untuk menyatakan posisi sebuah benda di dalam ruang, dibutuhkan suatu
sistem koordinat yang memiliki pusat koordinat (origin) dan sumbu koordinat
(axis). System koordinat yang paling dasar atau sederhana adalah kartesian
(cartesian). Di dalam koordinat ini kita dapat mengetahui posisi sebuah benda
sehingga kita mampu mempelajari benda tersebut dengan mudah. Hal ini juga
merupakan kasih saying serta nikmat dan rahmat Allah kepada makhluk-Nya

(Anonymous, 2011).

Selain nikmat atau rahmat yang diberikan, Allah S.W.T juga memberikan
ujian atau masalah pada kehidupan manusia. Setiap permasalahan yang diberikan

kepada manusia tidak lain adalah untuk dihadapi dan dicari selesaiannya. Dimana
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permasalahan tersebut adalah sebagai bentuk ujian Allah terhadap hambanya,

sebagaimana dijelaskan di dalam surat al-Ankabuut ayat 2 — 3, yaitu:
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Artinya: * Apakah manusia itu mengira bahwa mereka dibiarkan (saja)
mengatakan: “kami telah beriman”, sedang mereka tidak diuji lagi? (2). Dan
sesungguhnya kami telah menguji orang-orang yang sebelum mereka, maka
sesungguhnya Allah mengetahui orang-orang yang benar dan sesungguhnya Dia
mengetahui orang-orang yang dusta” (3) (Q.S Al-Ankabuut: 2-3).

Dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa Allah harus menguji hamba-
hambanya yang beriman sesuai dengan keimanan yang mereka miliki.

13

Sebagaimana dijelaskan dalam hadist shahih: manusia yang paling berat
ujiannya adalah para Nabi, kemudian orang-orang shalih, kemudian yang semisal
dan seterusnya”. Seseorang diuji sesuai tingkat keimanan yang mereka miliki.
Pada ayat ketiga ke-3, Ibnu Katsir menjelaskan bahwa orang-orang yang jujur
dalam pengakuan keimanannya dari orang-orang yang dusta dalam perkataan dan
pengakuannya. Allah mengetahui apa yang telah ada, seandainya ada dan
bagaimana adanya (Ghoffar, 2006: 310).

Ujian yang diberikan Allah kepada hambanya, sering disebut atau
dianggap sebagai suatu permasalahan. Maka sebagaimana disebutkan dalam surat
al-Baqaraah ayat 268 bahwa Allah tidak memberikan suatu ujian pada seseorang
hamba melebihi batas kemampuannya.

Setiap permasalahan atau ujian yang diberikan Allah selalu dilengkapi

dengan solusinya, sebagaimana dalam surat al-Insyiroh ayat 5-6), yaitu:
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s &

Artinya: “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5).
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan”(6) (Q.S Al-Insyiroh:5-6).
Dalam tafsir Juz Amma disebutkan bahwa ayat ini memberikan kekuatan
pada manusia untuk terus berusaha mengembangkan dan berusaha belajar baik
dalam keimanan, ibadah, beramal dan dalam bidang kecerdasan akal. Al-Qur’an
menganjurkan untuk terus berkarya dan tidak boleh berputus asa dalam

menghadapi dan mencari solusi (Misbah, 1998:110).
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Analisis Penyelesaian Analitik Persamaan Helmholtz Pada Koordinat
Kartesian

Persamaan Helmholtz merupakan persamaan tipe Eliptik yang biasanya
berhubungan dengan masalah keseimbangan atau kondisi permanen (tidak
bergantung waktu) dan penyelesaiannya memerlukan kondisi batas yang bersifat
periodik di sekeliling daerah tinjauan. Pada gambar 3.1 merupakan dearah tinjau
yang apabila dibagi menjadi sejumlah pias dengan jarak antara pias Ax, Ay dan Az
masing-masing adalah %. Perhatikan persamaan Helmholtz tiga dimensi pada

koordinat kartesian berikut ini:

0%V 9%V 0%V
=S

32 2 T i 372 (3.1)
dengan memberikan syarat batas (boundary condition):
V (,m,—m) =V (2m,3m,m) =0 (3.2)
yaitu
0 <x < 2m, T <y < 3m, -m<z<m (3.3)

Untuk mengetahui gambar daerah tinjauan pada persamaan (3.1), maka
diasumsikan bahwa persamaan Helmholtz dikerjakan pada permukaan tanah tak

berkontur. Selanjutnya daerah tinjauan dapat dilihat sebagai berikut:

58
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Gambar 3.1: Jaringan Titik Hitung Pada Daerah Tinjauan Persamaan Helmholtz
(Anonymous, 2011).

Selanjutnya prosedur penyelesaian secara analitik untuk persamaan (3.1)

adalah dengan mendefinisikan bahwa:

a%v

352 = X Y2 (2) (3.4)
vy Y'(v)Z (3.5
377 = XYY" (¥)Z(2) :
a%v

Froi XYYz (z) (3.6)

Substitusi persamaaan (3.1) ke persamaan (3.4), (3.5), (3.6) sechingga

menghasilkan:

X")YWZ(2) + XYY" WZ(2) + X()Y(WZ'(z2) =S (3.7
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Persamaan (3.8) dibagi dengan V(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z), dan mengasumsikan
S = % sehingga menjadi:

X' Y 2@ 1
X0 Y0 T Z@) 2 :8)

Selanjutnya pemisahan variabel dari persamaan (3.8), yaitu dipisah sebagai
fungsi dalam x saja, y saja dan z saja, sehingga untuk fungsi x menjadi:

X'() 1 Y'(y) Z'(2)

— = - (3.9)
X08, Y2\ Y)Y 72 (2)
Dimisalkan ruas kanan dari persamaan (3.9) bernilai konstanta k tidak nol

sehingga menjadi:

1 Y'6) 2'()

E_Ty)_ 70 - (3.10)
Sehingga mengakibatkan:
X)) - X)) =10 (3.11)
Persamaan (3.11) ekuivalen dengan bentuk:
m?—k=0 (3.12)
yaitu:
mA=To (3.13)
Sehingga akar-akar kerakteristik dari persamaan (3.13) yaitu:
my, = +Vk (3.14)

Untuk penyelesaiannya terdapat tiga kasus yang harus ditinjau, yaitu:

1. Kasus 1: Jika k > 0, ketika akar-akarnya berbeda yaitu +vk, mengakibatkan

solusi umum dari persamaan (3.14) adalah:
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X(x) = C,eV** + Ce~VFx, (3.15)
Untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary
condition-nya 0 < x < 2m, sehingga diperoleh:
X(0) = ,eV*© 4 (e~ VE© = p, (3.16)
Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali sebagai:
C,+C, =0
maka didapatkan:
C, = —Cj. (3.17)
Sedangkan untuk X (2m) adalah:
X(@2m) = C,eV*2" + e F = = 0. (3.18)
Subsitusikan persamaan (3.17) ke persamaan (3.18) maka didapatkan:
CeVkem ¢ e~Vk2m — (3.19)
Persamaan di atas dapat dninyatakan kembali sebagai:
®, (e\/E 2w _ o—Vk 27t) =0 (3.20)
dari persamaan (3.20) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

C, =0 atau eVk2m —g=Vk2m — (3.21)
Dalam Kasus ini dipilih C; # 0 dan eV¥2™ — ¢=Vk2™ = 0 maka:
eVk2m — g—Vkam, (3.22)

Sehingga persamaan (3.22) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

e2Vkam — q (3.23)
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sehingga didapatkan:

2Vk 41 = 0. (3.24)

Oleh karena itu dari persamaan (3.15) dan (3.16) dapat disimpulkan bahwa

C; = C; = 0 sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus k > 0.

Kasus 2: Jika k = 0, maka akar-akarnya adalah kembar, mengakibatkan

solusi umum dari persamaan (3.14) adalah:
X(x) = C eV * + xCpe~VEX, (3.25)

Untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya 0 < x < 2m, sehingga diperoleh:
X(0) = C;eVE© 4 (0)C,e VE©® =0, (3.26)
Maka dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
C,e° + (0)Ce° =0 (3.27)
maka didapatkan:
¢, =0. (3.28)
Sedangkan untuk X (2m), adalah:
X(2n) = €Yk 2 4+ 21 Ce~VE2m = 0, (3.29)
Subsitusikan persamaan (3.28) ke persamaan (3.29) maka didapatkan:
21 C,eVEk2m = (3.30)
sehingga:

C, =0. (3.31)
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Oleh karena itu, dari persamaan (3.28) dan (3.31) maka dapat disimpulkan
bahwa jika k = 0 maka C; = C, = 0, artinya X(x) identik dengan O (nol).
sehingga dapat disimpulakan bahwa tidak terdapat solusi nontrivial pada

kasus k = 0.

Kasus 3: Jika k < 0, mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.14)

adalah:
X(x) = CycosV—k x + C,sinV—k x. (3.32)

Untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya 0 < x < 2m, sehingga diperoleh:
X (0) = Cycos V—F (0)+ C,sinv—Fk (0)= 0 (3.33)
maka didapatkan:
C; = 0. (3.34)
Sedangkan untuk X(2m), adalah:
X(2n) = ¢, cosV—k 2w + C, sinvV—k 2w = 0. (3.35)
Subsitusikan persamaan (3.34) ke persamaan (3.35) maka didapatkan:
C, sinV—k 2m = 0. (3.36)
Dari persamaan (3.36) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:
C, = 0 atau sinvV—k 2w = 0. (3.37)

Persamaan (3.37) sinvV—k 27 = 0 hanya ketika V—k 27 = nrm atau:

= — (E)Z (3.38)
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dengan=10,1,2 ....

Sehingga solusi khusus untuk persamaan (3.14) adalah:
X, (x) = a,sin (E)x (3.39)
n n 2

yang merupakan penyelesaian Laplacian terhadap x dimana a, adalah
konstan. Dan sedangkan jika C; # 0 maka tidak ada solusi nontrivial pada
X(x).

Mengingat persamaan (3.11) yaitu:

1 Y'Q) 2" _

N Ao

dengan mensubstitusikan persamaan (3.38) ke persamaan (3.12), maka akan

mendapatkan:
L5 G 8% My
2 Yoz - @) 340
atau:
" " 2
YO ErZ (Z)_2+n (3.41)

e =

Yo @ Z(2) 4
Selanjutnya pemisahan variabel dari persamaan (3.41), sehingga untuk fungsi y
menjadi:

Y"(y) 2+ n?> Z'"(2)
Yoy) 4 Z(2

(3.42)

Dengan memisalkan ruas kanan dari persamaan (3.42) bernilai konstanta k; tidak

nol yakni:
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2 :nz ~ ZZ"((ZZ)) “ k. (3.43)
Sehingga mengakibatkan:
') = ki Y(y)
Y'(y) =k Y(y) = 0. (3.44)
Persamaan (3.44) ekuivalen dengan bentuk:
m2—k; =0
yaitu
m? = k;. (3.45)
Sehingga akar-akar kerakteristik dari persamaan (3.45) yaitu:
my, = £k, (3.46)

Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus yang dapat ditinjau,

yaitu:
1. Kasus 1I: Jika k; >0, ketika akar-akarnya berbeda yaitu i\/k_l,
mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.46) adalah:
Y(y) = C3emy + C4e‘\/"_1y. (3.47)

Untuk menentukan C3; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya m <y < 3m, sehingga diperoleh:
Y(r) = CGzeVMr ™+ CieVi T =0
maka didapatkan:

C, = —Cyetkr 2m, (3.48)
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Sedangkan untuk Y (3m), adalah:
Y(31) = CieV*137 4 Ce~Vki3m = g (3.49)

Subsitusikan persamaan (3.48) ke persamaan (3.49) maka didapatkan:

Y(3m) = CyeV*i37 — ek 2n) eVHism = (3.50)
Cs [eJk_ﬁ” |1 etV 2”” =0 (3.51)

Dari persamaan (3.51) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

G =0 atan [em 3m [1 N 27'[]]. (3.52)

Dalam kasus ini dipilih C; # 0 maka [eJk_13” |1 €2V 2”” =0,
sehingga:
eVk13m — ki 3m2.[ky 2m (3.53)

Persamaan (3.53) dapat dituliskan:

ek 2m — 1 (3.54)
sehingga didapatkan:
2976\ Zin— O} (3.55)

Oleh karena itu dari persamaan (3.48) dan (3.51) dapat disimpulkan bahwa

C3; = C4 = 0 sehingga tidak ada solusi nontrivial untuk kasus k; > 0.

Kasus 2: Jika k; = 0, maka akar-akarnya adalah kembar, mengakibatkan

solusi umum dari persamaan (3.46) adalah:

Y(y) = CzeVk1Y + yCreVka, (3.56)
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Untuk menentukan C; dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya w <y < 3m, sehingga diperoleh:

Y(r) = CieVii™ + (m)CeVRim = 0.

Maka dapat dinyatakan:
_ Gl (3.57)
| T
Sedangkan untuk Y (3m), adalah:
Y (31) = CseV*13™ + (3m)C,e~Vk1 3™ = 0, (3.58)
Subsitusikan persamaan (3.57) ke persamaan (3.58) maka didapatkan:
YG3m) = C3e\/k_13” _ G C3ez(\/"_17;) e—Vki3m A
yang dapat dinyatakan:
C [e ki3 — 3¢2WKam) ~Va3m] = ¢ (3.59)
Dari persamaan (3.59) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:
C; =0 atau [eV*137 — 3e=VFam| = 0. (3.60)

Dalam kasus ini dipilih C3 # 0 dan [e‘/k_l 3t _ 3p=Vk1 ”] = 0, maka:

elim — 3 (3.61)
Dari persamaan (3.61) sehingga didapatkan:

4k = 3. (3.62)
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Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa jika k; = 0 maka C; = C, =0,
artinya Y (y) identik dengan 0 (nol), sehingga tidak terdapat solusi nontrivial

pada kasus k; = 0.

Kasus 3: Jika k; < 0 mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.46)

adalah:

Y(y) = C3cos+/—ky y + Cysin/—k, y. (3.63)
Untuk menentukan C3 dan C, maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya w <y < 3m, sehingga diperoleh:
Y(r) = C3cos\/—kym+ Cysiny/—k;T=0
maka didapatkan:

Czcos—k,m

C, = : (3.64)
siny/—k;
Sedangkan untuk Y (3m), adalah:
Y(3m) = C3cos/—k, 3w + C, sin/—k, 3w = 0. (3.65)
Subsitusikan persamaan (3.64) ke persamaan (3.65) maka didapatkan:
Cycos—k,m |
Y(3m) = C5cos/—ky 31 —————sin/—k; 3t =0
sin\/—k,
artinya:
cos+/—k, m siny/—k, 3@
Cs | cosy/—k; 3w — =0. (3.66)
sin,/—k;
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Dari persamaan (3.66) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

i, 3 — cos/—kq  sin\/—kq 3m ~0. (3.67)

C; =0 atau cos -
sin -k 7@

cos./—kq m siny/—kq 31
sin/—-kq 1

Dalam kasus ini dipilih €3 # 0 dan cos+/—k; 37 —

0, sehingga dapat dinyatakan kembali:

sin/—ky 7 cos/—k; 3m — cos/—k; msin/—k, 3m _

0
sin/—k,
artinya:
sin(/—ky m—+/—ky3m) T (3.68)
siny/—k; '
Sehingga:
—2siny/—k; wcos—k;w 0 (3.69)
sin/—k,
diperoleh:
—2cos/—kim (3.70)

Dari persamaan (3.70) maka ’—kl m =0 yakni ik;m = 0dipenuhi pada
saat:

k= — <(2n2-|;1)7t>2 (3.71)

untuk setiap n =1, 2, ....
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maka solusi khusus dari pemisahan variabel terhadap y saja adalah:

2n + Dny (3.72)

Y(y) = 2b,icos o

adalah penyelesaian Laplacian terhadap sumbu y dimana b,, adalah konstan

Mengingat persamaan (3.43), maka:

(3.73)

2+n* Z"(z) 2n + Dm\*
4 _z(z)“_( 27 )

Selanjutnya pemisahan variabel dari persamaan (3.73), sehingga untuk fungsi z

menjadi:

(3.74)

Z'(2) 2+n* (@2n+Dm)\’
2] R +< 2 )

Ruas kanan dari persamaan (3.74) bernilai konstanta k, tidak nol sehingga
menjadi:

i 2n + 1)%n?
R i LA (3.75)

Sehingga mengakibatkan:
Z"(z) = k,Z(2)
Z"(z2) —k,Z(z) = 0. (3.76)
Persamaan (3.76) ekuivalen dengan bentuk:
m?—k,=0
yaitu:

m? = k,. (3.77)
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Sehingga akar-akar kerakteristik dari persamaan (3.77) yaitu:
my, = +/ks. (3.78)
Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus yang dapat ditinjau,
yaitu:

1. Kasus 1: Jika k, >0, ketika akar-akarnya berbeda yaitu =./k,,

mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.78) adalah:
Z(z) = CseV*2 2 + Cge k22, (3.79)

Untuk menentukan Cs dan C¢ maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya —m < z < m, sehingga diperoleh:
Z(—m) = CeeVk2 T 4 C e~Vha T =, (3.80)
Maka persamaan (3.80) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
Coe k2™ = —_Cevkam (3.81)
Dari persamaan (3.81) dapat disimpulkan bahwa:
C, = —Ce2Vkam, (3.82)
Sedangkan untuk Z(rr), adalah:
Z(m) = C5em” + C6e_m” = 0. (3.83)
Subsitusikan persamaan (3.82) ke persamaan (3.83) maka didapatkan:

Z(r) = Cgevkzm — (C5e2\/"_2‘”)e“/k_2” = 0. (3.84)

Persamaan (3.84) dapat dinyatakan sebagai berikut:

Cs|eker — (e2fkem e~Vam)| = 0 (3.85)



dari persamaan (3.85) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:

Cs = 0 atau [e\/k_z” - (ez\/k_z‘” e‘\/k_z’r)] =0.
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(3.86)

Dalam kasus ini dipilih Cs5 # 0 dan [e‘/k—zn - (ez\/k_z_” e‘\/k_z”)] =0,

maka:
eV = g=3fFa3T g, =24 Zp2 {2l)
2] 4 (2m)2
sehingga didapatkan:

4ni4 - an=0.

L0 (2n + 1)2n2
2 4 (2m)2

(3.87)

(3.88)

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa C5 = C; = 0 sehingga tidak ada

solusi nontrivial untuk kasus k, > 0.

Kasus 2: Jika k, = 0, maka akar-akarnya adalah kembar, mengakibatkan

solusi umum dari persamaan (3.78) adalah:

Z(2) = CseV*2 7 + zC e Vk2 2,

(3.89)

Untuk menentukan Cs dan Cg maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya —m < z < m, sehingga diperoleh:
Z(—m) = CseV*2 ™ + (—m)Cee VR = 0,
Persamaan (3.90) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

(7T)Cse“/"_2 = Cse\/k_2 o

(3.90)

(3.91)
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yakni:
_ Cse‘z\/k_Z" (3.92)
6= o -
Sedangkan untuk Z(7r), adalah:
Z(m) = Cse‘/k_Z" + (n)Cﬁe_\/k_Z" = 0. (3.93)
Subsitusikan persamaan (3.92) ke persamaan (3.93) maka didapatkan:
Z(n) = CseV2™ 4+ (1) Cse_zm:r CALD T (3.94)
Persamaan (3.94) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:
Cs (eVFem + em2/ka2m e=Vlam) = (3.95)
dari persamaan (3.95) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:
Cs=0 atau eVkz™ 4 ¢=3Vkam = (3.96)
Dalam kasus ini dipilih C5 # 0 dan eVka™ 4 o=3Vk2a™ = 0, maka:
eViem = —e=3fam, vk, =14lp2 4 BT (3.97)
sehingga didapatkan:
(3.98)

o f———— 27 =0,

y y of S | (2n + 1)2x2
2 4 (2m)2

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa jika k, = 0 maka Cs = C5 = 0,
artinya Z(z) identik dengan O (nol). sehingga tidak terdapat solusi nontrivial

pada kasus k, = 0.
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Kasus 3: Jika k, < 0. ketika akar-akarnya kompleks yaitu +i./—k,,

mengakibatkan solusi umum dari persamaan (3.78) adalah:

Z(z) = Cs cos+/—k, z + Cg sin/—k, z. (3.99)

Untuk menentukan Cs dan C¢ maka kita kombinasikan dengan boundary

condition-nya —m < z < m, sehingga diperoleh:

Z(—m) = Cscos/—k, —m+ Cgsin/—k, —m = 0. (3.100)

Persamaan (3.100) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

Cg sin —/—k,m = —Cg cos —/—k,m (3.101)
maka didapatkan:
- Cs cos+/—k,m (3.102)
i sin/—k,m .

Sedangkan untuk Z (), adalah:
Z(m) = Cs cos+/—k, m+ Cgsin/—k, w = 0. (3.103)

Subsitusikan persamaan (3.102) ke persamaan (3.103) maka didapatkan:

Z(1) = Cs cos/—ky m + SN iy [Th = 0. (3.104)

sin,/—k,m

Persamaan (3.104) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut:

c < 4+ 20 —K,7 sin/—k, n) 0 (3.105)
cos/—k, =0. .
® 2 sin/—k,m
Dari persamaan (3.105) diperoleh dua kesimpulan, yaitu:
J- in,/— 3.106
Cs = 0 atau cos+/—k, m+ cosykem syl _ 0. ( )

sin,/—k,m
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cos./—kom sin /—ky, 0

sin,/—k,m

Dalam kasus ini dipilih C5 # 0 dan cos/ —k, w +

b
maka:

sin/—k, m cos/—k, m + cos/—k,msin/—k,m

= 0. (3.107)
sin/—k,m

Dari persamaan (3.107) dapat disimpulkan:

2cos(y/—k,m) = 0. (3.108)

Dari persamaan (3.108) maka ’—kz m =0 yakni ik,m = 0 dipenuhi pada

saat:
_ _ (@n+nm)? (3.109)
Ui ( 2n )
untuk setiap n =1, 2, ....
2n+ 1nz (3.110)

Z(z) = 2cpicos o

adalah penyelesaian Laplacian terhadap sumbu z dimana c,, adalah konstan.

Sehingga diperoleh solusi umum:

nx 2n+ 1)n 2n+ 1)nz 1
[an sin (7)] [ani cos (2#] [chi cos% =5 (3.111)

Uji keabsahan solusi:

Penyelesaian untuk X (x):
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nx
X(x) = ansm( 3 )
a,n cos (nz_x)
X)) =—7F" (3.112)
—a,n?sin (nz_x)
X"(x) =
4
Substitusikan persamaan (3.112) ke persamaan (3.11), menghasilkan:
Boes nx
i + (E) a, sin (7) =K
Penyelesaian untuk Y (y):
) (2n+ Dmy
Y(y) = anlcosz—n
2b,icos [M] 2n+ Dm
Y'(y) =— o (3.113)
2
2b,i cos (W) (2n + 1)?n?
Y"(Y) = = (Zn)z
Substitusikan (3.113) ke persamaan (3.44):
2h M (2n + 1)212 5
nl COS 21 n n @Cn+ Drm f (2n+ Dmy
- 22 +( o ) anlcosz—n=

Penyelesaian untuk Z(z):
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(2Zn+ Dnz

Z(z) = 2cyicos on

(2n+ 1)7Iz

2c,i cos[ ] (2n+ Dm

Z'(z) = — (3.114)

Zn
2
2cpicos (M) (2n + 1)?m?
(2m)2

7'@) = -

Substitusikan (3.114) ke persamaan (3.76):

) 2n + Dnz z 2 2
2c,icos (2—n> 2n+1)*m 2n + Dm\? 2n + Dnz
= aF ( ) 2cpicos———— =

@2 7z

271
maka solusi (3.111) adalah solusi umum untuk persamaan (3.7).

dimana:

untuk X (x) :

X(x) =§:

n=1

Dalam deret Fourier dengan periode T = 2[ didapatkan:

KR = i sm

=
a, = %J:X(x) sin (nz_x)

a, = %j_llX(x) sin (nz_x)

untuk Y(y) :
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(Zn+ Dmy

Y(y) = 2byi cos on

Dalam deret Fourier dengan periode T = 2[ didapatkan:

— : (2n+ Dmy
Y(y) = Z 2b,,i cosz—n

2 1
b= 2 [ L) con &

(2Zn+ Dmy
by lf —Y( ) co 0SFETT B

untuk Z(z) :

Cn+ Dnz

46 =9 ichs Fa

Dalam deret Fourier dengan periode T = 2[ didapatkan:

(2n+ Vnz
Z(z) = z chlcosz—)

Cn lf —Z(z)cos(zn-;&
&, lf —Z(z)cos(zn;—l)ﬂz

Untuk mengetahui gambar dari solusi analitik persamaan Helmholtz, maka

diinputkan pada MATLAB. Sehingga menghasilkan gambar sebagai berikut:
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Gambar 3.2 Grafik Penyelesaian Analitik dari Persamaan Helmholtz (software Matlab).

3.2 Analisis Penyelesaian Numerik Persamaan Helmholtz Pada Koordinat

Kartesian

Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan kondisi batas dapat
diselesaikan dengan metode beda hingga. Pandang persamaan Helmholtz (3.1)
dengan syarat batas periodik yaitu 0 < x < 2r, 1 <y <3m,dan —m <z <.
Dengan menggunakan bentuk beda hingga pusat seperti yang diberikan dalam

persamaan (2.74), maka persamaan (3.1) dapat ditulis dalam bentuk berikut ini:

Vicvjke = 2Vije ¥ Vieaje  Vijoik — 2Vije + Vijrik
+ +
Ax? Ay?

(3.115)
Vijke-1 = 2Vije +Vijrsr g
Az?
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Persamaan (3.115) dapat ditulis kembali:
Vicrjk = 2Vijk + Visajk N Vij-1k = 2Vijk + Vijrik N
Ax? Ay?
(3.116)
Viik-1—2Vijx + Vijk+1
J I T Ry 5 = 0.
e
Apabila Ax? = Ay? = Az? maka persamaan (3.116) menjadi:
Vijk = Vierjk = Vierjk = Vij-16 = Vijsrk = Vijk-1—
3.117
1 ( )
Vijk+1 — 5= 0.

Tlustrasi pola iterasi seperti gambar berikut:

g

Gambar 3.3 Pola Iterasi Tiga Dimensi (Anonymous, 2011).

Sebagai ilustrasi prosedur iterasi, maka pola iterasi pada gambar 3.2 di atas
dikerjakan untuk mendapatkan semua penyelesaian untuk titik-titik grid di level

z=k+1 dan z=k—1 dengan menjalankan pola di sistem yang memuat
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semua perubahan di x dan di y. Sehingga untuk mendapatkan penyelesaian secara
numerik dengan memperhatikan gambar 3.1 dan gambar 3.2, maka sistem
persamaan (3.108) ditulis dalam bentuk (dengan menganggap adanya perubahan
di x dan di y dan menganggap tidak ada perubahan di z. Adapun gambar sistem

iterasinya sebagai berikut:

Gambar 3.4 Pola Perhitungan Iterasi Tiga Dimensi
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Hasil perhitungan tiap titik-titik grid pada gambar 3.3 adalah sebagai

berikut:

0,m,—1) = 6V(o,-m) — V(_l 7T,_n) - V(T[ n’_n) - V(O.i—g.—n) — V(O,lll—g[,—ﬂ) —

1
Yom-2m) = V(or-2m =3 =0

i n n n n n n-1
=6Vi; — Vi —Viery —Vijoa —Vijgr —S—-V'"—

Vn+1 =0

Vs
(E’ T, —ﬂ) = V(2 r ) ~ Vom-m ~ Vim

=17 -V —
o™ o) (foom)  (Goror )
4 v 1 0
() (Gm1) 2

_ n n n n n n—1
=6V;; —Vi,ij —Vier; —Vijor —Vijygr —S—-V" " —

Vn+1 =0

21
<E, 1T, —TL’) = 6V(2_7r TL',—TL') - V(l,n,—n) = V(3—n,rc,—n’) . V(Zn o n_) - V(Zn 111 n:) -

10 1070~ 10710~

(Gas RG-S

10" 10

. n n n n n n-1
=6Viy Vil PVt Rl Vi 987V —

VTl+1 = O
3m ) =6V v v v v -
(567 7) = Mgtnr) = hmen) =) 35 m) i)
v v L
Gom-5) ~ Gom-T5) 2

_ n n n n n n-1 n+l _—
=6V —Vieg; = Virrj —Vijoa —Vijer —=S=V"7=V* =0
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10’

83

TT, —TL’) = 6V(4nrr—rt) - (Snrt,—rr) - V(Sn: ) - V(4n o ) - V(4n 11w ) -

0™ 0 10T 1070 " 10710 "
1
V(4-_n _117‘[) - V(4-_7r _9_11) — = = 0
10710 10710 2

_ n n n n n n-1
=6V = Vi —Vigrj —Vijea —Vijer —S-VV0 —

Vn+1 = O

10’ 10 10 10'10" 10710
1
V(S_r[ _117‘[) - V(S_n: _9_7-[) —_ = = O
10" 10 10710 2
w, n n n n n n—-1
SOV <WimTn Tl Al Sy St i =

11w
<0'1_o’ _") e NWYF AN g R L 0
(GO N
=6V;; K ]n Vit ]n Vi,j—1n Vi,j+1n —-S—-ynt—
Vn+1 =0
n 1lm = > )
(E'W' _”) R L R (e e L R

1
V(l 121 —n) - V(l 11w 111'[) - V(%lll_gr_‘i_g) - E =0

_ n n n n n n-1
=6V = Vi = Vigry —Vijor —Vijyr —S=V"" =

Vn+1 =0
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2 11w ) e v v v _
(5570 7) = Vamt = Vit = Vrm L ~Vr,
V Vv V 1 =0

_ n n n n n n-1
=6V —Viey; —Vigry —Vijor —Vijer —S=V'0 =

Vn+1 =0

<3n 11n ) 6
|| = [/<371'1171' ) - [/(21'[ 11w ) N [/(471'1171' ) i I/(3TL’

g
10" 10 ﬁ:ﬁ.—ﬂ' ﬁ,ﬁ.—ﬂ' ﬁ.ﬁ.—ﬂ' ﬁ.ﬂf.—ﬂf)
1
V(3_n 121 ) = V<3_n 117r_117r) = V(3_7r 11n _9_n) —==0
1010 " 10" 10’ 10 10" 10’ 10

_ n n n n n_¢_ yn-1_
SOV Vi i il S S S

Vn+1 =0

<3TL’ 157 )_ - . y . B

010" ") = Vs = Ve~ Ve ~ Ve
Vv Vv Vv 1—0
e e B o

- n n n n n n-1
=l sl Vi ek — Vijio F -V —

Vn+1 =0
i 1om =6V V -V -V -
5610 ) = Vgpisnm) om0 5
% vV % _ 0

_ n n n n n n-1
=6Vi; = Vi —Viery —Vijor = Vijpr =S=V" " =

Vn+1 =0
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(57r 15w ) o v v v
T AT = 51 15 — Viam 15 — V/emr 15 — V/5m14 -
10" 10 o0 (o)  Goo ™ (Gt ™)
V Vv V L 0
5t 16 - 5m 15 11 - 5m 15 9 - ==
o0 (Goro-10) (Gooo1o) 2
=6V ;" = Vieg ;" = Vigr " = Vijor" = Viju" =S =V =
Vn+1 = 0

(2m,3m,m) = 6V(2T[,371',T[) T V<19_(;f7.”.[
107

V(Zn,?,n,(i—g) — V(Zn,3n,111—0n) . E =0

= n n n n n n—1
S0V; SV ST L SlVE T g Gt S i
Vn+1 =0

Dari iterasi di atas dapat ditulis dalam bentuk matrik tridiagonal sebagai berikut:

AB=X+Y
dengan:
6 —Nu0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
N 6 J1F 0 0 0 RN 0 0 0 0
0f 1L 6 150 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 -1 6 -1 0 0 0 U U 0 0
0 0 0 -1 6 =1l 0 0 0 0 -1 0
4= 0 0 0 0 -1 6 0 0 0 0 0 -1
0 -1 0 0 0 0 0 6 -1 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 -1 6 -1 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 6 -1 0
| 0 0 0 0 0 V4" 0 0 0 0 V" 6V;"




[I'/(Z m,—) V(O'”'_fon)
10™ ”) V(ln_—gn)
yoD 10710
(ﬁ,n,—n) V(Z_” __9"")
Jp 10710
(f5m—=) Vo)
Vi an . e
(42 7,-x) Viam . om)
e 10710
B = (E':["") X = V(i%ﬂ_ﬁ%go")
Vix 11n :
(ﬁ’ﬁ _T[) V(l 11w —91'[)
Vior11n 11y
(E' 10 ) V(Z—nll_ﬂ_—gn)
A 10710 * 10
(E’ - ) V 3w 11w -9
: (E‘ﬁ'ﬁ)
L V(Zn,Bn.n) e _V(?Tn‘%"i_g) T V(277:,3T[,T[)_
- 1
-z
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Untuk mengetahui gambar dari solusi analitik persamaan Helmholtz, maka

diinputkan pada MATLAB. Sehingga menghasilkan gambar sebagai berikut:

Gambar 3.5 Grafik Penyelesaian Numerik Dari Persamaan Helmholtz (software

Matlab).
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3.3 Komparasi Hasil Penyelesaian Analitik Dan Penyelesaian Numerik
Dari gambar 3.2 dan gambar 3.4 untuk penampang persamaan Helmholtz
secara analitik dan numerik dapat dilihat pada tabel berikut:

Tabel 3.1 Galat error

A Ay Analitik (A) Numerik (B) Error
[Vie—1 + Viega | [Vie—1 + Viesal |A — B|
0 0 - - -
40 60 - - -
80 120 - - -
120 180 - - -
160 240 - - -
200 300 -1,0 1,5 -2,5
240 360 0,3 2,0 -1,7
280 420 -0,7 2.3 -3,2
320 480 -1,2 1,5 -2,7
360 540 B5 g2 -0,7
400 600 2 3 -1,0

Berdasarkan tabel 3.1 di atas didapatkan, tidak terdapat penyelesaian
analitik dan numerik (artinya bahwa amplitudo gelombang pada analisa analitik
dan numerik adalah 0) pada titik (Ax, Ay) = (0,0) sampai (160,240). Selanjutnya
pada titik (200,300) penyelesaian analitik bergerak ke bawah sejauh -1,0,
sedangkan numerik bergerak ke atas sejauh 1,5 sehingga galat error untuk
penyelesaian ini adalah -2,5. Pada titik (240,360) penyelesaian analitik bergerak
ke bawah sejauh -0,7, sedangkan penyelesaian numerik juga bergerak ke atas

sejauh 2,5, sehingga galat error untuk penyelesaian ini adalah -3,2. Pada titik
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(320,480) penyelesaian analitik bergerak ke bawah sejauh -1,2, sedangkan
penyelesaian numerik juga bergerak ke bawah sejauh 1,5 sehingga galat error
untuk penyelesaian ini adalah -2,7 dan seterusnya. Dari hasil kedua metode
menunjukkan bahwa terdapat beberapa galat error antara -0,7 sampai -3,2 pada

amplitudo gelombang tiap titik grid yang sama.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1.

Analisis analitik persamaan Helmholtz pada koordinat kartesian

Berdasarkan paparan pada pembahasan di atas didapatkan persamaan
Helmholtz tiga dimensi pada koordinat kartesian melalui penurunan

persamaan aliran listrik yang merambat di dalam bumi, yaitu:

62V+62V+62V .
0x2  dy?  0z2

Selanjutnya, dengan menggunakan metode pemisahan variabel dapat
diselesaikan model persamaan Helmholtz tiga dimensi pada koordinat
kartesian menggunakan nilai batas periodik dengan prosedur sebagai berikut:
a. Didefinisikan nilai batas pada persamaan Helmholtz.
b. Substitusi V = X(x)Y(y)Z(z) ke dalam bentuk umum Helmholtz.

c. Pemisahan variabel untuk memperoleh penyelesaian khusus fungsi

dalam X, (x) = a, sin (%) ,¥n=20,1,2,.. sedangkan dalam
Y.(y) = 2b,icos (zn;r% vn=1,23,.. dan dalam Z,(2) =
2c,i cos (2nt+1)mz vn=123,..

2n

d. Penyelesaian umum persamaan Helmholtz:

nx 2n+ Dm 2n+ 1)nz 1
[an sin (7)] [ani cos (2#] [chi cos% =

&9
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-16 1) 1)
VS = (xs) a(yS) (Zs) adalah kerapatan muatan ruang

2. Analisis numerik persamaan Helmholtz pada koordinat kartesian

Flow chart secara umumnya adalah sebagai berikut:

Input Vi i ™ Vim ™ Vien ;" Vij—1" Vi 41"

i}y i1 =gk P4
for j=1:y

Output V7=t 4 pyn+t

4.2 Saran

Konstruksi persamaan Helmholtz tidak hanya dapat dihasilkan dari
persamaan kelistrikan di bumi tetapi juga dapat dikonstruksikan dari persamaan
konduksi panas, persamaan Schrodinger, persamaan telegraf dan lain sebagainya.
Penelitian ini bisa dilanjutkan pada justifikasi analisis pada koordinat polar dan

bola.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Listing Program Penyelesaian Analitik

cle, clear
pi = 180;
dx =18;dy =18; dz=18;

x=0:dx:2%pi;
y=pi:dy:3*pi;
z=-pi:dz:pi;

x=zeros(1,21);
x(1)=0;
x(2)=p1/10;
x(3)=2%pi/10;
x(4)=3*p1/10;
x(5)=4*pi/10;
x(6)=5%pi/10;
x(7)=6*pi/10;
x(8)=7*pi/10;
x(9)=8*pi/10;
x(10)=9%pi/10;
x(11)=pi;
x(12)=11*pi/10;
x(13)=12%*pi/10;
x(14)=13*pi/10;
x(15)=14*pi/10;
x(16)=15*pi/10;
x(17)=16*pi/10;
x(18)=17*pi/10;
x(19)=18%*pi/10;
x(20)=19%*pi/10;
x(21)=2%pi;

y=zeros(1,21);
y(1)=pi;

y(2)=11*pi/10;
y(3)=12%pi/10;
y(4)=13%pi/10;
y(5)=14*pi/10;
y(6)=15%pi/10;
y(7)=16%pi/10;
y(8)=17%pi/10;
y(9)=18%pi/10;



y(10)=19%*pi/10;
y(11)=2%pi;

y(12)=21%pi/10;
y(13)=22%pi/10;
y(14)=23%*pi/10;
y(15)=24%pi/10;
y(16)=25%pi/10;
y(17)=26%pi/10;
y(18)=27*pi/10;
y(19)=28*pi/10;
¥(20)=29%pi/10;
y(21)=3*pi;

z=zeros(1,21);
z(1)=-pi;
7(2)=-9*pi/10;
7(3)=-8*pi/10;
z(4)=-T*pi/10;
7(5)=-6*pi/10;
7(6)=-5*pi/10;
z(7)=-4*pi/10;
7(8)=-3*pi/10;
7(9)=-2*pi/10;
z(10)=-pi/10;
z(11)=0;
z(12)=pi/10;
z(13)=2%*pi/10;
7(14)=3*pi/10;
7(15)=4%*pi/10;
z(16)=5%*pi/10;
7(17)=6*pi/10;
z(18)=T*pi/10;
7(19)=8*pi/10;
7(20)=9%*pi/10;
z(21)=pi;

an=zeros(1,21);
an(1)=.2;
an(2)=.3;
an(3)=.4;
an(4)=.5;
an(5)=.6;
an(6)=.7,;
an(7)=.8;
an(8)=.9;
an(9)=.10;
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an(10)=.11;
an(11)=.12;
an(12)=.13;
an(13)=.14;
an(14)=.15;
an(15)=.16;
an(16)=.17;
an(17)=.18;
an(18)=.19;
an(19)=.20;
an(20)=.21;
an(21)=.22;

bn=zeros(1,21);
bn(1)=.11;
bn(2)=.12;
bn(3)=.13;
bn(4)=.14;
bn(5)=.15;
bn(6)=.16;
bn(7)=.17,
bn(8)=.16;
bn(9)=.19;
bn(10)=.20;
bn(11)=.21;
bn(12)=.22;
bn(13)=.23;
bn(14)=.24;
bn(15)=.25;
bn(16)=.26;
bn(17)=.27;
bn(18)=.28;
bn(19)=.29;
bn(20)=.31;
bn(21)=.32;

cn=zeros(1,21);
cn(l)=1;
cn(2)=2;
cn(3)=3;
cn(4)=4;
cn(5)=5;
cn(6)=06;
cen(7)=7,
cn(8)=8;
cn(9)=9;
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cn(10)=10;
cen(11)=11;
cn(12)=12;
cn(13)=13;
cn(14)=14;
cn(15)=15;
cn(16)=16;
en(17)=17,
cn(18)=18;
cn(19)=19;
¢cn(20)=20;
cn(21)=21;

v=zeros(X,y,z);
for j=1:21
fori=1:21
v(i,j,1)=0.3;
end
end

v(:,:,1);

fori=1:21
for j=1:21
for k=1:21
for n=1:21

v(i,j,k)=(an(n)*sin((n*x(1))/2))*(2*bn(n)*sqrt(1)*cos(((2*n+1)*pi*y(j))/2"\n)) *(2*
cn(n)*sqrt(-1)*cos(((2*n+1)*pi*z(k))/2”n))-(1/2);%((1/4)*n"2)-
((2*n+1)"2*%pi”2)/(27n)"2);

end

end

end

end

[x,y]=meshgrid(X,y);
% axis auto
axis([200 600 100 400 -4 2])
hsl=sum(v);
forj=1:21
surf(x,y,v(:,:,)));
end
9% iterasi
for j=1:21

disp 'v';j

v(:,:,1)
end
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Listing Program Penyelesaian Numerik
cle,clear;

pi=180;
dx=18;dy=18;dz=18;

X=0:dx:2%pi;
Y=pi:dy:3%pi;
Z=-pi:dz:pi;

UkuranX=size(X),UkuranX=UkuranX(1,2);
UkuranY=size(Y),UkuranY=UkuranY(1,2);
UkuranZ=size(Z),UkuranZ=UkuranZ(1,2);

BanyakData=UkuranX*UkuranY

%% v awal
v=zeros(UkuranX,UkuranY,UkuranZ);
for j=1:UkuranZ
for i=1 : UkuranZ
v(i,j,1)=0.3;
end
end

v(:,:,1)

9% matrik S
S=zeros(BanyakData,BanyakData);
for i=1:BanyakData
j=1:BanyakData
S(,j)=0.5;
end

9% % buat matrik besar
Mtrx=zeros(BanyakData,BanyakData);
fori= 1 : BanyakData
for j=1 : BanyakData
if j==i
Mtrx(j,1)=6;
end
if j==i+1
Mtrx(j,i)=-1;
if mod(i,(UkuranX-2))==
Mtrx(j,1)=0;
end
end
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if i==j+1
Mtrx(j,i)=-1;
if mod(j,(UkuranX-2))==

Mtrx(j,1)=0;

end

end

if j==i+(UkuranY-2)
Mtrx(j,i)=-1;

end

if i==j+(UkuranX-2)
Mtrx(j,i)=-1;

end

end

end

9% % v baru
for k=2:UkuranZ
v_Baru=zeros(BanyakData,1);v_cadangan=zeros(BanyakData,1);
aa=1;
for j=1 : UkuranY
for i=1 : UkuranX
v_cadangan(aa,1)=v(i,j,k-1);
aa=aa+l;
end
end
v_Baru=Mtrx*v_cadangan;
aa=1;
for j=1 : UkuranY
for i=1 : UkuranX
v(i,j,k)=v_Baru(aa,1); % ini v barunya;
aa=aa+1;
end
end
end

% hasil simulasi dalam 3D
[X,Y]=meshgrid(X,Y);

% axis auto

axis([0 400 0 600 0.2 1])

set(gca, nextplot','replacechildren');

for j = 1:UkuranZ
surf(X,Y,v(:,:,)));
F() = getframe;
end
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Hasil Iterasi Analitik

j=1:21

ans

Columns 1 through 11

Columns 12 through 21

L5000
L2717
LBOEL

1597

. B057
L6281

9204

L BR20

3576
1114

L9636

9564

L3353
L AR3E
L0754
L0155
L07a7
L2523
L1382
. 082e
L1582

L5000
L8834
L1887
.3125
L2339
TS
L5833
L1810
L1344
3018
L2694
L0454
,3145
L7206
L0718
L2805
L2945
L1111
L7751
L3707
.00le

L5000
L1757
L4340
L9614
SB265
.5128
.8977
L8165

2028

L9157
L1778

8233

L2901
L4400
L3359
LBER0
3358
.103z
L6721
L0510
L0368

5000
L7454
L9297
L0069
L9579
7848
L5082
L3072
L1042
L0onz
L0Z00
L1588
3843
L8377
L8567
L9869
L9858
L8812
L6716
L4193
L1871

L5000
L0723
L2530
L7478
L4336
. 3886

8731

L7353

0360
7050
3755
6738

L2413
L3820
. THEE
L6198
L6768
L9425
L SEEN
L0170
.a048

. 5000
L5864
L BEET
L6551
L6798
6158
o S
4243
L3446
L3036
L3115
L3664
4546
5541
6401
L6512
6547
6497
L5674
L4683
L3771

-0.
Sy
-3,
-3,
-3,
=%n
-0.

Fils
-2,
-3,
=&
=20
ko

. 36da

5000
9620
0598
5199
el
2561
8469
6486
8580
4300
3597
5270
1893
a0l
B252
4009
4539
7711
5226
0193

L5000
L4485
. 4070
. 3803
. 4009
L4362
4574
L5417
5856
L GO8E
L6035
5736
5250
LAT0E
L4228
. 3947
L3827
L4175
L4629
L5175
5677

L5000
L5452
L8553
L2787
L0ngs
.1158
L8192
L1

6637
2420

odELE

3650

L1342
L2546
L4554
-1691
o ZARE)
. 5897
4409
L0377
e o

. 5000
L2877
1458
082l
L1225
L2570
L4520
L6559
LOE63
L9124
L8857
L TE0S
L5854
L3865
2059
L0986
.0alz
L1857
3585
111
L7580

-0, 5000
=il TEES
-2.6404
=80 [IE54
-2.7809
-1.9684
-0.7301
L4604
L7117
L9018
L8812
1343
L0764
L1857
2770
L9256
=i}
3991
L3550
L0880
0588

1
= i T T B - R i o S

-0.5000
-0.1494
0.1139
0.2243
0.1542
-0.0788
-0. 4168
-0.7755
-1.0656
-1.2147
-1.1859
-0.9862
-0.8653
-0.3033
0.o0s7
0.1958
0.2085
0.0447
-0.2547
-0.8153
-0.9471

-0, 5000
-1.5944
-Z. 4161
-2, 7605
-2.5418
-1.58145
-0.7597
0.3598
L2631
L1307
. 6408
L0173
L0160
L1138

L6714
diALILIL
L2000
L2654
L1402
L BR55

1
i
1
1
0
1
2.0908
@
&
2
1
0
0

L5000
L0026
L3710
0SB0
L4281
L0875
L3820
. G508
L30E3
. 51389
L4730
1887
L7345
L2210
L2231
L4870
. 5051
L2ven
L1521
LBE36
L1343

0
1
2
2
&
1

1
i
&
)
1
1
0

L5000
L4614
1833
L4559
.2938
.6548
L1282
L2033
L0507
L4587
3806
L8330
L0467
L0393
L8975
L4076
.4425
L9935
L1724
L1839
0.7258

L5000
L1420
L6241

GZ62
6979

AL
L3476
L0044
L5355
L G087
L7558
L3501
G027
L1389
L4333
L7139
LT87E
4374
L0508
L7111
L3187

. 5000
L3242
L9431
L2025
L0378
. 4800
L6356
L1476

294
laol

L1122

6428

L1114
L9623
LBRE1
L1354
L1653
L7804
L0765
L2280
. 5510

L5000
L2836
LBT23
L1180
L9624
4414
L3140
L1156
L7642
L0876
L0331
L5867
L8685
L0603
L6393
L0552
L0836
L1176
0482
-0.7577
-1.45%94

I
L= R e = T T e o O R e = =T =T o e R e B

L5000
L1534
. BREE
L3117
LTEL
L3209

BRZZ
0363
6023
8930
8368
4475

L1mE
L8333
L4334
L8560
. 8808
. 5616
L2Te0
o &3]
L3714

-0.5000
0.4221
1.1145
1.4047
1.2204
0.6076
-0.2812
-1.2244
-1.9872
-2.3795
-Z.3036
-1.7764
-0.9347
0.017z
0.5404
1.3296
1.3631
0.9324
0.1449
-0.8032
-1.6758

L5000
L0396
4447
L6148
L5067
.1481
L6280
L0761
L3703
. 5883
L5554
L2481
L2456
LB027
L2843
L5706
L5402
.3382
L8774
L3226
.lee0



Hasil Iterasi Numerik

i=1
ans =

Columns 1 through 11

0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000
0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000
0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000
0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000
0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000
Columns 12 through 21

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0. 3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000  0.3000

0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000

0. 3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000 0.3000 0.3000 0. 3000 0. 3000 0.3000



i=2
ans =

Columns 1 through 11

1.z2000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.9000 0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000
0.3000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000
0.3000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.3000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.3000  0.6000  0.6000  0.8000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.6000  0.6000  0.8000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000 0.6000 0.9000 0.6000 0.e000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000 0.6000
0.9000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.9000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000
0.3000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000
1.2000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000
0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000
0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000
Columns 12 through 21

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000 0.5000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.6000  0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000

0.9000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  1.2000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  1.2000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.9000

0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.6000  0.9000  0.6000  1.2000



ans =

Columns 1 through 11

5.4000 0.s000 1.z000 1. 2000 1.2000 1.z000 1.z2000 1.z000 1. 2000 3.0000 0.9000
Z.7000 0.9000 1.z000 1.z2000 1.z000 1.z2000 L.z000 1.z000 0,000 3.0000 1.2000
3.0000 0. 2000 1.z200a 1.z000 1.z000 1.z000 1.z00a 1.z200a F.0000 0.5000 1.z000
F.0000 0.5000 1.z000 1.z000 1.2000 1.2000 1.z2000 0. 5000 F.0000 1.2000 1.2Z000
3F.0000 0.5000 1.z000 1.z2000 1.2000 1.z2000 1.z2000 3.0000 0. 5000 1.2000 1.z2000
3.0000 0.5000 1.z000 1. 2000 1.2000 1.z2000 0.9000 3.0000 1.z000 1.2000 1.z2000
3.0000 0.9000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.2000 3.0000 0. 2000 1.z2000 1.z000 1.2000
3.0000 0.3000 1.z2000 1.z000 1.z000 0. 2000 3.0000 1.z00a 1.z000 1.z000 1.z000
F.0000 0.5000 1.z000 1.2000 1.2000 F.0000 0.5000 1.:z000 1.:z000 1.2000 1.2Z000
3F.0000 0.9000 1.z000 1.z2000 0.5000 3.0000 1.z2000 1.z000 1.z2000 1.2000 1.z2000
3.0000 0.s000 1. 2000 1. 2000 3.0000 0.9000 1.z2000 1.z000 1.z000 1.2000 1.z2000
3.0000 0.9000 1.z2000 0.3000 3.0000 1.2000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.2000
3.0000 0.2000 1.z2000 3.0000 0.5000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.z000
F.0000 0.5000 0. 5000 SF.0000 1.2000 1.2000 1.z2000 1. 2000 1.z2000 1.2000 1.2Z000
3.0000 0.9000 3.0000 0. 5000 1.2000 1.z2000 1.z2000 1. 2000 1. 2000 1.2000 1.z2000
3.0000 0.s000 3.0000 1. 2000 1.2000 1.z000 1.z2000 1. 2000 1.z2000 1.2000 1.z2000
3.0000 2.7000 0. 9000 1.z000 1.z000 1.2000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 1.z000 0.9000
Z.7000 3.0000 1.z2000 1.z000 1.z000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.z000 3.0000
5.4000 0.5000 1.z000 1.z2000 1.2000 1.2000 1.z2000 1. 2000 1.z2000 0.5000 F.0000
2.7000 1.z2000 1. 2000 1.z2000 1.2000 1.2000 1.z2000 1.z000 1.z2000 F.0000 0.9000
0.&a000 1.z2000 1.z000 1. 2000 1.2000 1.z2000 1.z2000 1. 2000 0. 5000 3.0000 1.z2000
Columns 12 through 21

1.z000 1.z000 1.z2000 1.2000 L.z000 1.z2000 L.z000 0.9000 J.0000 0.9000

1.z000 1.z000 1.z2000 1.2000 L.z000 1.z000 1.z2000 3.0000 0.2000 0.3000

1.z2000 1.z000 1.2000 1.2000 1.z2000 1.2000 0.3000 3.0000 1.2000 3.3000

1.z2000 1.z000 1.z2000 1.z000 1.z2000 1.z2000 3.0000 0.3000 1.z000 3.0000

1.z2000 1.z000 1.2000 1.z000 1.z2000 0.30aa 3.0000 1.z2000 0.23000 3.0000

1.z000 1.z000 1.z2000 1.z000 1.z2000 3.0000 0.3000 1.z2000 0.3000 3.0000

1.2000 1.z2000 1.2000 1.z2000 0.3000 3.0000 1.2000 1.2000 0.3000 3.0000

1.2000 1. 2000 1.2000 1.2000 3.0000 0.9000 1.2000 1.2000 0.59000 3F.0000

1.z000 1.z000 1.z2000 0.2000 3.0000 1.z000 Ll.z2000 1.z000 0.2000 3.0000

1.z000 1.z000 1.z2000 3.0000 0.9000 1.z000 L.z000 1.z2000 0.2000 3.0000

1.z0o0 1.z000 0.9000 3.0000 1.z000 1.z000 1.z000 1.z2000 0.2000 3.0000

1.z2000 1.z000 3.0000 0.2000 1.z000 1.z000 Ll.z000 1.z2000 0.2000 3.0000

1.z2000 0.3000 3.0000 1.2000 1.2000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 0.3000 3.0000

1.z2000 3.0000 0.3000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 0.23000 3.0000

0.2000 3.0000 1.2000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.z2000 0.23000 3.0000

3.0000 0.3000 1.z2000 1.z000 1.z2000 1.z000 1.z000 1.z2000 0.a000 2.7000

3.0000 1.z2000 1.2000 1.2000 1.2000 1.2000 1.2000 1.2000 0.a00a0 5.4000

0.9000 1. 2000 1.z2000 1.2000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 1.2000 0.6e000 5.4000

1.z0o0 1.z000 1.z2000 1.z2000 L.z000 1.z0o0 1.z2000 1.z000 Z.7000 2.7000

1.z000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z2000 1.z000 l.z000 0.9000 2.7000 2.7000

1.z000 1.z000 1.z2000 1.z2000 1.z000 1.z000 l.z000 3.0000 0.&000 5.7000



i =6
ans =1.0e+003 *

Columns 1 through 11

0.8688 -0.0837  0.0480  0.0042  0.0099  0.0096  0.0096  0.0093  0.0477  0.1962  -0.1188
-0.112z  -0.1242  0.0477  0.0042  0.0089  0.009  0.0096  0.0042 -0.1188  0.1962  0.0477
0.2613  -0.1185  0.0477  0.0042  0.0088  0.0096  0.0099  0.0477  0.1962 -0.1185  0.0042
0.1893 -0, 11585 0.0477 0.004z 0.0099 0.0096 0.004z -0.1188 0.19%2 0.0477 0.0099
0.1985 -0, 11585 0.0477 0.004z 0.0099 0.0099 0.0477 0.19%62 -0.1188 0.0042 0.0096
0.1962  -0.1188  0.0477  0.0042  0.0099  0.0042 -0.1188  0.1962  0.0477  0.0099  0.0096
0.1962  -0.1188  0.0477  0.0042  0.0L0Z  0.0477  0.1962 -0.1l188  0.0042  0.0096  0.0096
0.1962  -0.1188  0.0477  0.0042  0.0045 -0.1188  0.1962  0.0477  0.0099  0.0096  0.0096
0.1962  -0.1188  0.0477  0.0045  0.0480  0.1862 -0.1188  0.0042  0.0096  0.0096  0.0096
0.1962  -0.1188  0.0477 -0.00l2 -0.1185  0.1862  0.0477  0.0099  0.009  0.0096  0.0096
0.1962 -0.1188  0.0480  0.0423  0.1965 -0.1188  0.0042  0.0095  0.0096  0.009  0.0096
0.1962 -0.1188  0.0433 -0.1242  0.1962  0.0477  0.0099  0.0096  0.0096  0.0096  0.0096
0.1962 -0.1185  0.0858  0.1893 -0.1185  0.0042  0.0036  0.0095  0.0096  0.0096  0.0096
0.1962 -0.1247 -0.0837  0.1965  0.0477  0.0099  0.0096  0.0095  0.0096  0.0096  0.0099
0.1965 -0.0837  0.2613 -0.1185  0.0042  0.0096  0.0096  0.0095  0.0096  0.0096  0.0042
0.1893 -0.2052  0.1893  0.0480  0.0099  0.0096  0.0096  0.0095  0.0096  0.0093  0.0477
0.2613 -0.1122 -0.1242  0.0045  0.0096  0.0096  0.0096  0.0095  0.0096  0.0042 -0.1188
-0.11zz2 0.2613 0.0423 0.0lo0z 0.0096 0.0096 0.0096 0.0096 0.0099 0.0477 0.19%z2
0.8685 -0.0837 -0.0012 0.0099 0.0096 0.0096 0.0096 0.00%96 0.0042 -0.1188 0.1% 2
-0.1122  0.0856  0.0045  0.0099  0.009  0.0096  0.0096  0.0099  0.0477  0.1962  -0.1188
-0.2052  0.0423  0.0042  0.0099  0.0086  0.0096  0.0096  0.0042 -0.1188  0.1962  0.0477
Columns 12 through 21
0.0042  0.0096  0.003  0.0096  0.0096  0.0096  0.0045 -0.1242  0.2613  0.1695
0.0033  0.0096  0.003  0.0096  0.0096  0.0089  0.0480  0.1883  -0.0807  -0.9570
0.0096 0.0096 0.00%96 0.0096 0.0096 0.004z2 -0.1185 0.1893 0.0354 0.6564
0.0096 0.0096 0.00%96 0.0096 0.0099 0.0477 0.1965 -0.1242 0.2811 0.1089
0.0096 0.0096 0.00%96 0.0096 0.0042 -0.1188 0.1965 0.0453 -0.2856 0.2043
0.0096 0.0096 0.0096 0.0099 0.0477 0.1962 -0.1185 -0.0315 -0.05945 0.1959
0.0096  0.0096  0.0096  0.0042 -0.1188  0.1962  0.0480  0.0714 -0.1200  0.1962
0.0096  0.0096  0.0099  0.0477  0.1962  -0.1188  0.0060  0.0458 -0.1188  0.1962
0.0096  0.0096  0.0042 -0.1188  0.1962  0.0477  0.0033  0.0477 -0.1188  0.1962
0.0096  0.0099  0.0477  0.1962 -0.1188  0.004Z  0.0042  0.0477 -0.1188  0.1962
0.0095  0.0042 -0.1186  0.1962  0.0477  0.0102  0.0042  0.0477 -0.1188  0.1962
0.0098  0.0477 01962 -0.1186  0.0042  0.0089  0.0042  0.0477 -0.1188  0.1962
0.0042  -0.1188  0.1962  0.0477  0.0099  0.0089  0.0042  0.0477 -0.1188  0.1965
0.0477  0.1962 -0.1186  0.0042  0.0096  0.0089  0.0042  0.0477 -0.1188  0.1893
-0.1188  0.1962  0.0477  0.0099  0.0096  0.0099  0.0042  0.0477 -0.1185  0.2Z613
0.1962 -0.1188  0.0042  0.009  0.0096  0.0099  0.0042  0.0477 -0.1242 -0.1122
0.1962  0.0477  0.0099  0.009  0.0096  0.0099  0.0042  0.0480 -0.0837  0.B688
-0.1188  0.0042  0.0086  0.0096  0.0096  0.0089  0.0042  0.0433 -0.2052  0.8G07
0.0477  0.0038  0.0096  0.009  0.0096  0.008%  0.0045  0.0858 -0.1122  -0.0Z46
0.0042  0.0096  0.009  0.009  0.0096  0.0099 -0.0012 -D.0837 -0.1107 -0.1983
0.0083  0.0096  0.009  0.009  0.0096  0.0102  0.0423  0.2613 -0.2373  1.2423



ans =1.0e+003 *

7

Columns 1 through 11

—

Columns 12 through 21

1
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L4372
L59EL

2744

LE0EZZ

a1zo

L8033

036

L9038

036

L0386

an3e

L0386

036

L0333

alzo

LB0Ez

5744

L5981
L4372
L5981
.5394

L0408

0258

L0189

019z
019z
o1ez
o1s9z
n1ez
019z

L0192
L0189
L0258
L0408
L3054
L7191
L9036
L9036
L7181
L3054
L0408
L0258

L5199
L1746
LT1ES
L7154
L7181
L7181
L1181
L7191
L7191
L7181
L7191
L7194
o TLZS]
L1746
L5189
L8394
L5081
L5744
L5189
L5974
.2454

L0183
L0192
L0182
L0192
L0182
L0182

01z

L0192
L0189
L0258
L0405
L3054
L7191
L9036
L9036
L7191
L3054
L0405
L0258
L0189
L0182

1 |
[ e T e e

o T e e Y e N e Y e O e e

3120

L3051

3054
3054
3054
3054
3054

3054

3054

L3051

3120

L2454
L5976
L5199
L5744
L8022
L1746
L2454
L100&
L0342
L0411

L0182

0192

L0192
0192
L0192
L0192

IRR=L

L0258
L0408
L3054
7191
L9036
L9038
L7181
L3054
L0408
L0258
0163
L0192
L0192

nlaz

0408
L0408
0408
L0408
L0408
L0408
0408
L0411
L0342
L1008
L2454
LTe
L8022
L9120
o TILAS
L3120
L0342
L0324
L0255
L0258
L0258

0192
n1sz
L0192
. 0192
L0189
L0258
L0408
L3054
L7191
La03e
. 9036
L7191
L3054
0408
L0258
n1s9
L0192
0152
0192
0192
0oz

0258

L0255

0258

L0258

0258

L0255

0324

L0342
L3120
LTlES
LH120
L2033
L7194
L3051
L0411
LOE55

[IR-11

.0l1as

[IR-1=]

.01a9

nLas

L0182
AlHLEE
L0189
0236
L0408
3054
719
L9036
L9036
L7181
. 3054
L0408
o [1B55
L0186
L0189
L0189
L0188
0188
L0189
L0189
L0188

e R e e Y e e e Y e O

[ = T = R = e e R e Y e R e Y e |

nlsa

L01E9

nlsa

L0186

0255

L0411
L3051
7194
L9033
LA036
n TALENL
L3054
L0408
L025E

o1ss
019z
019z
0lsz
019z

L0192

n1sz

0186
RESS
L0411
3051
L7194
L9033
L9033
L7194
L3051
0429
0339
o MBS
Dz2ss
Dz5s
0258
0258
L0258
Dasg
0z25s
L0255
0324

19z
L0159
0258
0408
3054
7181
036
L9036
7191
L3054
0408
L0258
1&g
L0192
019z
L0192
019z
L0192
019z
L0192
L0159

[ e e e e O e Y e Y Y e N Y e O R e Y e e Y e Y e N e O = e

-0.034z2

0.31z0
-0.7125

0.91z0

0.91z0
-0.7125

0.3075

0.01z23
-0.07z0
-0.0381
-0.0408
-0.0408
-0.0408
-0.0408
-0.0408
-0.0408
-0.0408
-0.0411
-0.0342
-0.1008

0.2454

0.0258
-0.0408
0.3054
-0.7191
0.3036
0.9036
-0.7191
0.3054
-0.0408
0.0258
0.01&9
0,019z
0.01%z
0.0l%2
0,019z
0,018z
0,019z
0.0l8z
0.01&9
0.0258
-0.0408

0.
L8022
L8022
L7806
L3414
L5946

|
=

e O e TR e R e Y O e N e Y e Y e e Y e e Y e

7746

6966

L2469

3084

L3054
L3054
L3054
L3054

LT

L3054

3051

L3120
2454
L5976
L5199
L5744

! |
o R e

e e N e e Y e Y e e Y e s o |

L3054
L7181
L0386
L8036
L7191
L3054
L0408
L0258
01ss
L0192
018z
L0192
018z
L0192
018z
L0192
n1ss
L025a
. 0408
L3054
L7191

1.5699
-0.4224
-0.1845

2, 9220
-2.8277
-0.3180
-0.7584
-0.7176
-0.7191
-0.7191
-0.7191
-0.7191
-0.7191
-0.7194
-0.7125
-0.7746
-0, 5199
-0.8394
-1.5981
-1,5489
-1.3773

0.9036
0. 3036
-0.7191
0.3054
=0, 0408
0.0255
0.0189
0,019z
0.01%z
0,019z
0,019z
0,019z
0,019z
0,018z
0.01&89
0. 0258
-0, 0408
0.3054
-0.7191
0. 3034
0. 3036

=== T == T == e R e Y e R e B = T o)

1
—

L3712
L0913
L0721
1125
L0410
Rk
L9038
L9036
L9038
L9038
L9038
L9033
L9120
G022
L5744
L5981
L4372
2995
L5727
L5770
L6091

L7181
L3054

0408

L0258

0169
n1s2
019z

L0192

019z

L0192

019z

L0192

1&g

L0258
L0408
L3054
L7191
L9036
L9036
L7181
L3054



ans =1.0e+012 *

16

Columns 1 through 11

1
1
1]
1]
1]
i]
i]
1]
1]
1]
.
i]
1]
1]
1]
1]
i]
1
1
1
1

Columns 12 through 21

L1450
L2963
L8401
. 3560
L1243
L0216
L0128
. 00as
0074
L0073

o074

L0065
L0128
L0216
L1243
L3560
L G401
L 29635
L1450
L2963
L4115

L 0os0
L0030
L0011
. 0oo3
000l
. 0ooo
.oooo
. oooo
000l
L0003
L0011
L0030
L 0osn
L0054
0107
0073
L0073
L0108
0094
. 0os0
Loozs

L8738
L3408
L1138
L0118
L0143
L0102
0107
. 01086
. 0107
L0102

0143

L0115
L1138
. 3408
L8738
L4115
L2963
L G401
L8738
.5194
. 1868

.0oll
. 0oo3
.oool
. aoao
. aoao
. ooao
.oool
. 0oo3
.0oll
LO0zs
]
L0094
L0lo6
L0073
.0a73
.olo7
0085
00ez
003l
.0ole
Loood

L0635
.001%
L0113

009z
0085
nos4
noss
009z

L0113
.001e

UL

L1868
.5194
L8738
. 8401
. 3560
L3408
L1868
L0537
0190
0044

L0001
]
Loooo
.onoo
L0001
L0004
L0l
L0030
L0060
L00a5
L0107
L0074
L0074
L0105
Lo0g7y
L0045
L00Ls
L000e
.onol
L0001
L000l

-0, 0060
-0.0081
-0, 0080
-0, 0080
-0. 0060
-0, 00681
-0, 0060
-0.0044
-0.0150
0.0537
-0. 1668
0.3408
-0.3560
0.1243
-0.1138
0.0638
-0.01%0
0.0092
0.0013
0.0033
0.0029

-0, 0001
-0, 0001
-0, 0002
0.0003
-0.0012
0.0025
-0.008l
0.0082
-0, 0102
0. 0085
0.0089
-0.0122
0.0153
-0,0173
0.0136
-0,0057
0.0021
-0, 0000
0.0004
0.0003
0.0004

0.0030
0.0029
0.0030
0. 0029
0.0033
0.0013
0.0082
-0.0130
0.0638
-0.1138
0.1243
-0.0216
0.0118
-0.001%9
-0.0044
0.0013
-0.0022
-0, 0008
-0.0012
-0.0011
-0.0011

L0003
.ooo?
Looos
L0033
L0060
L0113
L0143
.0lze
L0054
LOooz
L0278
L0593
L0577
LOZE3
.0lo&
.oo1n
L0014
.00ll
L0011
.oola
]

-0.0011
-0.0012
-0.0008
-0.0022
0.0013
-0.0044
-0.001%
0.0118
-0.0Z18
0.0129
-0.0143
0.0113
-0. 0060
0.0033
-0.0003
0.0007
0.0003
0.0004
0.0003
0.0004
0.0003

-0, 0022
0.0013
-0.0044
-0.0019
0.0118
-0.0Z16
0.o00l
-0.0674
0.1895
-0.3015
0.2729
-0.1424
0.0547
-0.00598
0.0052
0.0027
0.0030
0.00z9
0.0033
0.0013
0.008z

0.00a7
-0.0008
0.0033
-0.0060
0.0113
-0.0143
0.01z9
0.00685
-0.0102
0.0082
-0.008l1
0.00z29
-0.0012
0.0003
-0.0002
-0.0001
-0.0001
-0.0001
-0.0002
0.0003
-0.0012

L0180
L0838
L1138
L1243
L0285
L2085
. 6498
L0186
.59158
L5025
L1997
L0485
.0le4
0045
.0ogz
.oosl
]
L0044
0180
0537
1868

0.00z39
-0.0061
0.0092
-0.0102
0.0085
0.0074
-0.0107
0.0035
-0.0060
0.0030
-0.0011
0.0004
-0.0001
0.0000
0.0000
0.0000
-0.0001
0.0004
-0.0011
0.0030
-0.0060

3406
L3560
L0371
L6270
7345
L6549
L3111
L2871
L5287
L1418
L0422
. 0040
.0lol
AR
L0113
.oo19
L0635
L1868
L5194
L8739
G401

0.0085
-0.0107
0.0074
0.0073
-0.0l08
0.0094
-0.0060
0.00z3
-0.0011
0.0003
-0.0001
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0001
0.0003
-0.0011
0.00z29
-0, 0060
0.0094
-0.0106

L1103
L1807
L4211
L5507
L9832
L2367
L9289
L2695
L0758
.oolo
L0123
L0100
L0143
L0118
L1138
3408
L8739
L4115
L2963
L2020
5086

0.0073
0.0073
-0,0107
0.0094
-0.0080
0.0030
-0.0011
0.0003
-0.0001
0.0000
-0.0000
0. 0000
-0.0001
0.0003
-0.00L1
0.0030
-0, 0060
0.0094
-0.0107
0.0073
0.0073

4, 3321
-5,7281
3.9831
-2, 1243
0. 6752
-0, 2855
0,0735
-0,0053
0.0083
0, 0082
0.0130
-0,0Z16
0. 1243
-0, 3560
0.8401
-1.2863
1.1450
0,2535
0.9742
-2.,9249
3.2816

-0,0107
0.0094
-0.0060
0.0030
-0.0011
0.0003
-0.0001
0.0000
-0,0000
0.0000
-0.0001
0.0003
-0.0011
0.0030
-0.0060
0.0034
-0,0107
0.0073
0.0073
-0,0107
0.0034



ans =

Columns 1 through 11

L3463
L1174
L1567
L 344l
L1237
L0278
L0107
L00ze

004z
0o04o
nn4z
nnzs

.01o7
L0278
L1237
L 344l
1
L1174
L9463
L1174
L2808

1.0e+013 *

L3355
L3575
L1223
L0223
L0112
L0052
L0060
i)
. 0oa0
L0052
L0112
olfE)
o A5
oG )
L8355
L2809
L1174
L1567
L8355
L5238
L2098

L0704
L0094

0osl

L0051

0055
on54
0055

L0051
L0081
L0094
L0704
L2098
L5238
L8355
LTRE7
3441
087
L2098
L0734
L0236
.oool

-0.0040
-0.0036
-0.0036
-0.0037
-0.0036
-0.0036
-0.0040
-0.0001
-0. 0236

0.0734
-0. 2098

[R5 55!
-0.3441

0.1237
-0.1223

0.0704
-0.0236
ooaL
000z
0023
ooLg

Columns 12 through 21

. 0037
L0019
.oonoa
. 0003
.0ool
.oooo
. oooo
. oooo
Loool
L0003
. ooog
L0019
L0037
o054
. oosa
]
.on4n
. ons3
L0054
L0036
.oo1a

.00og
L0003
.0ool
.oooo
.0ooo
.0ooo
.oool
. 0003
.0o0a
.0o19
. 0037
L0054
L0059
L0040
. 004a
LOdad
L0056
. 0038
L0022
.0oong
0003

L0001
.aonon
.aoon
L0000
L0001
L0003
L0008
L00ls
L0036
L0055
L0080
L0041
L0041
L0058
L0043
L0014
L0003
L0002
L0001
L0001
L0001

-0, 0001
=0.000L
-0.000L
0,000z
=0, 0008
0.001&
-0, 0036
0.0051
-0. 0052
0.00z9
0.0037
-0. 0085
0.0140
-0,0187
0.016l
=0, 0078
0.00z9
-0,0003
0.0004
0,000z
0.0003

no1s

.oo1s

no1s

L00le

o023

000z
008l
L0238
L0704
o )
ST
L0279
L0223
L0094
.oooL
000z
L0014
L0003
L 0o0E
. 0o0E
L 0oog

.oooz
L0005
.0o0s
L0023
0040
L0081
LOLLE
.01a7
0049
.0o0s9
L0431
L0760
L0720
L0388
L0151
LOoza
.0o14
.0ooa7
.0o0a
.0ooa
0005

L0008
.0o0g
0005
.0o0ld
L0002
.0ool
0024
oUEEY
L0278
L0107
L0112
L0081
L0040

0023

0003
L0005
000z
0003
0003
0003

ooz

L0014
000z
L0001
L0094
L0223
L0279
L0032
L0803
L2183
.3349
. 3055
L1713
L0891
L0188
005e
L0013
.00z0
L0018
ooz3
.o0oz
L0081

0.0005
-0.000%

0.0023
-0.0040

0.0081
-0.0112
0.0107
0.0029
0.0052
0.0051
0.0036
0.0018
0.0008
0.0002
0,000l
0.0001
0.0001
0,000l
0.0001
0.0002
0.0008

-0, 0236
0.0704
=0 g5
0. 1eSH
-0.0013
0. 2571
-0.7111
1.0634
-0.9601
5503
-0,2332
0. 0647
-0.0188
-0.0011
=0, 0040
-0, 0036
-0.0040
-0.,0001
-0.0236
0.0734
-0, 2098

0.0018
0.0036
0.005L
0.0052
0.002%
0.004L
0.0060
0.0055
0.0036
0.0012
0.0008
0.0003
0.0001

0000

0000

.ooon

L0003
.0oos
L0019
L0038

0
0
0
0.000L
0
0
0
0

0 DHTH
L3441
L0268
L6918
L8121
L5905
LZTEE
L3363
L5746
L1738
L0453
L0025
L0066
. 004s
LO0E1
L0094
L0704
. 2095
L5238
L8355
7567

0.0055
-0.0060
0.0041
0.0040
-0.0058
0.0054
-0,0037
0.001%
-0, 0008
0.0003
-0.0001
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0001
0.0003
-0, 0008
0.001%
-0.0037
0.0054
-0.0058

-0.0z80
1.2591
-3.2695
4,490z
-3.7321
2.1763
-0. 9458
0.302%
-0.0641
0.0095
-0.0054
-0.0049
-0.0112
0.0223
-0.1223
0.3575
-0.8355
1.2809
-1.1174
-0.0067
-1.5348

0. 0040
0.0040
-0.0058
0.0054
-0.0037
0.001%
-0.0008
0.0003
-0.0001
0.0000
-0.0000
0. 0000
-0.0001
0.0003
-0.0008
0.0019
-0.0037
0.0054
-0.0058
0. 0040
0.0040

L8578
061z
L5RES
L9825
L8594
L2815
0788
.0lle
.00ne?
L00zs
0107
L0279
L1237
344l
7587
L1174
L9463
0748
L0025
L6147
L5403

0058
0054
0037
.oole
L 000s
0003
.oool
. oooo
.oooo
.oooo
.0ool
0003
.0oo0s
.0o1s
0037
0054
0058
L0040
0040
0058
0054



20

ans = 1.0e+016 *

Columns 1 through 11

L5701
L7404
LSEEE
L3004
L1231
L0386
L0108
L0015
L0011
.0noe
L0011
L0015
L0108
L0386
L1231
L3004
L5026
L7404
L5701
.7404
L2475

L1048
L3652
L1448
L0429
L0118
L0011
L0014
L0010
L0014
L0011
L0118
. 0429
L1448
L3632
L1043
L3475
L7404
. D026
L7043
L5094
o G

L0865
L0267
L0074
.oooL
001z
L0010
.oolz
.oooL
L0074
L0267
L0965
o BB
L5094
L7048
. S626
L3004
L3652
o BN
L1194
L0429
L0103

Columns 12 through 21

.0ooa
L0005
Loooz
.oool
.0ooo
.0ooo
.0ooo
.0ooo
.oooo
0ol
.nonz
L0005
L0oog
.oolo
.0o1o
.0oo7
.0oo?
L0010
.oolo
.0on?
L0003

.oooz
.0ool
. 0ooo
. ooog
. 0ooo
. 0ooo
. 0ooo
000l
.00z
. 0ons
. 0oos
.0o1o
L0010

0oone

Looo7
.oolz
.0ola
L0017
L0014
.ooo?
.0oo3

Loool
.oooo
Loooo
. oooo
. oooo
Lo0nol
.00z
L0005
. 00og
L0011z
L0014
L0010
L0005
. 0o04
Lonza7
L0051
L0051
L0030
L0013
L0003
L0001

L0031
.0oo4
L0008
i
L0008
.0o04
L0031
L0103
L0428
L1154
L2537
L3652
3004
L1231
L1446
L0365
0428
L0143
L0032
L0012
L0003

.00on
.00on
L00o0L
.oool
.0noz
L0003
L0004
L0000l
L0011
L0015
L0019
L00sz
.0elz
L0308
L0EEE
L0175
L0076
L00E3
.0oos
.0oon
000l

ooos

L0005
.00os
L0003
L0012
L0032
L0149
L0429
L0965
.1446
o 3L
L0386
.04z29
L0267
L0105
003z
L0003
L0003
Loz
.onoz
Loooz

L0001
L0002
L0003
L0012
L0031
L0074
L0118
.0l0g
008l
L0362
L0863
L1251
L1173
0740
L0337
L0109
L0030
L0003
L0003
.oooz
L0003

Loonz
.oonz
0003
L0003
003z
L0108
L0267
L0428
L0388
L01oE
L0118
L0074
L0031
Loole

0003

ooz

oool
oool

0ol

oool

L0001

ooo:

L0032
L0105

0z67

L0429

0386

L0286
L1365

3052

LAZE3

3955

L2541
L1188

04le

L0118

oo1e

.0ons
L0003

oolz

L0032

0149

0.
L0003
L0012
L0031
L0074
L0118
L0L0g
L0015
L0011
000l
L0004
L0003
L0002
000l
.00l
]
oooo
Loooo
000l
0oL
Loooz

-0
1]
-0
i
-0
1]
-0
1
=i
i]
-0
1]
-0
i]
-0
-0
-0
]
-0
i]
-0

ooz

L0429
L0365
L1446
L1231
L0856
L3852
L0368
L1404
0451
LBTE0
L3287
L1189
L0354
L0071
L0022
.nonz
L0031
L0105
0423
L1194
L2537

0.0003
-0.0004
-0.0001

0.0011
-0.0015

0.0010
-0.0014

0.0012
=0.0008

0.0005
-0.0002

0.0001
=0.0000

0. 0000

0. 0000

0. 0000
-0.0000

0.0001
-0.0002

0.0005
-0.0008

0. 3852
-0.3004
0.1874
-0, 5443
1.7820
-2.3604
2.1130
=k SHTILE)
0.6748
-0. 2552
0.0779
-0.0174
0. 0043
-0, 0007
0.007s
-0. 0267
0.0965
-0.2537
0.5094
-0.7048
0. 5626

Lonlz
L0014
Loo1o
L000e
Lo01o
Lo01o
L00og
L0005
ooz
Loool
L0000
L0ooo
]
L0000
L0ooo
Loool
Loooz
L0005
L00oE
LiN]
L0010

L3194
o SHIHE
L 80E7
. 5907
L0569
LBh02
9633
L3783

1187
LOZED
L0073
LO0zEl
L0119
L0428
L1448
3652
.04a
L9475
7404
L3490
L5133

oooe

.ooo7
L0010
L0010
Looog
. 0ons
Loonz
L0001
L 0ooo
L oooo
. 0ooo
. 0ooo
. oooo
L0001
.0ooz
.0ons
.ooog
L0010
L0010
.0oo7
L0oo7

L0652
G689
LBOE3
L6113
. TEER
L3064
L0975
L0243
L0083
.0nz4
L0110
0386
L1235l
3004
LSRR
L7404
L5701
L2150
L9802
LBl
L2323

.0alo
.0o1o
L000E
L0005
.0o0z
000l
.0aoo
.0aoo
.0aoo
.oaoo
.0aoo
.0ool
.0onz
L0005
L0008
.0olo
.0alo
.0ao7?
.0an7?
.oo1o
.0alo



i=21
ans = 1.0e+017 *

Columns 1 through 11

0.45901  -0.6614 0.1047  -0.0037
-0.6523 0,358 -0.0318 0,000l
0.5121  -0.1495 0.0086  -0.0003
-0, 2853 0.047%  -0.0010  -0.0004
0.1222  -0.0133 0.000%  -0.0005
-0, 0408 0.0021 0.0005 o.oo01 -
0.0117  -0.0011 0.000%  -0,0037
-0,002z  -0.0005  -0.0010 [, MILEER. =
0.000%  -0.0011 0.0086  -0.0499
0.0002 0.0021  -0.0318 0,130 -
0.000%  -0.0133 0.1047  -0.2613
-0.0022 0.0479  -0.2613 0.3595 -
0.0117  -0.1495 0.4873  -0.2853
-0, 0408 0,358 -0.66ld 0o llEEE =
0.1222  -0.8614 0.5121  -0.1495

L0003 -0.0001 0.0002 0.0001 0.oo009 0.0003  -0.0006
L0003 -0.0001 -0,0003 0.oo0l -0.0011 0.0004 0. 0008
L0003 -0.0003 0.00l4  -0.0010 0.oops  -0,0006  -0,0005
ool 0.0008  -0.0037 0.0021 0.0003 0. 0006 0.0003
oor4  -0,0048 0.0086  -0.0022  -0.0005  -0.0005  -0.0001
L0046 0.013%  -0.0133 0.0009 0. 0006 0.0003 0.0001
olgz  -0.0318 0.0l17  -0.0011  -0.0005 -0.0001  -0,0000
. 0493 0.0478  -0.00z2 0.0003 0.0003 0.000L 0. 0000
1047 -0.0408 0.0021  -0.0005 -0.0001 -0.0000  -0,0000
1495 0.0117  -0.0010 0.0003 0.0001 0. 0000 0. 0000
odlEEs =l ILEE 0.0001  -0.0001 -0.0000 -0.0000  -0.0000
0403 0. 0086 0.0001 0.0001 0.0000 0. 0000 0.0001
L0479 -0,0037  -0.0001 -0.0000  -0,0000 -0.0000 -0.0001
03ls 0.0014 0. 0000 0.0000 0. 0000 0.000L 0.0003
0133 -0.0003  -0.0000 0.0000  -0.0000 -0.0001  -0.0005

[ e T e o e R e e e N e O e e e Y e O e e e Y e Y e

-0, 2853 0.8575  -0.2853 0.1047  -0.0046 0.0002  -0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0. 0008
0.5121  -0.6523 0.3535  -0.0499 aoog 0.0000  -0.0000  -0.0000 -0.0001  -0.0005  -0.0008
-0.6523 0,512l -0.26l3 0.0lsz  -0,0003 0.0001  -0.0000 0.0001 0.0003 0. 0008 0.0004
0.4901  -0.66l14 0.1310  -0.00456  -0,0001 0.0001 -0.0000 -0.0001 -0,0005 -0,0006 0.0004
-0, 6523 0.4373  -0.0493 0.0014  -0.0001 0.0001 0. 0000 0.0003 0. 0008 0.0004  -0.0006
0.8575 -0.2613 0.0138 0.0001  -0.0002 0.0000  -0.0001  -0.0005  -0,0005 0.0004 0. 0008

Columns 12 through 21

-0.0005  -0.0000  -0.0001  -0.0000 0. 0000 0.000%  -0.0493 0.3595  -0.3820 2.8304
0.0003 0.0000 0.0000  -0.0000 0.0002  -0.0046 0.1047  -0.2853 1.3631 -3.3248
-0.0002  -0.0000 0.0000  -0.0000  -0,0003 0.013%  -0.14895 0.2434  -2.60643 2.4275
0.00o01 0.0000 0.0000 0.0000 0.0014  -0.031& 0.1222 -0.8783 3.3439  -1.5061
-0.0000  -0.0000  -0.0000 -0.0001  -0.0037 0.047%  -0.1125 1.7542 -Z.8652 0,760l
0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0086  -0,0408 0.421d  -2,2788 L8705 -0,3085
-0.0000 -0.0000 -0.0001 0.0001 -0.0133 0.0400  -0.8633 2.0512  -0.9564 0. 1033
0.0000 0.0001 0.0003  -0.0010 0.0117  -0.1574 1.1511  -1.3643 0.3875  -0.0273
-0.0000  -0.000L -0.0005 0.o0el  -0,0103 0.3317 -1.0389 0.6869  -0,1276 0.on7e
0.00o01 0.0003 0.000%  -0.0022 0.0455  -0.4524 0.7074  -0.2776 0.0334  -0.0034
-0.00010  -0.0005 -0.0011 0.0026  -0.1005 0.4216  -0.35366 0.089%2  -0.0085 0.0119
0.0003 0.0008 0.0008  -0,0L15 0,141l -0,27593 0.1380  -0.0222 00035 -0,0409
-0.0005  -0.0005 0.0000 0.0256  -0.1327 0.1377 -0.04:29 0.0056  -0.0135 0,122z
0. 0006 0.0003 0.0015  -0.0365 0.0866  -0.0512 0.00%%  -0.0018 0,040 -0, 2853
-0.0006 0.0o0d  -0,0045 0.0343 -0.0414 0.0153 -0.0026 0.0088  -0,1485 0.5l&l
0.0004 -0.0009 0.0071  -0.0219 0.0146  -0.0032 0.0005  -0.031& 0.35%5 -0.6523
0.0004 0.0014  -0.0069 0.0l0l  -0.0042 0.000%  -0.0038 0.1047  -0.6614 0.4901
-0.0005  -0.0018 0.0043  -0,0033 0.0007 0.0000 0.013%  -0.2613 0.8575  -0.26l9
0.0008 0.0015  -0.0019 0.000%  -0.0003 0.0014 -0.0499 0.4373  -0.6523 0.3531
-0.0003  -0.0009 0.0006  -0.0001  -0.0001  -0,0046 0.1310  -0.6614 0,414z -1.7501
0,000l 0.0004  -0.0002 0.0001  -0,0003 0.0lgz  -0.2613 0.312l  -l.4832 1.71as
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