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ABSTRAK

Abadi, Rizal. 2008. Pelabelan Graceful dan Felicitous pada Graf Lintasan P,
untuk n Bilangan Asli. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) Malang. Pembimbing:
Abdussakir, M.Pd.

Kata Kunci: Pelabelan, Graceful, Felicitous, dan Graf Lintasan

Pelabelan pada graf G adalah pemberian nilai pada setiap titik atau sisi
atau titik dan sisi pada suatu graf G. Pelabelan graceful adalah fungsi injektif f
yang memetakan V(G) ke {0, 1, 2, 3, ...q} sehingga seandainya sisi xy diberi label
| f(x)— f(y) maka label sisinya berbeda. Pelabelan felicitous adalah fungsi

injektif f memetakan V(G) ke {0, 1, 2, 3, ...q} sehingga seandinya sisi xy diberi
label f(x)+ f(y)modq) maka label sisinya berbeda.

Dalam skripsi ini penulis menjelaskan pelabelan graceful dan felicitous
pada graf lintasan P,, untuk n bilangan asli, dengan melabeli titik grap lintasan
sehingga menjadi pelabelan graceful dan mencari pola pelabelannya sekaligus
merumuskan pola pelabelan dan pembuktian secara umum. Berdasarkan hasil
pembahasan didapat pola secara umum sebagaimaan berikut:

1. Untuk pelabelan graceful pada graf lintasan P,, n bilangan asli adalah fungsi
yang memetakan V(G) ke {0, 1, 2, 3, ... q} dengan rumus sebagai berikut :

=1l 0

—, i ganjil

1)-{ Zow \

I
n——,igena
> genap

2. Untuk pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, n bilagan asli adalah fungsi f
yang memetakan V(G) ke {0, 1, 2, 3, . . . g} dengan rumus sebagai berikut
a). Untuk n ganjil adalah
i%l,i ganjil
fv)= n+i+1
2

—1,i genap
b). Untuk n genap adalah

fv)=

=15 ganiil
2 )

i
n——,igena
> genap

Penelitian selanjutnya dapat mengembangkan pelabelan pada graf lainnya,
misal pelabelan pada graf bunga, graf gear, dan graf roda.

Vi



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika lahir, setua dan seiring peradaban manusia. Perkembangan
awal Matematika didorong oleh desakan alam kepada manusia untuk bertahan
hidup dan upaya mengorganisir kehidupannya. Seseorang gembala primitive
menandai satu ternak yang keluar dari kandang pada pagi hari dengan satu batu,
sampai semua ternaknya keluar semua. Pada sore hari tiap ternak yang masuk
kembali lagi ditandai dengan batu yang tadi pagi, sampai semua ternaknya masuk
semua, kalau batu ditangannya ada yang tersisa berarti ada ternaknya yang hilang.
Contoh lain adalah cabang matematika yang terkenal : berhitung. Pada awal
perkembangannya cabang Matematika ini didorong okeh cobaan Sungai Nil yang
selalu meluap. Manusia Mesir Kuno membuat bendungan dengan mengandalkan
perhitungan tentang tinggi dan ketebalan bendungan yang baik. (Iswandi dan
Liskurniati: 2).

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai
macam ilmu yang lain dan selalu menghadapi berbagai macam fenomena yang
semakin kompleks. Hal ini disebabkan oleh kemajuan ilmu pengetahuan dan
teknologi, serta matematika merupakan bahasa proses, teori dan aplikasi ilmu
yang memberikan suatu bentuk dan kemanfaatan. Perhitungan matematika
menjadi dasar bagi desain ilmu teknik, fisika, kimia maupun disiplin ilmu yang

lainnya. Para ahli dari berbagai disiplin ilmu, menggunakan matematika untuk



berbagai keperluan yang berkaitan dengan keilmuan mereka. Misalnya para ahli
fisika menggunakan matematika untuk mengukur kuat arus listrik, merancang
pesawat ruang angkasa, menganalisis gerak, mengukur kecepatan, dan lain-lain.
(Nurhayati, 2007:4).

Teori Graf adalah ilmu yang berkembang sangat pesat saat ini, bahkan
dalam perkembangannya dapat disejajarkan dengan ilmu Aljabar yang lebih
dahulu berkembang. Keunikan Teori Graf adalah kesederhanaan pokok bahasan
yang dipelajarinya, karena dapat disajikan sebagai titik (verteks) dan garis (edge).
Meskipun pokok bahasan dari topik-topik. Teori Graf sangat sederhana tetapi isi
di dalamnya belumlah tentu sesederhana itu. Kerumitan demi kerumitan masalah -
masalah selalu pasti ada dan bahkan sampai saat ini masih ada masalah yang
belum terpecahkan.

Graf G =(V,E) adalah pasangan yang terdiri dari himpunan tak kosong

dan berhingga V yang anggotanya disebut titik, dan himpunan pasangan tak
berurut E (boleh kosong) dari unsure-unsur yang berbeda di V yang anggotanya
disebut sisi. Pelabelan dari graf G adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur
graf ke bilangan (umumnya bilangan bulat positif) yang disebut label. Pada
umumnya domain dari pemetaan ini adalah himpunan titik (pelabelan titik),
himpunan sisi saja (pelabelan sisi), atau himpunan titik dan himpunan sisi
(sehingga pelabelan ini disebut Pelabelan total).

Misal G graf dengan q sisi. Pelabelan graceful pada G adalah fungsi
injektif, f yang memetakan V(G) ke {0,1,2,3,---,q}sehingga, seandainya sisi xy

diberi label



|f(x)- f(y)

maka label semua sisi berbeda.

Misal G graf dengan q sisi. Pelabelan felilcitous pada G adalah fungsi
injektif f yang memetakan V(G) ke {0,1,2,3,~-,q} sehingga, seandainya sisi xy
diberi label

f(x)+ f(y)(Mod q)
maka label semua sisi berbeda.

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan graceful telah dibahas pada
skripsi yang lain seperti pelabelan graceful pada graf super star. Penulis tertarik
untuk melanjutkan meneliti tentang pelabelan graceful dan felicitous pada graf
lintasan P,, untuk n bilangan aslil. Oleh karena itu penulis merumuskan judul
skripsi ini yaitu “Pelabelan Graceful dan Felicitous pada Graf Lintasan P,, untuk n

Bilangan Asli”.

1.2 Rumusan Masalah

Dari uraian diatas punulis merumuskan masalah dadalam skripsi ini adalah
1. Bagaimana pelabelan graceful pada graf P,, dengan n bilangan asli?

2. Bagaimana pelabelan Felicitous pada graf P,,, dengan n bilangan asli?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan penulisan skripsi

adalah:
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1. Menjelaskan cara merumuskan pelabelan graceful pada graf P,, untuk n
bilangan asli.
2. Menjelaskan cara merumuskan pelabelan Felicitous pada graf P,, untuk n

bilangan asli.

14 Manfaat Penelitian

Adapun penelitian skripsi ini bermanfaat untuk:

1 Jurusan Matematika
Dari hasil pembahasan ini dapat digunakan sebagai tembahan bahan
dalam pengembangan ilmu pengetahuan pada umumnya dan pada
khususnya matematika di kalangan mahasiswa jurusan matematika.

2 Peneliti
Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai
pengalaman dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah
dalam bentuk skripsi, serta media untuk mengaplikasikan ilmu
matematika yang telah banyak diterima dalam ilmu pengetahuan.

3 Pengembangan ilmu pengetahuan
Menambah khasanah dan mempertegas keilmuan matematika dalam

peranannya terhadap perkembangan teknologi dan disiplin ilmu lain.

1.5  Sistematika Penelitian
Supaya dalam penulisan ini lebih mengarah, mudah ditelaah dan dipahami,

maka digunakan sistematika penulisan yang baik dan benar. Dan pada bab |



penulis mengkaji tentang pandahuluan yang terdiri dari latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitin dan sistematika penulisan

Pada bab 11 membahas mengenai tinjauan pustaka yang mengkaji tentang
konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian dari pembahasan. Konsep-
konsep ini antara lain membahas tentang graf, graf terhubung dan tak terhubung,
dan graf lintasan.

Dalam bab Il penulis mengkaji tentang pembahasan yang terdiri dari
bagaimana menentukan pola dari pelabelan graceful dan felicitous pada graf
lintasan P,, untuk n bilangan asli dengan menyajikan beberapa contoh
sebelumnya, serta teorema dan pembuktiannya. Dan untuk bab terakhir yaitu bab
IV yang membahas mengenai kesimpulan dan saran-saran yang diperoleh penulis

dalam melakukan karya ilmiah.



BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1 Graf
Definisi 1.

Graf G adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah himpunan

tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik

dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari

titik-titik berbeda di G yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G

dinotasikan dengan V(G)dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G).

Sedangkan banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan

dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan

dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G,

maka order dan ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g

(Chartrand dan Lesniak., 1986: 4).

Dari uraian di atas, maka suatu graf tidak boleh mempunyai sisi rangkap
dan loop. Sisi rangkap dari suatu graf adalah jika dua titik yang dihubungkan oleh
lebih dari satu sisi. Sedangkan yang disebut dengan loop adalah suatu sisi yang
menghubungkan suatu titik dengan dirinya sendiri (Suryanto dalam Fitria, 2007:

6). Graf yang mempunyai sisi rangkap dan loop disebut multigraf.



Contoh 2.1

a. Graf b. Multigraf
Gambar 2.1 Graf dan Multigraf
Definisi 2 (Adjacent dan Incident)
Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u ke v. jika e = (u,v) adalah
sisi di G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e
serta v dan e disebut terkait langsung (insident). Untuk selanjutkan, sisi e =
(u,v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1984:4)
Dari Gambar 2.1 pada G, titik dan sisi e;, e, dan es adalah incident
dengan titik v, sedangkan titik v, dan v, adalah adjacent tetapi v, dan v, tidak

adjacent.

Definisi 3 (Derajat)
Derajat suatu titik v pada sebuah graf G, ditulis dengan Degs (v) adalah
jumlah sisi yang terkait langsung (insident) pada v. dengan kata lain,
jumlah sisi yang memuat v sebagai titik ujung. Titik v dikatakan genap
atau ganjil tergantung dari jumlah dege (v) genap atau ganjil (Chantrand

dan Lesniak, 1986:7)



Contoh 2.2
V. Vs, \Y Vs
VA /<7
v, i A Vs, v,
Gambar 2.2 Graf dengan derajat titik
Teorema 1

Jika G dengan (p, q) adalah sebuah graf, dimana V(G) = {vi, v, ...Vq}

P
maka » deg, (v, )=2q (Chartrand dan Lesniak, 1986:7-8)

i1
Bukti:
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik, jika setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali.
Teorema 2
Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap.
Bukti:
Missal graf G dengan ukuran g, maka ambil W yang memuat himpunan
titik ganjil pada graf G serta U yang memuat himpunan titik genap di G.

Dari teorema 1 maka diperoieh :

Y degev=>Y degv+ > deggv=2q
)

vev(G vew veU

Dengan demikian karena » deg,v genap, maka » deg,vjuga genap.

veU vew

Sehingga W| adalah genap.



2.2 Graf Terhubung (Connected Graf)
Definisi 4
Sebuah jalan (walk) u — v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong).

W:u=u,, e, u, e,..,U,,e, U =V yang berselang seling antara

titik dan sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan

e = uyuuntuk i =1, 2,3, ...,n adalah sisi di G. u,disebut titik awal,
u, dikatakan titik akhir, u,,u,;, ...,u,, disebut tititk interval, dan n

menyatakan panjang dari W (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 5
Jalan u — v yang semua sisinya berbeda disebut trail u — v (Chartrand dan
Lesniak, 1986: 26).

Definisi 6
Jalan u - v yang semua titik dan sisinya berbeda disebut lintasan (path) u —
v. Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak,
1986: 26).

Contoh 2.3

Gambar 2.3. Walk, Trail, dan Path
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Dari Gambar 2.3 diatas W,: v,, v,, Vs, V;, V;, v, merupakan jalan
(walk) v, - v, tetapi bukan jalan kecil (trail), W,: v,, v,,V;, v, merupakan jalan
kecil (trail) v, - v, tetapi bukan lintasan (path), dan W, : v,,v,,V;,v, merupakan
lintasan (path) v,- v, .

Definisi 7
Sebuah jalan kecil tertutup (closed trail) pada Graf G disebut Sirkuit G
(Chartrand dan Lesniak., 1986: 28).

Definisi 8

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u-v di G.

Sedangkan suatu graf G dapat dikatakan terhubung, jika untuk setiap 2

titik berbeda u dan v di G terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986:28)
Definisi 9

Sirkuit V;,V,,V,,-+,V,,V, (n >3) memiliki titik dengan v; adalah titik-titik

berbeda untuk 1<i<n disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak,

1986: 28).
Contoh 2.4:
V4
Vl V2

Gambar 2.4 Graf Terhubung (connected)
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2.3 Graf Lintasan

Definisi 10
Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf lintasan yang
terdiri dari n titik dinotasikan sebagai Py

Contoh 2.5

Gambar 2.5. Graf Lintasan
2.4 Pelabelan Pada Graf
2.4.1. Pelabelan Graceful
Definisi 11
Misal G graf dengan p titik dan q sisi, pelabelan graceful pada G adalah fungsi
injektif yang memetakan V(G) ke {0,1,2,3,---,q} sehingga, seandainya sisi xy

diberi label
[f(x)-f(y)

maka label semua sisinya berbeda.

Contoh 2.6

2 0

Gambar 2.6. Graf Graceful
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2. Pelabelan Felicitous
Definisi 12
Misal G graf dengan p titik dan q sisi, pelabelan graceful pada G adalah fungsi
injektif yang memetakan V(G) ke {0,1,2,3,---,q} sehingga, seandainya sisi xy
diberi label
f(x)+ f(y)(modq)
maka label semua sisinya berbeda

Contoh 2.7

Gambar 2.7. Graf Felicitous
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BAB 111

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang pelabelan graceful dan felicitous pada
graf lintasan P, untuk setiap n bilangan asli:
3.1 Pelabelan Graceful pada Graf Lintasan P,, n Bilangan Asli

Adapun langkah—langkah dalam pelabelan graceful untuk graf lintasan P,,

untuk n bilangana asli adalah sebagai berikut:

1. Melabeli titik pada beberapa graf lintasan sehingga menjadi graf graceful

dan mencari pola pelabelannya.

2. Merumuskan pola pelabelan sekaligus pembuktiannya secara umum.
Berikut ini beberapa pelabelan graceful pada graf lintasan P,,n=1,2, ...7.
a. Graf P ,untuk n=1

0

Vi
Gambar 3.1 Pelabelan Graceful pada Graf P,
Untuk P, belum bisa diambil polanya karena hanya memiliki satu titik.
Dan untuk selanjutnya label v, dipertahankan 0.
b. Graf P, untuk n=2

Pelabelan graceful pada Graf P, dapat dilihat pada gambar berikut:



C.
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Vl V2
Gambar 3.2 Pelabelan Graceful pada Graf P,

Dengan memberi label pada v, dengan label 0 dan v, dengan label 1, dan
karena sisinya hanya satu belum bisa diambil polanya.

Graf P,, untuk n=3

Pelabelan graceful pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut:

Vl VZ V3
Gambar 3.3 Pelabelan Graceful pada Graf P,

Berdasarkan pada pelabelan di atas, maka jika f adalah fungsi injektif yang

memetakan V (G) ke {0,1,2}, diperoleh

f(v,) =0
fv,) =2
fv,) =1

Berdasarkan fakta di atas dengan melihat indeks titik, maka diperoleh

11 >0

2} )

3| > 1
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Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

, 1-1

v, | > =—
2

2

v, | » =3--

2 | )

Vv, | > —E
3 5

untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

. i1
I >
2

dan untuk indeks titik genap pada graf P, adalah

i | ~ M
2

Graf P,, untuk n=4

Pelabelan graceful pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut:

v, v, v, v,
Gambar 3.4 Pelabelan Graceful pada Graf P,

Berdasarkan pada pelabelan di atas, maka jika f adalah fungsi injektif

yang memetakan V (G) ke {0,1,2,3}, diperoleh

f(v,) =0
fv,) =3
fv,) =1
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Berdasarkan fakta di atas dengan melihat indeks titik, maka diperoleh

11 » 0
2 | > 3
3| >
4| > 4

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

184

v, | >0 =——
D

v, | s - mAEE
v. | . R
31 1 >

v, | >2_4_i
2

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

i—1
2

il [

Untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

i - 41
2

e. Graf P ,untuk n=5

Pelabelan graceful pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut:
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v, v, v, v, v,

Gambar 3.5 Pelabelan Graceful pada Graf P;

Berdasarkan pada pelabelan di atas, maka jika f adalah fungsi injektif yang

memetakan V(G) ke {0,1,2,3,4}, diperoleh 0

f(v,) =0 4
fv,) =4

fifunds —il

T'lv, ) =5

flv;) =2

Berdasarkan fakta di atas dengan melihat indeks titik, maka diperoleh

1| > ()
2 | > 4
31 > 1
4 | > 3
5} )

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut




f.
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- o 31
3 1 )
v, | >4:5_£
2
Vsl »2;&
2

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

i > 11
2

dan untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

i | et ¥
2

Graf P,,untuk n=6

Pelabelan graceful pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut:

v, v, v, v, Vg v,
Gambar 3.6 Pelabelan Graceful pada Graf P,

Berdasarkan pada pelabelan di atas, maka jika f adalah fungsi injektif yang

memetakan V(G) ke {0,1,2,' : ',5}, diperoleh

f(v,) =0
f(v,) =5
fv,) =1
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Berdasarkan contoh di atas dengan melihat indeks titik, maka diperoleh

11 > 0
2 | > 5
3| > |
4 | > 4
51 > 2
6| > 3

v, | > 0 =——
2

v, | > 5 = 2
o 7
N\ g ' il
31 1 )

v, | >4_6_f

2

Vsl »2:5__1
2

6

A > 3 = 5
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g.

Untuk indeks titik genap graf P, diperoleh

> 66— —
2

Graf P, ,untuk n=7

20

Pelabelan graceful pada graf P, dapat dilihat pada gamabar berikut:

Vi

V) Vs

v,

Vs

Vs

vy

Gambar 3.7 Pelabelan Graceful pada Graf P,

Berdasarkan pada pelabelan di atas, maka jika f adalah fungsi fungsi

injektif yang memetakan V (G) ke {0,1,2,- . -,6}, diperoleh

f(v,) =0
f(v,) =6
A=
fv,) =5
f(vs) =2
flv,) =4
f(v,) =3

» ()

> 6

0 ¢ 6 3



Vi | > 1
v, | > 5
Vs | > 2
A > 4
A > 3

1-1

v | >0 =——
2

v, | > 6 = 1 £
28 >
vl » 1 3
3| 1 >

v, | > 5 —7_ﬂ
2

Vsl g 0 :E
2

| - 6

V! > 4 = _5
| 7-1
Vv, > 3 :T

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

il »ﬂ
2

Untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

[
it » 7
2

21
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa pelabelan graceful pada graf

lintasan P, , untuk n bilangan asli memiliki pola secara umum sebagai berikut:
a. Untuk indeks titik ganjil adalah

il s
2

b. Untuk indeks titik genap adalah

Berdasarkan beberapa contoh pelabelan graceful di atas, maka dapat
dibuat rumusan pola sebagai berikut:
Rumusan Pola:

Graf lintasan P, dengan n bilangan asli adalah graceful

Bukti:

V(P,) = {v,,v,.V,,V,, Vg, -V, |

E(P,) = {V,V,,VoV5, VoV, , Vo Vs, oy Vi Vo |

Jadi p=n dan g=n-1

Buat fungsi f dari V(P,) ke {0,1,2,3,4, ---,n—1}

dengan aturan sebagai berikut:



-1 i ganjil
fw)=1 2,

[
n——,gena

> genap
. Akan dibuktikan bahwa f injektif yaitu f(v,)= f (V i ) maka Vi =V
Ambil v; dan vj dengan f(v,)= f (V i )

a. Jika i, ] adalah genap, maka f(vi )= f(v j)

\ e €]
2 2
0
2 2
=]
)

Jadi jika f(vi): f(vj) maka v; =V, untuk i dan j genap.

b. Jika i, j adalah ganjil , maka f(vi): f (Vj)

i1
2

Jadi jika f(v,)= f(vj) maka v, =V, , untuk i dan j ganjil.
c. Jika i genap dan j ganjil

Berarti i # | atau v; #V;

23
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Jika i genap dan j ganjil

Akan dibuktikan f(v,)=f(v;)

Andaikan f (Vi ) # f (V i )

PO
2 2

2n—i=j-1

2n=j+i-1

Diketahui 1<i<n dan
1<j<n

Maka j+i<2n<2n+1

i+ j<2n+1

2n> j+i-1
Jadi 2n> j+i-1
Terjadi kontradiksi antara 2n= j+i—1dan 2n> j+i-1
Maka f(vi)¢ f(vj)
Jadi jika i # ] maka f(Vi)i f(vj ), untuk i genap dan | ganjil
Dari a, b, dan ¢ bahwa f adalah fungsi injektif.

Akan ditunjukkan bahwa 0< f(v,)<q;atau 0< f(v,)<n-1
a. i genap, maka f(v,)=n —% ,dengan 0<i<n

karena i <n

24



25

Jadi 0< f(v,)

Karena i genap, maka

Jadi f(v,)<n-1

Jadi untuk i genap maka 0 < f (Vi ) <n-1

b. Dan untuk i ganjil, maka f(vi )=% ,dengan 0<i<n-1

i;lsn—_1£n—l
2 2
f(v,)<n-1

Karena i ganjil, maka

1<i
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0< (v,

Jadi untuk i ganjil maka 0 < f (v, )S n—1

3. Akan dibuktikan bahwa untuk i={1,2,3,4---, n—1}

maka |f(v, )= (v, ) berbeda

i+l

a. Jika I genap , maka i + 1 ganjil

()= f(v,)= (n_ij_ w‘

2 2

D
= |n—i|
Nilai |n—i| akan selalu berbeda tergantung pada nilai i.
Jadi  |f(v,)- f(v,,) akan  berbeda  untuk  setiap
i={,2,3,4---,n—1}

b. Jika i ganjil maka i + 1 genap

|f(v;)— f(v+1) = Ii;_(n_iﬂj‘

2
S L
2 2 2 2
20_2_
_2 72

_i-1-n|
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Jadi untuk i= j, maka |i —1—n| =|j —1—n|
Dengan demikian, terbukti bahwa graf lintasan

adalah graceful

27

), untuk n bilangan asli
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3.2 Pelabelan Felicitous Pada Graf P,, untuk n Bilangan Asli
Pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, untuk n bilangan asli.

Dilakukan langkah-langkah sebagai berikut:
1. Melabeli titik pada beberapa graf lintasan sehingga menjadi pelabelan
graceful dan mencari pola pelabelannya.
2. Merumuskan pola pelabelan sekaligus pembuktiannya secara umum.
Pelabelan felicitous nantinya akan di bagi menjadi dua bagian yaitu:

a. Pelabelan felicitous pada graf lintasan P, , untuk n bilangan asli ganjil.

b. Pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, untuk n bilangan asli

n?°

genap.

a) Pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, n ganjil
Berikut ini beberapa pelabelan felicitous pada graf lintasan P,,n=1,3, ..., 7
a. Graf P, Untuk n=1
Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut

0

Vl
Gamabr 3.8 Pelabelan Felicitous pada Graf P,
Dengan memberi label 0 pada titik v, dan karena hanya ada satu titik
dan tidak memiliki sisi, maka graf P, belum bisa diambil polanya.
Untuk selanjutnya label v, dipertahankan adalah 0.

b. Graf P,, Untuk n=3

Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut
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Vl V2 V3
Gamabr 3.9 Pelabelan Felicitous pada Graf P,

Berdasarkan pelabelan tersebut, maka jika f adalah fungsi yang

memetakan V (G) ke {0,1,2}, maka diperoleh:

f(v,) =0
f(v,) =2
fv,)

1} >
2 | P
31 >

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

Vll » 0 :E
2

v, | >0 =3+2+1_1
2

V3I » 1 =E
2

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

i—1
2

i| >
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Untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

) 3+i+1
i| > -1
2

Graf P, Untuk n=5

Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut

Vi v Vs Yy Vs
Gamabr 3.10 Pelabelan Felicitous pada Graf P,

Berdasarkan pelabelan tersebut, maka jika f adalah fungsi yang

memetakan V (G) ke {0,1,2,---4}, maka diperoleh:

f(v,) =0
flv,) =3
I (il — 1
flv,) =4
Wy
Berdasar fakta tersebut dengan melihat indeks titik, diperoleh O 3
11 > 0
2 >3
31 > |




51 > 0

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

| 1-
Vll - ==
2
542+1
v, | = -1
2
v LV 35
31 9
5+4+1
v, | > = -1
2
; 3
Vs ! 10 B

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

1
2

i | =

Dan untuk indeks titik genap pada graf P;diperoleh

5+i+1_
2

1

Graf P, Untuk n=7

Pelabelan felicitous pada grat P, dapat dilihat pada gambar berikut

v, v, v, v, Vs V, v,

Gamabr 3.11 Pelabelan Felicitous pada Graf P;

Berdasarkan pelabelan di atas yang akan dicari rumusnya adalah:

f(v,) =0



fv.) =4
fv)
fv) =5
) _,
flv,) =6
fv,) =3

1 > 0
2 > 4
31 > |
4| > 5
51 > 2
6 | > 6
i > 3

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

1-1
v | >0 =
2
v >4_7+2+1_1
2 7
3-1
Vs | > 1 =

2

32
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v, | > 5 =7+4+1_1
2
Vsl ) :E
2
7T+6+1
V6I B 6 = > -1
7-1
v, | > 3 =——

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

i—1

i} [
2

untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

T+i+1

i > i

Dari beberapa contoh pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, untuk n

bilangan asli ganjil tersebut didapat pola sebagai berikut:

a. Untuk indeks titik ganjil diperoleh:

Atau

Atau
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n+i+1
f(Vi)= >

-1

Berdasarkan beberapa contoh pelabelan titik di atas, maka dapat dibuat
rumusan pola sebagai berikut:
Rumusan Pola:

Graf lintasan P, dengan n bilangan asli ganjil adalah felicitous

Bukti:

V(G)={V,V5,V,,V,, 5V, f V(Py)

E(G)={V,V,,V,V,, Vv,V Y, |

Jadi p=n dan g=n-1

Buat fungsi f yang memetakan dari V(G) ke {1,2,3,4,---,n—1}

dengan aturan sebagai berikut:

d—1 i ganjil
_ 27
W)= MEEIR

—1,igenap

I. Akan dibuktikan bahwa f injektif yaitu jika (v, )= f(v;)
maka V; =V,
Ambil v; dan v; dengan fv,)= f(v j)
a). Jika i, j adalah genap, maka f(v;)=f(v;)

n+i+1_1_n+j+1_
2 2

1
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n+i+1 n+j+1

2 2
n+i_n+j
2 2
i=]
Vv, =V

Jadi jika f(Vi): f(vj) maka v; =V, untuk i dan j genap
b). Jika i, j adalah ganjil maka f(v,)= f(v,)

_i-1

i-1
2

Jadi Jika f(v,)= f(vj),maka V, =V; untuk i dan j genap

c). jika i genap dan j ganjil

karena i ganjil dan j genap artinya i # j atau v; 2V,
akan dibuktikan f(v;)= f(v;)
Andaikan f (Vi ) =f (v j )

n+i+l
2

=4
2

n+i+l-2=j-1

n+i—1=j-1
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n+i=j
n=j—i
Diketahui bahwa
1<i<ndan
I<j<n
Jadi j—i<n

Terjadi kontradiksi antara n= j—i dan j—i<n
Maka f(v;)= f(v;)
Jadi i # ] maka f(X);t f(y), untuk 1 genap dan j ganjil

Dari a, b, dan ¢ disimpulkan bahwa f fungsi injektif.

. Akan ditunjukkan bahwa 0< f(v,)<q; atau 0< f(v,)<n-1

A [Nt ="

a). I genap, maka f(Vi) —1,dengan 0<i<n

karena i £n
i+1<n+1
nN+i+1<2n+1

n+i+1 1
<N+ —
2

n+i+1 1
—1<n-—
2

n+i+1

—ISn—ESn
2

OS|+1+n

36
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Jadi 0 < f(v,)

Karena i genap, maka

i+l
2

£ n-1
2

<n

A+l o G
2 2

LT
2

Jadi f(v,

)<n-1
Jadi untuk i genap diperoleh 0 < f(v,)<n—1
b). i ganjil, maka f(vi)z% ,dengan 0<i<n-1

i<n

i—-1<n-1

l=1 s M=l
i g — 4
2 2

i—-1 n-1
il
2 2

—<n-1
2

Jadi f(v;)<n-1
Karena i ganjil, maka

1<i

37
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Jadi untuk i ganjil diperoleh 0< f(v,)<n-1

3. Akan dibuktikan bahwa setiap sisi V,v,,, maka f (Vi )+ f (Vm )(mod q)

berbeda

a. Jika 1 genap , maka i + 1 ganjil

! +i(modn —1) karena g =n-1

—
B
[\
~—

Nilai nT—l +i(modn—1) akan berbeda sesuai dengan nilai i.

b. Jika i ganjil maka i + 1 genap

Fv )+ (v, +1) = i;1+(n+i;1+l—lj(modq)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



39

i 1 n i 1 1

=t —4—F+—+——1

5 2+2+2+2+2 (modq)
=2I+n_1(modq)

= i+nT_1(modn—l) karena q=n-1

Nilai i+ nT_l (modn —1) akan berbeda sesuai dengan nilai i .

Jadi untuk setiap v,v,,, maka f(v,)+ f(v,,, modq) berbeda untuk

170+l
setiapi=1,2,3,...,n—1.
Dengan demikian, terbukti bahwa graf lintasan P,, untuk setiap n bilangan

asli ganjil adalah felicitous.
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3.3 Pelabelan Felicitous pada Graf Lintasan P, n genap

Berikut ini beberapa contoh pelabelan felicitous pada graf lintasan P, , untuk

n=1{2,4,6},

a.

Graf P,, untuk n=2

Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut

Gambar 3.12 Pelabelan Felicitous pada Graf P,
Denggan memberi label pada v, dengan 0 dan v, dengan 1, maka jika

f adalah fungsi yang memetakan V (G) ke {0,1}, diperoleh

1} >

2} [

Jadi untuk indeks titik diperoleh pola sebagai berikut

1-1
v, | > =—
2
2+2
v, | > =—-1
2

untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh pola

i—1
2

i| >
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untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh pola

i > 2+|_1
2

Graf Graf P,, untuk n=4

Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut

v, v, v, v,

Gambar 3.13 Pelabelan felicitous pada graf P,
Berdasarkan pelabelan tersebut, maka jika f adalah fungsi yang
memetakan V (G) ke {0,1,3,4}, diperoleh

f(v,)=0

(v

—

S
N—
Il

2
1

-+
—
<

W
N—
Il

1} >
2} >
3| >
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Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

1-1
v | > 0 =——
2
| 4+2
V, | » )=—-
2
V.l - _3-1
3 1 )
v, | >3—ﬂ_1
2

Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

i—1

i| .
2

Untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

49,
P

i > 1

Graf P,,untuk n=6
Pelabelan felicitous pada graf P, dapat dilihat pada gambar berikut

0 %) 3 4 1 0 4 1 2 9 5
(A
Vl V2 V3 V4 VS V6

Gambar 3.14 Pelabelan felicitous pada graf P,
Berdasarkan pelabelan tersebut, maka jika f adalah fungsi yang
memetakan memetakan V(G) ke {0,1,3, ---,5}, diperoleh

f(v,)=0

—
—
<

S}
N—
Il
w

-~
—
<

w
N—
Il
—_



Berdasar fakta tersebut, dengan melihat indeks titik, diperoleh

1 > 0
2 | > 3
Al > |
4| > 4
51 > )
6l > 5

Jadi untuk titik diperoleh pola sebagai berikut

2
6+2
v, | =T_l
v, | > -1
31 9
| _6+4 )
v, | > =TT
| 51
> T
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Untuk indeks titik ganjil pada graf P, diperoleh

-1

i| >
2

Untuk indeks titik genap pada graf P, diperoleh

i - 6+|_1
2

Dari beberapa contoh pelabelan felicitous pada graf lintasan P,, untuk n

bilangan asli genap tersebut didapat pola sebagai berikut:

1. Untuk indeks titik ganjil polanya dengan:

I} >
2
Atau
-1
flv)=—
)="
ii.  Untuk indeks titik genap polanya dengan:
i | -1 n+1 1
2
Atau
n+i
flv,)=—-1
)=

Berdasarkan beberapa contoh pelabelan di atas, maka dapat dibuat rumusan
pola sebagai berikut:
Rumusan Pola:

Graf lintasan P, dengan n bilangan asli genap adalah felicitous



Bukti:

V(Pn) = {Vi, V2, V3, V4, . . ., Vn}

E(P,) = {Viv2, VaV3,V3V4, V4Vs, . . . Vo1 Vn}

Jadi p=n dan g=n-1

Buat fungsi f yang memetakan dari V(Pn) ke {0, 1,2,3,---,n— 1}

dengan aturan sebagai berikut:

i—:—l-iganjil
f(Vi): n 2|

D1y igenap
2 ]

1. Akan dibuktikan bahwa f injektif yaitu jika f(v,)= f(v,

]

V; ZVJ-

Ambil v, dan v; dengan f(v,)= f(vj)
a. Jikal, j adalah genap, maka f(vi): f(vj),
n+i _pont I

2 2
nN+i—2=n+j-2

1

nN+i=n+ |
=]
vV, =V

jika f(v;)= f(vj) maka Vv, =V, untuk i dan j genap

b. Jika i, j adalah ganjil, maka f(v,)= f(vj)

45

) maka
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Jadi jika f (v;)= f(v;) maka v; =v,, untuk i dan j ganjil

i genap dan j ganjil

karena i genap dan j ganjil artinya i# | atau v; #V;

akan dibuktikan f(v;)= f(v,)

Andai f(v;)=f(v,)

n+|_1:J—1

2 2
n+i-2=j-1
nN+i—1=|
n—1=j-i
Diketahui bahwa
1<i<n
I<j<n

maka j—i<n-1

Terjadi kontradiksi antara N—1= j—i dan j—i<n-1

karena (n—1= j—i)¢(j—i<n—l)

Maka f(v;)# f(v,)

46
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jadii# j atau f(v,)= f(v;)
Dari a, b, dan ¢ dapat disimpulkan bahwa f fungsi injektif.

2. Akan ditunjukkan bahwa 0< f(v,)<q;atau 0< f(v,)<n-1

a. I genap, maka f(vi):nzﬂ—l ,dengan 0<i<n

Jadi 0 < f(v,)

n+i<2n

LIE dph
2

Jadi f(v,)<n-1
Jadi untuk i genap diperoleh 0 < f (Vi ) <n-1
b. Untuk i ganjil, maka f(v,)= % ,dengan 1<i<n

i<n

i—-1<n-1
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0< f(v)
Jadi untuk i ganjil diperoleh 0< f(v,)<n-1
3. Akan dibuktikan bahwa setiap sisi  (v,,v,,) maka

f(v,)+ f(v,, Xmodq) berbeda

a. Jika I genap , maka i + 1 ganjil

F(v )+ £ (v, )= (“2” _1j+ (i+;)_1(modq)

_ (n—+i—1)+%(modq)

2

_ n+2i

~1(modq)

=1 +g—l(modq)
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= i+g—1(modn—1) karena q =n- 1

Nilai i+ g —1(mod n—1) akan berbeda sesuai dengan nilai i,

b. Jika i ganjil maka i + 1 genap

f(v,)+ fv,+1) = i;1+(n+2i+1—1j(modq)

Enf AT 1
E+E+E+§—l(m0dq)

i
2
= +g— 1(modq)

= i+g—1(modn—1) karena g =n - 1

Nilai i+ g —1(modn —1) akan berbeda sesuai dengan nilai i .

Dengan demikian, terbukti bahwa graf lintasan P, adalah felicitous untuk

semua n bilangan asli genap.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Dalam skripsi ini penulis menjelaskan pelabelan graceful dan felicitous
pada graf lintasan P, untuk n bilangan asli, sekaligus pembuktiannya.
Berdasarkan hasil pembahasan didapat rumus umum sebagaimaan berikut:
1. Untuk pelabelan graceful pada graf lintasan P,, n bilangan asli adalah fungsi
yang memetakan v(G) ke {0, 1, 2, 3, ... q} dengan rumus sebagai berikut :

i i ganjil
)= V.o

I
n——,igena
5 genap

2. Untuk pelabelan felicitous pada graf lintasan Pn, n bilagan asli adalah fungsi f
yang memetakan V(G) ke {0, 1, 2, 3, . . . g} dengan rumus sebagai berikut

a). Untuk n ganjil adalah

hel i ganjil
f(Vi): -2 |
n+i+1 |
—1,1genap
2
b). Untuk n genap adalah
1= 5 qanjil
f(Vi)= 2i
n—E,i genap

49

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



4.2 Saran

Dalam pembahasan skripsi ini, penulis hanya membahas tentang pelabelan
araceful dan felicitous pada graf lintasan P,, untuk n bilangan asli. Dan untuk
pembaca dan peneliti yang ingin mengembangkan pengetahuan tentang graf dapat
mengembangkan penelitian selanjutnya dengan graf lain yang masih berkaitan
dengan pelabelan, misalnya pelabelan pada graf bunga (Flower), pelabelan pada

graf gear dan pelabelan pada graf roda.
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