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ABSTRAK 
 

 
Chusna, Liya Fitrotul. 2011. Pelabelan Super Sisi Ajaib Pada Graf-Graf Star 

dengan Titik Pusat Terhubung oleh Satu Titik Pengait. Skripsi. Jurusan 
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri 
Maulana Malik Ibrahim Malang.  

 Pembimbing: (I)  Abdussakir, M.Pd  
 (II) Dr. Ahmad Barizi M.A  
 

Kata Kunci: Graf, pelabelan super sisi ajaib, graf star.  
 

  Salah satu topik permasalahan dalam teori graf  adalah pelabelan 
graf. Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf dengan himpunan titik V dan 
himpunan sisi E. Pelabelan super sisi ajaib pada graph � merupakan 
pelabelan total sisi ajaib yang memetakan 	 ke himpunan �1, 2, 3, … , ��. 
Pelabelan total sisi ajaib pada suatu graph � dengan order � dan ukuran � 
adalah fungsi bijektif � dari 	 ∪ � ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, 
…, � + �} sedemikian hingga untuk masing-masing sisi �  di � berlaku 
�(�) + �(� ) + �( ) = !, dengan k konstanta. 

  Graf mempunyai jenis yang bermacam-macam, salah satunya yaitu 
graf star. Dalam penelitian ini pelabelan super sisi ajaib tidak pada graf 
star yang bersifat tunggal akan tetapi dikembangkan pada graf-graf star 
dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait. Permasalahan yang 
diangkat dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan pelabelan 
super sisi ajaib pada graf-graf star dengan titik pusat terhubung oleh satu 
titik pengait. Pelabelan pada graf-graf star dengan titik pusat terhubung oleh 
satu titik pengait tersebut diamati sehingga diperoleh bentuk umum, yang 
selanjutnya dinyatakan sebagai konjektur yang dilengkapi dengan bukti-
bukti. 

  Berdasarkan hasil penelitian, diperoleh bilangan ajaib pada graf 
star sebanyak � dengan masing-masing titik ujung � homogen atau 
heterogen adalah ! = 3(�� + �� + ⋯ + �#) + 5� − 2, ∀� ≥ 2, dengan 
pola pengaitan sebagai berikut: 

1. �'	(
)* = �� + �� + ⋯ + �)+� + (, − 1) + -, 1 ≤ - ≤ �,, 1 ≤ , ≤ �  

2. �'	/
)* = �� + �� + �� + ⋯ + �# + , + (� − 1), 1 ≤ , ≤ � 

3. �'	01* = ��+�� + ⋯ + �0 + 2, 1 ≤ 2 ≤ (� − 1) 

4. �'	/
)	(

)* = �� + �� + ⋯ + �()+�) + 2'�) + �)3� + ⋯ + �#* +
4� − 2, − -, 1 ≤ - ≤ �), 1 ≤ , ≤ � 

5. �'	/
)	01* = �� + �� + ⋯ + �0 + 2(�03� + �03� + ⋯ + �#) + 4� −

(, + 2 + 1), 1 ≤ , ≤ �, (, − 1) ≤ 2 ≤ , 
  Penulis menyarankan untuk mengembangkan penelitian dengan 
mengkaji pada pelabelan graf-graf star dengan titik pusat terhubung oleh 
dua atau lebih titik pengait.  
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ABSTRACT 
 

Chusna, Liya Fitrotul. 2011. Super Edge Magic Labeling on Star Graphs that its 
Center Vertex are Connected by Single Hook Vertex. Thesis. Department 
of Mathematics, Faculty of Science and Technology, The State Islamic 
University of Maulana Malik Ibrahim Malang.  
Advisors: (I) Abdussakir, M.Pd 

(II) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A 
 

Keywords: graph, super edge magic labeling, star graph.  
 

One topic of graph theory is graph labeling. Let � =  (	, �) is a 
graph with vertex set 	 and edge set �. Super Edge Magic Labeling in 
the graph � is the total edge magic labeling which maps 	 into the 
set �1, 2, 3, . . . , ��. The total edge magic labeling on a graph � which have 
� order  and � size  is a � bijection function from 	 ∪  � to the set of 
integer �1, 2, 3, . . . , � +  �� such that for each edges of the �  in G force 
�(�)  +  �(� )  +  �( )  =  !, with ! a constant. 

There is various form of graph, one of which is star graph. In this 
research, not discuss about super edge magic labeling on single star 
graph, but is developed on the star graphs that its center vertex are 
connected by single hook vertex. Studied problem in this research is how 
to determine the super edge magic labeling on star graph that its center 
vertex are connected by single hook vertex. Labeling on the star graph 
that its center vertex are connected by single hook vertex is observed in 
order to obtain the general form, which subsequently expressed as a 
conjecture that is equipped with the proof.  

Pursuant to result of research obtained a magic number on � star 
graph that has homogeneous or heterogeneous � end-vertex is ! =
3(�� + �� + ⋯ + �#) + 5� − 2, ∀� ≥ 2, with the pattern below: 

6. �'	(
)* = �� + �� + ⋯ + �)+� + (, − 1) + -, 1 ≤ - ≤ �,, 1 ≤ , ≤ �  

7. �'	/
)* = �� + �� + �� + ⋯ + �# + , + (� − 1), 1 ≤ , ≤ � 

8. �'	01* = ��+�� + ⋯ + �0 + 2, 1 ≤ 2 ≤ (� − 1) 

9. �'	/
)	(

)* = �� + �� + ⋯ + �()+�) + 2'�) + �)3� + ⋯ + �#* +
4� − 2, − -, 1 ≤ - ≤ �), 1 ≤ , ≤ � 

10. �'	/
)	01* = �� + �� + ⋯ + �0 + 2(�03� + �03� + ⋯ + �#) +

4� − (, + 2 + 1), 1 ≤ , ≤ �, (, − 1) ≤ 2 ≤ , 
The authors suggest to expand the research by studying star graph 

that its center vertex are connected by double or more hook vertices. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

  Allah Swt telah menurunkan Al-Quran dengan beberapa fungsi yang 

dimilikinya. Di antaranya fungsi-fungsi al-Quran ialah sebagai petunjuk (hudan), 

pembeda antara yang benar dan yang salah (al-furqan), penyembuh penyakit hati 

(syifa), nasihat atau petuah (mau’izhah), dan sumber informasi (bayan). Sebagai 

sumber informasi, Al Qur’an mengajarkan banyak hal kepada manusia mulai dari 

persoalaan keyakinan, moral, prinsip ibadah, muamalah, sampai kepada asas-asas 

ilmu pengetahuan, yang mencakup ilmu kealaman dan matematika (Mas’ud, 28: 

11).  

Salah satu firman Allah SWT yang memberikan motivasi untuk 

mempelajari ilmu kealaman dan matematika adalah seperti yang tercantum dalam 

surat yunus ayat 5 berikut: 

uθ èδ “ Ï%©!$# Ÿ≅ yèy_ š[ôϑ¤±9 $# [!$ u‹ ÅÊ t� yϑs)ø9 $#uρ # Y‘θ çΡ …çνu‘ £‰s%uρ tΑÎ—$oΨtΒ (#θ ßϑn=÷ètF Ï9 yŠ y‰tã 

tÏΖÅb¡9 $# z>$|¡ Ås ø9 $#uρ 4 $tΒ t,n=y{ ª!$# š�Ï9≡sŒ āω Î) Èd, ys ø9 $$Î/ 4 ã≅ Å_Á x�ãƒ ÏM≈ tƒFψ$# 5Θ öθ s)Ï9 tβθ ßϑn=ôètƒ 

∩∈∪  

Artinya: 
“Dia-lah yang menjadikan matahari bersinar dan bulan bercahaya dan 

ditetapkan-Nya manzilah-manzilah (tempat-tempat) bagi perjalanan bulan itu, 
supaya kamu mengetahui bilangan tahun dan perhitungan (waktu). Allah tidak 
menciptakan yang demikian itu melainkan dengan hak. dia menjelaskan tanda-
tanda (kebesaran-Nya) kepada orang-orang yang Mengetahui.” 
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Dari ayat di atas tampak bahwa Allah Swt memberi motivasi kepada 

manusia untuk mempelajari ilmu perhitungan. Bidang ilmu perhitungan yang 

terinspirasi dengan ayat di atas diantaranya adalah astronomi dan matematika. 

Matematika merupakan suatu ilmu yang mengkaji tentang cara menghitung atau 

mengukur sesuatu dengan angka, simbol, atau jumlah. 

Matematika sangat berpengaruh dalam berkembangnya ilmu-ilmu yang 

lainnya. Misalnya dalam ilmu fisika, biologi, dan ilmu-ilmu yang lain. Para ahli 

dari berbagai disiplin ilmu menggunakan matematika untuk berbagai keperluan 

yang berkaitan dengan keilmuan mereka.  

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta beserta segala 

isinya diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti dengan 

perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdusyakir, 2007: 79).  

Dalam Al-Qur’an surat Al-Qamar disebutkan: 

$ ‾ΡÎ) ¨≅ä. > ó x« çµ≈oΨø)n=yz 9‘y‰s)Î/ ∩⊆∪   

:Artinya  
“ Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”  

Allah menciptakan semesta beserta isinya dengan ukuran yang cermat dan 

teliti. Allah menciptakan gerak udara mempunyai ukuran kecepatan, berapa besar 

kelajuanya dan kemana arahnya. Kalau besaran-besaran dalam suatu proses 

alamiah berhubungan satu sama lain, maka hubungan tersebut dapat dirumuskan 

dalam bentuk matematis. 
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Dalam ayat lain disebutkan: 

“Ï% ©!$# …çµ s9 à7 ù=ãΒ ÏN≡ uθ≈yϑ¡¡9 $# ÇÚö‘ F{ $#uρ óΟ s9 uρ õ‹ Ï‚−Gtƒ # Y‰s9 uρ öΝs9 uρ ä3tƒ …ã& ©! Ô7ƒ Î�Ÿ° ’Îû Å7 ù=ßϑø9 $# 

t, n=yzuρ ¨≅à2 & ó x« …çνu‘ £‰s)sù # \�ƒ Ï‰ø)s? ∩⊄∪   

Artinya: 

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak 
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), 
dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya”(Q.S Al-Furqan: 2) 
 
Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada 

ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaanya. Ahli 

matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus atau persamaan. Rumus-rumus 

yang ada sekarang bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. 

Manusia hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika 

(Abdusyakir, 2007: 80). 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang banyak 

dimanfaatkan dalam kehidupan sehari-hari. Misalnya dalam pembuatan trayek 

perjalanan angkutan, pengaturan jadwal, pengaturan jaringan listrik, dan lain 

sebagainya. Konsep dan hasil teori graf yang sesuai, diperkenalkan dengan 

maksud membuat simulasi masalah secara matematis. Hal inilah yang menjadikan 

teori graf menarik dan semakin banyak dikembangkan oleh para matematikawan. 

Keunikan teori graf adalah kesederhanaan pokok bahasan yang 

dipelajarinya, karena dapat disajikan sebagai titik (verteks) dan garis (edge). 

Meskipun pokok bahasan dari topik-topik teori graf sangat sederhana, tetapi isi di 

dalamnya belumlah sesederhana itu. Kerumitan dan masalah selalu ada dan 
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bahkan sampai saat ini masih banyak masalah yang belum terpecahkan (Santoso, 

2002: 1) 

Banyak topik-topik bahasan yang belum terpecahkan membuat para 

ilmuan yang ingin menggunakan teori atau teorema tentang bahasan tersebut 

menjadi terhambat. Karena tidak mungkin menggunakan suatu ilmu yang belum 

jelas kebenaranya. Seperti yang dijelaskan dalam firman Allah surat Al-Isra’ (17) 

ayat 36 yang berbunyi: 

Ÿωuρ ß# ø)s? $ tΒ }§øŠs9 y7 s9 ÏµÎ/ íΟ ù=Ïæ 4 ¨βÎ) yìôϑ¡¡9 $# u�|Çt7 ø9 $#uρ yŠ# xσà�ø9 $#uρ ‘≅ ä. y7 Í×‾≈ s9 'ρé& tβ% x. çµ÷Ψtã 

Zωθ ä↔ó¡tΒ ∩⊂∉∪   

Artinya: 
“Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidak mempunyai 
pengetahuan tentangnya. Sesungguhnya pendengaran, penglihatan dan 
hati, semuanya itu akan diminta pertanggungan jawabnya”. 
 
Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya 

berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta 

himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Pertama kali diperkenalkan 

oleh Sadlàček (1964), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Hingga 

saat ini pemanfaatan teori pelabelan graf sangat dirasakan peranannya, terutama 

pada sektor sistem komunikasi dan transportasi, navigasi geografis, radar, 

penyimpanan data komputer, dan desain integrated circuit pada komponen 

elektronik (Rosyid, 2009: 1). 

Pelabelan merupakan pemetaan bijektif yang memetakan unsur himpunan 

titik dan atau unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label. Pelabelan 

titik adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah 



5 

 

pelabelan dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan 

dengan domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi (Park, dkk. 2008: 11).  

Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada graf, antara lain 

pelabelan gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan total tak beraturan, pelabelan 

ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Dalam pengembangan pelabelan ajaib, dikenal pula 

pelabelan total titik-ajaib, pelabelan total titik ajaib super, pelabelan total sisi-

ajaib, dan pelabelan total sisi-ajaib super. 

Pada penelitian yang terdahulu, telah dijumpai beberapa macam pelabelan 

pada graf star ��. Di antaranya adalah pelabelan konsekutif, total sisi ajaib, dan 

juga pelabelan graceful. Akan tetapi, belum dijumpai pelabelan pada graf Star �� 

yang antara titik pusatnya dihubungkan oleh titik pengait. Sehingga berdasarkan 

latar belakang di atas maka penulis tertarik untuk meneliti tentang  “Pelabelan 

Super Sisi Ajaib Pada Graf-Graf Star dengan Titik Pusat Terhubung oleh 

Satu Titik Pengait”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah: 

bagaimana salah satu cara dan hasil pelabelan super sisi ajaib pada graf-graf 

dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait? 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan skripsi ini adalah untuk 

mengetahui salah satu cara dan hasil bilangan ajaib dari pelabelan super sisi ajaib 

pada graf-graf star dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait. 
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1.4 Batasan Masalah 

Agar pembahasan pada skripsi ini tidak meluas maka dalam penelitian ini 

penulis membatasi objek kajian pada pelabelan super sisi ajaib pada graf star 

sebanyak � dengan jumlah masing-masing kaki ��, ��, �� … , �
 ( boleh sama 

atau berbeda), dan antara titik pusatnya terhubung oleh satu titik pengait. Dengan 

�, � ∈ ℕ seperti di bawah ini: 

1
1V

1
2V

1
3V

1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

3
1V kV1

3
2V kV2

3
3V kV3

3

3nV k
nk

V

1
0V 2

0V 3
0V kV0

1̂V 2̂V

 
 Gambar 1.1 Graf-Graf Star dengan Titik Pusat Terhubung oleh 1 Titik Pengait 

 
1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat bagi:  

1. Bagi Penulis  

Penelitian ini merupakan kesempatan bagi penulis untuk menambah 

informasi dan memperluas wawasan pengetahuan tentang teori-teori yang 

diterima di bangku kuliah khususnya tentang teori graf.  

2. Bagi Pembaca  

Sebagai bahan untuk menambah khasanah keilmuan matematika 

khususnya tentang teori graf, dan diharapkan dapat menjadi rujukan untuk 

penelitian yang akan datang. Pembaca dapat mengetahui salah satu cara dan hasil 

bilangan ajaib dari pelabelan super sisi ajaib pada graf star dengan titik pusat 

terhubung oleh satu titik pengait. 
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3. Bagi Lembaga  

Sebagai tambahan bahan pustaka tentang teori graf dan sebagai tambahan 

rujukan untuk materi kuliah.  

1.6 Metode Penelitian  

Langkah-langkah yang akan dilakukan dalam penelitian ini adalah:  

1. Merumuskan masalah  

Sebelum penulis melakukan penelitian, terlebih dahulu penulis menyusun 

rencana penelitian dari suatu masalah tentang pelabelan super sisi ajaib pada graf-

graf star. 

2. Mengumpulkan data  

Peneliti mengumpulkan data yang berupa data primer dan data sekunder. 

Data primer dalam penelitian ini diperoleh dari hasil pengamatan langsung yang 

dilakukan penulis berupa gambar graf, banyak sisi, banyak titik, dan pelabelan 

super sisi ajaib pada graf-graf star yang dihubungkan dengan satu titik pengait. 

Sedangkan data sekunder yang digunakan dalam penelitian ini berupa definisi, 

teorema, sifat-sifat graf dan lain-lain, dari beberapa literatur antara lain buku-

buku, dokumen yang ada, skripsi-skripsi sebelumnya, dan lain-lain.  

3. Menganalisis data  

Langkah-langkah yang diambil untuk menganalisis data dalam penulisan 

ini adalah :  

1. Mencoba melakukan pelabelan super sisi ajaib pada graf-graf star dengan titik 

pusat terhubung oleh satu titik pengait. 
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2. Mengamati pola-pola pelabelan super sisi ajaib dari beberapa contoh graf-graf 

star dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait tersebut. Pola yang 

didapatkan masih dianggap sebagai dugaan (konjektur). 

3. Konjektur yang dihasilkan dinyatakan dalam kalimat matematis yang 

dibuktikan. 

4. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian. 

1.7 Sistematika Penulisan  

Penulisan skripsi ini akan dibagi dalam beberapa bab. Susunan pembagian 

bab-bab tersebut adalah:  

BAB I: Pendahuluan. Bab ini membahas latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, pembatasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan.  

BAB II: Dasar Teori. Bab ini berisi tentang dasar-dasar teori yang akan digunakan 

pada bab-bab selanjutnya seperti definisi graf, graf ��, pelabelan super sisi ajaib, 

serta teori-teori lainya yang membantu.  

BAB III: Pembahasan. Bab ini membahas mengenai pelabelan super sisi ajaib 

pada graf-graf star dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait. 

BAB IV: Kesimpulan. Bab ini berisi tentang kesimpulan dari materi-materi yang 

telah dibahas pada bab sebelumnya.  
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BAB II 
KAJIAN TEORI 

 

2.1 Bilangan dalam Al-Quran 

 Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf yang berbicara 

tentang bilangan. Karena sesuai dengan definisinya, pelabelan pada suatu graf 

adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang memasangkan unsure-unsur graf (titik 

atau sisi) dengan bilangan (biasanya bilangan bulat positif). 

Berbicara tentang al-Quran sebagai peradaban bukan berarti al-Quran 

mengandung teori-teori khusus yang dapat diterapkan dalam berbagai eksperimen 

sains, namun ia memuat prinsip-prinsip dasar ilmu pengetahuan dan peradaban. 

Al-Quran bukanlah buku ilmiah atau ensiklopedi ilmu, tetapi ia lebih layak 

disebut sebagai sumber yang memberikan motivasi dan inspirasi untuk 

melahirkan ilmu pengetahuan dan peradaban dengan berbagai dimensinya. 

Thabathaba’i mengatakan bahwa ilmu pengetahuan mencakup ilmu kealaman dan 

matematika (Mas’ud, 2008: 12). 

Dalam matematika, terdapat enam himpunan bilangan yang sangat 

dikenal, di antaranya adalah himpunan bilangan asli dan bilangan 

rasional.Bilangan asli dimulai dari 1, 2, 3, 4, 5, … Bilangan rasional adalah suatu 

bilangan yang dapat ditunjukkan sebagai suatu pecahan atau perbandingan, yaitu 

sebagai suatu pecahan 
�� dimana � sebagai pembilang dan � sebagai penyebut, 

keduanya merupakan bilangan bulat, tetapi penyebutnya bukan nol (� ≠ 0). 
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Dalam Al-Quran disebutkan sebanyak 38 bilangan berbeda. Dari 38 

bilagan tersebut, 30 bilangan merupakan bilangan asli dan 8 bilangan merupakan 

bilangan pecahan (rasional) (Abdusyakir, 2007: 116). 

 Salah satu ayat al-Quran yang mengandung bilangan dua antara lain: 
 

* tΑ$ s%uρ ª!$# Ÿω (# ÿρä‹Ï‚ −Gs? È ÷ yγ≈s9 Î) È ÷ uΖøO$# ( $ yϑ‾ΡÎ) uθ èδ ×µ≈s9 Î) Ó‰Ïn≡ uρ ( }‘≈ −ƒ Î* sù Èβθ ç6 yδö‘ $$ sù ∩∈⊇∪  

Artinya: 

“Allah berfirman: "Janganlah kamu menyembah dua tuhan; 
Sesungguhnya dialah Tuhan yang Maha Esa, Maka hendaklah kepada-Ku 
saja kamu takut". (QS. An-Nahl: 51). 
 

Sedangkan salah satu ayat dalam al-Quran yang mengandung bilangan rasional 

berupa pecahan positif adalah: 

* öΝà6 s9 uρ ß#óÁ ÏΡ $ tΒ x8t� s? öΝà6 ã_≡uρø— r& βÎ) óΟ©9 ä3tƒ £ßγ ©9 Ó$s!uρ 4 βÎ* sù tβ$ Ÿ2 �∅ßγ s9 Ó$ s!uρ 

ãΝà6 n=sù ßìç/”�9 $# $£ϑÏΒ zò2t� s? 4 . ÏΒ Ï‰÷èt/ 7π§‹ Ï¹uρ šÏ¹θ ãƒ !$yγ Î/ ÷ρr& &øyŠ 4 �∅ßγ s9 uρ 

ßìç/”�9$# $ £ϑÏΒ óΟçF ø.t� s? βÎ) öΝ©9 à6 tƒ öΝä3©9 Ó‰s9 uρ 4 βÎ* sù tβ$Ÿ2 öΝà6 s9 Ó$ s!uρ £ßγ n=sù ßßϑ›V9 $# $ £ϑÏΒ 

Λä ò2t� s? 4 . ÏiΒ Ï‰÷èt/ 7π§‹ Ï¹uρ šχθß¹θ è? !$yγ Î/ ÷ρr& & ø yŠ 3 βÎ)uρ šχ% x. ×≅ã_ u‘ ß^ u‘θ ãƒ »' s#≈ n=Ÿ2 

Íρr& ×οr&t� øΒ $# ÿ… ã& s!uρ îˆ r& ÷ρr& ×M ÷zé& Èe≅ ä3Î=sù 7‰Ïn≡ uρ $ yϑßγ ÷ΨÏiΒ â ß̈‰�¡9 $# 4 βÎ* sù (# þθçΡ% Ÿ2 u�sYò2r&  ÏΒ 

y7 Ï9≡ sŒ ôΜßγ sù â !% Ÿ2u�à° ’ Îû Ï]è=›W9 $# 4 . ÏΒ Ï‰÷èt/ 7π§‹ Ï¹uρ 4|»θãƒ !$ pκÍ5 ÷ρr& Aø yŠ u�ö� xî 9h‘ !$ ŸÒ ãΒ 4 Zπ §‹Ï¹uρ 

z ÏiΒ «! $# 3 ª!$#uρ íΟŠÎ=tæ ÒΟŠÎ=ym ∩⊇⊄∪  

Artinya: 
“Dan bagimu (suami-suami) seperdua dari harta yang ditinggalkan oleh 
isteri-isterimu, jika mereka tidak mempunyai anak. jika Isteri-isterimu itu 
mempunyai anak, Maka kamu mendapat seperempat dari harta yang 
ditinggalkannya sesudah dipenuhi wasiat yang mereka buat atau (dan) 
seduah dibayar hutangnya. para isteri memperoleh seperempat harta yang 
kamu tinggalkan jika kamu tidak mempunyai anak. jika kamu mempunyai 
anak, Maka para isteri memperoleh seperdelapan dari harta yang kamu 
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tinggalkan sesudah dipenuhi wasiat yang kamu buat atau (dan) sesudah 
dibayar hutang-hutangmu. jika seseorang mati, baik laki-laki maupun 
perempuan yang tidak meninggalkan ayah dan tidak meninggalkan anak, 
tetapi mempunyai seorang saudara laki-laki (seibu saja) atau seorang 
saudara perempuan (seibu saja), Maka bagi masing-masing dari kedua 
jenis saudara itu seperenam harta. tetapi jika Saudara-saudara seibu itu 
lebih dari seorang, Maka mereka bersekutu dalam yang sepertiga itu, 
sesudah dipenuhi wasiat yang dibuat olehnya atau sesudah dibayar 
hutangnya dengan tidak memberi mudharat (kepada ahli waris). (Allah 
menetapkan yang demikian itu sebagai) syari'at yang benar-benar dari 
Allah, dan Allah Maha mengetahui lagi Maha Penyantun”. 
 

 Setelah mengetahui bahwa dalam al-Quran terdapat bilangan-bilangan, 

maka orang muslim harus mengenal bilangan. Tanpa mengenal bilangan, seorang 

muslim tidak akan memahami al-Quran dengan baik ketika membaca ayat –ayat 

yang berbicara tentang bilangan tersebut. Ketika al-Quran berbicara bilangan, 

yang banyaknya sampai 38 bilangan berbeda, maka tidak diragukan lagi bahwa al-

Quran sebenarnya berbicara tentang matematika (Abdusyakir, 2007: 117). 

 Al-Quran Al-Karim, seluruh isinya merupakan mukjizat. Simbol-simbol 

maknanya, yaitu lafaz-lafaznya, juga merupakan mukjizat; dan ketika maknanya 

tersebut dilekatkan kepada sebuah lafaz, ia memberi makna kepada kata. Jumlah 

kata-kata dalam Al-Qur’an yang yang menegaskan kata-kata yang lain ternyata 

jumlahnya sama dengan jumlah kata-kata Al-Qur’an yang menjadi lawan atau 

kebalikan dari kata-kata tersebut (An-Najdi, 1996: 65). 

Sebagai contoh, kata “iblis”  dalam Al-Qur’an disebutkan sebanyak 11 

kali, sementara “isti’adzah”  juga disebutkan sebanyak 11 kali. Kata “ma’shiyah”  

dan derivatnya disebutkan sebanyak 75 kali, sementara kata ”syukr”  dan 

derivatnya juga disebutkan sebanyak 75 kali. Kata “al-dunya”  disebutkan 

sebanyak 115 kali, begitu juga kata “al-akhirah”.  Kata “al-israf”  dengan 



12 

 

berbagai derivatnya disebutkan sebnyak 23 kali, begitu juga “al-sur’ah”,  dan 

sebagainya (An-Najdi, 1996: 69). 

Kata “yaum”  (hari) dalam bentuk tunggal disebut sebanyak 365 kali, 

sebanyak jumlah hari pada tahun Syamsyiyah. Kata “syahr”  (bulan) disebut 

sebanyak 12 kali, sama dengan jumlah bulan dalam satu tahun. Begitu juga kata 

“yaum”  (hari) dalam bentuk mutsanna (dua) dan jama’ (plural) disebut sebanyak 

30 kali sama dengan jumlah hari dalam satu bulan (An-Najdi, 1996: 70). 

2.2 Graf 

Definisi:  

Graf � adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek , 

yang disebut titik, dan himpunan (mungkin kosong) pasangan tak 

berurutan dari titik-titik berbeda yang disebut sisi. Himpunan titik � 

dilambangkan dengan �(�), sedangkan himpunan sisi dilambangkan 

dengan �(�) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).  

Contoh 1:  

Anggap graf � = (�, �) dimana � = ��, �, �,  ! dan � = "��, �!, ��, �!, ��,  !#. 
Graf ini dapat direpresentasikan dalam salah satu dari tiga cara yang ditunjukkan 

dalam gambar berikut:  

 
 

 
Gambar 2.1 Graf � 
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Meskipun sketsa terlihat berbeda, kita harus perhatikan bahwa mereka semua 

memiliki sifat yang sama. jika kedua gambar yang bawah diluruskan, maka 

hasilnya akan sama dengan gambar yang di atas. Dalam setiap gambar 

memungkinkan untuk pergi dari � ke   melalui rute yang melalui � dan �, dan 

jika ada salah satu unsur yang rusak, maka tidak akan mungkin lagi untuk pergi 

dari � ke   (Witala, 1987: 179). 

Al Qur’an merupakan sumber segala ilmu. Tidak seorang pun dapat 

menyangkal bahwa di dalam Al Quran tidak hanya diletakkan dasar-dasar 

peraturan hidup manusia dalam hubunganya dengan Tuhan Sang Pencipta, dalam 

interaksinya dengan sesama manusia dan dalam tindakanya terhadap alam di 

sekitarnya, tetapi juga dinyatakan untuk apa manusia diciptakan.  

Titik dalam suatu graf dapat diasumsikan menurut keperluan dalam 

menyelesaikan suatu permasalahan. Jika dua titik pada suatu graf diasumsikan 

sebagai suatu benda dan dihubungkan dengan suatu sisi, maka hal ini memiliki 

artian bahwa dua benda tersebut mempunyai suatu hubungan. Definisi graf dapat 

direperesentasikan dalam hubungan manusia dan jin dengan Sang pencipta. Di 

dalam ayat 56 surah Adz Dzariat kita temukan pernyataan Allah SWT sebagai 

berikut: 

$ tΒ uρ àMø)n=yz £ Ågø: $# }§ΡM}$#uρ āω Î) Èβρß‰ç7 ÷èu‹Ï9 ∩∈∉∪   

Artinya: 
“Dan Aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka 
mengabdi kepada-Ku”. 
 

 Arti “menyembah” di sini adalah mengabdikan diri; bukan hanya sekedar 

sembahyang saja, tetapi melakukan semua yang diperintahkanNya dan yang 
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disukaiNya, termasuk pantang segala sesuatu yang dilarangNya dan yang tidak 

disukaiNya, paling tidak sebagai layaknya seorang ‘abdi’ atau hamba bertingkah 

laku terhadap pemilikNya (Baiquni, 1995: 66). 

 Ayat di atas dapat direpresentasikan dalam definisi graf, dengan ilustasi 

sebagai berikut: 

 
Gambar 2.2 Hubungan antara Allah dan Hamba-Nya 

2.3 Adjacent and incident 

Definisi: 

Sisi $ = (%&) dikatakan menghubungkan titik % dan &. Jika $ = (%, &) 

adalah sisi pada graf G, maka % dan & disebut terhubung langsung 

(adjacent), sedangkan % dan $ disebut terkait langsung (incident), 

sebagaimana & dan $. Dua sisi berbeda $� dan $� disebut terhubung 

langsung (adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk 

selanjutnya, sisi $ = (%, &) akan ditulis $ = %& (Abdussakir, dkk. 2009: 6) 

1e 2e
 

        Gambar 2.3 Adjacent dan Incident pada Graf 

Keterangan: 

 & dan %, % dan ' terhubung langsung (adjacent) 

 & dan %  terkait langsung ( incident) dengan $� 

 % dan ' terkait langsung (incident) dengan $� 

 $� dan $� terhubung langsung (adjacent)  
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Kardinalitas dari himpunan titik pada graf � disebut order � dan 

dilambangkan dengan ((�), atau lebih sederhana, (, sedangkan kardinalitas 

himpunan sisi adalah ukuran � dan dilambangkan dengan )(�) atau ). Sebuah 

graf ((, )), memiliki order ( dan ukuran ). Derajat titik adalah jumlah dari sisi 

yang terkait langsung.  

Menurut konteks Islam, adjacent dan incident dapat direpresentasikan 

pada ibadah Sa’i. Dalam Surat Al-Baqarah ayat 158 Allah berfirman: 

¨βÎ) $ x�¢Á9 $# nοuρö� yϑø9 $#uρ  ÏΒ Ì�Í←!$ yèx© «!$# ( ô yϑsù ¢kym |M øŠt7ø9 $# Íρr& t� yϑtF ôã$# Ÿξ sù yy$oΨã_ Ïµø‹ n=tã βr& 

š’§θ ©Ü tƒ $ yϑÎγ Î/ 4 tΒ uρ tí §θ sÜ s? # Z�ö� yz ¨βÎ* sù ©!$# í� Ï.$x© íΟŠÎ=tã ∩⊇∈∇∪  

 
 

Artinya: 
 “Sesungguhnya Shafaa dan Marwa adalah sebahagian dari syi'ar Allah. 
Maka barangsiapa yang beribadah haji ke Baitullah atau ber-'umrah, 
Maka tidak ada dosa baginya mengerjakan sa'i antara keduanya. dan 
barangsiapa yang mengerjakan suatu kebajikan dengan kerelaan hati, 
Maka Sesungguhnya Allah Maha Mensyukuri kebaikan lagi Maha 
Mengetahui”. 

 
 Sa’i arti harfiahnya adalah usaha, sedangkan arti syari’ahnya pada ibadah 

haji dan umroh adalah berbolak-balik sebanyak tujuh kali antara bukit shafa dan 

marwah demi melaksanakan perintah Allah (Shihab, 2000: 345).  

Pelaksanaan Sa’i antara shafa dan marwah ini dapat  kita representasikan 

dalam adjacent. Hal ini dapat digambarkan dengan mengintrepresentasikan dua 

bukit tersebut yaitu Shafa dan Marwah sebagai dua titik yang adjacent 

(direpresentasikan dengan melakukan sa’i).  

 
Gambar 2.4 Representasi Adjacent terhadap Proses Ibadah 
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2.4 Jenis-Jenis Graf: 

1. Graf Lengkap  

Graf lengkap adalah graf di mana setiap dua titik berbeda terhubung 

dengan tepat satu sisi. Grafik lengkap dengan � vertex dilambangkan oleh *� 

(Watkins dan Wilson, 1990: 36). 

1K 2K 3K 4K
 

Gambar 2.5 Graf Lengkap 

2. Graf Null 

Graf null adalah graf yang tidak mengandung sisi. Graf null dengan � 

vertex dilambangkan oleh +� (Watkins dan Wilson, 1990: 36). 

1N 2N 3N 4N  
Gambar 2.6 Graf Null 

3. Graf Siklus 

Graf siklus adalah graf yang terdiri dari siklus tunggal. Grafik siklus 

dengan � vertex dilambangkan oleh ,� (Watkins dan Wilson, 1990: 36). 

  3C 4C    
Gambar 2.7 Graf Siklus 

4. Graf Lintasan  

Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari sebuah lintasan tunggal. Graf 

lintasan dengan � vertex dilambangkan oleh -�. Perhatikan bahwa -� memiliki �- 

tepi, dan dapat diperoleh dari graf siklus ,� dengan menghapus sebuah sisi 

(Watkins dan Wilson, 1990: 37). 
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2P
3P 4P1P

 
Gambar 2.8 Graf Lintasan 

5. Graf bipartit  

Graf bipartit adalah adalah graf yang himpunan titiknya dapat dibagi 

menjadi himpunan . dan /, sedemikian rupa sehingga masing-masing sisi pada 

graf tersebut menghubungkan sebuah titik di . dengan sebuah titik di /. Kita 

dapat membedakan vertex di . dari / dengan menggambar dalam bentuk gambar 

hitam dan putih, sehingga setiap sisi terhubung dengan titik hitam dan titik putih. 

Contoh graf bipartit adalah seperti di bawah ini: 

 

 
Gambar 2.9 Graf Bipartit 

Graf bipartit lengkap adalah graf bipartit di mana setiap titik hitam 

menghubungkan setiap titik putih dengan tepat satu sisi. Graf bipartit lengkap 

dengan 0 titik hitam dan 1 titik putih dilambangkan dengan *(2,3). Sebuah graf 

bipartit lengkap dari bentuk *(�,3). disebut graf bintang. Beberapa contoh graf 

bipartit lengkap adalah: 

5,1K 2,2K
 

Gambar 2.10 Graf Bipartit Lengkap 

Pengilustrasian graf komplit dapat diambil dari sebuah ayat yang 

menjelaskan tentang hubungan antar sesama manusia. Firman Allah dalam Q.S Al 

Hujuraat ayat 13 :  
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$ pκš‰r' ‾≈ tƒ â¨$ ¨Ζ9 $# $ ‾ΡÎ) /ä3≈ oΨø)n=yz  ÏiΒ 9� x.sŒ 4 s\Ρé& uρ öΝä3≈ oΨù=yèy_ uρ $ \/θ ãè ä© Ÿ≅ Í←!$ t7s%uρ (# þθ èùu‘$ yètGÏ9 4 ¨βÎ) 

ö/ ä3tΒ t� ò2r& y‰ΨÏã «! $# öΝä39s)ø?r& 4 ¨βÎ) ©!$# îΛ Î=tã ×�� Î7yz ∩⊇⊂∪   

 
Artinya: 

“Hai manusia, Sesungguhnya kami menciptakan kamu dari seorang laki-
laki dan seorang perempuan dan menjadikan kamu berbangsa - bangsa 
dan bersuku-suku supaya kamu saling kenal-mengenal. Sesungguhnya 
orang yang paling mulia diantara kamu disisi Allah ialah orang yang 
paling taqwa diantara kamu. Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi 
Maha Mengenal”. 
 
Hal ini dapat direpresentasikan dalam bentuk graf dengan suku-suku atau 

bangsa-bangsa sebagai titik. Misalkan ambil n macam suku/bangsa, maka 

mempunyai n titik. Sedangkan bentuk hubungan untuk “saling mengenal” 

dianggap sebagai sebuah garis yang menghubungkan setiap suku/bangsa. Kerena 

sebagaimana dijelaskan dalam surat Al-Hujuraat ayat 13 bahwa manusia harus 

saling mengenal, maka antara titik satu dengan titik yang lainnya juga harus saling 

terhubung. Sehingga jika keterhubungan antar suku itu digambarkan, akan di 

dapat gambar sebagai berikut: 

 

Gambar 2.11 Representasi Graf Komplit pada Hubungan Sesama Manusia 

2.5 Fungsi 

Definisi: 

Misal  4 dan 5 adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu fungsi 6 

dari 4 ke 5, dilambangkan dengan 6: 4 → 5, adalah aturan yang 
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memetakan setiap elemen 4 tepat satu pada elemen 5. 4 adalah domain 

dari fungsi dan 5 adalah himpunan kodomainnya. Jika 9 adalah elemen 

yang tepat satu di 5 dipetakan oleh fungsi 6 ke elemen :, kita katakan 

bahwa 9 adalah peta dari : dan : adalah prapeta dari 9 dan kita tulis 

9 = 6(:). Himpunan 6(4) disebut daerah hasil fungsi. Daerah hasil 

fungsi adalah himpunan bagian dari kodomainnya (Balakrishnan, 1991: 7). 

Contoh 2: 

Himpunan 6 = �(1, �), (2, �), (3, �)! merupakan fungsi dari 4 = �1, 2, 3! ke 

5 = ��, �, �!. Setiap elemen dari 4 dipetakan tepat satu pada 5, 1 dipetakan  tepat 

satu ke �, 2 dipetakan tepat satu ke �, 3 dipetakan tepat satu ke �. Hal ini dapat 

ditunjukkan pada gambar 2.12. Gambar seperti pada gambar 2.12 biasa disebut 

dengan diagram panah.  

f
X Y  

Gambar 2.12 Diagram Panah Fungsi Contoh 2 

Contoh 3: 

Himpunan �(1, �), (2, �), (3, �)! bukan fungsi dari 4 = �1, 2, 3, 4! ke 5 =
��, �, �! karena unsur 4 di 4 tidak dipetakan pada suatu elemen di 5. Hal ini juga 

terlihat dari diagram panah (lihat gambar 2.13), dimana himpunan ini bukan 

sebuah fungsi karena tidak ada panah dari 4.  
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f
X Y  

Gambar 2.13 Diagram Panah dari Himpunan Contoh 3 

Contoh 4: 

Misalkan 6 fungsi yang didefinisikan oleh aturan  

6(:) = :� 

Sebagai contoh, 

6(2) = 4;       6(−3,5) = 12,25;      6(0) = 0 

Meskipun kita sering menemukan fungsi yang didefinisikan dengan cara ini, 

definisi tidak lengkap jika domain dan kodomainya tidak ditentukan. Jika 

diberikan domainya adalah himpunan semua bilangan real dan kodomainya 

adalah himpunan semua bilangan real non-negatif, dalam notasi pasangan terurut, 

kita dapatkan: 

6 = �>(:, :�)|: adalah bilangan real! 
Daerah hasil dari 6 adalah himpunan semua bilangan real tak negatif. 

Definisi: 

Sebuah fungsi 6 dari 4 ke 5 dikatakan satu- satu (atau injektif) jika untuk 

setiap 9 ∈  5, terdapat paling banyak satu : ∈  4 dengan 6(:) = 9. 
Dengan kata lain, untuk setiap :�, :� ∈ 4, jika 6(:�) = 6(:�), maka 

:� = :�. Secara simbolis, dapat dinyatakan sebagai berikut: 

∀:�∀:� LM6(:�) = 6(:�)N → (:� = :�)O 
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Bentuk definisi seperti di atas sering digunakan untuk membuktikan fungsi 

injektif (Baugh, 2009: 124-125). 

Contoh 5: 

Fungsi 

6 = �(1, �), (3, �), (2, �)! 
Dari 4 = �1, 2, 3! ke 5 = ��, �, �,  ! adalah satu-satu. Jika fungsi dari 4 ke 5 

adalah satu-satu, setiap elemen di 5 pada diagram panah tersebut akan memiliki 

paling banyak satu panah menunjuk ke Y (lihat gambar 2.14). 

f
X Y  

Gambar 2.14 Fungsi  Pada Contoh 5 
Contoh 6: 

Fungsi 

6 = �(1, �), (2, �), (3, �)! 
Bukan fungsi satu- satu karena 6(1) = � = 6(3). Jika suatu fungsi bukan satu- 

satu, beberapa elemen di 5 pada diagram panah tersebut akan memiliki lebih dari 

satu anak panah menunjuk ke Y (lihat gambar 2.15). 

f

X Y  
Gambar 2.15 Sebuah Fungsi yang Tidak Satu-Satu 
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Definisi: 

Jika fungsi dari 4 ke 5 dan range dari 6 adalah 5, 6 dikatakan onto Y 

(fungsi onto atau fungsi surjektif). Dengan kata lain, untuk setiap 9 ∈ 5, 
terdapat : ∈ 4 sedemikian hingga 6(:) = 9. Secara simbolis, dapat 

dinyatakan sebagai berikut: 

∀9 ∈ 5 ∃: ∈ 4 (6(:) = 9) 

Bentuk definisi seperti di atas sering digunakan untuk membuktikan fungsi 

surjektif (Baugh, 2009: 126). 

Contoh 7: 

Fungsi 

6 = �(1, �), (2, �), (3, �)! 
Dari 4 = �1,2,3! ke 5 = ��, �, �! adalah satu-satu dan onto. 

f

X Y  
Gambar 2.16 Sebuah Fungsi yang Satu-Satu dan Onto 

Contoh 8: 

Fungsi 

6 = �(1, �), (2, �), (3, �)! 
Dari 4 = �1,2,3! ke 5 = ��, �, �,  ! tidak onto. 

f
X Y  

Gambar 2.17 Sebuah Fungsi yang Tidak Onto 
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Definisi: 

Sebuah fungsi yang bersifat satu- satu dan onto disebut fungsi bijektif 

(Baugh, 2009: 127). 

Contoh 9: 

Fungsi pada contoh 7 adalah fungsi bijektif. 

Contoh 10: 

Jika 6 adalah bijeksi dari himpunan hingga 4 ke himpunan terhingga 5, maka 

|4| = |5|, yaitu himpunan memiliki kardinalitas yang sama dan ukuran yang 

sama pula. Sebagai contoh, 

6 = �(1, �), (2, �), (3, �), (4,  )! 
Adalah fungsi bijeksi dari 4 = �1,2,3,4! ke 5 = ��, �, �,  !. Kedua set memiliki 

empat elemen. Akibatnya, 6 memetakan unsur-unsur di 5: 6(1) = � yaitu elemen 

pertama di 5; 6(2) = � adalah elemen kedua di Y; dan seterusnya. 

2.6 Pelabelan 

Diberikan graf �, � (�)  =  � dan � (�)  =  �. Pelabelan pada suatu graf 

adalah sebarang pemetaan atau fungsi yang memasangkan unsur – unsur graf 

(titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya bilangan bulat positif). Kotzig dan Rosa 

mendefinisikan pelabelan ajaib menjadi pelabelan total pada  

titik dan sisi, yang mana pelabelanya adalah bilangan bulat dari 1 

sampai | � (�) |  +  | � (�) |. Jumlah label pada sebuah sisi dan titik di kedua 

ujungnya adalah konstan. Pada tahun 1996 Ringel dan Llado mendefinisikan 

kembali jenis pelabelan ini sebagai pelabelan sisi ajaib. Juga, Enomoto telah 

memperkenalkan nama super sisi ajaib untuk pelabelan ajaib, dengan 
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menambahkan sifat bahwa vertex R menerima label yang lebih kecil, (1, 2, . . . , &) 

(Park, dkk. 2008: 11). 

Sebuah pemetaan satu-satu S dari � ∪  � ke integer (1, 2, . . . , � +
 �) disebut pelabelan sisi ajaib jika ada konstanta U sehingga untuk setiap sisi :9 

,berlaku  S (:)  +  S (:9)  +  S (9)  =  U. Konstanta U disebut bilangan sisi ajaib 

untuk S. Sebuah pelabelan sisi ajaib S disebut super-ajaib jika S (�)  =
 (1, 2, . . . , &) dan S (�)  =  (R +  1, R +  2, . . . , & +  $). Sebuah graf � disebut 

sisi-ajaib (super sisi ajaib) jika terdapat pelabelan sisi ajaib (super sisi ajaib) pada 

graf � (Park, dkk. 2008: 11). 

Misalkan G graph dengan himpunan titik � dan himpunan sisi �. Banyak 

titik di � adalah ( dan banyak sisi di � adalah ). Pelabelan total sisi ajaib pada 

graph � adalah fungsi bijektif S dari � ∪ � pada himpunan  

�1, 2, 3, … , ( + )! 
 sehingga untuk sebarang sisi (:, 9) di � berlaku 

S(:) + S(:9) + S(9) = U 

Untuk suatu konstanta U. Selanjutnya U disebut bilangan ajaib pada � dan � 

disebut total sisi ajaib (Wijaya dan Baskoro, 2000: 1-2). 

 Sebagai contoh, perhatikan graph � berikut dengan �(�) = �:, 9, V! dan 

�(�) = �:9, 9V, :V!. Jadi order � adalah ( =  3 dan ukuran � adalah ) =  3. 

Akan ditunjukkan bahwa graph � adalah total sisi ajaib. 

  
Gambar 2.18 Graf � 
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Jika dibuat fungsi 6 dari � (�) ∪ �(�) ke himpunan �1, 2, 3, 4, 5, 6! sebagai 

berikut: 

f

 

Gambar 2.19 Fungsi 6 dari � (�) ∪ �(�) ke Himpunan �1, 2, 3, 4, 5, 6! 
Diperoleh  

6(:) + 6(:9) + 6(9) = 1 + 6 + 2 = 9  

6(:) + 6(:V) + 6(V) = 1 + 5 + 3 = 9   

6(:) + 6(9V) + 6(V) = 2 + 4 + 3 = 9  

Jadi fungsi f adalah pelabelan total sisi ajaib pada G. Pelabelan pada graph G 

sehingga diperoleh pelabelan total sisi ajaib dapat digambar sebagai berikut: 

 
Gambar 2.20 Pelabelan Total Sisi Ajaib 

Pelabelan total sisi ajaib yang memetakan himpunan titik suatu graph ke 

himpunan �1, 2, 3, … , Y0 $0! disebut pelabelan super sisi ajaib. Dengan demikian, 

pelabelan super sisi ajaib adalah suatu bentuk khusus dari pelabelan total sisi 

ajaib. Setiap pelabelan super sisi ajaib pasti pelabelan total sisi ajaib tapi tidak 
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sebaliknya. Graph yang dapat dikenai pelabelan super sisi ajaib disebut graph 

super sisi ajaib (Abdussakir, 2005: 27). 

Sebagai contoh, perhatikanlah gambar di bawah ini: 

    
Gambar 2.21 Pelabelan Total Sisi Ajaib Gambar 2.22 Pelabelan Total Sisi Ajaib 

Gambar 2.21 dan 2.22 adalah pelabelan total sisi ajaib. Meskipun 

demikian, pelabelan pada gambar 2.21 disebut pelabelan super sisi ajaib 

sedangkan pada gambar 2.22 bukan pelabelan super sisi ajaib. Hal ini karena pada 

gambar 2.21 himpunan titik dipetakan ke himpunan �1, 2, 3! sedangkan pada 

gambar 2.22  tidak. 

Ibadah sholat fardhu merupakan contoh salah satu ibadah yang dapat 

direpresentasikan dalam pelabelan graf. Shalat mempunyai kedudukan yang amat 

penting dalam islam, dan merupakan fondasi yang kokoh bagi tegaknya agama 

islam. Ibadah shalat dalam islam sangat penting, sehingga harus dilaksanakan 

pada waktunya. 

Al-Quran tidak menerangkan secara terperinci waktu-waktu pelaksanaan 

shalat fardhu. Tetapi, dalam hadits Rasulullah SAW waktu-waktu sholat telah 

dinyatakan secara terperinci, batas awal sampai batas akhir waktu setiap sholat. 

Salah satu hadits yang menerangkan waktu-waktu sholat tersebut adalah hadits 

yang diriwayatkan oleh Imam Bukhari : 

“Bahwasanya jibril datang kepada Nabi SAW, lalu berkata 
kepadanya:”bangun dan bershalatlah” maka nabipun shalat dzuhur 
diketika telah tergelincir matahari. Kemudian Jibril datang pula kepada 
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Nabi pada waktu ashar, lalu berkata:”bangun dan bershalatlah”. Maka 
nabi bershalat ketika bayangan segala sesuatu itu sepanjang dirinya. 
Kemudian Jibril datang pula kepada Nabi pada waktu maghrib, lalu 
berkata:”bangun dan bershalatlah” maka nabi shalat maghrib diwaktu 
telah terbenam matahari. Kemudian Jibril datang pada waktu isya', lalu 
berkata:”bangun dan bershalatlah” maka nabi bersholat isya' diwaktu 
telah hilang mega-mega merah. Kemudian Jibril datang pula di waktu 
shubuh, diketika telah cemerlang fajar. Pada keesokan harinya jibril 
datang lagi untuk shalat dhuhur. Jibril berkata:”bangun dan 
bershalatlah” maka nabi sholat dzuhur ketika bayangan segala sesuatu 
telah menjadi sepanjang dirinya. Kemudia Jibril datang lagi pada waktu 
ashar, lalu berkata: ”bangun dan bershalatlah” maka nabi bersholat 
ashar ketika telah terjadi bayangan segala sesuatu dua kali bayangan 
darinya. Kemudian Jibril datang lagi pada waktu maghrib sama seperti 
waktu beliau datang kemarin. Kemudian Jibril datang lagi pada waktu 
isya' diketika telah berlalu separoh malam, atau sepertiga malam, maka 
nabipun bersholat isya'  Kemudian Jibril datang lagi pada waktu fajar 
telah bersinar terang, lalu berkata:”bangun dan bershalatlah”, maka nabi 
bangun dan bersholat shubuh. Sesudah itu Jibril berkata:”waktu-waktu di 
antara kedua waktu ini, itulah waktu shalat” (kitab hadits imam Ahmad, 
hadits ke 10819) 
 
Berdasarkan hadits di atas maka dapat diperinci ketentuan waktu sholat 

fardhu. Untuk waktu dzuhur, dimulai sejak matahari tergelincir yaitu sesaat 

setelah mencapai titik kulminasi dalam peredaran harianya sampai bayang-bayang 

sesuatu sama panjangnya. Waktu ashar dimulai sejak bayang-bayang sesuatu 

sama panjangnya hingga matahari terbenam. Waktu maghrib dimulai sejak 

matahari terbenam sampai hilangnya mega merah. Waktu isya’ dimulai sejak 

hilangnya mega merah sampai separuh malam (terbit fajar), dan waktu shubuh 

dimulai sejak fajar terbit hingga matahari terbit. Sehingga jika waktu-waktu sholat 

fardhu ini direpresentasikan dalam pelabelan graf akan tergambar sebagai berikut: 
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Gambar 2.23 Representasi Pelabelan Graf terhadap Waktu Sholat Fardhu 

2.7 Graf Star 

Definisi: 

Graf star adalah graf bipartisi komplit yang terbentuk dari *�,�(Wilson dan 

Watkins, 1990: 37).  

Untuk pembahasan selanjutnya graf star dinotasikan dengan ��, dimana � 

adalah bilangan asli. Berikut ini adalah gambar graf ��: 

1V

nV
5V

4V

6V

3V

2V

 

Gambar 2.24 Graf �� 

 Suatu graf star (��), tergambar dalam sebuah Firman Allah yang berkaitan 

dengan sunatullah. Dalam surat An-Nahl ayat 11 dikatakan bahwa: 

àM Î6/Ζãƒ / ä3s9 ÏµÎ/ tí ö‘ ¨“9 $# šχθ çG÷ƒ ¨“9 $#uρ Ÿ≅‹Ï‚ ¨Ζ9 $#uρ |=≈uΖôãF{ $#uρ ÏΒ uρ Èe≅à2 ÏN≡ t� yϑ̈V9 $# 3 ¨βÎ) ’Îû 

š�Ï9≡ sŒ Zπtƒ Uψ 5Θ öθ s)Ïj9 šχρã� ¤6x�tGtƒ ∩⊇⊇∪  

Artinya:  
“Dia menumbuhkan bagi kamu dengan air hujan itu tanam-tanaman; 
zaitun, korma, anggur dan segala macam buah-buahan. Sesungguhnya 
pada yang demikian itu benar-benar ada tanda (kekuasaan Allah) bagi 
kaum yang memikirkan”. 
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 Alam semesta dan proses-proses di dalamnya yang ada pada ayat tersebut 

di atas dikatakan sebagai ayatullah itu “dibaca” oleh para pakar fisika dan 

kelakuan alam yang mereka temukan sebagai kesimpulan itu mereka namakan 

“hukum alam”. Bagi ilmuwan muslim, hukum alam itu tidak lain adalah peraturan 

Allah SWT, sunnatullah, yang diberlakukan pada alam semesta, pada saat dan 

sesaat setelah ia diciptakan, untuk diikutinya (Baiquni, 1995: 24). 

 Dari ayat di atas, maka graf star (��) dapat diasumsikan sebagai 

sunatullah, dengan titik pusat diasumsikan sebagai air hujan dan titik-titik lainya 

diasumsikan sebagai segala macam tanaman yang tumbuh karena air hujan. 

Sehingga dengan pengaitan pada graf star (��) akan terilustrasi sebagai berikut: 

 
Gambar 2.25 Representasi Sunatullah pada Graf Star (��) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



30 

 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai pelabelan super sisi ajaib pada graf 

star yang antara titik pusatnya dihubungkan oleh satu titik pengait. Penulis 

memberi label dengan pelabelan super sisi ajaib pada graf 

star (��Z , ��[ , ��\ , … , ��]), yang mana antara titik pusat ��Z  dan ��[ , ��[  dan ��\ 

, … , ��]^Zdan ��] dihubungkan oleh satu titik pengait. 

 Misalkan graf � adalah graf �� sebanyak � yang titik pusatnya 

dihubungkan oleh satu titik pengait (_̀) mempunyai himpunan titik dan himpunan 

sisi: 

�(�) = a���, ���, … , ��Z� , ���, ���, … , ��[� , … , ��]b  �c�, �c�,, �c�, … , �cb��d, ��d, ��d, … , � è f , 1 ≤ h ≤ �, 1 ≤ _̀ ≤ h − 1 

�(�) = i�c����, �c����, … , �c���Z� , �c����, �c����, … , �c���[� , … , �cb��b, �cb��b, … , �cb��]b�c���d, �c���d, �c���d, … , �c
� è j 
dimana: 

  ��]b : titik ujung ke-h dari graf star ke-h. 
 �cb: titik yang menyatakan titik pusat graf star ke-h. 
   � è: titik pengait antara titik pusat graf star ke-h dengan ke-(h + 1).  
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Maka graf � dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

1
3V

1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

3
1V jV1

3
2V jV2

3
3V jV3

3

3nV j
n j

V

1
0V 2

0V 3
0V jV0

1̂V 2̂V

Gambar 3. 1. Graf-Graf Star dengan Titik Pusat Terhubung oleh Satu Titik Pengait 

 Dengan demikian, graf �� sebanyak � dengan titik pusat terhubung oleh 

satu titik pengait memiliki titik sebanyak �� + �� + ⋯ + �b + 2� − 1 dengan ��� 

sebagai titik ujung ke−1 dari graf ��Z. ��� ditetapkan dengan label 1 dan berlaku 

untuk seterusnya. Dari beberapa kali percobaan, akhirnya penulis menemukan 

pelabelan super sisi ajaib pada graf �� yang terhubung oleh titik pengait sebagai 

berikut: 

3.1 Pelabelan Pada 2 Graf Star (lmn , lmo) Dengan Titik Pusat Terhubung 
Oleh Satu Titik Pengait 

Dua graf star (��Z , ��[)   dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait (��d)  dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V 1

2V

1
3V1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

1
0V 2

0V

1̂V

 

Gambar 3. 2. Dua Graf Star dengan  Titik Pusat  

Terhubung oleh 1 Titik Pengait 
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3.1.1. Pelabelan Super Sisi Ajaib Untuk 2 Graf Star (��Z , ��[)  Dengan �� =  2,��  =  �� Untuk ��, �� Bilangan Asli. 

 

1. Untuk �� =  2, ��  =  2. 

 Dua graf star dengan �� =  2, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
2V

 

Gambar 3. 3. Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  2, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. 4.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 20. 
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Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  2, ��  =  2 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 13 

6(���) = 2       6(�c����) = 12 

6(���) = 4      6(�c����) = 9 

6(���) = 5      6(�c����) = 8 

6(�c�) = 6      6M�c���dN = 11 

6(�c�) = 7      6M�c���dN = 10 

6M��dN = 3 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

6(�c�) = 6 = 2 + 2 + 2 

6(�c�) = 7 = 2 + 2 + 3 

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6(�c����) = 13 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 12 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6(�c����) = 9 = 2 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 

6(�c����) = 8 = 2 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 
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Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1 
6(���) = 2 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 4 = 2 + 1 + 1       

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 13 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 
6(�c����) = 12 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 
Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 9 = 2 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 
6(�c����) = 8 = 2 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

2. Untuk �� =  2, ��  =  3. 

 Dua graf star dengan �� =  2, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 
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1
1V

1
2V

2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
2V2

3V  

Gambar 3. 5. Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  3 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  2, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 6.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  3 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 23. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  2, ��  =  3 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 15 

6(���) = 2       6(�c����) = 14 

6(���) = 4      6(�c����) = 11 

6(���) = 5      6(�c����) = 10 

6(���) = 6      6(�c����) = 9 

6(�c�) = 7      6M�c���dN = 13 

6(�c�) = 8      6M�c���dN = 12 
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6M��dN = 3 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 6 = 2 + 1 + 3 

6(�c�) = 7 = 2 + 3 + 2 

6(�c�) = 8 = 2 + 3 + 3 

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 11 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 10 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 9 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1 
6(���) = 2 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 4 = 2 + 1 + 1       
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6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

6(���) = 6 = 2 + 1 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 15 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 11 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 10 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 9 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

3. Untuk �� =  2, ��  =  4. 

 Dua graf star dengan �� =  2, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
3V2

4V

2
2V

 

Gambar 3. 7. Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  4 
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Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  2, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 8.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  2, ��  =  4 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 26. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  2, ��  =  4 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 17 

6(���) = 2       6(�c����) = 16 

6(���) = 4      6(�c����) = 13 

6(���) = 5      6(�c����) = 12 

6(���) = 6      6(�c����) = 11 

6(�v�) = 7      6(�c��v�) = 10 

6(�c�) = 8      6M�c���dN = 15 

6(�c�) = 9      6M�c���dN = 14 

6M��dN = 3 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 
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6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

6(���) = 6 = 2 + 1 + 3 

6(�v�) = 7 = 2 + 1 + 4 

6(�c�) = 8 = 2 + 4 + 2 

6(�c�) = 9 = 2 + 4 + 3 

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 13 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 

6(�c����) = 12 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 

6(�c����) = 11 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 10 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1 
6(���) = 2 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 4 = 2 + 1 + 1       

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 6 = 2 + 1 + 3 
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6(�v�) = 7 = 2 + 1 + 4 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 17 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 13 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 

6(�c����) = 12 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 

6(�c����) = 11 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 10 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

Dari beberapa contoh di atas, nampak beberapa pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk dua graf star M��Z , ��[N dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait M��dN dimana �� = 2, �� = ��, yaitu: 

a. Titik �s� 

�� = 2, �� = 2 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 3 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 4 ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 3 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 4 ⇒ 6( �s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik�c�: 

�� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c�) = 6 = 2 + 2 + 2  

�� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 7 = 2 + 3 + 2 

�� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 8 = 2 + 4 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 2. 

d. Titik�c�: 

 �� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c�) = 7 = 2 + 2 + 3  

 �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 8 = 2 + 3 + 3 

�� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 9 = 2 + 4 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 3. 

e. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c����: 

�� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
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�� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
�� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �c���d:  

�� = 2, �� = 2 ⇒ 6M �c���dN = 11 = 2 + 2 ∙ 2 + 5 

�� = 2, �� = 3 ⇒ 6M �c���dN = 13 = 2 + 2 ∙ 3 + 5 

�� = 2, �� = 4 ⇒ 6M �c���dN = 15 = 2 + 2 ∙ 4 + 5 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 5. 

h. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2 ⇒  6M�c���dN = 10 = 2 + 2 ∙ 2 + 4 

�� = 2, �� = 3 ⇒  6M�c���dN = 12 = 2 + 2 ∙ 3 + 4 

�� = 2, �� = 4 ⇒  6M�c���dN = 14 = 2 + 2 ∙ 4 + 4 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 4. 

 

i. Bilangan ajaib U: 

�� = 2, �� = 2 ⇒ U = 20 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 8 

�� = 2, �� = 3 ⇒ U = 23 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 3 + 8 

�� = 2, �� = 4 ⇒ U = 26 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 4 + 8 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + ��) + 8. 

Untuk titik ��d belum menampakkan pola 6 (��d) karena datanya masih 

tunggal. 
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3.1.2  Pelabelan Super Sisi Ajaib Untuk 2 Graf Star (��Z , ��[)  Dengan �� =  3,  ��  =  ��Untuk ��, �� Bilangan Asli. 

 

1. Untuk �� =  3, ��  =  2. 

 Dua graf star dengan �� =  3, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
2V1

3V  

Gambar 3. 9. Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  2 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  3, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut:    

 

Gambar 3. 10.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  2 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 23. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  3, ��  =  2 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 15 
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6(���) = 2       6(�c����) = 14 

6(���) = 3      6(�c����) = 13 

6(���) = 5      6(�c����) = 10 

6(���) = 6      6(�c����) = 9 

6(�c�) = 7      6M�c���dN = 12 

6(�c�) = 8      6M�c���dN = 11 

6M��dN = 4 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(���) = 5 = 3 + 1 + 1 

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2 

6(�c�) = 7 = 3 + 2 + 2 

6(�c�) = 8 = 3 + 2 + 3 

6M��dN = 4 = 3 + 1 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6(�c����) = 13 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 3 

6(�c����) = 10 = 3 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 

6(�c����) = 9 = 3 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 
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a. Titik �s� 

6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 5 = 3 + 1 + 1       

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 15 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6(�c����) = 13 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 2 + 6 − 3 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 10 = 3 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 

6(�c����) = 9 = 3 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

2. Untuk �� = 3, �� = 3. 

 Dua graf star dengan �� =  3, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3. 11. Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  3 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  3, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

    

Gambar 3. 12.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  3 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 26. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  3, ��  =  3 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 17 

6(���) = 2       6(�c����) = 16 

6(���) = 3      6(�c����) = 15 

6(���) = 5      6(�c����) = 12 

6(���) = 6      6(�c����) = 11 

6(���) = 7      6(�c����) = 10 
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6(�c�) = 8      6M�c���dN = 14 

6(�c�) = 9      6M�c���dN = 13 

6M��dN = 4 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(���) = 5 = 3 + 1 + 1 

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2 

6(���) = 7 = 3 + 1 + 3 

6(�c�) = 8 = 3 + 3 + 2 

6(�c�) = 9 = 3 + 3 + 3 

6M��dN = 4 = 3 + 1 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

6(�c����) = 12 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 11 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 10 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

 

a. Titik �s�: 
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6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

6(���) = 5 = 3 + 1 + 1       

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 3 + 1 + 3 

Jadi disimpulkan 6(���) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi�c��s�: 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 12 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 11 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 10 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 
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3. Untuk �� =  3, ��  =  4. 

 Dua graf star dengan �� =  3, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
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1
3V 2

4V 2
3V  

Gambar 3. 13. Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  4 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[) dengan 

�� =  3, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

     

Gambar 3. 14.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  3, ��  =  4 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 29. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  3, ��  =  4 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 19 

6(���) = 2       6(�c����) = 18 

6(���) = 3      6(�c����) = 17 
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6(���) = 5      6(�c����) = 14 

6(���) = 6      6(�c����) = 13 

6(���) = 7      6(�c����) = 12 

6(�v�) = 8      6(�c��v�) = 11 

6(�c�) = 9      6M�c���dN = 16 

6(�c�) = 10      6M�c���dN = 15 

6M��dN = 4 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(���) = 5 = 3 + 1 + 1 

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2 

6(���) = 7 = 3 + 1 + 3 

6(�v�) = 8 = 3 + 1 + 4 

6(�c�) = 9 = 3 + 4 + 2 

6(�c�) = 10 = 3 + 4 + 3 

6M��dN = 4 = 3 + 1 

6(�c����) = 19 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

6(�c����) = 14 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 
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6(�c����) = 13 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 

6(�c����) = 12 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 11 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 5 = 3 + 1 + 1       

6(���) = 6 = 3 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 3 + 1 + 3 

6(�v�) = 8 = 3 + 1 + 4 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 19 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 3 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 14 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 

6(�c����) = 13 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 
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6(�c����) = 12 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 11 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

Dari beberapa contoh di atas, nampak beberapa pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk dua graf star (��Z , ��[) dengan titik pusat  terhubung oleh satu titik 

pengait M��dN dimana �� = 3, �� = ��, yaitu: 

a. Titik �s� 

�� = 3, �� = 2 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 3, �� = 3 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 3, �� = 4 ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 3, �� = 2 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 3, �� = 3 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 3, �� = 4 ⇒ 6( �s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik�c�: 

�� = 3, �� = 2 ⇒ 6(xc) = 7 = 3 + 2 + 2   

�� = 3, �� = 3 ⇒ 6(xc) = 8 = 3 + 3 + 2 

�� = 3, �� = 4 ⇒ 6(xc) = 9 = 3 + 4 + 2 
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Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 2. 

d. Titik�c�: 

� = 3, � = 2 ⇒  6(yc) = 8 = 3 + 2 + 3 

� = 3, � = 3 ⇒ 6(yc) = 9 = 3 + 3 + 3 

� = 3, � = 4 ⇒ 6(yc) = 10 = 3 + 4 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 3. 

e. Sisi �c��s�: 

�� = 3, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 3, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 3, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c����: 

�� = 3, �� = 2 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
�� = 3, �� = 3 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
�� = 3, �� = 4 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �c���d:  

�� = 3, �� = 2 ⇒ 6(xc%) = 12 = 3 + 2 ∙ 2 + 5 

�� = 3, �� = 3 ⇒ 6(xc%) = 14 = 3 + 2 ∙ 3 + 5 

 �� = 3, �� = 4 ⇒ 6(xc%) = 16 = 3 + 2 ∙ 4 + 5 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 5. 

h. Sisi �c���d: 



54 

 

�� = 3, �� = 2 ⇒  6(yc%) = 11 = 3 + 2 ∙ 2 + 4 

�� = 3, �� = 3 ⇒  6(yc%) = 13 = 3 + 2 ∙ 3 + 4 

�� = 3, �� = 4 ⇒  6(yc%) = 15 = 3 + 2 ∙ 4 + 4 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 4. 

i. Bilangan ajaib U: 

�� = 3, �� = 2 ⇒ U = 23 = 3 ∙ 3 + 3 ∙ 2 + 8 

�� = 3, �� = 3 ⇒ U = 26 = 3 ∙ 3 + 3 ∙ 3 + 8 

�� = 3, �� = 4 ⇒ U = 29 = 3 ∙ 3 + 3 ∙ 4 + 8 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + ��) + 8. 

Untuk titik ��d belum menampakkan pola 6 (��d) karena datanya masih 

tunggal. 

3.1.3  Pelabelan Super Sisi Ajaib Untuk 2 Graf Star (��Z , ��[)  Dengan �� =  4,��  =  �� Untuk ��, �� Bilangan Asli. 

 

1. Untuk �� =  4, ��  =  2. 

Dua graf star dengan �� =  4, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V 1

2V 2
1V

1
0V 2

0V

1̂V

2
2V1

3V1
4V  

Gambar 3. 15. Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  2 



55 

 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)  dengan 

�� =  4, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 16.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  2 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 26. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  4, ��  =  2 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 17 

6(���) = 2       6(�c����) = 16 

6(���) = 3      6(�c����) = 15 

6(�v�) = 4      6(�c��v�) = 14 

6(���) = 6      6(�c����) = 11 

6(���) = 7      6(�c����) = 10 

6(�c�) = 8      6M�c���dN = 13 

6(�c�) = 9      6M�c���dN = 12 

6M��dN = 5 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 
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6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(�v�) = 4 

6(���) = 6 = 4 + 1 + 1 

6(���) = 7 = 4 + 1 + 2 

6(�c�) = 8 = 4 + 2 + 2 

6(�c�) = 9 = 4 + 2 + 3 

6M��dN = 5 = 4 + 1 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 14 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 4 

6(�c����) = 11 = 4 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 

6(�c����) = 10 = 4 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3  

6(�v�) = 4  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 6 = 4 + 1 + 1       
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6(���) = 7 = 4 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 17 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 14 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 6 − 4 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 11 = 4 + 2 ∙ 2 + 4 − 1 

6(�c����) = 10 = 4 + 2 ∙ 2 + 4 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

2. Untuk �� =  4, ��  =  3. 

Dua graf star dengan �� =  4, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
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Gambar 3. 17. Dua Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  3 
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Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star M��Z , ��[N, dengan 

�� =  4, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 18.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  3 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 29. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  4, ��  =  3 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 19 

6(���) = 2       6(�c����) = 18 

6(���) = 3      6(�c����) = 17 

6(�v�) = 4      6(�c��v�) = 16 

6(���) = 6      6(�c����) = 13 

6(���) = 7      6(�c����) = 12 

6(���) = 8      6(�c����) = 11 

6(�c�) = 9      6M�c���dN = 15 

6(�c�) = 10      6M�c���dN = 14 

6M��dN = 5 
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Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(�v�) = 4 

6(���) = 6 = 4 + 1 + 1 

6(���) = 7 = 4 + 1 + 2 

6(���) = 8 = 4 + 1 + 3 

6(�c�) = 9 = 4 + 3 + 2 

6(�c�) = 10 = 4 + 3 + 3 

6M��dN = 5 = 4 + 1 

6(�c����) = 19 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 16 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 4 

6(�c����) = 13 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 12 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 11 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3  
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6(�v�) = 4  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 6 = 4 + 1 + 1       

6(���) = 7 = 4 + 1 + 2  

6(���) = 8 = 4 + 1 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 19 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 16 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 3 + 6 − 4 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 13 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 1 

6(�c����) = 12 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 2 

6(�c����) = 11 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

3. Untuk �� =  4, ��  = 4. 

Dua graf star dengan �� =  4, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3. 19. Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  4 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star M��Z , ��[N, dengan 

�� =  4, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 20.  SEM  pada Dua Graf Star dengan �� =  4, ��  =  4 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 32. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 2 graf star (��Z , ��[)   dengan 

titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait (��d), dimana �� =  4, ��  =  4 maka 

diperoleh: 

6(���) = 1        6(�c����) = 21 

6(���) = 2       6(�c����) = 20 

6(���) = 3      6(�c����) = 19 

6(�v�) = 4      6(�c��v�) = 18 

6(���) = 6      6(�c����) = 15 

6(���) = 7      6(�c����) = 14 
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6(���) = 8      6(�c����) = 13 

6(�v�) = 9      6(�c��v�) = 12 

6(�c�) = 10      6M�c���dN = 17 

6(�c�) = 11      6M�c���dN = 16 

6M��dN = 5 

Berdasarkan pelabelan tersebut, diperoleh hubungan sebagai berikut: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 3 

6(�v�) = 4 

6(���) = 6 = 4 + 1 + 1 

6(���) = 7 = 4 + 1 + 2 

6(���) = 8 = 4 + 1 + 3 

6(�v�) = 9 = 4 + 1 + 4 

6(�c�) = 10 = 4 + 4 + 2 

6(�c�) = 11 = 4 + 4 + 3 

6M��dN = 5 = 4 + 1 

6(�c����) = 21 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 19 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 18 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 4 

6(�c����) = 15 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 
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6(�c����) = 14 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 

6(�c����) = 13 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 12 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s� 

6(���) = 1       

6(���) = 2  

6(���) = 3  

6(�v�) = 4     

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik  �s�: 
6(���) = 6 = 4 + 1 + 1       

6(���) = 7 = 4 + 1 + 2  

6(���) = 8 = 4 + 1 + 3 

6(�v�) = 9 = 4 + 1 + 4 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Sisi �c��s�: 
6(�c����) = 21 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 19 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 18 = 2 ∙ 4 + 2 ∙ 4 + 6 − 4 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 
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6(�c����) = 15 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 1 

6(�c����) = 14 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 2 

6(�c����) = 13 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 3 

6(�c��v�) = 12 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 − 4 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

Dari beberapa contoh di atas, nampak beberapa pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk dua graf star (��Z dan ��[) dengan titik pusat  terhubung oleh satu titik 

pengait (��d), dimana �� = 4, �� = ��, yaitu: 

a. Titik �s�: 

�� = 4, �� = 2 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 4, �� = 3 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 4, �� = 4 ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 4, �� = 2 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 4, �� = 3 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 4, �� = 4 ⇒ 6( �s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan6( �s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �c�: 

�� = 4, �� = 2 ⇒ 6(�c�) = 8 = 4 + 2 + 2  
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�� = 4, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 9 = 4 + 3 + 2 

�� = 4, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 10 = 4 + 4 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 2. 

d. Titik �c�: 

 �� = 4, �� = 2 ⇒ 6(�c�) = 9 = 4 + 2 + 3  

 �� = 4, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 10 = 4 + 3 + 3 

�� = 4, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 11 = 4 + 4 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + 3. 

e. Sisi �c��s�: 

�� = 4, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 4, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
�� = 4, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c����: 

�� = 4, �� = 2 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
�� = 4, �� = 3 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
�� = 4, �� = 4 ⇒ 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c����) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �c���d:  
�� = 4, �� = 2 ⇒ 6M �c���dN = 13 = 4 + 2 ∙ 2 + 5 

�� = 4, �� = 3 ⇒ 6M �c���dN = 15 = 4 + 2 ∙ 3 + 5 

�� = 4, �� = 4 ⇒ 6M �c���dN = 17 = 4 + 2 ∙ 4 + 5 
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Jadi disimpulkan 6M �c���dN = �� + 2�� + 5. 

h. Sisi �c���d: 

�� = 4, �� = 2 ⇒  6M�c���dN = 12 = 4 + 2 ∙ 2 + 4 

�� = 4, �� = 3 ⇒  6M�c���dN = 14 = 4 + 2 ∙ 3 + 4 

�� = 4, �� = 4 ⇒  6M�c���dN = 16 = 4 + 2 ∙ 4 + 4 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 4. 

i. Bilangan ajaib U: 

�� = 4, �� = 2 ⇒ U = 26 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 8 

�� = 4, �� = 3 ⇒ U = 29 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 3 + 8 

�� = 4, �� = 4 ⇒ U = 32 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 4 + 8 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + ��) + 8. 

Untuk titik ��d belum menampakkan pola 6(��d) karena datanya masih 

tunggal. 

Dengan demikian, kita dapatkan pola pelabelan super sisi ajaib untuk dua 

graf star (��Z , ��[) dengan titik pusat terhubung oleh 1 titik pengait (��d), seperti 

berikut: 

a. Bilangan ajaib U: 

�� = 2, �� = �� ⇒ U = 3(�� + ��) + 8 

�� = 3, �� = �� ⇒ U = 3(�� + ��) + 8 

�� = 4, �� = �� ⇒ U = 3(�� + ��) + 8 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + ��) + 8.
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b. Titik pada �: 

Tabel 3.1 Pola Pelabelan Titik pada Dua Graf  Star 

JUMLAH TITIK 

UJUNG lm 

TITIK z{n: 

 

TITIK z{o: 

 

TITIK z|n: 

 

TITIK z|o: 

 

TITIK znd: 
 �� = 2, �� = �� 6(�s�) = t 6( �s�) = �� + 1 + t 6(�c�) = �� + �� + 2 6(�c�) = �� + �� + 3 6M��dN =  3 = 2 + 1 �� = 3, �� = �� 6(�s�) = t 6( �s�) = �� + 1 + t 6(�c�) = �� + �� + 2 6(�c�) = �� + �� + 3 6M��dN =  4 = 3 + 1 �� = 4, �� = �� 6(�s�) = t 6( �s�) = �� + 1 + t 6(�c�) = �� + �� + 2 6(�c�) = �� + �� + 3 6M��dN =  5 = 4 + 1 

Disimpulkan 6(�s�) = t 6( �s�) = �� + 1 + t 6(�c�) = �� + �� + 2 6(�c�) = �� + �� + 3 6M��dN = �� + 1 

 

c. Sisi pada �: 

Tabel 3.2 Pola Pelabelan Sisi pada Dua Graf  Star  

JUMLAH TITIK 

UJUNG lm 

SISI z|nz{n: 
 

SISI z|oz{o: 
 

SISI z|nznd: 
 

SISI z|oznd: 

�� = 2, �� = �� 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t 6M�c���dN = �� + 2�� + 5 6M�c���dN = �� + 2�� + 4 �� = 3, �� = �� 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t 6M�c���dN = �� + 2�� + 5 6M�c���dN = �� + 2�� + 4 �� = 4, �� = �� 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t 6M�c���dN = �� + 2�� + 5 6M�c���dN = �� + 2�� + 4 
Disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t 6M�c���dN = �� + 2�� + 5 6M�c���dN = �� + 2�� + 4 
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Dari pola yang telah di dapatkan di atas, dapat disederhanakan dalam pola 

dibawah:  

a. Titik �sb 

h = 1 ⟹  6(�s�) = t,   1 ≤ t ≤ �� 

h = 2 ⇒ 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

Jadi disimpulkan 6M�sbN = �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 2. 

b. Titik �cb 

h = 1 ⟹  6(�c�) = �� + �� + 2 

h = 2 ⟹  6(�c�) = �� + �� + 3 

Jadi disimpulkan 6M�cbN = �� + �� + (h + 1), 1 ≤ h ≤ 2. 

c. Titik � è 
_̀ = 1 ⟹ 6M��dN = �� + 1 

Jadi disimpulkan 6M� èN = �è + _̀, _̀ = 1. 

d. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

e. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �cb� è 
h = 1, _̀ = 1 ⟹ 6M�c�� èN = �� + 2�� + 5 

h = 2, _̀ = 1 ⟹ 6M�c�� èN = �� + 2�� + 4 

Jadi disimpulkan 6M�cb� èN = �� + 2�è�� + 7 − Mh + _̀N, 1 ≤ h ≤ 2, _̀ = 1. 
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Dari beberapa contoh di atas, dapat diambil sebuah konjektur sebagai 

berikut: 

Teorema 3.1: 

Dua graf star (��Z, ��[) dengan  titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait, untuk setiap ��, �� bilangan asli adalah super sisi ajaib dengan konstanta 

ajaib U = 3(�� + ��) + 8. 

Bukti: 

Pelabelan super sisi ajaib pada graph � merupakan pelabelan total 

sisi ajaib yang memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. Pelabelan total 

sisi ajaib pada suatu graph � dengan order ( dan ukuran ) adalah fungsi 

bijektif 6 dari � ∪ � ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )} 

sedemikian hingga untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) +
6(:9) + 6(9) = U, dengan U konstanta. Maka untuk membuktikan 

teorema 3.1 perlu ditunjukkan bahwa : 

i) Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi. 

ii)  Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi bijektif 6 dari � ∪ � 

ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )}. 

iii)   Untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

iv) Pola pelabelan � memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. 
Misalkan: 

 �(�) = "���, ���, ���, … , ��Z� ; ���, ���, ���, … , ��[� ; �c�, �c�; ��d# 
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dimana: 

 �c�: titik pusat ��(�)   

 ���, ���, ���, … , ��Z� : titik ujung  ��(�) 

 �c�: titik pusat ��(�)  

 ���, ���, ���, … , ��[� : titik ujung ��(�) 

��d: titik pengait antara �c�dan �c�. 

�(�) = �  �c����, �c����, … , �c���Z� ; �c����, �c����, … , �c���[� ; �c���d, �c���d� 

Sehingga diperoleh: 

 ( = �� + �� + 3, ) = �� + �� + 2.  

dan   ( + ) = ( �� + �� + 3) + ( �� + �� + 2) 

                       = 2(�� + ��) + 5 

Graf (��Z , ��[) dapat digambarkan sebagai berikut: 

                      

1
1V 1

2V

1
3V1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

1
0V 2

0V

1̂V

 

Gambar 3. 21.  Dua Graf Star dengan Titik Pusat 

 Terhubung oleh 1 Titik Pengait 

Dengan pelabelan sebagai berikut: 
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1n

221 ++ nn

11 +n
321 ++ nn

21 +n 31 +n

41 +n121 ++ nn
  

Gambar 3. 22.  SEM  pada 2 Graf Star dengan Titik Pusat 

 Terhubung oleh 1 Titik Pengait 

 

Terdapat pola pelabelan graf � sebagai berikut: 

1. 6M�sbN = �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 2 

2. 6M�cbN = �� + �� + (h + 1), 1 ≤ h ≤ 2 

3. 6M� èN = �e + _, _ = 1 

4. 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

5. 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

6. 6M�cb� èN = �� + 2�e�� + 7 − (h + _), 1 ≤ h ≤ 2, _ = 1 

 

i) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi. 

Sesuai dengan definisi fungsi, suatu fungsi 6 dari 4 ke 5, adalah 

aturan yang memetakan setiap tepat satu elemen 4 pada elemen 5. 

Sehingga dari definisi tersebut sudah jelas membuktikan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi.  
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ii) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�) adalah fungsi 

bijektif 6 dari �(�) ∪ �(�) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, 

( + )}.  

1. Fungsi injektif. 

A. Untuk titik di �. 

1. Titik �sb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif t� dan t�, h� dan 

h�, jika 6L�sZbZO = 6L�s[b[O maka t� = t�, h� = h�. 

Diketahui 6M�sbN = �b~� + (h − 1) + t,dengan 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 2. 

Untuk   1 ≤ t� ≤ �b , 1 ≤ t� ≤ �b dan 1 ≤ h� ≤ 2,1 ≤ h� ≤ 2. 

Karena  6L�sZbZO = 6L�s[b[O, maka diperoleh: 

  �bZ~� + (h� − 1) + t1  =  �h2−1 + Mh2 − 1N + t2   
�bZ^Z + h� + t� = �b[^Z + h� + t� 

   h� = h�, t� = t�  

2. Titik �cb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  h� dan h�, jika 

6M�cbZN = 6M�cb[N maka h� = h�. 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + (h + 1), dengan  1 ≤ h ≤ 2 . 

Untuk 1 ≤ h� ≤ 2,1 ≤ h� ≤ 2. 
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Karena  6M�cbZN = 6M�cb[N, maka diperoleh: 

  �� + �� + h� + 1 =  �� + �� + h� + 1 

 h� = h� 

3. Titik � è: 
Diketahui 6M� èN = �e + _, dan _ = 1. 

Karena _ = 1, pola untuk titik  � è bisa ditulis 6M��dN = �� + 1, 

sehingga sudah jelas injektif. 

B. Untuk sisi di � 

1.  Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6M�c��sZ�N = 6M �c��s[�  N maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 
Untuk  1 ≤  t�  ≤  ��, dan 1 ≤  t�  ≤  ��. 

Karena  6(�c��sZ� ) = 6(�c��s[�), maka diperoleh: 

2�� + 2�� + 6 − t� = 2�� + 2�� + 6 − t� 

           t� = t�  

2. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t, dengan  1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 
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Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�), maka diperoleh: 

 �� + 2�� + 4 − t� = �� + 2�� + 4 − t�  

    t�  =  t� 

3. Sisi �cb� è 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif h� dan h�, _̀� dan 

_̀�, jika 6M�cbZ�èZN = 6M�cb[�è[N maka h� = h�, _̀� = _̀�. 

Diketahui 6M�cb� èN = �� + 2�e�� + 7 − (h + _), dengan 1 ≤ h ≤ 2, 

dan _ = 1, 

atau 6M�cb��dN = �� + 2�� + 7 − (h + 1). 

Untuk 1 ≤ h� ≤ 2,1 ≤ h� ≤ 2. 

Karena 6M�cbZ��dN = 6M�cb[��dN, maka diperoleh: 

�� + 2�� + 7 − (h� + 1) = �� + 2�� + 7 − (h� + 1) 

h� = h� 

Dengan demikian, 6 merupakan fungsi injektif dari �(�) ∪ �(�) ke 

�1, 2, 3, … , ( + )!. 
2. Fungsi surjektif.  

Sesuai dengan definisi surjektif, suatu 6: 4 → 5 dikatakan 

surjektif jika untuk setiap 9 ∈ 5, terdapat : ∈ 4 sedemikian hingga 

6(:) = 9. Prapeta untuk pelabelan �(�) dan �(�) adalah 

�1, 2, 3, … , ( + )!. Sehingga, untuk setiap bilangan asli ℕ pasti 
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mempunyai pasangan di kodomainnya. Dengan demikian, sudah jelas 

menunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�) adalah surjektif. 

Karena pola pelabelan �(�) dan �(�) injektif juga sekaligus 

surjektif, maka  pola pelabelan �(�) dan �(�) bijektif. 

iii)   Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 

6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

a. Untuk  sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�� + �� + 2) + (2�� + 2�� + 6 − t) + t 

= 3�� + 3�� + 8 

b. Untuk sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�� + �� + 3) + (�� + 2�� + 4 − t) + (�� + 1 + t) 

         = 3�� + 3�� + 8 

c. Untuk sisi �cb�� di � diperoleh: 

6M�cbN +  6M�cb��N + 6(��)
= ��� + �� + (h + 1)� + ��� + 2�� + 7 − (h + 1)�
+ ��� + 1� 

 = 3�� + 3�� + 8 
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Jadi � adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib: 

U = 3�� + 3�� + 8 

iv) Akan ditunjukkan bahwa 6(�) memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
a) Titik �sb 

Diketahui6M�sbN = �b~� + (h − 1) + t, dengan 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 2. 

Karena 1 ≤ t ≤ �b, maka diperoleh: 

��h−1 + (h − 1)� + 1 ≤ ��h−1 + (h − 1)� + t
≤ ��h−1 + (h − 1)� + �b 

�b~� + h ≤ �b~� + (h − 1) + t ≤ �b~� + (h − 1) + �b 

1 ≤ �b~� + h ≤ �b~� + (h − 1) + t ≤ �b~� + (h − 1) + �b
< �� + �� + 3 

1 ≤ �b~� + (h − 1) + t < �� + �� + 3 

Jadi 1 ≤ 6M�sbN < (. 

b) Titik �cb 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + (h + 1), dengan 1 ≤ h ≤ 2. 

Karena        1 ≤ h ≤ 2, maka diperoleh: 

 (�� + �� + 1) + 1 ≤ (�� + �� + 1) + h ≤ (�� + �� + 1) + 2 �� + �� + 2 ≤ �� + �� + (h + 1) ≤ �� + �� + 3 

�� + �� + 2 ≤ �� + �� + (h + 1) ≤ �� + �� + 3 

   1 < �� + �� + 2 ≤ �� + �� + (h + 1) ≤ �� + �� + 3 
   1 < �� + �� + (h + 1) ≤ �� + �� + 3 

Jadi 1 < 6M�cbN ≤ (. 
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c. Titik � è 
Diketahui 6M� èN = �e + _, dan _ = 1. 

Dengan _ = 1, pola untuk titik  � è bisa ditulis 6M��dN = �� + 1.  

Karena 1 < �� + 1 < �� + �� + 3, maka diperoleh: 

    1 < 6M� èN < ( 

Jadi terbukti bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
   Dari point (i), (ii), (iii) dan (iv) telah terbukti bahwa graf � 

memenuhi syarat-syarat pelabelan super sisi ajaib. Sehingga graf � 

merupakan super sisi ajaib. 

 

3.2 Pelabelan Pada 3 Graf Star (lmn , lmo , lm�) Dengan Titik Pusat Terhubung 

Oleh Satu Titik Pengait 

1. Untuk �� =  2, ��  =  2, ��  =  2. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2 dapat digambarkan 

sebagai berikut: 

1
1V

1
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2
1V
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2
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3
1V

3
2V

3
0V

2̂V

 

Gambar 3. 23. Tiga Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2 
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Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\)   
dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 24.  SEM  pada 3 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� = 2 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 31. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\)   
yang antara titik pusatnya dihubungkan dengan satu titik pengait, dimana �� =
 2, ��  =  2, ��  =  2 maka diperoleh: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1  

6(��v) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(�c����) = 21 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 2 
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6(�c����) = 13 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 12 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

6M�c���dN = 19 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 9 

6M�c���dN = 18 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 

6M�c���dN = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 7 

6M�c���dN = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 

6(�c�) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3   

6(�c�) = 10 = 2 + 2 + 2 + 4 

6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 2 + 5  

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6M��dN = 6 = 2 + 2 + 2 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1  
6(���) = 2  
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      
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6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s� 

6(�c����) = 21 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

e. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 17 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 13 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 1 

6(�c����) = 12 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

2. Untuk �� =  2, ��  =  2, ��  =  3. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  3 dapat digambarkan 

sebagai berikut: 
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Gambar 3. 25. Tiga Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  3 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\)   
dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 26.  SEM  pada 3 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� = 3 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 34. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\)   
yang antara titik pusatnya dihubungkan dengan satu titik pengait, dimana �� =
 2, ��  =  2, ��  =  3 maka diperoleh: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1  

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  
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6(���) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3 

6(�c����) = 23 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 1 

6(�c����) = 22 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 2 

6(�c����) = 19 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 13 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

6M�c���dN = 21 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 9 

6M�c���dN = 20 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 

6M�c���dN = 17 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 7 

6M�c���dN = 16 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 

6(�c�) = 10 = 2 + 2 + 3 + 3   

6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 3 + 4 

6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 3 + 5  

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6M��dN = 6 = 2 + 2 + 2 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1  
6(���) = 2  
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(���) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c����: 

6(�c����) = 23 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 1 

6(�c����) = 22 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c����) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

e. Sisi �c����: 

6(�c����) = 19 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 1 

6(�c����) = 18 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 1 

6(�c����) = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 2 

6(�c����) = 13 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 



84 

 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

3. Untuk �� = 2, �� = 2, �� = 4. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2 dapat digambarkan 

sebagai berikut: 
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Gambar 3. 27. Tiga Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  4 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan 

�� =  2, �� =  2, ��  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 28.  SEM  pada 3 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� = 4 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 37. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 3 graf star (��Z , ��[ , ��\)   
yang antara titik pusatnya dihubungkan dengan satu titik pengait, dimana �� =
 2, ��  =  2, ��  =  4 maka diperoleh: 

6(���) = 1 
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6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1 

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1  

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(���) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3 

6(�v�) = 10 = 2 + 2 + 2 + 4 

6(�c����) = 25 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 2 

6(�c����) = 21 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 

6(�c����) = 17 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 4 

6M�c���dN = 23 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 9 

6M�c���dN = 22 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 

6M�c���dN = 19 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 7 

6M�c���dN = 18 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 

6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 4 + 3   

6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 4 + 4 

6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 4 + 5 



86 

 

6M��dN = 3 = 2 + 1 

6M��dN = 6 = 2 + 2 + 2 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1   
6(���) = 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(���) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3 

6(�v�) = 10 = 2 + 2 + 2 + 4  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 25 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

e. Sisi �c��s�: 



87 

 

6(�c����) = 21 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 17 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 1 

6(�c����) = 16 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 2 

6(�c����) = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 3 

6(�c��v�) = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 − 4 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya masih 

tunggal. 

Dari beberapa contoh di atas, nampak beberapa pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk tiga graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait dimana �� = 2, �� = 2, �� = ��, yaitu: 

a. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
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�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c�) = 9 = 2 + 2 + 2 + 3    

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 10 = 2 + 2 + 3 + 3 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 4 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 3. 

e. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�c�) = 10 = 2 + 2 + 2 + 4    

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 3 + 4    

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 4 + 4    

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 4. 

f. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�c�) = 11 = 2 + 2 + 2 + 5    

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 3 + 5    

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 4 + 5    

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 5. 
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g. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

h. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

i. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
Jadi disimpulkan6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

j. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒ 6M�c���dN = 19 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6M�c���dN = 21 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6M�c���dN = 23 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 9 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9. 

k. Sisi �c���d 
�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6M�c���dN = 18 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 8 
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�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6M�c���dN = 20 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 8 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  6M�c���dN = 22 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 8 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8. 

l. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6M�c���dN = 15 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 7 

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒ 6M�c���dN = 17 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 7 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  6M�c���dN = 19 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 7 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7. 

m. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  6M�c���dN = 14 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 6 

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒  6M�c���dN = 16 = 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 6 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒ 6M�c���dN = 18 = 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 6 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6. 

n. Bilangan ajaib U: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2 ⇒  U = 31 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 3 ⇒  U = 34 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 3 ∙ 3 + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 4 ⇒  U = 37 = 3 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + 3 ∙ 4 + 13 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + ��) + 13. 

Untuk titik ��d dan ��d belum menampakkan pola 6M��dN dan 6M��dNkarena datanya 

masih tunggal.  
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Penulis melajutkan dengan cara yang sama untuk mendapatkan pola 

pelabelan pada tiga graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh satu 

titik pengait dimana �� = 2, �� = 3, �� = �� dan �� = 2, �� = 4, �� = ��. 

Sehingga di dapatkan pola untuk �� = 2, �� = ��, �� = �� sebagai berikut: 

a. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + 3   

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + 3 



92 

 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + 3 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 3. 

e. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 4 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 4 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 4 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 4. 

f. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 5   

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 5 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + 5 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + 5. 

g. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

h. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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i. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

j. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9        

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9. 

k. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8. 

l. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7. 

m. Sisi �c���d: 
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�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6. 

n. Titik ��d: 
�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6M��dN = 6 = 2 + 2 + 2 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒ 6M��dN = 7 = 2 + 3 + 2 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6M��dN = 8 = 2 + 4 + 2 

Jadi disimpulkan 6M��dN = �� + �� + 2. 

o. Bilangan ajaib U: 

�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + ��) + 13. 

p. Titik ��d: 
�� = 2, �� = 2, �� = �� ⇒  6M��dN = 3 

�� = 2, �� = 3, �� = �� ⇒  6M��dN = 3 

�� = 2, �� = 4, �� = �� ⇒  6M��dN = 3 

Untuk titik ��d, belum dapat ditentukan polanya karena datanya masih 

tunggal. 

Penulis mengulangi cara seperti di atas, untuk mendapatkan pola pelabelan 

super sisi ajaib untuk 3 graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh 
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satu titik pengait dimana �� = 3, �� = ��, �� = ��, dan  �� = 4, �� = ��, �� =
��. Ditemukan pola pelabelan yang sama dengan pola pelabelan super sisi ajaib 

untuk 3 graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait 

dimana �� = 2, �� = ��, �� = ��, kecuali untuk titik ��d. Pola pelabelan titik ��d 

yang diperoleh untuk: 

� �� = 3, �� = ��, �� = �� ⇒ 6M��dN = 4 

� �� = 4, �� = ��, �� = �� ⇒ 6M��dN = 5 

Sehingga, dapat dikonstruksi pola pelabelan super sisi ajaib untuk 3 graf 

star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait seperti 

berikut: 

a. Bilangan ajaib U: 

�� = 2, �� = ��, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

�� = 3, �� = ��, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

�� = 4, �� = ��, �� = �� ⇒  U = 3(�� + �� + ��) + 13 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + ��) + 13. 
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b. Titik pada �: 

Tabel 3.3 Tabel Pola Pelabelan Titik pada Tiga Graf Star 

JUMLAH 

TITIK 

UJUNG lm 

�(z{n):  

 

 �(z{o):  

 

�(z{�):  

 

�(z|n):  

 

 �(z|o):  

 

 �(z|�):  

 
 �(znd): 

 

�(zod): 
 

�� = 2, ��= ��, �� = �� 
t �� + 1 + t = �� + �� + 2 + t �� + �� + ��+ 3 

�� + �� + ��+ 4 
�� + �� + ��+ 5 

 3 = 2 + 1 �� + �� + 2 

�� = 3, ��= ��, �� = �� 
t �� + 1 + t �� + �� + 2 + t �� + �� + ��+ 3 

�� + �� + ��+ 4 
�� + �� + ��+ 5 

 4 = 3 + 1 �� + �� + 2 

�� = 4, ��= ��, �� = �� 
t �� + 1 + t �� + �� + 2 + t �� + �� + ��+ 3 

�� + �� + ��+ 4 
�� + �� + ��+ 5 

 5 = 4 + 1 �� + �� + 2 

Disimpulkan t �� + 1 + t �� + �� + 2 + t �� + �� + ��+ 3 
�� + �� + ��+ 4 

�� + �� + ��+ 5 
�� + 1 �� + �� + 2 

 

c. Sisi pada �: 

Tabel 3.4 Tabel Pola Pelabelan Sisi pada Tiga Graf Star 

JUMLAH 

TITIK 

UJUNG lm 

�(z|nz{n): 
 

�(z|oz{o): 
 

�(z|�z{�): 
 

�(z|nznd): 
 

�(z|oznd):  �(z|ozod): �(z|�zod):  

�� = 2, ��= ��, �� = �� 
2(�� + �� + ��)+ 10 − t �� + 2(�� + ��)+ 8 − t �� + �� + 2��+ 6 − t �� + 2(��+ ��) + 9 

�� + 2(�� + ��)+ 8 

�� + �� + 2��+ 7 

�� + �� + 2��+ 6 �� = 3, ��= ��, �� = �� 
2(�� + �� + ��)+ 10 − t �� + 2(�� + ��)+ 8 − t �� + �� + 2��+ 6 − t �� + 2(��+ ��) + 9 

�� + 2(�� + ��)+ 8 

�� + �� + 2��+ 7 
�� + �� + 2��+ 6 �� = 4, ��= ��, �� = �� 

2(�� + �� + ��)+ 10 − t �� + 2(�� + ��)+ 8 − t �� + �� + 2��+ 6 − t �� + 2(��+ ��) + 9 
�� + 2(�� + ��)+ 8 

�� + �� + 2��+ 7 
�� + �� + 2��+ 6 

Disimpulkan 2(�� + �� + ��)+ 10 − t �� + 2(�� + ��)+ 8 − t �� + �� + 2��+ 6 − t �� + 2(��+ ��) + 9 
�� + 2(�� + ��)+ 8 

�� + �� + 2��+ 7 

�� + �� + 2��+ 6 
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Dari pola yang telah di dapatkan di atas, dapat disederhanakan dalam pola 

dibawah:  

a. Titik �sb 

h = 1 ⟹  6(�s�) = t,   1 ≤ t ≤ �� 

h = 2 ⇒ 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

h = 3 ⇒ 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

Jadi disimpulkan 

 6M�sbN = �b~� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ h ≤ 3,1 ≤ t ≤ �b. 

b. Titik �cb 

h = 1 ⟹  6(�c�) = �� + �� + �� + 3 

h = 2 ⟹ 6(�c�) = �� + �� + �� + 4 

h = 3 ⟹  6(�c�) = �� + �� + �� + 5 

Jadi disimpulkan 6M�cbN = �� + �� + �� + (h + 2), 1 ≤ h ≤ 2. 

c. Titik � è 
_̀ = 1 ⟹ 6M��dN = �� + 1 

_̀ = 2 ⟹ 6M��dN = �� + �� + 2 

Jadi disimpulkan 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ 2. 

d. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

e. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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f. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �cb� è 
h = 1, _̀ = 1 ⟹ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 9 

h = 2, _̀ = 1 ⟹ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 8 

h = 2, _̀ = 2 ⟹ 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 7 

h = 3, _̀ = 2 ⟹ 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 6 

Jadi disimpulkan 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�e�� + ⋯ + 2�� +
11 − (h + _), 1 ≤ h ≤ 3, (h − 1) ≤ _ ≤ h. 
Dari beberapa contoh di atas, dapat diambil sebuah konjektur sebagai 

berikut: 

Teorema 3.2: 

Tiga graf star (��Z , ��[ , ��\) dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait, untuk setiap ��, ��, �� bilangan asli adalah super sisi ajaib dengan 

konstanta ajaib  U = 3(�� + �� + ��) + 13. 

Bukti: 

Pelabelan super sisi ajaib pada graph � merupakan pelabelan total 

sisi ajaib yang memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. Pelabelan total 

sisi ajaib pada suatu graph � dengan order ( dan ukuran ) adalah fungsi 

bijektif 6 dari � ∪ � ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )} 

sedemikian hingga untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) +
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6(:9) + 6(9) = U, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan 

teorema 3.2 perlu ditunjukkan bahwa : 

i) Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi. 

ii)  Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi bijektif 6 dari � ∪ � 

ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )}. 

iii)  untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

iv) Pola pelabelan � memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. 
Misalkan: 

�(�) = "���, ���, … , ��Z� ; ���, ���, … , ��[� ; ���, ���, … , ��\� ; �c�, �c�, �c�; ��d, ��d# 
dimana: 

�c�   : titik pusat ��(�) 

���, ���, ���, … , ��Z�  : titik ujung ��(�) 

�c�   : titik pusat ��(�)  

���, ���, ���, … , ��[�  : titik ujung ��(�) 

�c�   : titik pusat ��(�)  

���, ���, ���, … , ��\�  : titik ujung ��(�) 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 
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�(�) = i  �c����, �c����, … , �c���Z� ;  �c����, �c����, … , �c���[� ; �c����, �c����, … , �c���\� ;�c���d, �c���d, �c���d, �c���d j 
sehingga diperoleh: 

 ( = �� + �� + �� + 5,  ) = �� + �� + �� + 4.  

dan   ( + ) = ( �� + �� + �� + 5) + ( �� + �� + �� + 4) 

                       = 2(�� + �� + ��) + 9 

Graf (��Z , ��[ , ��\) dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V 1

2V

1
3V1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

1
0V 2

0V

1̂V
3

0V

3
3V3

3nV

3
1V 3

2V

2̂V

 

Gambar 3. 29.  Tiga Graf Star dengan Titik Pusat 

 Terhubung 1 Titik Pengait 

Dengan pelabelan sebagai berikut: 

1n

11 +n

21 +n 31 +n

41 +n121 ++nn

221 ++ nn

321 ++ nn 421 ++ nn

521 ++nn2321 +++ nnn

3321 +++ nnn 4321 +++ nnn 5321 +++ nnn

 

Gambar 3. 30.  SEM  pada 3 Graf Star dengan Titik Pusat 

 Terhubung 1 Titik Pengait 
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Terdapat pola pelabelan graf � sebagai berikut: 
1. 6M�s bN = �b~� + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 3 

2. 6M�cbN = �� + �� + �� + (h + 2), 1 ≤ h ≤ 3 

3. 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ 2 

4. 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, 1 ≤ t ≤ �� 
5. 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �� 
6. 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, 1 ≤ t ≤ �� 
7. 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + ⋯ + 2�� + 11 − (h + _), 

1 ≤ h ≤ 3, (h − 1) ≤ _ ≤ h 
 

i) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi. 

Sesuai dengan definisi fungsi, suatu fungsi 6 dari 4 ke 5, adalah 

aturan yang memetakan setiap elemen 4 tepat satu pada elemen 5. 

Sehingga dari definisi tersebut sudah jelas membuktikan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi.  

ii) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�) adalah fungsi 

bijektif 6 dari �(�) ∪ �(�) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, 

( + )}.  

1. Fungsi injektif. 

A. Untuk titik di �. 

1. Titik �sb: 
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Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif t� dan t�, h� dan h�, 

jika 6L�sZbZO = 6L�s[b[O maka t� = t�, h� = h�. 

Diketahui 6M�sbN = �b~� + �b~� + (h − 1) + t, dengan 1 ≤ t ≤ �b , dan  

  1 ≤ h ≤ 3. 

Untuk   1 ≤ t� ≤ �b , 1 ≤ t� ≤ �b dan 1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ h� ≤ 3. 

Karena  6L�sZbZO = 6L�s[b[O, maka diperoleh: 

   �bZ~� + �bZ~� + (h� − 1) + t�  = �b[~� + �b[^Z + (h� − 1) + t�   
�bZ~� + �bZ^Z + h� + t� = �b[~� + �b[^Z + h� + t� 

h� = h�, t� = t� 

2.Titik �cb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  h� dan h�, jika 

6M�cbZN = 6M�cb[N maka h� = h�. 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + �� + (h + 2), dengan 1 ≤ h ≤ 3. 

Untuk 1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ h� ≤ 3. 

Karena  6M�cbZN = 6M�cb[N, maka diperoleh: 

  �� + �� + �� + (h� + 2)  =  �� + �� + �� + (h� + 2) 

       h� = h� 
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3. Titik � è: 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  _̀� dan _̀�, jika 

6M�èZN = 6M�è[N maka _̀�  = _̀�. 

Diketahui 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _, dengan 1 ≤ _ ≤ 2. 

Untuk 1 ≤ _̀1 ≤ 2,   1 ≤ _̀2 ≤ 2. 

Karena 6M�èZN = 6M�è[N, maka diperoleh: 

  �� + ⋯ + �eZ + _� = �� + ⋯ + �e[ + _� 

                            �eZ + _� = �e[ + _� 

      _�  = _� 

B. Untuk sisi di �. 

1. Sisi �c��s�. 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6M�c��sZ� N = 6M �c��s[�  N maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk  1 ≤  t�  ≤  ��, dan 1 ≤  t�  ≤  ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[� ) , maka diperoleh: 

2�� + 2�� + 2�� + 10 − t� = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t� 

                 t� = t�  

2. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 
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Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) , maka diperoleh: 

 �� + 2�� + 2�� + 8 − t� = �� + 2�� + 2�� + 8 − t�  

                   t�  =  t� 

3. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) , maka diperoleh: 

 �� + �� + 2�� + 6 − t� = �� + �� + 2�� + 6 − t�  

                   t�  =  t� 

4. Sisi �cb� è 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif h� dan h�, _� dan _�, 

jika 6M�cbZ�èZN = 6M�cb[�è[N maka h� = h�, _� = _�. 

Diketahui 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + ⋯ + 2�� + 11 −
(h + _), degan 1 ≤ h ≤ 3, dan (h − 1) ≤ _ ≤ h. 
Untuk 1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ _̀1 ≤ 2,1 ≤ _̀2 ≤ 2. 

Karena 6 L�cbZ�èZd O = 6M�cb[�è[N, maka diperoleh: 
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�� + �� + ⋯ + �eZ + 2�(eZ��) + ⋯ + 2�� + 11 − (h� + _�)  
= �� + �� + ⋯ + �e[ + 2�(e[��) + ⋯ + 2�� + 11
− (h� + _�) 

�eZ + 2�(eZ��) − (h� + _�)  = �e[ + 2�(e[��) − (h� + _�) 

   _� = _�, h� = h� 

Dengan demikian, 6 merupakan fungsi injektif dari �(�) ∪ �(�) ke 

�1, 2, 3, … , ( + )!. 
2. Fungsi surjektif.  

Sesuai dengan definisi surjektif, suatu 6: 4 → 5 dikatakan surjektif 

jika untuk setiap 9 ∈ 5, terdapat : ∈ 4 sedemikian hingga 6(:) = 9. 

Prapeta untuk pelabelan �(�) dan �(�) adalah �1, 2, 3, … , ( + )!. 
Sehingga, untuk setiap bilangan asli ℕ pasti mempunyai pasangan di 

kodomainnya. Dengan demikian, sudah jelas menunjukkan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�) adalah surjektif. 

Karena pola pelabelan �(�) dan �(�) injektif juga sekaligus 

surjektif, maka  pola pelabelan �(�) dan �(�) bijektif. 

iii) Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 

6(:) + 6(:9) + 6(9) = U 

a. Untuk  sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�) = (�� + �� + �� + 3) + (2�� + 2�� + 2�� + 10 − t) + t 
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= 3(�� + �� + ��) + 13 

b. Untuk sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�� + �� + �� + 4) + (�� + 2�� + 2�� + 8 − t) + (��+ 1 + t) 

         = 3(�� + �� + ��) + 13 

c. Untuk sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�� + �� + �� + 5) + (�� + �� + 2�� + 6 − t) + (��+ �� + 2 + t) 

          = 3(�� + �� + ��) + 13 

d. Untuk sisi �cb� è di � diperoleh: 

6M�cbN +  6(�cb� è) + 6M� èN
= ��� + �� + �� + (h + 2)�
+ ��� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + ⋯ + 2�� + 11
− (h + _)� + ��� + ⋯ + �e + _� 

 = 3(�� + �� + ��) + 13 

Jadi � adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib: 

U = 3(�� + �� + ��) + 13 
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iv)  Akan ditunjukkan bahwa 6(�) memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
a. Titik �sb 

Diketahui 6M�s bN = �b~� + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 3. 

Karena 1 ≤ t ≤ �b, maka diperoleh: 

��b~� + �b~� + (h − 1)� + 1 ≤ ��b~� + �b~� + (h − 1)� + t
≤ ��b~� + �b~� + (h − 1)� + �b 

�b~� + �h−1 + h ≤ �b~� + �h−1 + (h − 1) + t ≤ �b~� + �h−1 + (h − 1) + �h 
1 ≤ �b~� + �h−1 + h ≤ �b~� + �h−1 + (h − 1) + t ≤ �b~� + �h−1 + (h − 1) + �h< �1 + �2 + �3 + 5 1 ≤ �h−2 + �b~� + (h − 1) + t < �� + �� + �� + 5 

Jadi 1 ≤ 6M�sbN < (. 

b. Titik �cb 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + �� + (h + 2), 1 ≤ h ≤ 3. 

Karena        1 ≤ h ≤ 3, maka diperoleh: 

 (�1 + �2 + �3 + 2) + 1 ≤ (�1 + �2 + �3 + 2) + h ≤ (�1 + �2 + �3 + 2) + 3 �� + �� + �� + 3 ≤ �� + �� + �� + (h + 2) ≤ �� + �� + �� + 5 

1 < �� + �� + �� + 3 ≤ �� + �� + �� + (h + 2) ≤ �� + �� + �� + 5 

  1 < �� + �� + �� + (h + 2) ≤ �� + �� + �� + 5 

Jadi 1 < 6M�cbN ≤ (. 

c. Titik � è  
Diketahui 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ 2. 

Karena 1 ≤ _ ≤ 2, maka diperoleh: 

�� + ⋯ + �e + 1 ≤ �� + ⋯ + �e + _ ≤ �� + ⋯ + �e + 2 
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1 < �� + ⋯ + �e + 1 ≤ �� + ⋯ + �e + _ ≤ �� + ⋯ + �e + 2
< �� + �� + �� + 5 

Jadi  1 < 6M� èN < (. 

Sehingga terbukti bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
   Dari point (i), (ii), (iii) dan (iv) telah terbukti bahwa graf � 

memenuhi syarat-syarat pelabelan super sisi ajaib. Sehingga graf � 

merupakan super sisi ajaib. 

 

3.3 Pelabelan Pada 4 Graf Star (lmn , lmo , lm� , lm�)  Dengan Titik Pusat 

Terhubung Oleh Satu Titik Pengait 

1.  Untuk �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  2. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  2 dapat 

digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

2
1V

1
0V

2
0V1̂V

2
2V

3
1V

3
2V

3
0V2̂V

4
1V

4
2V

4
0V

3̂V

 

Gambar 3. 31. Empat Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  2 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���)  
dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  2 dapat digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3. 32.  SEM pada 4 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  2 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 42. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���) 

dengan titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait, dimana �� =  2, ��  =  2,
�� =  2, �v  =  2  maka diperoleh: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1  

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1      

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

6(�c����) = 29 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 14 − 1 

6(�c����) = 28 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 14 − 2 

6(�c����) = 25 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 − 2 

6(�c����) = 21 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 1 
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6(�c����) = 20 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 2 

6(�cv��v) = 17 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 1   

6(�cv��v) = 16 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 2  

6M�c���dN = 27 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 13 

6M�c���dN = 26 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 

6M�c���dN = 23 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 11 

6M�c���dN = 22 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 

6M�c���dN = 19 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 9 

6M�cv��dN = 18 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 

6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 2 + 2 + 4   

6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 2 + 2 + 5 

6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 2 + 6 

6(�cv) = 15 = 2 + 2 + 2 + 2 + 7 

6M��dN = 3 

6M��dN = 6 

6M��dN = 9 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1  

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1      

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 29 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 14 − 1 

6(�c����) = 28 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 14 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 25 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 21 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 1 

6(�c����) = 20 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 − 2 
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Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

h. Sisi �cv�sv: 

6(�cv��v) = 17 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 1   

6(�cv��v) = 16 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 − 2  

Jadi disimpulkan 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya 

masih tunggal. 

2. Untuk �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  3. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  3 dapat 

digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3. 33. Empat Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  3 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���)  
dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  3 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 34.  SEM pada 4 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  3 
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Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 45. 

Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���) 

dengan titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait, dimana �� =  2, ��  =  2,
�� =  2, �v  =  3  maka diperoleh: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1       

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

6(��v) = 12 = 2 + 2 + 2 + 3 + 3 

6(�c����) = 31 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 14 − 1 

6(�c����) = 30 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 14 − 2 

6(�c����) = 27 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 − 1 

6(�c����) = 26 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 − 2 

6(�c����) = 23 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 1 

6(�c����) = 22 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 2 

6(�cv��v) = 19 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 1   

6(�cv��v) = 18 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 2  

6(�cv��v) = 17 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 3 
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6M�c���dN = 29 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 13 

6M�c���dN = 28 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 

6M�c���dN = 25 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 11 

6M�c���dN = 24 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 

6M�c���dN = 21 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 9 

6M�cv��dN = 20 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 

6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 2 + 3 + 4   

6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 3 + 5 

6(�c�) = 15 = 2 + 2 + 2 + 3 + 6 

6(�cv) = 16 = 2 + 2 + 2 + 3 + 7 

6M��dN = 3 

6M��dN = 6 

6M��dN = 9 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1 

6(���) = 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1       

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

6(��v) = 12 = 2 + 2 + 2 + 3 + 3 

Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 31 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 14 − 1 

6(�c����) = 30 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 14 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 27 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 − 1 

6(�c����) = 26 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 23 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 1 

6(�c����) = 22 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 10 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

h. Sisi �cv�sv: 

6(�cv��v) = 19 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 1   
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6(�cv��v) = 18 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 2  

6(�cv��v) = 17 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 − 3 

Jadi disimpulkan 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya 

masih tunggal. 

3. Untuk �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  4. 

Tiga graf star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  4 dapat 

digambarkan sebagai berikut: 
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Gambar 3. 35. Tiga Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, ��  =  2, �v  =  4 

Salah satu pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���)  
dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  4 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 Gambar 3. 36.  SEM pada 4 Graf Star dengan �� =  2, ��  =  2, �� =  2, �v  =  4 

Bilangan ajaib untuk pelabelan graf di atas adalah U = 48. 
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Jika 6 adalah pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���) 

dengan titik pusat  terhubung oleh satu titik pengait, dimana �� =  2, ��  =  2,
�� =  2, �v  =  4  maka diperoleh: 

6(���) = 1     

6(���) = 2 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2  

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1      

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1      

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

6(��v) = 12 = 2 + 2 + 2 + 3 + 3 

6(�vv) = 13 = 2 + 2 + 2 + 3 + 4 

6(�c����) = 33 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 14 − 1 

6(�c����) = 32 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 14 − 2 

6(�c����) = 29 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 − 1 

6(�c����) = 28 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 − 2 

6(�c����) = 25 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 2 

6(�cv��v) = 21 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 1   

6(�cv��v) = 20 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2  

6(�cv��v) = 19 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 
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6(�cv�vv) = 18 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 

6M�c���dN = 31 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 13 

6M�c���dN = 30 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 

6M�c���dN = 27 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 11 

6M�c���dN = 26 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 

6M�c���dN = 23 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 9 

6M�cv��dN = 22 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 

6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 4 + 4   

6(�c�) = 15 = 2 + 2 + 2 + 4 + 5 

6(�c�) = 16 = 2 + 2 + 2 + 4 + 6 

6(�cv) = 17 = 2 + 2 + 2 + 4 + 7 

6M��dN = 3 

6M��dN = 6 

6M��dN = 9 

Jadi diperoleh kesamaan pola pada beberapa indeks berikut: 

a. Titik �s�: 

6(���) = 1     

6(���) = 2 

Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

6(���) = 4 = 2 + 1 + 1      

6(���) = 5 = 2 + 1 + 2 
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Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

6(���) = 7 = 2 + 2 + 2 + 1     

6(���) = 8 = 2 + 2 + 2 + 2  

Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

6(��v) = 10 = 2 + 2 + 2 + 3 + 1    

6(��v) = 11 = 2 + 2 + 2 + 3 + 2 

6(��v) = 12 = 2 + 2 + 2 + 3 + 3 

6(�vv) = 13 = 2 + 2 + 2 + 3 + 4 

Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 33 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 14 − 1 

6(�c����) = 32 = 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 14 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

f. Sisi �c��s�: 

6(�c����) = 29 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 − 1 

6(�c����) = 28 = 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

g. Sisi�c��s�: 

6(�c����) = 25 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 1 

6(�c����) = 24 = 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 10 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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h. Sisi �cv�sv: 

6(�cv��v) = 21 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 1   

6(�cv��v) = 20 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2  

6(�cv��v) = 19 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 

6(�cv�vv) = 18 = 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 − 2 

Jadi disimpulkan 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

Untuk titik dan sisi yang lain belum menampakkan pola karena datanya 

masih tunggal. 

Dari beberapa contoh di atas, nampak beberapa pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N dengan titik pusat terhubung oleh satu 

titik pengait dimana �� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v, yaitu: 

a. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

 



121 

 

c. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6(�c�) = 12 = 2 + 2 + 2 + 2 + 4 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 2 + 3 + 4 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 4 + 4 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4. 

f. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�c�) = 13 = 2 + 2 + 2 + 2 + 5 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 3 + 5 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�c�) = 15 = 2 + 2 + 2 + 4 + 5  

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5. 

g. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�c�) = 14 = 2 + 2 + 2 + 2 + 6 
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�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�c�) = 15 = 2 + 2 + 2 + 3 + 6   

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6(�c�) = 16 = 2 + 2 + 2 + 4 + 6 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6. 

h. Titik �cv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6(�cv) = 14 = 2 + 2 + 2 + 2 + 7 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6(�cv) = 15 = 2 + 2 + 2 + 3 + 7   

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6(�cv) = 16 = 2 + 2 + 2 + 4 + 7 

Jadi disimpulkan 6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7. 

i. Titik ��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M��dN = 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M��dN = 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M��dN = 9 

Jadi disimpulkan 6M��dN = 9. 

j. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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k. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

l. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

Jadi disimpulkan6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

m. Sisi �cv�sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 
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Jadi disimpulkan6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

n. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒ 6M�c���dN = 27
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒ 6M�c���dN = 29
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒ 6M�c���dN = 31
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 13 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13. 

o. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M�c���dN = 26
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 12 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M�c���dN = 28
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 12 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M�c���dN = 30
= 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 12 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12. 

p. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M�c���dN = 23
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 11 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M�c���dN = 25
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 11 
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�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M�c���dN = 27
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 4 + 11 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 11. 

q. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M�c���dN = 22
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M�c���dN = 24
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M�c���dN = 26
= 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 2 ∙ 2 + 10 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 10. 

r. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M�c���dN = 19
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M�c���dN = 21
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M�c���dN = 23
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 9 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9. 

s. Sisi �cv��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  6M�cv��dN = 18
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 2 + 8 
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�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  6M�cv��dN = 20
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 3 + 8 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  6M�cv��dN = 22
= 2 + 2 + 2 + 2 ∙ 4 + 8 

Jadi disimpulkan 6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8. 

t. Bilangan ajaib U: 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 2 ⇒  U = 42 = 3(2 + 2 + 2 + 2) + 18 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 3 ⇒  U = 45 = 3(2 + 2 + 2 + 3) + 18 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = 4 ⇒  U = 48 = 3(2 + 2 + 2 + 4) + 18 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18. 

Untuk titik ��d, ��d dan ��d  belum menampakkan pola 6(��d), 6(��d) dan 

6(��d) karena datanya masih tunggal. 

Dengan cara seperti di atas, penulis melanjutkan pelabelan super sisi ajaib 

pada 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait dimana �� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v dan �� = 2, �� = 2, �� =
4, �v = �v. Sehingga akan diperoleh pola pelabelan pelabelan super sisi ajaib 

untuk 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N dengan titik pusat terhubung oleh satu titik 

pengait dimana �� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v sebagai berikut: 

a. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
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Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

c. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4  

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4. 

f. Titik �c�: 
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�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5. 

g. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6  

Jadi disimpulkan (�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 . 

h. Titik �cv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7  

Jadi disimpulkan 6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7. 

i. Titik ��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M��dN = 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M��dN = 10 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M��dN = 11 

Jadi disimpulkan 6M��dN = �� + �� + �� + 3. 

j. Titik ��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M��dN = 6 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M��dN = 6 
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�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M��dN = 6 

Jadi disimpulkan 6M��dN = 6. 

k. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

l. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

m. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 
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�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

n. Sisi �cv�sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

Jadi disimpulkan 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

 

o. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13. 
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p. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12. 

q. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 11. 

r. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 
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�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 10. 

s. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

Jadi disimpulkan6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9. 

t. Sisi �cv��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

Jadi disimpulkan 6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8. 

u. Titik ��d: 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  6M��dN = 9 = 2 + 2 + 2 + 3 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ 6M��dN = 10 = 2 + 2 + 3 + 3 

�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  6M��dN = 11 = 2 + 2 + 4 + 3 

Jadi disimpulkan 6M��dN = �� + �� + �� + 3. 

v. Bilangan ajaib U: 
�� = 2, �� = 2, �� = 2, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

�� = 2, �� = 2, �� = 3, �v = �v ⇒ U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 
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�� = 2, �� = 2, �� = 4, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18. 

Untuk titik ��d dan ��d, belum dapat ditentukan polanya karena datanya 

masih tunggal. 

Dengan cara yang sama, penulis memperoleh pola pelabelan super sisi 

ajaib untuk 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N dengan titik pusat terhubung oleh satu 

titik pengait dimana �� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v. Dengan cara tersebut, 

akan diperoleh pola sebagai berikut: 

a. 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ �� 

b. 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

c. 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

d.  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v 

e.  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

f.  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

g.  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6  

h.  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7  

i. 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

j.  6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

k.  6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

l.  6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v 

m.  6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

n.  6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 
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o.  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

p.  6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

q. 6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

r.  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

s.  6M��dN = �� + �� + �� + 3 

t. �� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = 7 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = 8 

u. Bilangan ajaib U:  
U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Sehingga, pola pelabelan super sisi ajaib pada 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N 

dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait dimana �� = 2, �� = ��, 
�� = ��, �v = �v dapat kita simpulkan sebagai berikut: 

a. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = t, 1 ≤ t ≤ ��. 

b. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + 1 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 
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c. Titik �s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�s�) = �� + �� + 2 + t 
Jadi disimpulkan 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ ��. 

d. Titik �sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t 
Jadi disimpulkan 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v. 

e. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4  

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4. 

f. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5. 

g. Titik �c�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 
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�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6  

Jadi disimpulkan 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6. 

h. Titik �cv: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7  

Jadi disimpulkan 6(�cv) = �� + �� + �� + �v + 7. 

i. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

j. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 
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Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

k. Sisi �c��s�: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�c��s�)
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 

Jadi disimpulkan 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

l. Sisi �cv�sv: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6(�cv�sv)
= �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 

Jadi disimpulkan 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

m. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 
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�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13. 

n. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12. 

o. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 11. 

p. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 
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�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN
= �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

Jadi disimpulkan 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 10. 

q. Sisi �c���d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

Jadi disimpulkan6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9. 

r. Sisi �cv��d: 

�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

Jadi disimpulkan 6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8. 

s. Titik ��d: 
�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M��dN = �� + �� + �� + 3 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = �� + �� + �� + 3 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M��dN = �� + �� + �� + 3 

Jadi disimpulkan 6M��dN = �� + �� + �� + 3. 
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t. Bilangan ajaib U: 
�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18. 

u. Titik ��d: 
�� = 2, �� = 2, �� = ��, �v = �v ⇒  6M��dN = 6 = 2 + 2 + 2 

�� = 2, �� = 3, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = 7 = 2 + 3 + 2 

�� = 2, �� = 4, �� = ��, �v = �v ⇒  6M��dN = 8 = 2 + 4 + 2 

Jadi disimpulkan 6M��dN = �� + �� + 2. 

v. Titik ��d: 

Belum dapat ditentukan untuk 6(��d) karena datanya masih tunggal. 

Dengan cara seperti di atas, penulis menemukan pola pelabelan yang sama 

dengan pola pelabelan super sisi ajaib untuk pada 4 graf star M��Z , ��[ , ��\ , ���N 

dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait dimana �� = 3, �� = ��,
�� = ��, �v = �v, dan �� = 4, �� = ��, �� = ��, �v = �v kecuali untuk titik ��d. 

Pola pelabelan titik ��d yang diperoleh untuk: 

� �� = 3, �� = ��, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = 4 

� �� = 4, �� = ��, �� = ��, �v = �v ⇒ 6M��dN = 5 
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Sehingga, dapat kita konstruksi pola pelabelan super sisi ajaib untuk 4 graf 

star M��Z , ��[ , ��\ , ���N  dengan titik pusat terhubung oleh satu titik pengait seperti 

berikut: 

a. Bilangan ajaib U: 
�� = 2, �� = ��, �� = ��, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

�� = 2, �� = ��, �� = ��, �v = �v ⇒ U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

�� = 2, �� = ��, �� = ��, �v = �v ⇒  U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Jadi disimpulkan U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18. 
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b. Titik pada �: 

Tabel 3.5 Tabel Pola Pelabelan Titik pada Empat Graf Star 

JUMLAH 
TITIK 

UJUNG lm 
�(z{n) 

 

�(z{o): 

 

�(z{�): 

 

�(z{�): 

 

�(z|n): 

 

�(z|o): 

 

�(z|�): 

 

�(z|�): �(znd): 
 

�(zod): 
 

�(z�d): 
 

 �� = 2, ��= ��, ��= ��, �v = �v 

t �� + 1+ t = ��+ �� + 2+ t 
�� + ��+ �� + 3+ t 

�� + ��+ ��+ �v + 4 

�� + ��+ ��+ �v + 5 

�� + ��+ ��+ �v + 6 

�� + ��+ �� + �v+ 7 

 3= 2 + 1 
�� + ��+ 2 

�� + ��+ ��+ 3 �� = 3, ��= ��, ��= ��, �v = �v 

t �� + 1+ t �� + ��+ 2 + t �� + ��+ �� + 3+ t 
�� + ��+ ��+ �v + 4 

�� + ��+ ��+ �v + 5 

�� + ��+ ��+ �v + 6 

�� + ��+ �� + �v+ 7 

 4= 3 + 1 
�� + ��+ 2 

�� + ��+ ��+ 3 �� = 4, ��= ��, ��= ��, �v = �v 

t �� + 1+ t �� + ��+ 2 + t �� + ��+ �� + 3+ t 
�� + ��+ ��+ �v + 4 

�� + ��+ ��+ �v + 5 

�� + ��+ ��+ �v + 6 

�� + ��+ �� + �v+ 7 

 5= 4 + 1 
�� + ��+ 2 

�� + ��+ ��+ 3 
Disimpulkan t �� + 1+ t �� + ��+ 2 + t �� + ��+ �� + 3+ t 

�� + ��+ ��+ �v + 4 

�� + ��+ ��+ �v + 5 

�� + ��+ ��+ �v + 6 

�� + ��+ �� + �v+ 7 

�� + 1 �� + ��+ 2 
�� + ��+ ��+ 3 
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c. Sisi pada �: 

Tabel 3.6 Tabel Pola Pelabelan Sisi pada Empat Graf Star 

JUMLAH 

TITIK 

UJUNG lm 

�(z|nz{n): 
 

�(z|oz{o): 
 

�(z|�z{�): 
 

�(z|�z{�) 
 

�(z|nznd): 
 

�(z|oznd): �(z|ozod): �(z|�zod): �(z|�z�d)
: 

�(z|�z�d)
: 

�� = 2, ��= ��, ��= ��, �v= �v 

2(�� + ��+ ��+ �v)+ 14 − t 
�� + 2(��+ �� + �v)+ 12 − t 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 − t 
�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 − t 

�� + 2(��+ ��+ �v)+ 13 

��+ 2(��+ ��+ �v)+ 12 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 11 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 9 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 

�� = 3, ��= ��, ��= ��, �v= �v 

2(�� + ��+ ��+ �v)+ 14 − t 
�� + 2(��+ �� + �v)+ 12 − t 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 − t 
�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 − t 

�� + 2(��+ ��+ �v)+ 13 

��+ 2(��+ ��+ �v)+ 12 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 11 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 9 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 

�� = 4, ��= ��, ��= ��, �v= �v 

2(�� + ��+ ��+ �v)+ 14 − t 
�� + 2(��+ �� + �v)+ 12 − t 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 − t 
�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 − t 

�� + 2(��+ ��+ �v)+ 13 

��+ 2(��+ ��+ �v)+ 12 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 11 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 9 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 

Disimpulkan 2(�� + ��+ ��+ �v)+ 14 − t 
�� + 2(��+ �� + �v)+ 12 − t 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 − t 
�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 − t 

�� + 2(��+ ��+ �v)+ 13 

��+ 2(��+ ��+ �v)+ 12 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 11 

�� + ��+ 2(��+ �v)+ 10 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 9 

�� + ��+ ��+ 2�v+ 8 
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Dari pola yang telah di dapatkan di atas, dapat disederhanakan dalam pola 

dibawah:  

h. Titik �sb 

h = 1 ⟹  6(�s�) = t,   1 ≤ t ≤ �� 

h = 2 ⇒ 6(�s�) = �� + 1 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

h = 3 ⇒ 6(�s�) = �� + �� + 2 + t, 1 ≤ t ≤ �� 

h = 4 ⇒ 6(�sv) = �� + �� + �� + 3 + t, 1 ≤ t ≤ �v 

Jadi disimpulkan 6M�sbN = �b~� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ h ≤ 4,1 ≤
t ≤ �b. 

i. Titik �cb 

h = 1 ⟹  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 4 

h = 2 ⟹ 6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 5 

h = 3 ⟹  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 6 

h = 4 ⟹  6(�c�) = �� + �� + �� + �v + 7 

Jadi disimpulkan 6M�cbN = �� + �� + ⋯ + �v + (h + 3), 1 ≤ h ≤ 4. 

j. Titik � è 
_̀ = 1 ⟹ 6M��dN = �� + 1 

_̀ = 2 ⟹ 6M��dN = �� + �� + 2 

_̀ = 3 ⟹ 6M��dN = �� + �� + �� + 3 

Jadi disimpulkan 6M� èN = �� + �� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ 3. 
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k. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤
t ≤ ��. 

l. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤
t ≤ ��. 

m. Sisi �c��s� 

Diperoleh pola untuk 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

n. Sisi �cv�sv 

Diperoleh pola untuk 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

o. Sisi �cb� è 
h = 1, _̀ = 1 ⟹ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 13 

h = 2, _̀ = 1 ⟹ 6M�c���dN = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 

h = 2, _̀ = 2 ⟹ 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 11 

h = 3, _̀ = 2 ⟹ 6M�c���dN = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 

h = 3, _̀ = 3 ⟹ 6M�c���dN = �� + �� + �� + 2�v + 9 

h = 4, _̀ = 3 ⟹ 6M�cv��dN = �� + �� + �� + 2�v + 8 

Jadi disimpulkan 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�e�� + ⋯ + 2�v +
15 − (h + _), 1 ≤ h ≤ 4, (h − 1) ≤ _ ≤ h. 
Dari beberapa contoh di atas, dapat diambil sebuah konjektur sebagai 

berikut: 
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Teorema 3.3: 

Empat graf star (��Z , ��[ , ��\ , ���) yang dihubungkan dengan  titik 

pengait, untuk setiap ��, ��, ��, �v bilangan asli adalah super sisi ajaib dengan 

kostanta ajaib U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18. 

Bukti: 

Pelabelan super sisi ajaib pada graph � merupakan pelabelan total 

sisi ajaib yang memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. Pelabelan total 

sisi ajaib pada suatu graph � dengan order ( dan ukuran ) adalah fungsi 

bijektif 6 dari � ∪ � ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )} 

sedemikian hingga untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) +
6(:9) + 6(9) = U, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan 

teorema 3.3 perlu ditunjukkan bahwa : 

i) Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi. 

ii)  Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi bijektif 6 dari � ∪ � 

ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )}. 

iii)  Untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

iv) Pola pelabelan � memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. 
Misalkan: 

�(�) = ����, ���, … , ��Z� ; ���, ���, … , ��[� ; ���, ���, … , ��\� ; ��v, ��v, … , ���v�c�, �c�, �c�, �cv; ��d, ��d, ��d � 

dimana: 
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 �c�   : titik pusat ��(�)  

���, ���, ���, … , ��Z�  : titik ujung ��(�) 

�c�   : titik pusat ��(�)  

���, ���, ���, … , ��[�  : titik ujung ��(�) 

�c�   : titik pusat ��(�)  

���, ���, ���, … , ��\�  : titik ujung ��(�) 

�cv    : titik pusat �v(�)  

��v, ��v, ��v, … , ���v  : titik ujung �v(�) 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 

��d    : titik pengait antara �c�dan �cv 

�(�) = a
 �c����, �c����, … , �c���Z� ;  �c����, �c����, … , �c���[� ;�c����, �c����, … , �c���\� ; �cv��v, �cv��v, … , �cv���v�c���d, �c���d, �c���d, �c���d, �c���d, �cv��d f 

sehingga diperoleh: 

 ( = �� + �� + �� + �v + 7,   ) = �� + �� + �� + �v + 6.  

dan  ( + ) = ( �� + �� + �� + �v + 7) + ( �� + �� + �� + �v + 6) 

                       = 2(�� + �� + �� + �v) + 13 
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Graf (��Z , ��[ , ��\ , ���) dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V 1

2V

1
3V1

1nV

2
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2
3V2
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1
0V 2
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 Gambar 3. 37.  Empat Graf Star dengan Titik Pusat Terhubung 1 Titik Pengait 
 
 
 
 

Terdapat pola pelabelan graf � sebagai berikut: 

1. 6M�s bN = �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ 4 

2. 6M�cbN = �� + �� + �� + �v + (h + 3), 1 ≤ h ≤ 4 

3. 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _,1 ≤ _ ≤ 3 

4. 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, 1 ≤ t ≤ �� 
5. 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

6. 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, 1 ≤ t ≤ �� 
7. 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v 

8. 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + 2�(e��) + ⋯ + 2�v + 15 −
Mh + _̀N, 1 ≤ h ≤ 4, (h − 1) ≤ _ ≤ h 

i) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi. 

Sesuai dengan definisi fungsi, suatu fungsi 6 dari 4 ke 5, adalah 

aturan yang memetakan setiap elemen 4 tepat satu pada elemen 5. 

Sehingga dari definisi tersebut sudah jelas membuktikan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi.  
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ii) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�) adalah fungsi 

bijektif dari �(�) ∪ �(�) ke himpunan bilangan bulat �1, 2, 3, … , ( + )!. 
1. Fungsi injektif. 

A. Untuk titik di �. 

1. Titik �sb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif t� dan t�, h� dan h�, 

jika 6L�sZbZO = 6L�s[b[O maka t� = t�, h� = h�. 

Diketahui   M�sbN = �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t, dengan 1 ≤ t ≤ �b, 

dan 1 ≤ h ≤ 4. 

Untuk   1 ≤ t� ≤ �b, 1 ≤ t� ≤ �b dan 1 ≤ h� ≤ 4,1 ≤ h� ≤ 4. 

Karena  6L�sZbZO = 6L�s[b[O, maka diperoleh: 

 �bZ~� + �bZ~� + �bZ~� + (h� − 1) + t�  = �h2−3 + �b[~� + �h2−1 + (h� − 1) +
t�   

�h1−3 + �h1−2 + �bZ^Z + h� + t� = �b[^\ + �h2−2 + �b[^Z + h� + t� 

h� = h�, t� = t� 

2. Titik �cb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  h� dan h�, jika 

6M�cbZN = 6M�cb[N maka h� = h�. 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + �� + �v + (h + 3), dengan 1 ≤ h ≤ 4. 
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Untuk 1 ≤ h� ≤ 4,1 ≤ h� ≤ 4. 

Karena  6M�cbZN = 6M�cb[N, maka diperoleh: 

  �� + �� + �� + �v + (h� + 3)  =  �� + �� + �� + �v + (h� + 3) 

   h� = h� 

4. Titik � è: 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  _� dan _�, jika 

6M�èZN = 6M�è[N maka _�  = _�. 

Diketahui 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _, dengan 1 ≤ _ ≤ 3. 

Untuk 1 ≤ _1 ≤ 3,   1 ≤ _2 ≤ 3. 

Karena 6M�èZN = 6M�è[N, maka diperoleh: 

��+�� + ⋯ + �eZ + _� = ��+�� + ⋯ + �e[ + _� 

                                �eZ + _� = �e[ + _� 

             _�  = _� 

C. Untuk sisi di � 

1. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6M�c��sZ� N = 6M �c��s[�  N maka  t�  =  t�. 

Diketahui 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk  1 ≤  t�  ≤  ��, dan 1 ≤  t�  ≤  ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[� ) , maka diperoleh: 

 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t� = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t� 
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                  t� = t�  

5. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t, 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) , maka diperoleh: 

  �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t� = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t�                 

     t�  =  t� 

 

 

6. Sisi �c��s� 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) maka  t�  =  t�. 

Diketahui 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t, dengan 1 ≤ t ≤ ��. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 

Karena  6(�c��sZ�) = 6(�c��s[�) , maka diperoleh: 

 �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t� = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t�  

                   t�  =  t� 

7. Sisi �cv�sv 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  t� dan t�, jika 

6(�cv�sZv) = 6(�cv�s[v) maka  t�  =  t�. 
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Diketahui 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t, dengan 1 ≤ t ≤ �v. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ ��, dan 1 ≤ t� ≤ ��. 

Karena  6(�cv�sZv) = 6(�cv�s[v) , maka diperoleh: 

 �� + �� + �� + 2�v + 8 − t1 = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t2  

                   t�  =  t� 

8. Sisi �cb� è 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif h� dan h�, _� dan _�, 

jika 6M�cbZ�èZN = 6M�cb[�è[N maka h� = h�, _� = _�. 

Diketahui �� + �� + ⋯ + �è + 2�(e��) + 2�(e��) + ⋯ + 2�v + 15 −
(h + _), dengan 1 ≤ h ≤ 4, (h − 1) ≤ _ ≤ h. 
Untuk 1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ h� ≤ 3,1 ≤ _1 ≤ 2,1 ≤ _2 ≤ 2. 

Karena 6 L�cbZ�èZd O = 6M�cb[�è[N, maka diperoleh: 

�� + �� + ⋯ + �eZ + 2�(eZ��) + 2�(eZ��) + ⋯ + 2�v + 15 − (h� + _�)  
= �� + �� + ⋯ + �e[ + 2�(e[��) + 2�(e[��) + ⋯ + 2�v
+ 15 − (h� + _�) 

�eZ + 2�(eZ��) + 2�(eZ��) − (h� + _�)  
= �e[ + 2�(e[��) + 2�(e[��) − (h� + _�) 

   _� = _�, h� = h� 

Dengan demikian, 6 merupakan fungsi injektif dari �(�) ∪ �(�) ke 

�1, 2, 3, … , ( + )!. 
2. Fungsi surjektif.  
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Sesuai dengan definisi surjektif, suatu 6: 4 → 5 dikatakan surjektif 

jika untuk setiap 9 ∈ 5, terdapat : ∈ 4 sedemikian hingga 6(:) = 9. 

Prapeta untuk pelabelan �(�) dan �(�) adalah �1, 2, 3, … , ( + )!. 
Sehingga, untuk setiap bilangan asli ℕ pasti mempunyai pasangan di 

kodomainnya. Dengan demikian, sudah jelas menunjukkan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�) adalah surjektif. 

Karena pola pelabelan �(�) dan �(�) injektif juga sekaligus 

surjektif, maka  pola pelabelan �(�) dan �(�) bijektif. 

iii) Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 

6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

a. Untuk  sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�1 + �2 + �3 + �4 + 4)
+ (2�1 + 2�2 + 2�3 + 2�4 + 14 − t) + t= 3(�1 + �2 + �3 + �4) + 18 

b. Untuk sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�) = (�� + �� + �� + �v + 5) +
(�� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t) + (�� + 1 + t) 

 = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

c. Untuk sisi �c��s� di � diperoleh: 

6(�c�) + 6(�c��s�)  + 6(�s�)
= (�� + �� + �� + �v + 6)
+ (�� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t) + (�� + �� + 2 + t) 
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         = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

d. Untuk sisi �cv�sv di � diperoleh: 

6(�cv) + 6(�cv�sv)  + 6(�sv)
= (�� + �� + �� + �v + 7)
+ (�� + �� + 2�� + 2�v + 8 − t) + (�� + �� + �� + 3
+ t) 

           = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

e. Untuk sisi �cb� è di � diperoleh: 

6M�cbN +  6(�cb� è) + 6M� èN
= ��� + �� + �� + �v + (h + 3)�
+ ��� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + 2�(e��) + ⋯ + 2�v + 15
− (h + _)� + ���+�� + ⋯ + �e + _� 
 = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Jadi � adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib: 

U = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

iv)  Akan ditunjukkan bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
a. Titik �sb 

Diketahui 6M�sbN = �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �b, 

1 ≤ h ≤ 4. 

Karena 1 ≤ t ≤ �b, maka diperoleh: 
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��b~� + �b~� + �b~� + (h − 1)� + 1 ≤ ��b~� + �b~� + �b~� + (h − 1)� + t
≤ ��b~� + �b~� + �b~� + (h − 1)� + �b 

�b~� + �b~� + �b~� + h ≤ �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t
≤ �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + �b 

1 ≤ �b~� + �b~� + �b~� + h ≤ �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t
≤ �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + �b
< �� + �� + �� + �v + 7 

1 ≤ �b~� + �b~� + �b~� + (h − 1) + t < �� + �� + �� + �v + 7 

Jadi 1 ≤ 6M�sbN < (. 

b. Titik �cb 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + �� + �v + (h + 3), 1 ≤ h ≤ 4 

Karena        1 ≤ h ≤ 4, maka diperoleh: 

 (�1 + �2 + �3 + �4 + 3) + 1 ≤ (�1 + �2 + �3 + �4 + 3) + h
≤ (�1 + �2 + �3 + �4 + 3) + 4 �� + �� + �� + �v + 4 ≤ �� + �� + �� + �v + (h + 3)

≤ �1 + �2 + �3 + �4 + 7 

1 < �1 + �2 + �3 + �4 + 4 ≤ �1 + �2 + �3 + �4 + (h + 3)
≤ �� + �� + �� + �v + 7 

Jadi 1 < 6M�cbN ≤ (. 

c. Titik � è  
Diketahui 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _,1 ≤ _ ≤ 3. 

Karena 1 ≤ _ ≤ 3, maka diperoleh: 

��+�� + ⋯ + �e + 1 ≤ ��+�� + ⋯ + �e + _ ≤ ��+�� + ⋯ + �e + 3 
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1 < ��+�� + ⋯ + �e + 1 ≤ ��+�� + ⋯ + �e + _ ≤ ��+�� + ⋯ + �e + 3
< �1 + �2 + �3 + �4 + 7 

Jadi  1 < 6M� èN < (. 

Jadi terbukti bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
  Dari point (i), (ii), (iii) dan (iv) telah terbukti bahwa graf � 

memenuhi syarat-syarat pelabelan super sisi ajaib. Sehingga graf � 

merupakan super sisi ajaib. 

 

3.4 Pelabelan Pada � Graf Star (lmn , lmo , . . . , lm�) Dengan Titik Pusat 
Terhubung Oleh Satu Titik Pengait 

 

Berdasarkan pola pelabelan titik dan sisi dari 2, 3, dan 4 graf star 

yang dihubungkan dengan titik pengait di atas, maka dapat diambil suatu  

generalisasi untuk pola pelabelan titik dan sisi pada � graf star yang 

dihubungkan dengan _̀ titik pengait, sebagai berikut:  

a. Titik �sb 

� = 2 ⟹ 6M�sbN = �b~� + (h − 1) + t   

� = 3 ⟹ 6M�thN = �h−2 + �h−1 + (h − 1) + t  

� = 4 ⟹ 6M�thN = �h−3 + �h−2 + �h−1 + (h − 1) + t   

Jadi disimpulkan: 

 6M�s bN = �b~(b~�) + �b~(b~�) + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t 
6M�s bN = �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ h ≤ �, 1 ≤ t ≤ �b. 
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b. Titik �cb 

� = 2 ⟹ 6M�cbN = �� + �� + (h + 1) 

� = 3 ⟹ 6M�cbN = �� + �� + �� + (h + 2) 

� = 4 ⟹ 6M�cbN = �� + �� + �� + �v + (h + 3) 

Jadi disimpulkan:  

6M�cbN = �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1), 1 ≤ h ≤ �, � ≥ 2. 

c. Titik � è 
� = 2 ⟹ 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _ 
� = 3 ⟹ 6M� èN = �� + ⋯ + �e + _ 
� = 4 ⟹ 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _ 

Jadi disimpulkan: 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ � − 1. 

d. Sisi �cb�sb: 

1. Sisi �c��s� 
� = 2 ⟹ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 6 − t 
� = 3 ⟹ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 10 − t 
� = 4 ⟹ 6(�c��s�) = 2�� + 2�� + 2�� + 2�v + 14 − t 
Jadi disimpulkan: 6(�c��s�) = 2(�� + �� + ⋯ + ��) + 4� − 2 − t, 1 ≤
t ≤ ��. 

2. Sisi �c��s� 
� = 2 ⟹ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 4 − t 
� = 3 ⟹ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 8 − t 
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� = 4 ⟹ 6(�c��s�) = �� + 2�� + 2�� + 2�v + 12 − t 
Jadi disimpulkan: 6(�c��s�) = �� + 2(�� + �� + ⋯ + ��) + 4� − 4 −
t, 1 ≤ t ≤ ��. 

3. Sisi �c��s� 
� = 2 ⟹ 6(�c��s�) =tidak ada 

� = 3 ⟹ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 6 − t 
� = 4 ⟹ 6(�c��s�) = �� + �� + 2�� + 2�v + 10 − t 
Jadi disimpulkan: 6(�c��s�) = �� + �� + 2(�� + ⋯ + ��) + 4� − 6 −
t, 1 ≤ t ≤ ��. 

4. Sisi �cv�sv 
� = 2 ⟹ 6(�cv�sv) = tidak ada 

� = 3 ⟹ 6(�cv�sv) = tidak ada 

� = 4 ⟹ 6(�cv�sv) = �� + �� + �� + 2�v + 8 − t 
Jadi disimpulkan: 

 6(�cv�sv) = �� + ��+�� + 2(�v + ⋯ + ��) + 4� − 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v. 

Sehingga, untuk sisi �c
�s
: 

6(�c��s�) = 2(�� + �� + ⋯ + ��) + 4� − 2 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

6(�c��s�) = �� + 2(�� + �� + ⋯ + ��) + 4� − 4 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

6(�c��s�) = �� + �� + 2(�� + ⋯ + ��) + 4� − 6 − t, 1 ≤ t ≤ �� 

6(�cv�sv) = �� + ��+�� + 2(�v + ⋯ + ��) + 4� − 8 − t, 1 ≤ t ≤ �v 

Jadi disimpulkan: 

6M�cb�s bN = �� + �� + ⋯ + �(b~�) + 2M�b + �b�� + ⋯ + ��N + 4� − 2h − t, 1 ≤ h ≤
�, 1 ≤ t ≤ �b, � ≥ 2. 
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e. Sisi �cb� è 
� = 2 ⟹  6M�cb� èN = �� + 2�e�� + 7 − (h + _) 

� = 3 ⟹ 6M�0h �_ ̂N = �1 + �2 + ⋯ + �_ + 2�(_+1) + ⋯ + 2�3 + 11 − (h + _) 

� = 4 ⟹  6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2�(e��) + ⋯ + 2�v + 15 − (h + _) 

Jadi disimpulkan: 

6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2(�e�� + �e�� + ⋯ + ��) + 4� − (h + _ + 1), 

� ≥ 2, (h − 1) ≤ _ ≤ h. 
f. Bilangan ajaib U: 

� = 2 ⟹  6(U) = 3(�� + ��) + 8 

� = 3 ⟹  6(U) = 3(�� + �� + ��) + 13 

� = 4 ⟹  6(U) = 3(�� + �� + �� + �v) + 18 

Jadi disimpulkan: 6(U) = 3(�� + �� + ⋯ + ��) + 5� − 2, � ≥ 2. 

 Dari beberapa pola di atas, maka dapat dibuat generalisasi dalam bentuk 

teorema berikut: 

Teorema 3.4: 

 Graf star sebanyak � dengan titik pusat terhubungkan oleh satu 

titik pengait (_) adalah super sisi ajaib dengan konstanta ajaib U = 3(�� +
�� + ⋯ + ��) + 5� − 2, � ≥ 2. 

Bukti:  

 Pelabelan super sisi ajaib pada graph � merupakan pelabelan total 

sisi ajaib yang memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. Pelabelan total 
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sisi ajaib pada suatu graph � dengan order ( dan ukuran ) adalah fungsi 

bijektif 6 dari � ∪ � ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )} 

sedemikian hingga untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) +
6(:9) + 6(9) = U, dengan k konstanta. Maka untuk membuktikan 

teorema 3.4 perlu ditunjukkan bahwa : 

i) Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi. 

ii)  Pola pelabelan dari �(�) dan �(�) adalah fungsi bijektif 6 dari � ∪ � 

ke himpunan bilangan bulat �1, 2, 3, … , ( + )!. 
iii)  Untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

iv) Pola pelabelan � memetakan � ke himpunan �1, 2, 3, … , (!. 
Misalkan: 

 �(�) = a���, ���, … , ��Z� , ���, ���, … , ��[� , … , ��]b  �c�, �c�,, �c�, … , �cb��d, ��d, ��d, … , � è f , 1 ≤ _̀ ≤ h − 1  

dimana: 

 �c�   : titik pusat ��(�) 

 ���, ���, ���, … , ��Z�  : titik ujung  ��(�) 

 �c�   : titik pusat ��(�) 

 ���, ���, ���, … , ��[�  : titik ujung ��(�) 

 �cb   : titik pusat �b(�) 



161 

 

 ��b , ��b , ��b , … , ��]b  : titik ujung �b(�) 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 

��d   : titik pengait antara �c�dan �c� 

  � è   : titik pengait antara �cbdan �c(b��) 
�(�)
= i�c����, �c����, … , �c���Z� , �c����, �c����, … , �c���[� , … , �cb��b , �cb��b , … , �cb��]b�c���d, �c���d, �c���d, … , �cb� è j 
sehingga diperoleh: 

 ( = �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1,  

 ) = �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 3  

dan  ( + ) = ( �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1) + (�� + �� + ⋯ + �� +
2� − 2) 

= 2(�� + �� + ⋯ + ��) + 4� − 3 

Graf � dapat digambarkan sebagai berikut: 

1
1V

1
2V

1
3V

1

1nV

2
1V 2

2V

2
3V2

2nV

3
1V jV1

3
2V jV2

3
3V jV3

3

3nV j
n j

V

1
0V 2

0V 3
0V jV0

1̂V 2̂V

 

Gambar 3.38.  � Graf Star dengan Titik Pusat Terhubung 1 Titik Pengait 
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Terdapat pola pelabelan graf � sebagai berikut: 

1. 6M�sbN = �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤ �h, 1 ≤ h ≤ �  
2. 6M�cbN = �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1), 1 ≤ h ≤ � 

3. 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ (� − 1) 
4. 6M�cb�sbN = �� + �� + ⋯ + �(b~�) + 2M�b + �b�� + ⋯ + ��N +

4� − 2h − t, 1 ≤ t ≤ �b , 1 ≤ h ≤ � 

5. 6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2(�e�� + �e�� + ⋯ + ��) + 4� −
(h + _ + 1), 1 ≤ h ≤ �, (h − 1) ≤ _ ≤ h 
 

i) Akan ditunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi. 

Sesuai dengan definisi fungsi, suatu fungsi 6 dari 4 ke 5, adalah 

aturan yang memetakan setiap elemen 4 tepat satu pada elemen 5. 

Sehingga dari definisi tersebut sudah jelas membuktikan bahwa pola 

pelabelan �(�) dan �(�)  adalah fungsi.  

ii)  Akan ditunjukkan bahwa � adalah fungsi bijektif 6 dari �(�) ∪
�(�) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, …, ( + )}. 

 

1. Fungsi injektif. 

A. Untuk titik di �. 

1. Titik �sb: 
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Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif t� dan t�, h� dan 

h�, jika 6L�sZbZO = 6L�s[b[O maka t� = t�, h� = h�. 

Diketahui 6M�sbN = �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, dengan 1 ≤ t ≤
�b, dan 1 ≤ h ≤ �. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ �b , 1 ≤ t� ≤ �b dan 1 ≤ h� ≤ �, 1 ≤ h� ≤ �. 

Karena  6L�sZbZO = 6L�s[b[O, maka diperoleh: 

�� + �� + ⋯ + �bZ~� + (h� − 1) + t�  =  �� + �� + ⋯ + �b[~� + (h� − 1) + t�  
�bZ~� + h� − 1 + t� = �b[~� + h� − 1 + t�  
�bZ~� + h� + t� = �b[~� + U� + t�  

   h� = h�, t� = t�  

2. Titik �cb: 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  h� dan h�, jika 

6M�cbZN = 6M�cb[N maka h� = h�. 

Diketahui 

6M�cbN = �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1), dengan 1 ≤ h ≤ �. 

Untuk 1 ≤ h� ≤ �, 1 ≤ h� ≤ �. 

Karena  6M�cbZN = 6M�cb[N, maka diperoleh: 

�� + �� + �� … + �� + h� + (� − 1)  
=  �� + �� + �� + ⋯ + �� + h� + (� − 1) 
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 h� = h� 

3. Titik� è: 
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif  _� dan _�, jika 

6M�èZN = 6M�è[N maka _� = _�. 

Diketahui 6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _, dengan 1 ≤ _ ≤ (� − 1). 

Untuk 1 ≤ _1 ≤ �, 1 ≤ _2 ≤ �. 

Karena 6M�èZN = 6M�è[N, maka diperoleh: 

��+�� + ⋯ + �eZ + _� = ��+�� + ⋯ + �e[ + _� 

    _� = _� 

A. Untuk sisi di �. 

1. Sisi �cb�sb 

Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif t� dan t�, h� dan 

h�, jika 6L�cbZ�sZ
ZO = 6L�cb[�s[b[O maka t� = t�, h� = h�. 

Diketahui 6M�cb�sbN = �� + �� + ⋯ + �(b~�) + 2M�b + �b�� + ⋯ +
��) + 4� − 2h − t, dengan 1 ≤ h ≤ �, dan 1 ≤ t ≤ �b. 

Untuk 1 ≤ t� ≤ �b , 1 ≤ t� ≤ �b dan 1 ≤ h� ≤ �, 1 ≤ h� ≤ �. 

Karena 6L�cbZ�sZbZO = 6L�cb[�s[b[O, maka diperoleh: 
�� + �� + ⋯ + �(bZ~�) + 2M�bZ + �bZ�� + ⋯ + ��N + 4� − 2h� − t�

= �� + �� + ⋯ + �(b[~�) + 2M�b[ + �b[�� + ⋯ + ��N
+ 4� − 2h� − t� 
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�(bZ~�) + 2M�bZ + �bZ�� + ⋯ + ��N − 2h� − t�
= �(b[~�) + 2M�b[ + �b[�� + ⋯ + ��N − 2h� − t� 

h� = h�,      t� = t� 

2. Sisi �cb� è  
Akan ditunjukkan untuk setiap bilangan bulat positif h� dan h�, _� dan 

_�, jika 6M�cbZ�èZN = 6M�cb[�è[N maka h� = h�, _� = _�. 

Diketahui  6M�cb� èN = �� + �� + ⋯ + �e + 2(�e�� + �e�� + ⋯ +
��) + 4� − (h + _ + 1), dengan 1 ≤ h ≤ �,dan (h − 1) ≤
_ ≤ h 

Untuk 1 ≤ h� ≤ �, 1 ≤ h� ≤ � dan ( h − 1) ≤ _1 ≤ h, (h − 1) ≤ _2 ≤ h. 
Karena 6M�cbZ�èZN = 6M�cb[�è[N, maka diperoleh: 

�� + �� + ⋯ + �eZ + 2M�eZ�� + �eZ�� + ⋯ + ��N + 4�
− (h� + _1 + 1)
= �� + �� + ⋯ + �e[ + 2M�e[�� + �e[�� + ⋯ + ��N
+ 4� − (h� + _2 + 1) 

�eZ + 2M�eZ�� + �eZ�� + ⋯ + ��N − (h� + _1)
= �e[ + 2M�e[�� + �e[�� + ⋯ + ��N − (h� + _2) 

h� = h�,  _� = _� 

Dengan demikian, 6 merupakan fungsi injektif dari �(�) ∪ �(�) ke 

�1, 2, 3, … , ( + )!. 



166 

 

2. Fungsi surjektif.  

Sesuai dengan definisi surjektif, suatu 6: 4 → 5 dikatakan 

surjektif jika untuk setiap 9 ∈ 5, terdapat : ∈ 4 sedemikian hingga 

6(:) = 9. Prapeta untuk pelabelan �(�) dan �(�) adalah 

�1, 2, 3, … , ( + )!. Sehingga, untuk setiap bilangan asli ℕ pasti 

mempunyai pasangan di kodomainnya. Dengan demikian, sudah jelas 

menunjukkan bahwa pola pelabelan �(�) dan �(�) adalah surjektif. 

Karena pola pelabelan �(�) dan �(�) injektif juga sekaligus 

surjektif, maka  pola pelabelan �(�) dan �(�) bijektif. 

iii) Akan ditunjukkan bahwa untuk masing-masing sisi :9 di � berlaku 

6(:) + 6(:9) + 6(9) = U. 

a. Untuk  sisi �cb�sb di � diperoleh: 

6M�cbN + 6M�cb�sbN  + 6M�sbN
= ��� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1)�
+ ��� + �� + ⋯ + �(b~�) + 2M�b + �b�� + ⋯ + ��N
+ 4� − 2h − t� + ��1 + �2 + ⋯ + �h−1 + (h − 1) + t�
= 3(�� + �� + ⋯ + ��) + 5� − 2 
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b. Untuk sisi �cb� è di � diperoleh: 

6M�cbN + 6M�cb� èN  + 6M� èN
= ��� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1)�
+ ��� + �� + ⋯ + �è + 2(�è�� + �è�� + ⋯ + ��)
+ 4� − Mh + _̀ + 1N� + ���+�� + ⋯ + �è + _̀� 

         = 3(�� + �� + ⋯ + ��) + 5� − 2 

Jadi � adalah super sisi ajaib dengan bilangan ajaib: 

U = 3(�� + �� + ⋯ + ��) + 5� − 2 

iv) Akan ditunjukkan bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. Akan 

dibuktikan 1 ≤ 6M�sbN ≤ (. 

a. Titik �sb 

Diketahui 6M�sbN = �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t, 1 ≤ t ≤
�b , 1 ≤ h ≤ �. 

Karena 1 ≤ t ≤ �b, 1 ≤ h ≤ �, maka diperoleh: 

 1 ≤ t ≤ �b 
�� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + 1 ≤ �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t ≤ �� + ��

+ ⋯ + �b~� + (h − 1) + �b 

�� + �� + ⋯ + �b~� + h ≤ �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t ≤ �� + �� + ⋯ + �b~�
+ (h − 1) + �b 

1 ≤ �� + �� + ⋯ + �b~� + h ≤ �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t ≤ �� + �� + ⋯
+ �b~� + (h − 1) + �b < �1 + �2 + ⋯ + �� + 2� − 1 

1 ≤ �� + �� + ⋯ + �b~� + (h − 1) + t < �1 + �2 + ⋯ + �� + 2� − 1 
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Jadi  1 ≤ 6M� èN ≤ (. 

b. Titik �cb 

Diketahui 6M�cbN = �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1), 1 ≤ h ≤ �. 

Karena        1 ≤ h ≤ �, maka diperoleh: 

�� + �� + �� + ⋯ + �� + (� − 1) + 1
≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + (� − 1) + h
≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + (� − 1) + � 

�� + �� + �� + ⋯ + �� + � ≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1)
≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1 

1 < �� + �� + �� + ⋯ + �� + �
≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1)
≤ �� + �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1 

1 < �� + �� + �� + ⋯ + �� + h + (� − 1) ≤ �� + �� + �� +
⋯ + �� + 2� − 1  

Jadi  1 < 6M� èN ≤ (. 

c. Titik � è 
Diketahui  6M� èN = ��+�� + ⋯ + �e + _, 1 ≤ _ ≤ (� − 1). 

Karena 1 ≤ _ ≤ (� − 1), maka diperoleh: 

��+�� + ⋯ + �e + 1 ≤ ��+�� + ⋯ + �e + _
≤ ��+�� + ⋯ + �e + (� − 1) 
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1 < ��+�� + ⋯ + �e + 1 ≤ ��+�� + ⋯ + �e + _
≤ ��+�� + ⋯ + �e + (� − 1)
< �� + �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1 

1 < ��+�� + ⋯ + �e + 1 ≤ ��+�� + ⋯ + �e + _
< �� + �� + �� + ⋯ + �� + 2� − 1 

Jadi  1 < 6M� èN < (. 

Jadi terbukti bahwa 6 memetakan � ke �1, 2, 3, … , (!. 
   Dari point (i), (ii), (iii) dan (iv) telah terbukti bahwa graf � 

memenuhi syarat-syarat pelabelan super sisi ajaib. Sehingga graf � 

merupakan super sisi ajaib. 
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