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ABSTRAK 

 

Diniati, SitiAfiyah. 2011. Operator Linier Pembangkit dari Fungsi Kosinus 
Cos pada Transformasi Laplace. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas 
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 
Malang. 
Pembimbing:  (1) Hairur  Rahman, M.Si 

(2) Dr. H. MunirulAbidin, M.Ag 
 

 
Kata Kunci: Operator linier, Fungsi Kosinus Cos, Transformasi Laplace 

Pemodelan sistem aliran yang tidak beraturan (Brownian Motion) biasanya 
dijelaskan dengan menggunakan model Kac Walks (Random Walks), sehingga 
diperoleh suatu persamaan Telegraph: 

%&'

%(&
) 2�

%'

%(
+ ,- %&'

%.&
atau/00�1� ) 2�/0�1� + �/�1� 

dengan  � + ,- %&

%.&
 operator linier pada ruang Banach X.Persamaan abstrak 

Telegraph tersebut well-posed (terdefinisi dengan baik) jika dan hanya jika 
operator linier A merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos. Pada penelitian 
ini, penulis menggunakan metode studi pustaka dengan mencari, mempelajari dan 
menelaah sumber-sumber informasi dari literatur yang berhubungan dengan 
operator linier, fungsi kosinus Cos, serta transformasi Laplace sebagai 
pembangkitnya. 

Tujuan penelitian kali ini adalah membahas bagaimana karakteristik suatu 
operator linier A yang merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos pada 
transformasi Laplace. Pada akhir penelitian, diperoleh karakteristik suatu operator 
A untuk fungsi kosinus Cos yang dibangkitkan dengan transformasi Laplace. 
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 ABSTRACT 
 

Diniati, SitiAfiyah. 2011. Generator Linear Operator of Cosine Function Cos 
on Laplace Transform. Thesis. Mathematics Department Science and 
Technology Faculty the State Islamic University Maulana Malik Ibrahim 
of Malang. 
Advisor: (1) Hairur Rahman, M.Si 

(2) Dr. H. MunirulAbidin, M.Ag 
 

 
Key Word: Linear Operator, Cosine Function Cos, Laplace Transform 
 

The model of flow random current (Brownian Motion) is explained by Kac 
Walks model (Random Walks model), such that we know the Telegraph equality: 

%&'

%(&
) 2�

%'

%(
+ ,- %&'

%.&
or/00�1� ) 2�/0�1� + �/�1� 

where  � + ,- %&

%.&
a linear operator on Banach space X. The Telegraph equality 

above well-posed (well defined) if and only if a linear operator A is the generator 
of cosine Cos function. In this thesis, the writer use library study by seek, learn, 
and analyze the information sources what relate with linear operator, cosine 
function Cos, and Laplace transform as the generator. 
 The goal of this thesis is to explain how the characteristic of a linear 
operator Ato be the generator of cosine function Cos on Laplace transform.In the 
end, we get the characteristic of a linear operator A of cosine function Cos 
generates by Laplace transform. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 LatarBelakang 

Menuntut ilmu adalah kewajiban setiap muslim mulai dari lahir sampai 

mati. Tidak ada agama selain Islam yang demikian tinggi menghargai ilmu 

pengetahuan, mendorong untuk mencarinya, dan memuji orang-orang yang 

mengusainya. Hal ini pula yang mendorong umat Islam untuk selalu belajar dan 

mengajar sehingga tidak heran jika surat yang pertama kali diturunkan oleh Allah 

adalah Surat Al-Alaq: 1-5 yang berisi tentang perintah membaca yang merupakan 

alat  transformasi ilmu pengetahuan serta tentang penciptaan manusia.  

Menurut Imam Raghib Al-Ashfahani, makna ilmu adalah mengetahui 

secara hakikat. Seluruh pengetahuan tentang sesuatu yang tidak diketahui, jenis 

apa pun ia, dalam bidang apa pun ia, hingga hakikatnya diketahui dengan jelas 

oleh manusia maka ia termasuk dalam lingkup term “ilmu” yang disebutkan 

dalam Al-Qur’an(Qardhawi, 1998: 54). 

Matematika secara ontologi berasal dari bahasa Yunani yaitu “mathema” 

atau mungkin juga “mathematikos” yang artinya hal-hal yang dipelajari. Orang 

Belanda menyebut “wiskunde”, yang artinya ilmu pasti. Sedangkan orang Arab 

menyebutnya dengan “ilmu al-hisab” , artinya ilmu berhitung (Abdusysyakir, 

2007: 5).Namun secara istilah, sampai saat ini belum ada definisi yang tepat 

mengenai Matematika. Para ahli filsafat dan Matematika telah mencoba membuat 
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definisi Matematika, tetapi sampai sekarang belum ada yang menyatakan bahwa 

jawabannya adalah yang terakhir. 

Mulyadhi Kartanegara(2005: 87-88)menulis bahwa pada hakikatnya ilmu-

ilmu Matematika merupakan studi tentang pengukuran yang oleh Ibnu Khaldun 

dibagi menjadi empat sub devisi, yaitu geometri, aritmetika, musik, dan 

astronomi. Beberapa ahli lainmengatakan bahwa Matematika adalah ilmu 

mengenai bilangan dan ruang, ilmu tentang besaran, hubungan, bentuk, struktur-

struktur yang logik, serta bersifat deduktif. Selain perbedaan sudut pandang yang 

digunakan, beragamnya definisi mengenai Matematikatidak terlepas dari keluasan 

kajian Matematika itu sendiri.  

Kajian Matematika yang saat ini mengalami perkembangan cukup pesat 

adalah Pemodelan Matematika (Mathematical Modelling) yang termasuk dalam 

kajian Matematika terapan. Dalam dunia pemodelan dikenal teknik pemodelan 

sistem gerakan partikel-partikel dalam suatu pola yang tidak beraturan (acak) atau 

yang lebih dikenal dengan gerak Brown (Brownian Motion), misalnya saja aliran 

darah yang bergerak melalui pembuluh darah, ginjal ataupun melalui paru-paru. 

Pemodelan system aliran yang tidak beraturan ini biasanya dijelaskan 

dengan menggunakan model Kac Walks (Random Walks). Dengan penggunaan 

model ini, akan diperoleh suatu persamaan Telegraph sebagai berikut: 

������ � 2� ���� � 	
 ������ atau �

��� � 2��
��� � �����(a) 

dengan � � 	
 ����� operator linier pada ruang Banach X. 

 Persamaan abstrak Telegraph (a) di atas well-posed (terdefinisi dengan 

baik) jika dan hanya jika operator linier A merupakan pembangkit dari fungsi 
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kosinus Cos (Eckstein dkk. 1999). Dalam penelitian tersebut karakteristik suatu 

operator linier A agar menjadi pembangkit dari fungsi kosinus Cos belum diteliti. 

Oleh karena itu, pada penelitian kali ini dianalisis mengenai karakteristik suatu 

operator linier A merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos pada 

transformasi Laplace. 

   

1.2 Rumusan Masalah 

Bagaimana karakteristik suatuoperator linier A merupakan pembangkit 

dari fungsi kosinus Cos pada transformasi Laplace? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini bertujuan untuk membahas karakteristik suatu operator linier 

A yang merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos pada transformasi 

Laplace. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

1. Bagi Peneliti 

Penelitian ini diharapkan mampu membantu peneliti dalam 

mengembangkan dan mengaplikasikan keilmuan di bidang analisis maupun 

pemodelan. 

2. Bagi Pembaca 

 Penelitian ini diharapkan mampu menambah wawasan pembaca tentang 

operator linier, terutama operator linier yang merupakan pembangkit dari 
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fungsi kosinus Cos pada transformasi Laplace, sehingga nantinya penelitian 

ini bisa dikembangkan pada bahasan maupun bidang yang lebih luas. 

 

1.5 Metode Penelitian 

Penelitian ini menggunakan metode studi pustaka (library studies) atau 

studi literatur dengan menggunakan referensi-referensi yang berkaitan dengan 

materi yang akan dibahas. 

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penulisan skripsi ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumber informasi yang 

berhubungan dengan topik yang diteliti. 

2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjut karakteristik suatu 

operator linier � merupakan operator pembangkit dari fungsi kosinus Cos 

pada transformasi Laplace 

3. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil pembahasan. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Untuk memudahkan melihat dan memahami penelitian ini secara 

keseluruhan, maka penulis menggambarkan sistematika penulisannya menjadi 

empat bab, yaitu: 

Bab I :  berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, serta 

sistematika pembahasan. 
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Bab II :  berisi kajian teori, yakni penjelasan-penjelasan tentang ruang 

Banach, transformasi Laplace, operator linier. 

Bab III : pembahasan, yakni tentang operator linier pembangkit dari 

fungsi kosinus Cos, serta kajian keagamaan mengenai operator. 

Bab IV :  berisi kesimpulan serta saran sebagai masukan untuk penelitian 

selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Himpunan Tertutup 

Definisi 2.1.1 (Bartle dan Sherbet, 2000: 313) 

Suatu himpunan bagian � di � dikatakan terbuka di � jika untuk setiap � � � 

terdapat suatu lingkungan � dari � sedemikian sehingga � � �. 

Suatu himpunan bagian � di � dikatakan tertutup di � jika komplemen dari 

���� � �\� terbuka di �. 

Contoh: 

Interval ��,∞� dan ��∞, �� merupakan himpunan-himpunan terbuka dan � ,∞� 
dan ��∞,  ! adalah himpunan-himpunan tertutup. 

 

2.2 Kontinu Seragam 

Definisi 2.2.1 (Bartle dan Sherbet, 2000: 137) 

Misalkan � � � dan ": � $ �.  f  dikatakan kontinu seragam pada A jika untuk 

setiap % & 0 dan � � �, terdapat suatu (�%� & 0 sedemikian sehingga untuk 

�, � � � yang memenuhi |� � �| * (�%�, maka  |"��� � "���| * %.  

Contoh: 

Tunjukkan bahwa "��� � �
 merupakan fungsi kontinu seragam! 

Bukti: 

Ambil % & 0, terdapat (�%� & 0 sedemikian sehingga untuk �, � � � yang 

memenuhi |� � �| * (�%�, maka   
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|"��� � "���| � |�
 � �
| �  |� � �||� � �| * (�%�|� � �| 
Jika diambil (�%� � ,|�-�|, maka 

|"��� � "���| * (�%�|� � �| * ,|�-�| |� � �| � %  

Jadi,  f  kontinu seragam. 

 

Teorema 2.2.2 (Bartle dan Sherbet, 2000: 234) 

Misalkan �".� suatu barisan dari fungsi kontinu pada suatu himpunan � � � dan 

�".� konvergen seragam di A ke suatu fungsi ": � $ �, maka  f  kontinu di A.  

Bukti: 

Diberikan % & 0, maka terdapat / � /�01 %� � 2 sedemikian sehingga jika 3 4
/, maka |".��� � "���| * 01 % untuk semua � � �. Misalkan diambil sebarang 

	 � �, ditunjukkan bahwa  f  kontinu di c. Dengan menggunakan Pertidaksamaan 

Segitiga, diperoleh 

  |"��� � "�	�| 6  |"��� � "7���| � |"7��� � "7�	�| � |"7�	� � "�	�| 
6 01 % � |"7��� � "7�	�| � 01 %  

karena "7 kontinu di c, maka terdapat suatu ( � ( 801 %, 	, "79 & 0 sedemikian 

sehingga jika |� � 	| * ( dan � � �, maka |"7��� � "7�	�| * 01 %. Oleh karena 

itu, jika |� � 	| * ( dan � � �, maka diperoleh |"7��� � "7�	�| * %. Karena 

% & 0, maka  f  kontinu pada sebarang  	 � �. 
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2.3 Ruang Metrik 

Definisi 2.3.1 (Bartle dan Sherbet, 2000: 328) 

Metrik pada himpunan : adalah fungsi ;: : < : $ � yang memenuhi sifat 

berikut: 

a) ;��, =� 4 0, > �, = � : 

b) ;��, =� � 0 ? � � = 

c) ;��, =� � ;�=, ��, > �, = � :                                                            

d)  ;��, =� 6 ;��, @� � ;�@, =�, >�, =, @ � � 

Ruang metrik �:, ;� adalah himpunan : dengan metrik ; pada :.  

Contoh: 

Diketahui A adalah subset pada bidang � <� dan ; didefinisikan oleh 

;��, =� � ���0 � =0�
 � ��
 � =
�
!0
  
Di mana � � ��0, �
� dan = � �=0, =
�. Tunjukkan ; metrik! 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa ; memenuhi aksioma metrik. 

a) >�, = � �B < B�, � C 0 atau = C 0 maka ���0 � =0�
 � ��
 � =
�
!D� 4 0 

b) ���0 � =0�
 � ��
 � =
�
!D� � 0 

��0 � =0�
 � ��
 � =
�
 � 0  

                                  ��0 � =0�
 � ���
 � =
�
  

    ��0 � =0�
 � ���
 � =
���
 � =
�  
                     ��0 � =0���0 � =0� � �=
 � �
���
 � =
�  

                             ��0 � =0� � �=
 � �
�                                                                                                                             
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                                �0 � �
 � =0 � =
  

karena � � ��0, �
� dan = � �=0, =
� maka � � = 

c) ;��, =�  � ���0 � =0�
 � ��
 � =
�
!D� 
� EF��1��=0 � �0�H
 � F��1��=
 � �
�H
I0
 

� ���1�
�=0 � �0�
 � ��1�
�=
 � �
�
!0
 

� ��=0 � �0�
 � �=
 � �
�
!0
  
� ;�=, ��                                                                                                                                                                                             

d) ;��, =� �  ���0 � =0�
 � ��
 � =
�
!D� 
  6 ���0 � @0�
 � ��
 � @
�
!D�+��@0 � =0�
 � �@
 � =
�
!D� 
  � ;��, @� � ;�@, =�,   >�, =, @ � �  

Karena seluruh aksioma pada Definisi 2.3.1 terpenuhi, maka ; adalah metrik pada 

bidang : < :. 

 

2.4 Ruang Lengkap 

Definisi 2.4.1 (Bartle dan Sherbet, 2000: 330) 

Suatu ruang metrik �:, ;� dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di S 

konvergen ke suatu titik di S. 

Contoh: 

Misalkan diberikan ruang fungsi ��0,1! dengan metrik  

;J�", K� � sup O|"��� � K���|: � � �0,1!P 
Tunjukkan bahwa ���0,1!, ;J� lengkap! 
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Bukti: 

Misalkan �".� adalah barisan Cauchy di ��0,1! dengan metrik ;J. Misalkan 

diberikan % & 0, terdapat H sedemikian sehingga 

                                      |".��� � "Q���| * %                                (2.1) 

untuk semua � � �0,1! dan R, 3 � /. Jadi, untuk setiap x, barisan �".���� 
merupakan barisan Cauchy di � dan konvergen di �. Misalkan f  suatu titik limit 

barisan ".. Ini berarti "��� � lim �".���� untuk setiap � � �0,1!.Dari 

pertidaksamaan (2.1) diperoleh bahwa untuk setiap � � �0,1! dan setiap 3 4 / 

diperoleh |".��� � "���| 6 %. Akibatnya, barisan �".� konvergen ke f di �0,1!. 
Berdasarkan Teorema 2.2.2, limit dari fungsi kontinu seragam juga kontinu. Oleh 

karena itu, ruang metrik  ���0,1!, ;J� lengkap.         

 

2.5 Ruang Vektor 

Definisi 2.5.1 (Goffman dan Pedrick, 1974: 50) 

Ruang vektor A atas suatu field V adalah himpunan  A, pemetaan ��, =� W � � = 

dari A
 ke A, dan pemetaan ��, �� W �� dari V < A ke A, sedemikian sehingga 

a) A adalah grup abelian dengan operasi ��, =� W � � =;  �, = � A 

b) �� �� � �� ��; �,  � V ;  � � A (Hukum Asosiatif) 

c) �� �  �� � �� �  �, ��� � =� � �� � �=;  �,  � V;  �, = � A(Hukum 

Distributif) 

d) 1� � �;  � � A (1 adalah identitas untuk operasi perkalian) 
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Contoh: 

Himpunan B.dari n-tuple bilangan real � � ��0, �
, … , �.�, pada field bilangan 

real V dengan operasi standar ��0, �
, … , �.! � �=0, =
, … , =.! � ��0 � =0, �
 �
=
, … , �. � =.! dan Z��0, �
, … , �.! � �Z�0, Z�
, … , Z�.!; � � V adalah suatu 

ruang vektor. 

 

2.6 Norma 

Definisi 2.6.1 (Rynne dan Youngson, 2008: 31) 

Misalkan X suatu ruang vektor pada V. Suatu norma pada X adalah suatu fungsi 

[·[: A $ �  sedemikian sehingga untuk �, = � A dan Z � V, 

(a) [�[ 4 0; 

(b) [�[ � 0 jika dan hanya jika � � 0; 

(c) [Z�[ � |Z|[�[; 

(d) [� � =[ 6 [�[ � [=[. 
Contoh: 

Misalkan X suatu ruang vektor berdimensi hingga pada V dengan basis 

O]0, ]
, … , ].P. Sebarang � � A dapat ditulis � � ∑ _̀ ]̀.̀a0  untuk _0, _
, … , _. �
V. Maka fungsi [·[: A $ � didefinisikan dengan: 

[�[ � 8∑ b_̀ b
.̀a0 9D�  
adalah suatu norma pada  X. 

Bukti: 

Misalkan � � ∑ _̀ ]̀.̀a0  dan = � ∑ c`]̀.̀a0  dan Z � V. Maka Z� � ∑ Z_̀ ]̀.̀a0 . 
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(a) [�[ � 8∑ b_̀ b
.̀a0 9D� 4 0 

(b) Jika � � 0, maka [�[ � 0. 

Jika [�[ � 0, maka 8∑ b_̀ b
.̀a0 9D� � 0. Sehingga _̀ � 0 untuk 1 6 d 6 3. 

Akibatnya, � � 0.  

(c) [Z�[ � 8∑ bZ_̀ b
.̀a0 9D� � �|Z|
�D� 8∑ b_̀ b
.̀a0 9D� � |Z|[�[ 

(d)[� � =[ � ∑ 8b_̀ � c`b
9D�.̀a0  

Berdasarkan Pertidaksamaan Segitiga, maka dapat dituliskan 

[� � =[ 6 ∑ 8b_̀ b
 � bc`b
9D�.̀a0   

� ∑ 8b_̀ b
9D�.̀a0 � ∑ 8bc`b
9D�.̀a0   

� [�[ � [=[  

Jadi, [� � =[ 6 [�[ � [=[. 

 

2.7 Himpunan Kompak 

Definisi 2.7.1 (Bartle dan Sherbert, 2000: 319) 

Misalkan A himpunan bagian dari �. Suatu selimut buka dari A adalah suatu 

koleksi e � O�fP dari himpunan-himpunan terbuka di � yang memuat A; yaitu 

� � g�ff  

Jika eh merupakan suatu sub koleksi himpunan-himpunan dari e sedemikian 

sehingga gabungan dari himpunan-himpunan di eh juga memuat A, maka eh 
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disebut sub selimut dari e. Jika eh terdiri dari himpunan-himpunan berhingga, 

maka eh disebut suatu sub selimut berhingga dari e. 

Contoh: 

Misal A suatu himpunan dengan � � �1,∞� dan misalkan 

e0: � O�i � 1j, i � 1�: i � k, i & 0P 
e
: � O�3 � 1j, 3 � 1�: 3 � 2P 

e1: � O�0, 3�: 3 � 2P 
el: � O�0, 3�: 3 � 2, 3 4 23P 

Maka dapat dikatakan bahwa e
 merupakan sub selimut dari e0, dan el 

merupakan sub selimut dari e1.  

 

Definisi 2.7.2 (Bartle dan Sherbert, 2000: 320) 

Suatu himpunan bagian K di � dikatakan kompak jika setiap selimut buka dari K 

mempunyai sub selimut berhingga. 

Contoh: 

Misalkan n � O�0, �
, … , �.P merupakan suatu himpunan bagian berhingga pada 

�. Jika e � O�fP  suatu selimut buka pada K, maka setiap �o  berada di beberapa 

himpunan �fpdie. Maka gabungan dari himpunan-himpunan pada koleksi 

O�fD , �f� , … , �fqP memuat K, sehingga merupakan sub selimut berhingga di e. 

Karena e sembarang, maka K kompak. 
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2.8 Ruang Banach  

Definisi 2.8.1 (Rynne dan Youngson, 2008: 48) 

Ruang Banach adalah suatu ruang vektor bernorma yang lengkap. 

Contoh: 

Misalkan AQ suatu barisan Cauchy di X, ruang vektor rs, t 4 1, pada barisan AQ 

dengan ∑ |AQ|sJQa0 * ∞, dengan norma  [�[ � �∑ |AQ|sJQa0 �Du  merupakan 

ruang Banach. 

Bukti: 

Karena OAQP barisan Cauchy, berarti 

>% & 0, v/�%� � 2 w |Ax � AQ| * %, >y,R 4 / 

misalkan z:� lim �AQ� untuk setiap � � A. Karena |Ax � AQ| * % dan >R 4 /, 

diperoleh |AQ � z| 6 % * %. Akibatnya barisan OAQP konvergen ke z di A.  

Karena AQ konvergen ke z, maka A lengkap. Jadi, A adalah ruang Banach. 

 

2.9  Operator Linier 

Lemma 2.9.1 (Rynne dan Youngson, 2008: 88)  

Misalkan X dan Y adalah Ruang Linier Bernorma dan {: A $ | suatu 

transformasi linier, maka pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen: 

(a) T  kontinu seragam; 

(b) T  kontinu; 

(c) T  kontinu di � � 0; 

(d) Terdapat suatu bilangan real positif k sedemikian sehingga  [{[ 6 y dimana 

� 6 A dan [�[ 6 1;   
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(e) Terdapat suatu bilangan real positif k sedemikian sehingga  [{[ 6 y[�[ 

untuk semua � 6 A. 

Bukti: 

��� W � �. T kontinu seragam sehingga untuk setiap % & 0 terdapat 

( & 0 sedemikian sehingga untuk sebarang �, � � A yang memenuhi [� � �[ 6
(, maka  [{��� � {���[ * %. Oleh karena itu, jika diambil suatu titik R � A 

yang juga memenuhi [� � R[ 6 (, maka [{��� � {�R�[ * %. Jadi T kontinu di 

titik m. 

� � W �	�. Karena T kontinu, maka % & 0 terdapat ( & 0 sedemikian 

sehingga untuk � � A dan [� � �[ 6 (, maka [{��� � {���[ * %. Jika diambil 

� � 0 dengan % & 0, terdapat ( & 0 sedemikian sehingga [�[ 6 (, maka 

[{��� � {�0�[ � [{���[ * %  karena [{�0�[ � 0.  Oleh karena itu, T kontinu di 

� � 0. 

 �	� W �;�. Sebagaimana T kontinu pada 0, ambil % � 1 terdapat suatu 

( & 0 sedemikian sehingga[{���[ * 1untuk � � A dan [�[ 6 (. Misalkan 

} � A dengan [}[ 6 1. Selain itu, ~��
 ~ � �
 [}[ 6 (, ~{ 8��
 9~ * 1dan T 

sebuah transformasi linier { 8��
 9 � �
 {�}�. Maka, 
�
 {[}[ * 1 dan {[}[ * 
�. 

Oleh karena itu, kondisi�;� memenuhi dengan y � 
�.  

 �;� W �]�. Misalkan ada k sedemikian sehingga {[�[ 6 y untuk setiap 

� � Adan [�[ * 1. Sehingga, {�0� � 0 jelas bahwa {[�0�[ 6 y[0[. Misalkan 

= � Adan = C 0. Sebagaimana~ �[�[~ � 1 maka ~{� �[�[�~ 6 y. Sehingga { 

merupakan suatu transformasi linier 
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1[=[ [{�=�[ � �� 1[=[�{�=�� � �{ � =[=[�� 6 y, 
dan [{�=�[ 6 y[=[. Sehingga, [{�=�[ 6 y[=[ untuk setiap � � A. 

�]� W ���. T adalah suatu transformasi linier, 

[{��� � {�=�[ � [{�� � =�[ 6 y[� � =[ 

untuk setiap �, = � A. Misalkan % & 0dan ( � �x & 0, sehingga saat �, = � A dan 

[� � =[ * (, maka 

[{��� � {�=�[ 6 y[� � =[ * y 8�y9 � �. 
Oleh karena itu, T adalah kontinu seragam. 

 

Definisi 2.9.2 (Rynne dan Youngson, 2008: 91) 

Misalkan X dan Y ruang linier bernorma dan {: A $ | adalah transformasi linier. 

T dikatakan terbatas jika terdapat suatu bilangan real positif k sedemikian 

sehingga [{���[ 6 y[�[ untuk semua � � A. 

Himpunan semua transformasi linier kontinu dari X ke Y dinotasikan 

dengan B(X,Y). Elemen dari B(X,Y) disebut ‘operator linier terbatas’, ‘operator 

linier’, atau terkadang hanya ‘operator’ atau bisa juga disebut ‘transformasi’ saja. 

Dengan kata lain ‘operator’ merupakan pemetaan dari X ke Y, dengan X dan Y 

adalah ruang linier bernorma. 
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Definisi 2.9.3 (Ghozali, 2001: 7) 

Misalkan X dan Y masing-masing adalah ruang bernorma. Suatu pemetaan � yang 

mengaitkan setiap unsur di domain ����  �  A dengan unsur tunggal = � | 

disebut operator. Suatu operator � dikatakan linier  jika memenuhi: 

1. ��� � �� � ���� � ����;  > �, � � ���� 
2. ��Z�� � Z����; > � � ����, Z � � 

Atau secara sederhana operator � dikatakan linier jika memenuhi 

��	� � ;�� � Z���� � �����, > �, � � ����, dan Z, � � � 

Pada pembahasan selanjutnya diasumsikan ����  �  A.  

Contoh: 

Misal �o � 2�o �  o ,   > �, �,  � A, tunjukkan bahwa pemetaan � � A $ | adalah 

operator linier! 

Bukti: 

Misal 	, ; � �. Berdasarkan Definisi 2.9.3, � dikatakan operator linier jika 

memenuhi ��	� � ;�� � Z���� � �����, > �, � � A. 

Misal � � �Q dan  � � �. 

��	�Q � ;�.� � �F	�2�Q �  Q� � ;�2�. �  .�H 
� �F	�2�Q �  Q�H � �F;�2�. �  .�H 
� 	 ��2�Q �  Q� � ;��2�. �  .� 
� 	���Q� � ;���.� 

Dengan demikian karena terbukti bahwa 

��	�Q � ;�.� � 	���Q� � ;���.� 
Jadi, � adalah operator linier. 
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Lemma 2.9.4 (Rynne dan Youngson, 2008: 94) 

Jika X dan Y adalah ruang linier bernorma dan {: A $ | adalah transformasi linier 

kontinu, maka Kernel dari { disimbolkan Ker (T) tertutup.  

Bukti: 

Karena T kontinu, n]i�{� � O� � A; {��� � 0P � O0P dan {0} tertutup di X 

mengakibatkan Ker (T) tertutup. 

 

Definisi 2.9.5 (Rynne dan Youngson, 2008: 94) 

Jika X dan Y merupakan ruang bernorma dan {: A $ | suatu transformasi linier, 

graph pada T merupakan sub ruang linier e�{� pada A < | didefinisikan oleh 

e�{� � O��, {��: � � AP. 
 

Lemma 2.9.6 (Rynne dan Youngson, 2008: 95) 

Jika X dan Y merupakan ruang bernorma dan {: A $ | suatu transformasi linier, 

maka e�{� tertutup. 

Bukti: 

Misalkan O��., =.�P merupakan barisan di e�{� yang konvergen ke ��, =� di 

A < |, maka O�.P konvergen ke x di X dan O=.P konvergen ke y di Y. Sehingga, 

=. � {��.� untuk semua 3 � � karena ��., =.� � e�{�.Karenamya, seperti T 

kontinu,= � lim.$J =. � lim.$J {��.� � {���.Oleh karena itu, ��, =� �
��, {���� � e�{� dan e�{� tertutup. 
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Lemma 2.9.7 (Rynne dan Youngson, 2008: 95) 

Misalkan X dan Y merupakan ruang linier bernorma dan :, { � ��A, |� dengan 

[:���[ 6 y0[�[ dan [{���[ 6 y
[�[ untuk semua � � A. Misalkan _ � V. 

Maka  

(a) [�: � {����[ 6 �y0 � y
�[�[ untuk semua � � A; 

(b) [�_:����[ 6 |_|y0[�[ untuk semua � � A; 

(c) ��A, |� adalah suatu sub ruang linier pada z�A, |� dan ��A, |� suatu ruang 

vektor.  

Bukti: 

(a) Jika� � A maka [�: � {����[ 6 [:���[ � [{���[ 6 y0[�[ � y
[�[ �
�y0 � y
�[�[ 

(b) Jika � � A maka [�_:����[ � |_|[:���[ 6 |_|y0[�[. 

(c) Dengan bagian (a) dan (b), S+T dan _: di ��A, |� sehingga ��A, |� adalah 

suatu sub ruang linier pada z�A, |�. Karenanya ��A, |� merupakan suatu 

ruang vektor.  

 

Lemma 2.9.8 (Rynne dan Youngson, 2008: 97) 

Misalkan X dan Y merupakan ruang bernorma. Jika [·[: ��A, |� $ � 

didefinisikan oleh [{[ � supO[{���[: [�[ 6 1P maka [·[ merupakan suatu 

norma di ��A, |�. 
Bukti: 

Misalkan : , { � ��A, |� dan _ � V. 

(i) Jelas [{[ 4 0 untuk semua { � ��A, |�. 
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(ii)  Ingat bahwa transformasi linier nol R memenuhi B��� � 0 untuk semua � �
A. Karenanya, [{[ � 0 ? [{�[ � 0 untuk semua � � A. 

? {� � 0 untuk semua � � A 

? { merupakan transformasi linier nol.  

(iii) Misal [{���[ 6 [{[[�[, berdasarkan Lemma 2.9.6 (b) didapatkan 

[�_{����[ 6 |_|[{[[�[ untuk semua � � A. Karenanya, [_{[ 6 |_|[{[. 

Jika _ � 0, maka [_{[ � |_|[{[, sementara jika _ C 0 maka 

[{[ � [_�0_{[ 6 |_�0|[_{[ 6 |_|�0|_|[{[ � [{[. 
Sehingga, [{[ � |_|�0[_{[ dan  

[_{[ � |_|[{[. 
(iv)  Sifat terakhir dicek dengan Pertidaksamaan Segitiga. 

[�: � {����[ 6 [:���[ � [{���[ 

6 [:[[�[ � [{[[�[  

� �[:[ � [{[�[�[  

Oleh karena itu,  

[�: � {�[ 6 [:[ � [{[ 

Jadi, [�[  adalah norma di ��A, |�. 
 

2.10  Integral Bochner 

Pada sub bab ini akan dibahas himpunan fungsi-fungsi terintegral Bochner 

pada �0, �! untuk setiap � � �-, dinotasikan denganz���� ��-, A�. Berikut ini 

diberikan definisi yang terkait dengan fungsi f  yang terintegral Bochner yang 

akan diperlukan pada pendefinisian proposisi-proposisi selanjutnya. 
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Definisi 2.10.1 (Arendt dkk, 2001: 6) 

Diketahui ruang Banach X atas � dan interval � � �. 

Fungsi " �  � $ Adisebut fungsi sederhana jika fungsi "berbentuk "��� �
∑ ��.�a0 AΩ����, untuk suatu 3 � 2 � O 1, 2, … P, �� �  A dan himpunan terukur 

Lebesgue  �� � � dengan ukuran Lebesgue hingga ��Ω��. 
 

Definisi 2.10.2 (Arendt dkk, 2001: 9) 

Diketahui ruang Banach X  atas �. 

Fungsi " �  � $  A  dikatakan terintegral Bochner jika terdapat barisan fungsi 

sederhana  ". �  � $  A, untuk 3 � 2 sehingga  

lim.$J ".��� � "��� dan lim.$J� ["��� � ".���[;�� � 0 

Jika " �  � $  A  terintegral Bochner, maka integral Bochner dari f pada I adalah  

  � "���;� � lim.$J � ".����� ;� 
 

Definisi 2.10.3 (Arendt dkk, 2001: 29) 

Diketahui ruang Banach X atas � dan z���� ��-, A� � O" �  �- $ A:   "  terintegral 

Bochner pada ��, 0! untuk setiap � � �-P. Selanjutnya didefinisikan integral 

Laplace dari "��� sebagai 

"£�_� � � ]�¤�J¥ "���;� � lim¦$J � ]�¤�¦¥ "���;� dengan " � z���� ��-, A� dan 

_ � �. 

Abcissa dari f, ditulis � §�"� didefinisikan sebagai 

� §�"� � infOB] _ |"£�_�adaP 
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Definisi 2.10.4 (Arendt dkk, 2001: 29) 

Diketahui ruang Banach X atas �. 

Diberikan" �  �- $ A. Batas pertumbuhan eksponensial (exponential growth 

bound) dari f didefinisikan sebagai  

ª�"� � inf Oª � �: Sup�¬¥ []�­�"���[ * ∞P 
Jadi, � §�"� 6 � §["[ 6 ª�"�. 
 

2.11  Resolvent 

Dalam sub bab ini dijelaskan definisi dari resolvent set, resolvent dari 

operator A, persamaan resolvent dan definisi–definisi yang terkait dengan 

resolvent serta proposisi–proposisi yang diperlukan pada sub bab selanjutnya. 

Ruang dari seluruh operator linier terbatas dari ruang Banach A ke ruang 

Banach | dinotasikan dengan ®�A, |� atau secara sederhana dapat dinotasikan 

dengan ®�A� ketika | � A. 

 

Definisi 2.11.1 (Arendt dkk, 2001: 462) 

Diberikan ruang Banach X atas � dan operator �: ����  $  A, dimana ���� suatu 

sub ruang linier pada X  adalah daerah asal (domain) A.   

Resolvent set dari A, ditulis ̄ ��� didefinisikan sebagai: 

¯��� � O_ � �|�_� � ���0ada dan terbatas pada AP   
Fungsi B�·, ��: ¯��� $ ®���  disebut resolvent dari A. 

Dalam hal ini 

              Jika  _ � ¯���  maka  B�_, �� � �_� � ���0 � ®���       (2.2) 
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Contoh: 

Misalkan ����� � �
��� suatu operator kuadrat pada suatu ruang ��0,1�. A suatu 

operator dan I merupakan identitas dari operator dengan � � 1. Jika _ �
¯��� dengan ̄ ��� resolvent set dari A, maka resolvent dari A ditulis B�_, �� �
�_ � ���0. 

 

Proposisi 2.11.2 (Arendt dkk, 2001: 464) 

Diberikan A suatu operator pada X. Jika _, c � ¯���, maka  

B�_, �� � B�c, �� � �c � _�B�_, ��B�c, ��                          (2.3) 

Bukti: 

Diketahui _, c � ¯��� maka diperoleh: 

B�_, �� � B�c, �� � �_� � ���0 � �c� � ���0  

� 0�¤��²�� 0�³��²�  
� �³��²���¤��²��¤��²��³��²�   

� �_� � ���0��c� � �� � �_� � ����c� � ���0  
atau 

�c� � ����_� � ���0 � �c� � ���0 � �c� � ���c� � ���0�c � _��_� � ���0 

diperoleh  

��_� � ���0 � �c� � ���0��c� � �� � �c � _��_� � ���0 

��_� � ���0 � �c� � ���0��c� � ���c� � ���0 � �c � _��_� � ���0�c� � ���0 

 ��_� � ���0 � �c� � ���0� � �c � _��_� � ���0�c� � ���0 

Karena B�_, �� � �_� � ���0dan B�c, �� � �c� � ���0,  maka diperoleh 
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B�_, �� � B�c, �� � �c � _�B�_, �� B�c, ��  
 

Proposisi 2.11.3 (Arendt dkk, 2001: 464) 

Misalkan  � adalah suatu operator di A, dan ́  adalah himpunan bagian buka yang  

terhubung di �. Anggap ́ µ ¯��� C ¶ dan terdapat fungsi analitik � �  ´ $
®�A� sedemikian sehingga, 

·́ � O_ � ´ µ ¯���: ��_� � B�_, ��P         (2.4) 

mempunyai titik limit di dalam ́ , maka ́ � ¯��� dan ��_� � B�_, ��, untuk 

setiap _ � ´. 

Bukti: 

Diambil� � O_ � ´ µ ¯���: ��_� � B�_, ��P, c � ¯���, � � ����, dan = � A. 
Jika _ �  � berarti  _ �  ´ µ ¯��� dengan sifat  ��_� � B�_, ��dan karena 

B�_, �� � �_� � ���0, maka  

��_��_� � ��� � �, untuk setiap � � ����                (2.5) 

Berdasarkan Proposisi (2.11.2) dengan sifat ��_� � B�_, ��, diperoleh 

  ��_� � B�_, ��  � B�c, �� � �c � _� B�_, �� B�c, ��             (2.6) 

Akibatnya, untuk setiap = � A berlaku  

 ��_�= � B�c, ��= � �_ � c���_� B�c, ��=     (2.7) 

sehingga 

��_�= � ���� 
dan untuk setiap = � A berlaku 

��_�= � �_ � c���_� B�c, ��= � B�c, ��                        (2.8) 

karena c, _ � ¯���, dengan mensubtitusi  
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�_ � c� � B�λ, �� � B�c, ��B�λ, ��B�c, ��  

ke �2.8�, diperoleh 

B�c, ���_� � ����_�= � B�c, ��=                                    (2.9) 

untuk setiap = � A. 

Karena B�c, �� injektif, untuk setiap _ � ´ berlaku 

�_� � ����_�= � =                                              (2.10) 

untuk setiap = � A. 

Akibatnya dari �2.5� dan �2.10� didapat 

_ �  ¯��� dan ��_� � �_� � ���0 atau ��_� �  B�λ, ��                    (2.11) 

Dari definisi resolvent set diketahui bahwa 

¯��� � O_ � �|�_� � ���0ada dan terbatas pada AP dan dari persamaan (2.4) 

_ � ´ µ ¯��� sehingga dapat disimpulkan bahwa ´ � ¯���. 
 

Definisi 2.11.4 (Kato, 1976: 428) 

Diberikan ´ � �. FungsiB �  ´ $ ®�A� disebut pseudo–resolvent jikaB 

memenuhi persamaan resolvent yaitu, 

                          B�_� � B�c� � �c � _�B�_�B�c�, > _, c � ´                   �2.12� 
Contoh: 

Misalkan ����� � �
��� suatu operator kuadrat pada suatu ruang ��0,1�. A suatu 

operator dan I merupakan identitas dari operator dengan � � 1. Jika _ �
¯��� dengan ̄ ��� resolvent set dari A, maka resolvent dari A ditulis B�_, �� �
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�_ � ���0. Misalkan diambil sebarang c, _ � ´ dan B�_, �� � �_ � ���0 dan 

B�c, �� � �c � ���0. Maka  

B�_� � B�c� � �_ � ���0 � �c � ���0 
� 0¤�� � 0³��  
� �³�����¤����¤����³���   

� �c � _� 8 0¤��9 8 0³��9  

� �c � _��_ � ���0�c � ���0  

� �c � _�B�_�B�c�, > _, c � ´  

Jadi, R merupakan pseudo-resolvent. 

 

Lemma 2.11.5 (Baumgärtel, 1985: 58) 

Diberikan pseudo–resolvent B �  ´ $ ®�A�. Untuk setiap c, _ � ´ berlaku 

B�_�B�c� � B�c� B�_� 
Bukti: 

Diambil sebarang c, _ � ´. 

Karena R pseudo-resolvent, maka 

B�c� � B�_� � �_ � c�B�c�B�_� 
atau 

B�_� � B�c� � �c � _�B�_�B�c� � ��_ � c�B�_�B�c� 
sehingga diperoleh 

B�_�B�c� � B�_� � B�c��c � _�  
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� ��º�³��º�¤����¤�³�   

� º�³��º�¤��¤�³�    
� B�c� B�_�  

Jadi terbukti bahwa 

B�_�B�c� � B�c� B�_� 
 

Proposisi 2.11.6 (Kato, 1976: 428) 

Diketahui ´ himpunan bagian dari �. Jika B �  ´ $ ®�A� pseudo–resolvent, 

maka: 

a. Kernel dari _ disimbolkan Ker B�_� dan range dari _ disimbolkan Ran B�_� 
independen terhadap _ � ´. 

b. Terdapat operator � dalam A sehingga B�_� � B�_, �� untuk setiap _ � ´ jika 

dan hanya jika Ker B�_� � O0P 
Bukti: 

a. Diambil sebarang _ � ´. Karena Bpseudo–resolvent,  maka untuk setiap 

� � �FB�_�H � A, berlaku 

B�_�� � B�c�� � �c � _�B�_�B�c��                            �2.14� 
n]i B�c� � ¼� � �FB�c�H � AbB�c�� � 0½ 

Akibatnya  dari �2.14� didapat 

� �  n]i B�c� ? � � n]i B�λ�atau  n]i B�c� � n]i B�λ�. Dengan kata 

lain terbukti n]i B�λ�  independen terhadap _ �  ´. 

Akan dibuktikan B�3 B�λ� independen terhadap _ �  ´. 
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B�3 B�c� � O= � A|= � B�c��, � � AP 
Diambil sebarang = � B�3 B�c�, berarti terdapat � �  A sehingga = � B�c��. 

Didefinisikan @ � � � �_ � c�= �  A, maka 

B�_�@ � B�_��� � �_ � c�=� 
                 � B�_�� � �c � _�B�_�= 

                          � B�_�� � �c � _�B�_�B�c�� 

Berdasarkan �2.14� didapat B�_�@ � B�c�� � = 

Jadi = �  B�3 B�_�. 
Sebaliknya, diambil sebarang = �  B�3 B�λ�, berarti terdapat � � A sehingga 

= � B�_��. 

Didefinisikan @ � � � �c � _�= �  A, maka 

B�c�@ � B�c��� � �c � _�=�  
� B�c�� � �c � _�=B�c�   
� B�c�� � �c � _�B�λ�B�c� �  

Berdasarkan �2.14� didapat B�c�@ � B�_�� � = 

Jadi = �  B�3 B�c�. Dengan kata lain terbukti B�3 B�_� independen terhadap 

_ �  ´. 
b. �W� Diketahui terdapat operator � sedemikian sehingga untuk setiap 

_ �  ´ berlaku 
B�_� � B�_, �� � �_� � ���0 

Kemudian ambil sebarang � �  n]i B�_�, berarti B�_�� � 0.Karena 

B�_�� �  �_� � ���0� � 0 

Maka�_� � ��B�λ�� � B�λ� �_� � ���0� � 0 atau � � 0. 
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Jadi n]i B�λ� � O0P. 
�¿� Diketahui  n]i B�λ� � O0P. Akan ditunjukkan terdapat operator � dalam 

A sehingga B�λ� � B�λ, A�, untuk setiap λ �  ´. 

Diambil = �  B�3 B�λ�, karena n]i B�λ� � O0P maka terdapat dengan tunggal 

��_� � A  sehingga 

B�λ���λ� � =                                                     �2.15� 
Dari �2.14� dan �2.15� didapat  

B�_�B�c�F��_� � ��c�H   �  B�c�= � B�_�= � �_ � c�B�_�B�c�= 

B�_�B�c�F��_� � ��c�H  �  �_ � c�B�_�B�c�=                                   
Jika dioperasikan terhadap B�_��0 dan  B�c��0, maka di dapat 

F��_� � ��c�H � �_ � c�= atau _= � ��_� � c= � ��c� 
Jadi _= � ��_� independen terhadap λ. 

Dinotasikan �= � _= � ��_�, dengan � operator linier dalam A,dengan 

���� �  B�3 B�_� � A, sehingga diperoleh 

��_� � _= � �=  atau ��_� � �_ � ��=   

Karena  �_� � �� � B�_, ���0, maka dapat ditulis ��_� � B�_, ���0= 

Dari �2.15� diperoleh 

B�_��0= � B�_, ���0= 
atau 

B�_� � B�_, �� 
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Definisi 2.11.7 (Arendt dkk, 2001: 112) 

Diberikan _¥ � � dan fungsi B: �_¥, ∞� $ ®�X�. Badalah transformasi Laplace 

jika terdapat suatu fungsi kontinu kuat{:�- Â ®�A�sedemikian sehingga 

� §�{� 6 _¥ dan 

B�_� � {Ã�_�, �_ & 0� 
 

Proposisi 2.11.8 (Arendt dkk, 2001: 112-113) 

Diberikan{:�- $  ®�A�adalah fungsi kontinu kuat sedemikian sehingga 

� §�{� * ∞. Misal ª & � §�{�. Maka berlaku: 

a) Jika � �  ®�A� sedemikian sehingga �{Ã�_� � {Ã�_�� untuk setiap _ & ª, 

maka �{��� � {���� untuk semua � 4 0. 

b) Secara khusus, Jika{Ã�c�{Ã�_� � {Ã�_�{Ã�c�untuk setiap_, c & 0, maka 

{���{�§� � {�§�{��� untuk setiap �, § 4 0. 

Bukti: 

a) Untuk � � A dan  _ & ª, maka 

Ä ]�¤�J
¥ {�����;� �  {Ã�_��� 

                                    �  �{Ã�_�� 

                                                       �  Ä ]�¤�J
¥ �{����;� 

Berdasarkan teorema keunikan bahwa {����� � �{���� untuk setiap � 4 0. 

b) Ambil c & ª. Berdasarkan poin a) di atas bahwa {Ã�c�{��� � {���{Ã�c� untuk 

setiap � 4 0. Keterangan � 4 0 dan penerapan a) ke � � {��� menunjukkan 

bahwa {�§�{��� � {���{�§� untuk setiap § 4 0. 
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2.12  Transformasi Laplace 

Definisi 2.12.1 (Nagle dan Saff, 1993: 278) 

Misalkan "��� suatu fungsi pada �0,∞�. Maka transformasi Laplace pada f 

merupakan suatu fungsi  F  yang didefinisikan dengan integral, 

   ��§�:� � ]�Å�J¥ "���;�                 (2.16) 

Daerah asal dari F(s) merupakan semua nilai dari s dimana integral (2.16) ada. 

Transformasi Laplace dari f  dinotasikan dengan F dan ®O"P. 
Contoh:  

Tentukan transformasi Laplace dari fungsi konstan "��� � 1, � 4 0. 

Solusi: 

Dengan menggunakan definisi transformasi Laplace, diperoleh 

��§� � � ]�Å�J¥ 1  ;�  
� limÆ$J � ]�Å�Æ¥ ;�  
� limÆ$J � ÇÈÉÊÅ !�a¥�aÆ  

� limÆ$J�0Å � ÇÈÉËÅ !  
Karena  ]�ÅÆ $ 0 saat  § & 0  tetap dan  � $ ∞, diperoleh  

��§� � 0Å untuk § & 0. Dimana  § 6 0, integral � ]�Å�Æ¥ ;� divergen. Sedemikian 

sehingga  ��§� � 0Å, dengan daerah asal  F(s)  untuk semua § & 0. 

 

 

 



32 
 

 
 

2.13 Syarat-Syarat Cukup Agar Transformasi Laplace Ada 

Definisi 2.13.1 (Nagle dan Saff, 1993: 282) 

Suatu fungsi "��� dikatakan kontinu sebagian-sebagian pada interval berhingga 

[a,b] jika "��� kontinu pada setiap titik di [a,b] kecuali kemungkinan untuk 

bilangan berhingga dari titik-titik dimana "��� mempunyai suatu jump 

discontinuity. 

Suatu fungsi "��� dikatakan kontinu sebagian-sebagian pada �0,∞� jika "��� 
kontinu sebagian-sebagian di �0, �! untuk semua � & 0. 

 

Definisi 2.13.2 (Nagle dan Saff, 1993: 283) 

Suatu fungsi  "��� dikatakan eksponensial berorde Z jika terdapat konstanta 

positif  T dan M sedemikian sehingga 

|"���| 6 �]f�                                                          (2.17) 

untuk semua � 4 {. 

 

Teorema 2.13.3 (Nagle dan Saff, 1993: 284) 

Jika "��� kontinu secara sebagian-sebagian di �0,∞� dan eksponensial berorde Z, 

maka ®O"P�§� ada untuk semua § & Z. 

Bukti: 

Sebelumnya perlu ditunjukkan bahwa integral  

��§� � Ä ]�Å�J
¥ "���  ;� 
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konvergen ke § & Z. Dimulai dengan memisahkan integral ini menjadi dua 

integral terpisah: 

��§� � � ]�Å�Ì¥ "���;� � � ]�Å�JÌ "���;�,                         (2.18) 

Dimana T dipilih sedemikian sehingga ketaksamaan (2.17) terpenuhi. Integral 

pertama pada (2.18) ada karena "��� dan sehingga ]�Å�"��� kontinu sebagian-

sebagian pada interval [0,T] untuk sebarang s yang tetap. Untuk melihat integral 

kedua di (2.18) konvergen, digunakan uji perbandingan untuk integral tak wajar.  

Karena "��� eksponen berorde Z, untuk � 4 { berlaku |"���| 6 �]f�, dan 

karenanya|]�Å�"���| � ]�Å�|"���| 6 �]��Å�f��, untuk semua � 4 {. Sekarang 

untuk § & Z,  

Ä �]��Å�f��J
Ì ;� � �Ä ]��Å�f��J

Ì ;� � �]��Å�f�Ì§ � Z * ∞. 
Karena |]�Å�"���| 6 �]��Å�f��  untuk � 4 { dan integral tak wajar dari fungsi 

konvergen yang lebih besar untuk § & Z, maka, dengan uji perbandingan, integral   

Ä ]�Å�J
Ì "���;� 

konvergen untuk § & Z. Akhirnya, karena dua integral pada (2.18) ada, 

transformasi Laplace ®O"P�§� ada untuk § & Z. 

 

2.14 Beberapa Sifat Penting Transformasi Laplace  

1. Sifat linier 

Teorema 2.14.1 (Nagle dan Saff, 1993: 281) 

Misalkan "0 dan "
 adalah fungsi-fungsi yang mempunyai transformasi-

transformasi untuk  § & Z, dan 	 merupakan konstanta, maka 
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®O"0 � "
P � ®O"0P � ®O"
P                                     (2.19) 

®O	"0P � 	®O"0P                                                       (2.20) 

Bukti: 

Menggunakan sifat kelinieran integral, untuk § & Z, maka diperoleh: 

®O"0 � "
P�§� � Ä ]�Å�J
¥ �"0��� � "
���!;� 

� � ]�Å�J¥ �"0���!;� � � ]�Å�J¥ "
���;�  
� ®O"0P�§� � ®O"
P�§�   

Sehingga persamaan (2.4) terpenuhi. Dengan cara yang sama diperoleh  

®O	"0P�§� � � ]�Å�J¥ �	"0���!;� � 	 � ]�Å�J¥ "0���;�  
� 	®O"0P�§�  

2. Sifat translasi atau pergeseran pertama 

Teorema 2.14.2 (Nagle dan Saff, 1993: 287) 

Jika  ®O"P�§� � ��§� ada untuk § & Z, maka 

    ®O]Í�"���P�§� � ��§ � ��                                          (2.21) 

Untuk  § & Z � �. 

Bukti: 

Dihitung  

®O]Í�"���P�§� � ��§� � Ä ]�Å�J
¥ ]Í�"���;� � Ä ]��Å�Í��J

¥ "���;�
� ��§ � ��. 

Contoh: 

Karena ®Ocos 2�P � ÅÅ�-l, diperoleh  
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®O]�� cos 2�P � § � 1�§ � 1�
 � 4 � § � 1§
 � 2§ � 5 

3. Transformasi Laplace dari turunan-turunan 

Teorema 2.14.3 (Nagle dan Saff, 1993: 287) 

Jika "��� kontinu pada �0,∞� dan "
��� kontinu sebagian-sebagian pada �0,∞�, 
dengan eksponen berorde Z. Maka untuk § & Z,  

®O"
���P�§� � §®O"P�§� � "�0�                           (2.22) 

Bukti: 

Karena ®O"
���P�§� ada, maka digunakan integral parsial �� � ]�Å�dan ;� �
"
���;�� untuk menemukan 

®O"
P�§� � � ]�Å�"
���;�J¥ � limÆ$J � ]�Å�"
���;�Æ¥                                  (2.23) 

� limÆ$J�j]�Å�"���|¥Æ � § � ]�Å�"���;�Æ¥   

� limÆ$J]�ÅÆ"��� � "�0� � § limÆ$J� ]�Å�"���;�Æ¥   

� limÆ$J]�ÅÆ"��� � "�0� � §®O"P�§�  
Untuk menghitung limÆ$J]�ÅÆ"���, ditinjau bahwa "��� eksponen berorde Z, 

terdapat suatu kontanta  M  sedemikian sehingga untuk  N  besar,  

|]�ÅÆ"���| 6 ]�ÅÆ�]�fÆ � �]��Å�f�Æ . 
Karenanya, untuk § & Z,     

limÆ$J|]�ÅÆ"���| 6 limÆ$J�]��Å�f�Æ � 0, 
dan juga  

limÆ$J]�ÅÆ"��� � 0 

Untuk semua  § & Z. Persamaan (2.23) direduksi ke  
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®O"
���P�§� � §®O"P�§� � ��0�. 
Teorema terakhir untuk order turunan yang lebih tinggi pada "��� dapat diperluas 

dengan menggunakan induksi.  

Contoh: 

Bila ���� � 	Ð§ 3�, maka ®O����P � 1Å�-Ñ dan diperoleh  

®¼�
���½ � ®O�3sin 3�P � § 8 §§
 � 99 � 1 � � 9§
 � 9 

 

Teorema 2.14.4 (Nagle dan Saff, 1993: 288) 

Jika "���, "’���, . . . , "�.�0���� adalah kontinu untuk �0,∞� dan "�.���� kontinu 

secara sebagian-sebagian pada �0,∞�, dengan semua fungsi-fungsinya 

eksponensial berorde Z, maka untuk § & Z, maka berlaku 

®¼"�.�½�§� � §.®O"P�§� � §.�0"�0� � §.�
"�0�� .  .  .  – §��.�
��0� � ��.�0��0�          (2.24)                    

 

4. Perkalian dengan tn 

Teorema 2.14.5 (Nagle dan Saff, 1993: 289) 

Jika ��§� � ®O"P�§�, dan asumsikan bahwa "��� kontinu sebagian-sebagian pada 

�0,∞� dan eksponensial berorde Z. Maka untuk § & Z, 

®O�."���P�§� � ��1�. ÕqÕÅq ��§�                            (2.25) 

Bukti: 

Perhatikan identitas  

;��§�;§ � ;;§Ä ]�Å�J
¥ "���;� 
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Karena asumsi-asumsi pada "���, dapat diaplikasikan aturan Leibniz untuk 

menukar order integral dan turunan: 

;��§�;§ � Ä ;;§ �]�Å��J
¥ "���;� � �Ä ]�Å��J

¥ "���;� � �®O�"���P�§� 
Sehingga �®O�"���P�§� � ��1� ÕÖ�Å�ÕÅ . 

Hasil umum dari (2.25) diperluas dengan induksi pada n. 

Akibat dari teorema di atas adalah jika "��� kontinu sebagian-sebagian dan 

eksponen berorde, maka transformasi "�§� mempunyai  turunan untuk semua 

order. 

Contoh: 

Karena ®O]
�P � 0Å�
 , diperoleh 

®O�]
�P � � ;;§ � 1§ � 2� � 1�§ � 2�
 

®O�
]
�P � � ;
;§
 � 1§ � 2� � 2�§ � 2�1 

5. Fungsi-fungsi periodik 

Definisi 2.14.6 (Nagle dan Saff, 1993: 314) 

Suatu fungsi "��� dikatakan periodik pada periode  { & 0 jika "�� � {� � "���, 
untuk semua t di daerah asal dari f. 

 

Teorema 2.14.7 (Nagle dan Saff, 1993: 316) 

Jika f mempunyai periode T dan kontinu secara sebagian-sebagian pada [0,T], 

maka  
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®O"P�§� � � ÇÈÉÊ×Ø Ù���Õ�0�ÇÈÉ×                 (2.26) 

Bukti: 

Diketahui "��� mempunyai periode  { & 0, maka: 

®O"P�§� � � ]�Å�J¥ "���;�  
� � ]�Å�Ì¥ "���;� � � ]�Å�
ÌÌ "���;� � � ]�Å�1Ì
Ì "���;� � Ú  

Jika dipilih � � � untuk integral yang pertama, � � � � { untuk integral yang 

kedua, � � � � 2{ untuk integral yang ketiga, dan seterusnya, maka diperoleh: 

®O"P�§� � � ]�ÅÛÌ¥ "���;� � � ]�Å�Û-Ì�Ì¥ "���;� � � ]�Å�Û-
Ì�Ì¥ "���;� �Ú  

Karena "��� � "�� � {� � "�� � 2{� � Ú, maka diperoleh: 

®O"P�§� � Ä ]�ÅÛÌ
¥ "���;� � ]�ÅÌÄ ]�ÅÛÌ

¥ "���;� � ]�
ÅÌÄ ]�ÅÛÌ
¥ "���;� �Ú 

� �1 � ]�ÅÌ � ]�
ÅÌ �Ú�� ]�ÅÛÌ¥ "���;�  

Dengan menggunakan Deret Geometri dengan rasio i � ]�ÅÌ, diperoleh: 

®O"P�§� � � ]�ÅÛÌ¥ "���;�1 � ]�ÅÌ  

Karena � � �, maka: 

®O"P�§� � � ]�Å�Ì¥ "���;�1 � ]�ÅÌ  

 

2.15 Transformasi Laplace untuk Fungsi Kosinus 

 Untuk menentukan karakteristik suatu operator A terlebih dahulu dicari 

transformasi Laplace untuk fungsi cos. Berdasarkan definisi, maka:    
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®O	Ð§ ��P � Ä ]�¤�J
¥ 	Ð§ ����;� 

Kemudian menyelesaikan bentuk integral di atas 

� ]�¤�J¥ 	Ð§ �� ;� � ÇÈÜÊÅo. Í�Í � � 8Åo. Í�Í 9 ��_]�¤��J¥ ;�  
� ÇÈÜÊÅo. Í�Í � ¤Í � ]�¤�§Ý3 ��J¥ ;�  
� ÇÈÜÊÅo. Í�Í � ¤Í 8�ÇÈÜÊ ��Å Í�Í � � 8� ��Å Í�Í 9 ��_]�¤��;�J¥ 9  

� ÇÈÜÊÅo. Í�Í � ¤Í 8� ÇÈÜÊ��Å Í�Í � ¤Í � ]�¤�	Ð§ �� ;�J¥ 9  

� ÇÈÜÊÅo. Í�Í � ¤ÇÈÜÊ��Å Í�Í� � ¤�Í� � ]�¤�	Ð§ �� ;�J¥   

Dengan mengumpulkan suku-suku yang mengandung � ]�¤�J¥ 	Ð§ �� ;� ke 

sebelah kiri, diperoleh 

 
¤�Í� � ]�¤�	Ð§ �� ;�J¥ � � ]�¤�J¥ 	Ð§ �� ;� �   ÇÈÜÊÅo. Í�Í � ¤ÇÈÜÊ��Å Í�Í�   

8¤�Í� � 19� ]�¤� 	Ð§ �� ;� J¥ � ÇÈÜÊÍ� �� §Ý3 �� � _ 	Ð§ ���  
8¤�-Í�Í� 9� ]�¤�  	Ð§ �� ;�J¥ � ÇÈÜÊÍ� �� §Ý3 �� � _  	Ð§ ���  

� ]�¤�  	Ð§ �� ;�  J¥ � 8 Í�¤�-Í�9 8ÇÈÜÊÍ� 9  

�� §Ý3  �� � _ 	Ð§ ���  
� ]�¤� 	Ð§ �� ;�  J¥ � ÇÈÜÊ¤�-Í� �� §Ý3 �� � _ 	Ð§ ���  

Integral tak wajar di atas dapat dapat diketahui limitnya sebagai berikut: 

� ]�¤�º¥ 	Ð§ �� ;� � limº$J E ÇÈÜÊ¤�-Í� �� §Ý3 �� � _ 	Ð§ ���I¥º  

� limº$J E ÇÈÜÞ¤�-Í� �� §Ý3 �B � _ 	Ð§ �B�I  
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� limº$J E ÇÈÜ.Ø¤�-Í� �� §Ý3 �. 0 � _ 	Ð§ �. 0�I  
� limº$J ÇÈÜÞ¤�-Í� �� §Ý3 �� � _ 	Ð§ ��� � �¤¤�-Í�  

Karena ]�¤º $ 0 ketika _ & 0  adalah tetap dan B $ ∞ maka diperoleh 

Ä ]�¤�º
¥ 	Ð§ ���;� � 0 � __
 � �
 � __
 � �
 ;  _ & 0 

 

Jadi, transformasi Laplace untuk fungsi cos adalah, 

                  ®O	Ð§ ��P � � ]�¤�J¥ 	Ð§ �� ;� � ¤¤�-Í�  ;      �_ & 0�    (2.27) 

                                                                                                                                                                                                                                                                                   

2.16 Fungsi Kontinu Kuat (strongly continuous function) dan Fungsi Kosinus 

Cos  

Dalam sub bab ini akan dijelaskan definisi dari fungsi kontinu kuat 

(strongly continuous function) yang digunakan untuk mendefinisikan fungsi 

kosinus Cos. Ruang dari seluruh operator linier terbatas dari ruang Banach A ke 

ruang Banach | dinotasikan dengan ®�A, |� atau secara sederhana dapat 

dinotasikan dengan ®�A� ketika | � A. 

 

Definisi 2.16.1 (Arendt dkk, 2001: 24) 

Suatu fungsi {:�- $ ®�A, |� adalah kontinu kuat jika � ß {���� kontinu untuk 

setiap � � A. 
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Definisi 2.16.2 (Arendt dkk, 2001: 207) 

Suatu fungsi kontinu kuat (strongly continuous function) Cos �  �- $ ®�A� 
disebut suatu fungsi kosinus jika �Ð§�0� � � dan 

2 �Ð§����Ð§�§� � �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�;    �� 4 § 4 0�                         (2.28) 

 

Lemma 2.16.3 (Arendt dkk, 2001: 207) 

Misalkan Cos merupakan suatu fungsi kosinus, maka ª��Ð§� * ∞. 

Bukti: 

Karena �Ð§�§� � ®�A�, maka dapat didefinisikan � � Sup¥áÅá
[�Ð§�§�[ * ∞. 

Dipilih ª & 0 sedemikian sehingga 2[�Ð§�1�[]�­ � ]�
­ 6 1. Dianggap 

[�Ð§���[ 6 �]�­�;  � 4 0, berlaku untuk � � �0,2!. Asumsikan untuk � � �0, 3!, 
dengan 3 � �;  3 4 2 terpenuhi. Dianggap untuk � � �0, 3 � 1! terpenuhi. Jika 

� � �3 � 1, 3�, maka 

[�Ð§�� � 1�[ � 2[�Ð§����Ð§�1� � �Ð§�� � 1�[ 

 6 2[�Ð§�1�[�]­� ��]­���0� 
  � �2[�Ð§�1�[]�­ � ]�
­��]­��-0� 

6 �]­��-0�  
Karena pada saat � � �3 � 1, 3� berlaku [�Ð§�� � 1�[ 6 �]­��-0�. Berdasarkan 

definisi ª dengan � � Sup¥áÅá
[�Ð§�§�[ * ∞, maka terbukti bahwa ª��Ð§� *
∞. 
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2.17 Fungsi Karakteristik 

Definisi 2.17.1 (Anonymous, 2011) 

Misalkan � � A. Suatu fungsi â²: A $ �. Suatu fungsi â² dikatakan fungsi 

karakteristik jika   

â²��� � ã1, jika � � �0, jika � å �j 
 

2.18 Deret Von Neumann 

Definisi 2.18.1 (Baumgärtel, 1985: 54) 

Misalkan A operator terbatas pada ruang vektor bernorma X. Maka Deret Von 

Neumann adalah sebagai berikut: 

∑ �.J.a¥ � � � � �Ú� �.  

dengan �¥ � � adalah identitas operator di X. 

 

Definisi 2.18.2 (Baumgärtel, 1985: 54) 

Deret Von Neumann selalu konvergen pada suatu operator bernorma dan �� � �� 
memiliki invers, sehingga berlaku: 

�� � ���0 � ∑ �.J.a¥   

dengan I merupakan operator identitas di X.  
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2.19 Transformasi Laplace-Stieltjes 

Teorema 2.19.1. (Rynne dan Youngson, 2008: 100-101) 

Misalkan A dan | adalah ruang linier bernorma dan misal { � ®�A, |�. Jika 

[{���[ � [�[ untuk setiap � � A, maka { disebut isometri. Pada setiap ruang 

bernorma terdapat paling sedikit satu isometri. 

Contoh: 

Misal A adalah ruang bernorma dan � adalah identitas transformasi linier pada A, 

maka � adalah suatu isometri. 

Bukti: 

Jika � � A maka ���� � � sehingga [����[ � [�[. Jadi, � adalah isometri. 

 

Definisi 2.19.3 (Rynne dan Youngson, 2008: 102) 

Jika A dan | adalah ruang linier bernorma dan { adalah suatu isometri dari A 

pada | maka { disebut isometrik isomorfisme sedangkan A dan | disebut 

isometrically isomorfisme.  

 

Definisi 2.19.4 (Arendt dkk, 2001: 81) 

Diberikan ª � �.  Transformasi Laplace-Stieltjes adalah suatu isometrik 

isomorfisme dari zÝt­��-, A� onto �æJF�ª,∞�, AH. Untuk � & 0 dan i �
�æJF�ª,∞�, AH. Pernyataan berikut ekuivalen: 

i) ~�_ � ª�x-0  0x! i�x��_�~ 6 � �_ & ª, y � 2¥�. 
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ii)  Terdapat  �:�- $ A yang memenuhi ��0� � 0 dan [��� � è� � ����[ 6
�� ]­��-é� ;i ��, è 4 0�, sedemikian sehingga i�_� � � ]�¤�;����J¥  untuk 

setiap _ & ª. 

 

2.20 Transformasi Laplace untuk Fungsi Sinus 

Anggap suatu fungsi " didefinisikan "��� � :Ý3 �� maka transformasi 

Laplacenya adalah ®O§Ý3 ��P � � ]�¤�J¥ §Ý3 ����;�. Selanjutnya integral tersebut 

diselesaikan menggunakan integral parsial sebagai berikut: 

Ä ]�¤�J
¥ §Ý3 �� ;� � �]�¤�	Ð§ ��� � Ä �� 	Ð§ ��� � ��_]�¤� �J

¥ ;� 
� �]�¤�	Ð§ ��� � _�Ä ]�¤�	Ð§ ��J

¥ ;� 
� �]�¤�	Ð§ ��� � _� ê]�¤� §Ý3 ��� � Ä �§Ý3 ��� � ��_]�¤��;�J

¥ ë 

� �]�¤�	Ð§ ��� � _� ê]�¤�§Ý3 ��� � _�Ä ]�¤�§Ý3 �� ;�J
¥ ë 

� �]�¤�	Ð§ ��� � _]�¤�§Ý3 ���
 � _
�
Ä ]�¤�§Ý3 �� ;�J
¥  

_
�
Ä ]�¤�§Ý3 �� ;�J
¥ �Ä ]�¤�J

¥ §Ý3 �� ;�  �   � ]�¤�	Ð§ ��� � _]�¤�§Ý3 ���
  

                       ê_
 � �
�
 ëÄ ]�¤� §Ý3 �� ;�  J
¥ � �]�¤��
 �� 	Ð§ �� � _ §Ý3 ���   

                        Ä ]�¤� §Ý3 �� ;�  J
¥ � � ê �
_
 � �
ëê]�¤��
 ë �� 	Ð§ �� � _ §Ý3 ��� 

                        Ä ]�¤� §Ý3 �� ;�  J
¥ � � ]�¤�_
 � �
 �� 	Ð§ �� � _ §Ý3 ��� 
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Menurut persamaan �2.16� integral tak wajar di atas dapat dicari limitnya. Karena  

diketahui limº$J ]�¤º � 0, maka 

Ä ]�¤�J
¥ sin �� ;�  � limº$JÄ ]�¤�º

¥ sin �� ;� 
� limº$J í� ]�¤º_
 � �
 �_ sin �B � � cos �B�î     
� limº$J í �_
 � �
 � ]�¤º_
 � �
 �_ sin �B � � cos �B�î 
� limº$J

�_
 � �
 � limº$J
]�¤º_
 � �
 �_ sin �B � � cos �B� 

� �_
 � �
                                     
Jadi, transformasi Laplace untuk fungsi sinus adalah, 

 ®O§Ý3 ��P � Ä ]�¤�J
¥ §Ý3 �� ;� � �_
 � �
       �_ & 0�                  �2.29� 

  

2.21 Masalah Cauchy Orde Kedua  

Definisi 2.21.1 (Arendt dkk, 2001: 206) 

Jika � adalah operator tertutup pada suatu ruang Banach A dan �, = � A. Maka 

masalah ï
��, =� didefinisikan sebagai: 

ï
��, =� ð �

 ���  � ����� �� 4 0���0�    � �                        �
�0�   � =                        j                               �2.30� 
Solusi dari ï
��, =� adalah suatu fungsi � � ���-, A� sedemikian sehingga untuk 

setiap � 4 0 berlaku: 
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Ä Ä ��i� ;i ;§Å
¥

�
¥ � Ä �� � §���§�;§ � �����

¥  

dan 

���� � � � �= � �Ä �� � §���§�;§   �
¥                         �2.31� 
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  BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Berikut diberikan proposisi yang menjelaskan tentang karakteristik suatu 

operator A merupakan generator dari fungsi kosinus Cos. 

 

3.1 Generator Fungsi Kosinus 

Proposisi 3.1.1 (Arendt dkk, 2001: 208) 

Diberikan fungsi kontinu kuat Cos: �- $ ®�A�. 
Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen : 

a. Fungsi Cos adalah fungsi kosinus. 

b. i) � §��Ð§� * ∞. 

ii)  Terdapat ª dengan ª & R�y§ O� §��Ð§�, 0P. 
iii)  Terdapat operator A sehingga �ª
, ∞� � ¯��� dan  

_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���;�;    _ & ª 

Bukti: 

�� W  �  
Diketahui fungsi Cos merupakan fungsi kosinus. Sehingga memenuhi persamaan 

berikut: 

2 �Ð§����Ð§�§� � �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�;    �� 4 § 4 0�           (2.28) 

Berdasarkan Lemma 2.16.2, jika Cos merupakan fungsi kosinus, maka ª��Ð§� *
∞. Berdasarkan Definisi 2.10.4 dan karena ª��Ð§� * ∞, maka berlaku 

� §��Ð§� * ∞ dan ª & R�y§ O� §��Ð§�, 0P. Kemudian akan ditunjukkan  
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_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���;�;    _ & ª 

Karena persamaan (2.28) terpenuhi, persamaan tersebut dikenai transformasi 

Laplace, sehingga 

2 � ]�¤�J¥ �Ð§��� � ]�³ÅJ¥ �Ð§�§�;§;�  
� � ]�¤�J¥ � ]�³ÅJ¥ 2 �Ð§����Ð§�§�;§;�  
� � ]�¤�J¥ � ]�³ÅJ¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;�  
� � ]�¤�J¥ O� ]�³ÅJ¥ �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�;§P;�  
� � ]�¤�J¥ O� ]�³�����J� �Ð§�i�;i � � ]�³�������J �Ð§�i�;iP;�  
� � ]�¤�J¥ � ]�³�����J� �Ð§�i�;i;� � � ]�¤�J¥ � ]�³�������J �Ð§�i�;i;�  
� � ]�¤�J¥ � ]�³�����J� �Ð§�i�;i;� � � ]�¤�J¥ � ]�³�����¥�J �Ð§�i�;i;�  
�� ]�¤�J¥ � ]�³������¥ �Ð§�i�;i;�  

� � ]�¤�J¥ � ]�³�]³�J� �Ð§�i�;i;� � � ]�¤�J¥ � ]�³�¥�J ]³��Ð§�i�;i;�  
�� ]�¤�J¥ � ]�³��¥ ]³��Ð§�i�;i;�  

� � ]�³�J¥ � ]�³�¤��;��¥ �Ð§�i�;i � � ]³�¥�J � ]��³-¤��J¥ ;��Ð§�i�;i  

�� ]³�J¥ � ]��³-¤��J� ;��Ð§�i�;i  

� � ]�³�J¥ � ]�³�¤��;��¥ �Ð§�i�;i � � ]³�¥�J � ]��³-¤��J¥ ;��Ð§�i�;i  

�� ]³�J¥ � ]��³-¤��º� ;��Ð§�i�;i  
� 0³�¤ � ]�³�J¥ ]�³�¤�� j�Ð§�i�;i!¥� � limº$J 0��³-¤�� ]³�¥�J ]��³-¤�� j�Ð§�i�;i!¥º  

� limº$J 0��³-¤�� ]³�J¥ ]��³-¤�� j�Ð§�i�;i!�º  
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� 0³�¤ � ]�³�J¥ F]�³�¤�� � ]�³�¤�¥H�Ð§�i�;i  

� limº$J 0��³-¤�� ]³�¥�J F]��³-¤�º � ]��³-¤�¥H�Ð§�i�;i  
� limº$J 0��³-¤�� ]³�J¥ F]��³-¤�º � ]��³-¤��H�Ð§�i�;i  

Karena ]��³-¤�º $ 0 untuk  B $ ∞, maka diperoleh: 

� 1c � _Ä ]�³�J
¥ F]�³�¤�� � 1H�Ð§�i�;i � 1��c � _�Ä ]³�¥

�J �0 � 1��Ð§�i�;i 

� 0��³-¤�� ]³�J¥ F0 � ]��³-¤��H�Ð§�i�;i  

� 0³�¤ � ]�³�J¥ ]�³�¤���Ð§�i�;i � 0³�¤ � ]�³�J¥ �Ð§�i�;i  

� 0³-¤ � ]³�¥�J �Ð§�i�;i � 0³-¤� ]³�J¥ ]��³-¤���Ð§�i�;i  

� 0³�¤ � ]�¤�J¥ �Ð§�i�;i � 0³�¤ � ]�³�J¥ �Ð§�i�;i � 0³-¤ � ]�³�J¥ �Ð§�i�;i  

� 0³-¤ � ]�¤�J¥ �Ð§�i�;i  
Misalkan ñ�_� � � ]�¤�J¥ �Ð§���;�, maka persamaan di atas dapat diubah 

menjadi: 

� 0³�¤ñ�_� � 0³�¤ñ�c� � 0³-¤ñ�c� � 0³-¤ñ�_�  
� 0³�¤ Fñ�_� � ñ�c�H � 0³-¤ Fñ�_� � ñ�c�H  
� �³-¤�Fñ�¤��ñ�³�H-�³�¤�Fñ�¤�-ñ�³�H³��¤�   

� ³ñ�¤�-¤ñ�¤��³ñ�³��¤ñ�³�-³ñ�¤��¤ñ�¤�-³ñ�³��¤ñ�³�³��¤�   

� 
³ñ�¤��
¤ñ�³�³��¤�   

� 
F³ñ�¤��¤ñ�³�H³��¤�   
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Jadi,  

� � ]�¤�]�³ÅJ¥J¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;�  
� 
³��¤� Fcñ�_� � _ñ�c�H                                                                                  (3.1) 

Diberikan B�_� � 0√¤ñF√_H, sehingga diperoleh: 

B�_�B�c� � 0√¤√³ñF√_Hñ�√c�  
� 0√¤√³ � ]�√¤�J¥ �Ð§���;� � ]�√³ÅJ¥ �Ð§�§�;§  
� 0√¤√³ � � ]�√¤�]�√³ÅJ¥ �Ð§����Ð§�§�J¥ ;§;�  
� 0
√¤√³ � � ]�√¤�]�√³ÅJ¥J¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;�  

Berdasarkan persamaan (3.1), maka: 

B�_�B�c� � 0
√¤√³ 
³�¤ 8√cñF√_H � √_ñ�√c�9  
� 0√¤√³ 0³�¤ 8√cñF√_H � √_ñ�√c�9  
� 0³�¤ ê 0√¤ñF√_H � 0√³ñ�√c�ë  

� 0³�¤ �BF√_H � B�√c��, untuk setiap _, c � �ª
,∞� � ¯��� 
Karena memenuhi Proposisi (2.11.4), dengan _ & ª
, maka B�_� merupakan 

pseudo resolvent. 

Karena �Ð§�0� � �, B�_�� � 0, _ & ª
, akibatnya � � 0. Atau dengan kata lain 

ker B�_� � O0P. Akibatnya menurut Proposisi (2.11.6) terdapat operator A 

sehingga �ª
, ∞� � ¯��� dan 

_B�_
, �� � _B�_
� � ñF√_H � � ]�¤�J¥ �Ð§���;�  untuk _ & ª. 
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Selanjutnya dari proposisi di atas didefinisikan generator fungsi kosinus Cos.  

Diberikan ª & R�y§O� §��Ð§�, 0P. Operator A disebut generator dari fungsi 

kosinus Cos jika terdapat ª & 0 sehingga �ª
, ∞� � ¯��� dan 

_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���;�;    _ & ª 

� W ��  
Diketahui � §��Ð§� * ∞, terdapat ª dengan  ª & R�y§O� §��Ð§�, 0P, dan 

terdapat operator A, sehingga �ª
,∞� � ¯��� dan  

_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���;�;    _ & ª 

Akan ditunjukkan fungsi Cos merupakan fungsi kosinus. Dengan kata lain, 

2 �Ð§����Ð§�§� � �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�; �� 4 § 4 0� 
Menurut yang diketahui terdapat ª dengan ª & R�y§O� §��Ð§�, 0P, akibatnya: 

� ]�¤�J¥ � ]�³ÅJ¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;� � _B�_
, ��, untuk _, c & ª, 

dengan _ C c. 

Menurut persamaan (3.1) 

Ä Ä ]�¤�]�³ÅJ
¥

J
¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;� � 2c
 � _
 �cñ�_� � _ñ�c�� 

Menurut yang diketahui ñF√_H � _B�_
, ��, untuk setiap _ & ª, sehingga 

diperoleh 


³��¤� Fcñ�_� � _ñ�c�H � 
³��¤� F_cB�_
, �� � _cB�c
, ��H  
� 2_c ºF¤�,²H�ºF³�,²H³��¤�   
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Dengan menggunakan persamaan resolvent, didapat 


³��¤� Fcñ�_� � _ñ�c�H � 
¤³F³��¤�HºF¤�,²HºF³�,²H³��¤�   

� 2_cB�_
, ��B�c
, ��  
� 2� ]�¤�J¥ �Ð§���;� � ]�³ÅJ¥ �Ð§�§�;§  

Jadi,  

� � ]�¤�]�³ÅJ¥J¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§;�  
� 2� ]�¤�J¥ �Ð§���;� � ]�³ÅJ¥ �Ð§�§�;§  
untuk  _, c & ª. 

Diambil fungsi "��� � � ]�³ÅJ¥ F�Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�H;§ 
K��� � � ]�³ÅJ¥ 2 �Ð§����Ð§�§�;§  

", K � z���0 �B-, A� dengan  � §�"� * ∞, � §�K� * ∞ 

dan ª & R�y§O� §�"�, � §�K�P.  
Jika "£�_� � Kó�_� untuk sebarang  _ & ª, maka "��� � K���. 
Selanjutnya, è��� � �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §� 

y��� � 2 �Ð§����Ð§�§�  
"��� � èÃ�c� dan K��� � yÃ�c� 
Akibatnya, èÃ�c� � yÃ�c� untuk setiap c & R�y§O� §�è�, � §�y�P. 
Jadi diperoleh 

2 �Ð§����Ð§�§� � �Ð§�� � §� � �Ð§�� � §�; �� 4 § 4 0� 
Contoh: 
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Diketahui operator � � ®�A�, dengan ô[�[ * _ dan "��� � ∑ ��q�
.�!J.a¥ �.,   �¥ �
�. Buktikan bahwa fungsi tersebut merupakan fungsi kosinus! 

Bukti: 

� ]�¤�J¥ "���;� � � ∑ ]�¤�J.a¥J¥ ��q�
.�!�.;�  
� ∑ � ]�¤�J¥J.a¥ ��q�
.�!�.;�  
� ∑ ²q�
.�!J.a¥ � ]�¤�J¥ �
.;�  

� ]�¤�J¥ �
.;� � � ��q¤ ]�¤� � 23 ��qÈD¤� ]�¤� � �23 � 1��23� ��qÈ�¤õ ]�¤� �Ú  

j  ��2�… �23 � 1��23� �¤�q ]�¤� � �
.�!¤�qöD ]�¤�I¥J  

� �8��q¤ � 23 ��qÈD¤� � �23 � 1��23� ��qÈ�¤õ �Új  
j��2�… �23 � 1��23� �¤�q � �
.�!¤�qöD9 j]�¤�÷¥J  

Karena ]�¤� $ 0 untuk � $ ∞, maka  

Ä ]�¤�J
¥ �
.;� � �23�!_
.-0 

Sehingga untuk contoh di atas diperoleh 

∑ ²q�
.�!J.a¥ � ]�¤�J¥ �
.;� � ∑ ²q�
.�!J.a¥ �
.�!¤�qöD  
� ∑ ²q¤�qöDJ.a¥   

� 0¤∑ ²q¤�qJ.a¥   

 

 

Dengan menggunakan deret Von Neumann, yaitu: 
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8� � ²¤�9�0 � ∑ ²q¤�qJ.a¥ , untuk |_| & ô[�[  

diperoleh 

� ]�¤�J¥ "���;� � 0¤ 8� � ²¤�9�0  
� 0¤ 8�¤��²¤� 9�0  

� 0¤ _
��_
 � ���0  

� _B�_
, ��  
Jadi,  "��� � ∑ ��q�
.�!J.a¥ �. merupakan salah satu contoh dari fungsi kosinus Cos. 

 Definisi tentang generator fungsi kosinus Cos di atas di antaranya dapat 

digunakan untuk menentukan syarat cukup dan syarat perlu agar suatu persamaan 

Telegraph well posed. 

 

Definisi 3.1.2 (Arendt dkk, 2001: 222) 

Jika � merupakan generator fungsi kosinus Cos, maka untuk _ & ª��Ð§� berlaku 

_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥

�Ð§���;� 

B�_
, �� � 1_Ä ]�¤�J
¥

�Ð§���;� � Ä ]�¤�J
¥

Ä�Ð§�§� ;§ ;��
¥

             �3.2� 
Jadi � adalah generator fungsi sinus Sin. Karena :Ý3 ��� � � �Ð§ �§� ;§�¥  dan :Ý3 

adalah fungsi kontinu kuat maka :Ý3���� � � �Ð§ �§�� ;§�¥ .  

 

Teorema 3.1.3 (Arendt dkk, 2001: 222-223) 
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Misalkan � adalah operator yang terdefinisi pada ruang Banach A maka 

pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen: 

a. � adalah generator fungsi kosinus. 

b. Terdapat ª,� 4 0 sedemikian sehingga �ª
,∞� � ¯��� dan 

1y! ø�_ � ª�x-0�_B�_
, ����x�ø 6 � 

untuk setiap _ & ª dan y � 2¥. 

Bukti: 

�� W  �  
Diketahui � adalah generator dari fungsi kosinus Cos berarti terdapat �,ª 4 0 

sedemikian sehingga �ª
,∞� � ¯��� dan [�Ð§ ���[ 6 �]­�. Karena 

berdasarkan �3.2�, _B�_
, �� � � ]�¤�J¥ �Ð§���;�;    _ & ª. Maka sesuai dengan 

teorema 2.19.1, berlaku 

1y! ~�_ � ª�x-0F_B�_
, ��H�x�~ 6 �, �>_ & ª, y � 2¥� 
� W ��  
Asumsikan � � terpenuhi. Berdasarkan teorema 2.19.4 terdapat fungsi : �  �- Â
®�A� yang memenuhi  

[:�� � è� � :���[ 6 �Ä ]­Å�-é
¥  ;§     ��, è 4 0� 

Sedemikian sehingga 

B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ :���;�                   �_ & ª� 

Oleh karena itu, : adalah fungsi sinus dengan generator � dan proposisi 3.1 

terpenuhi, sehingga 
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:���� � �� � Ä �� � §�:�§��� ;§�
¥ , �� 4 0� 

Berakibat :�·�� � �0��-, A�, untuk setiap � � A. Misal ����� � ÕÕ� :����, � �
A, � 4 0. Dengan transformasi Laplace di kedua ruas diperoleh 

Ä ]�¤�J
¥ ����� ;� � Ä ]�¤�J

¥ ;:���� 

Untuk ruas kiri dapat diselesaikan sebagai berikut 

  � ]�¤�J¥ ;:���� � ]�¤�:���� � _ � ]�¤�J¥ :���� ;�  
� ]�¤�:���� � _ � ]�¤�J¥ :���� ;�  
� ]�¤�:���� � _� � ]�¤�J¥ :��� ;�   

Berdasarkan persamaan �2.29�  jika :��� merupakan fungsi sinus maka 

� ]�¤�J¥ :��� ;� � limº$J� ]�¤�º¥ :��� ;�  
 � 0¤�-0  

Dan karena ]�¤� $ 0 ketika _ & 0 adalah tetap dan B $ ∞, maka diperoleh 

� ]�¤�J¥ ;:����   � limº$J � ]�¤�º¥ ;:����  

� limº$J E]�¤�:���� � _ � ]�¤�º¥ :���� ;�I  
� limº$J ]�¤�:���� � limº$J _ � ]�¤�º¥ :���� ;�  
� limº$J ]�¤�:���� � limº$J _� � ]�¤�º¥ :��� ;�  
� 0 � _� 8 0¤�-09  �  ¤�¤�-0   

Sesuai dengan persamaan �2.30� dan �2.31� diketahui � � �1, berarti 

_�_
 � 1 � _�_
 � � 
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Sehingga 

Ä ]�¤�J
¥ ;:���� � _� · 1_
 � � 

Karena B�_
, �� � 0¤��² berakibat 

Ä ]�¤�J
¥ ;:���� � _� · B�_
, �� � _B�_
, ��� 

 dan karena � ]�¤�J¥ ����� ;� � � ]�¤�J¥ ;:���� maka 

Ä ]�¤�J
¥ ����� ;� � _B�_
, ��� 

Sesuai dengan persamaan �3.2� diperoleh 

_B�_
, ��� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���� ;� 

Jadi, � adalah fungsi kosinus Cos dengan generator �. 

 

3.4 Kajian Operator Pembangkit dalam Al-Qur’an 

Operator linier merupakan pemetaan dari dua ruang linier bernorma. 

Pemetaan atau fungsi merupakan relasi yang menghubungkan tepat satu anggota 

daerah asal X (domain) ke anggota daerah lawan Y (kodomain). Tentu saja dalam 

hal ini domain dan kodomainnya adalah ruang linier bernorma, misalnya saja 

fungsi yang terbentuk antara dua ruang Banach X dan Y.  

Operator linier yang dibahas pada skripsi ini adalah operator yang 

merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos yang disebut ‘operator 

pembangkit’ pada transformasi Laplace. Suatu fungsi cos dibangkitkan dengan 
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transformasi Laplace sehingga diperoleh fungsi Cos. Nama lain dari operator  atau 

operator linier ini adalah ‘transformasi linier’ atau ‘transformasi’ saja.  

Makna transformasi dalam kehidupan sehari-hari sering disamakan dengan 

makna dari kata ‘perubahan’ atau ‘pergantian’. Perubahan sendiri adalah suatu 

keadaan dimana kondisi awal dan akhir ‘sesuatu’ itu berbeda. Dari suatu kondisi A 

berubah menjadi kondisi B karena suatu sebab tertentu. Contoh untuk masalah 

transformasi dapat dilihat pada peran Nabi Muhammad SAW dalam menyebarkan 

agama Islam dan menyampaikan isi Al-Qur’an. Beliau berjuang sedemikian 

kerasnya untuk menyelamatkan manusia dari kegelapan (jahiliyah) menuju jalan 

yang terang benderang, yaitu agama Islam.  

Dalam QS. Ibrahim ayat 1, Allah menjelaskan tentang salah satu tujuan 

diturunkannya Al-Qur’an kepada umat manusia melalui Nabi SAW, yakni sebagai 

berikut, 

� !9# 4 ë=≈ tG Å2 çµ≈ oΨ ø9 t“Ρ r& y7 ø‹ s9 Î) ylÌ� ÷‚çG Ï9 }̈ $̈Ζ9 $# zÏΒ ÏM≈ yϑè= —à9 $# ’ n< Î) Í‘θ–Ψ9 $# ÈβøŒ Î* Î/ óΟ ÎγÎn/ u‘ 4’ n< Î) ÅÞ≡u� ÅÀ Í“ƒÍ“ yèø9$# 

Ï‰‹Ïϑ pt ø: $# ∩⊇∪   

Artinya: 
Alif, laam raa. (Ini adalah) Kitab yang kami turunkan kepadamu supaya 

kamu mengeluarkan manusia dari gelap gulita kepada cahaya terang benderang 
dengan izin Tuhan mereka, (yaitu) menuju jalan Tuhan yang Maha Perkasa lagi 
Maha Terpuji. 

 

Dalam ayat di atas, terdapat salah satu tujuan Allah menurunkan Al-

Qur’an, yakni sebagai cahaya yang membimbing manusia dari gelap gulita 

(kegelapan, kemaksiatan, kekufuran) menuju cahaya terang benderang (agama 
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Islam) yang penuh keselamatan, perdamaian, dan kasih sayang melalui Nabi 

Muhammad SAW sebagai utusanNya.  

Pada zaman jahiliyah, sebelum Al-Qur’an diturunkan kepada Nabi 

Muhammad SAW, kondisi masyarakat Arab sangat kacau. Tradisi masyarakatnya 

sangat buruk. Mereka masih menyembah berhala, gemar mabuk-mabukan, 

berperang, berjudi, berzina, menjual perempuan layaknya binatang, bahkan para 

orang tua tega mengubur bayi perempuan mereka hidup-hidup. Keadaan ini pun 

diperparah dengan kondisi negara Arab yang panas, tandus, dan gersang sehingga 

masyarakat hidup dalam lingkungan yang sulit dan berperangai keras.  

Saat kemaksiatan, kedzaliman, kekufuran, dan kebatilan di negara Arab 

semakin merajalela, datanglah Nabi SAW membawa wahyu dari Allah SWT 

untuk menolong mereka menuju jalan yang lebih terang, menuju arah kebenaran. 

Beliau melewati berbagai hambatan, rintangan, perlawanan, dan pemberontakan, 

yang bertubi-tubi. Akhirnya, dengan perjuangan dan pengorbanan yang luar biasa, 

Nabi SAW berhasil menyebarkan ajaran Islam yang penuh kedamaian hingga 

dapat sampai sekarang. 

Perubahan kondisi masyarakat dari zaman jahiliyah menuju agama Islam 

inilah yang merupakan salah satu dari contoh transformasi dalam kehidupan. Dari 

suatu kondisi yang buruk berubah menjadi suatu kondisi yang baik. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Dari pembahasan pada Bab III dapat disimpulkan mengenai karakteristik 

suatu operator A yang merupakan generator dari fungsi kosinus Cos pada 

transformasi Laplace, yakni jika memenuhi proposisi berikut.  

1. Misalkan diberikan fungsi kontinu kuat Cos �  �- $ ®�A�. 
Pernyataan–pernyataan berikut ekuivalen : 

c. Fungsi Cos adalah fungsi kosinus. 

d. i)  � §��Ð§� * ∞. 

ii)  Terdapat ª dengan ª & R�y§ O� §��Ð§�, 0P. 
iii)  Terdapat operator A sehingga �ª
, ∞� � ¯��� dan  

_B�_
, �� � Ä ]�¤�J
¥ �Ð§���;�;    _ & ª 

2. Misalkan � adalah operator yang terdefinisi pada ruang Banach A maka 

pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen: 

c. � adalah generator fungsi kosinus. 

d. Terdapat ª,� 4 0 sedemikian sehingga �ª
, ∞� � ¯��� dan 

1y! ø�_ � ª�x-0�_B�_
, ����x�ø 6 � 

Untuk setiap _ & ª dan y � 2¥. 
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4.2 Saran 

 Penulis sadar penelitian ini masih jauh dari sempurna. Oleh karena itu, 

penulis berharap penelitian ini dapat dilanjutkan pada pembahasan sifat-sifat 

operator linier pembangkit dari fungsi kosinus Cos pada transformasi Laplace.    
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