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Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan,
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan

(QS. 94: 5-6)

Berusahalah Menggapai Langit Karena Sekalipun Engkau
Terjatuh, Engkau Akan Tetap Berada di Antara Para Bintang

Shoot for the moon and if you miss you will still be among
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(Les Brown)
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ABSTRAK

Diniati, SitiAfiyah. 2011.Operator Linier Pembangkit dari Fungs Kosnus
Cos pada Transformasi Laplace. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maaldalik lbrahim
Malang.
Pembimbing: (1) Hairur Rahman, M.Si
(2) Dr. H. MunirulAbidin, M.Ag

Kata Kunci: Operator linier, Fungsi Kosinus Cos, Transformaglace
Pemodelan sistem aliran yang tidak berat{Bxownian Motion)biasanya

dijelaskan dengan menggunakan molac Walks (Random Walks3ehingga
diperoleh suatu persamaaalegraph

%u ou _ 5 0%u 1" ’ —
o + 2a o5, = ¢ sataw (t) + 2au’(t) = Au(t)
d A}
dengan A = czﬁ operator linier pada ruang BanaehPersamaan abstrak

Telegraph tersebut well-posed (terdefinisi dengan baik) jika dan hanya jika
operator linierA merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos. Padelitian
ini, penulis menggunakan metode studi pustaka dengancari, mempelajari dan
menelaah sumber-sumber informasi dari literaturgyd@rhubungan dengan
operator linier, fungsi kosinus Cos, serta tramsfsi Laplace sebagai
pembangkitnya.

Tujuan penelitian kali ini adalah membahas bagaariarakteristik suatu
operator linierA yang merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cadap
transformasi Laplace. Pada akhir penelitian, dilgér&arakteristik suatu operator
A untuk fungsi kosinus Cos yang dibangkitkan dengamsformasi Laplace.

Vi
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ABSTRACT

Diniati, SitiAfiyah. 2011.Generator Linear Operator of Cosine Function Cos
on Laplace Transform. Thesis. Mathematics Department Science and
Technology Faculty the State Islamic University Néana Malik Ibrahim
of Malang.
Advisor: (1) Hairur Rahman, M.Si
(2) Dr. H. MunirulAbidin, M.Ag

Key Word: Linear Operator, Cosine Function Cos, Laplace Toans

The model of flow random current (Brownian Motiag)explained by Kac
Walks model (Random Walks model), such that we ktiewTelegraph equality:

%u ou _ 50%u_ ’ A
T 2a e Qe (t) + 2au'(t) = Au(t)

2
where A = c? aa?a linear operator on Banach spateThe Telegraph equality

above well-posed (well defined) if and only if adar operatoA is the generator
of cosine Cos function. In this thesis, the wriise library study by seek, learn,
and analyze the information sources what relatén Witear operator, cosine
function Cos, and Laplace transform as the generato

The goal of this thesis is to explain how the eabtaristic of a linear
operatorAto be the generator of cosine function Cos on laptaansform.In the
end, we get the characteristic of a linear operaétoof cosine function Cos
generates by Laplace transform.

vii
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1LatarBelakang

Menuntut ilmu adalah kewajiban setiap muslim mulari lahir sampai
mati. Tidak ada agama selain Islam yang demikiaggii menghargai ilmu
pengetahuan, mendorong untuk mencarinya, dan meorajg-orang yang
mengusainya. Hal ini pula yang mendorong umat Isleuk selalu belajar dan
mengajar sehingga tidak heran jika surat yang pexrtieali diturunkan oleh Allah
adalah Surat Al-Alaq: 1-5 yang berisi tentang pafirmembaca yang merupakan
alat transformasi ilmu pengetahuan serta tentangiptaan manusia.

Menurut Imam Raghib Al-Ashfahani, makna ilmu adalaengetahui
secara hakikat. Seluruh pengetahuan tentang segalatutidak diketahui, jenis
apa pun ia, dalam bidang apa pun ia, hingga hakikatliketahui dengan jelas
oleh manusia maka ia termasuk dalam lingkup terdmu'i yang disebutkan
dalam Al-Qur'an(Qardhawi, 1998: 54).

Matematika secara ontologi berasal dari bahasa nfwy@atu “mathema”
atau mungkin jugdmathematikos” yang artinya hal-hal yang dipelajari. Orang
Belanda menyebutwiskunde”, yang artinya ilmu pasti. Sedangkan orang Arab
menyebutnya dengatilmu al-hisab”, artinya ilmu berhitung (Abdusysyakir,
2007: 5).Namun secara istilah, sampai saat inimbedula definisi yang tepat

mengenai Matematika. Para ahli filsafat dan Matématlah mencoba membuat



definisi Matematika, tetapi sampai sekarang belda yang menyatakan bahwa
jawabannya adalah yang terakhir.

Mulyadhi Kartanegara(2005: 87-88)menulis bahwa geaalakatnya ilmu-
iimu Matematika merupakan studi tentang pengukyeamg oleh Ibnu Khaldun
dibagi menjadi empat sub devisi, yaitu geometriitmaatika, musik, dan
astronomi. Beberapa ahli lainmengatakan bahwa Mattkan adalah ilmu
mengenai bilangan dan ruang, ilmu tentang besaramyngan, bentuk, struktur-
struktur yang logik, serta bersifat deduktif. Selperbedaan sudut pandang yang
digunakan, beragamnya definisi mengenai Mateméadidaterlepas dari keluasan
kajian Matematika itu sendiri.

Kajian Matematika yang saat ini mengalami perkergbancukup pesat
adalah Pemodelan Matematikslathematical Modellinglyang termasuk dalam
kajian Matematika terapan. Dalam dunia pemodel&endil teknik pemodelan
sistem gerakan partikel-partikel dalam suatu palagytidak beraturan (acak) atau
yang lebih dikenal dengan gerak BroyBrownian Motion) misalnya saja aliran
darah yang bergerak melalui pembuluh darah, gatgalpun melalui paru-paru.

Pemodelan system aliran yang tidak beraturan iasdmya dijelaskan
dengan menggunakan mod€ic Walks (Random Walkspengan penggunaan

model ini, akan diperoleh suatu persamaalegraphsebagai berikut:

az_u ou _ 5 62_u " ’ —
oz 2a = C o atauu’'(t) + 2au’(t) = Au(t)(a)
2
dengamd = c? 9 operator linier pada ruang Banah
0x2

Persamaan abstrakelegraph(a) di ataswell-posed(terdefinisi dengan

baik) jika dan hanya jika operator linié&r merupakan pembangkit dari fungsi



kosinus Cos (Eckstein dkk. 1999). Dalam penelitensebut karakteristik suatu
operator linierA agar menjadi pembangkit dari fungsi kosinus Cdgrbaliteliti.
Oleh karena itu, pada penelitian kali ini dianalisnengenai karakteristik suatu
operator linier A merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos pada

transformasi Laplace.

1.2 Rumusan Masalah
Bagaimana karakteristik suatuoperator linfermerupakan pembangkit

dari fungsi kosinus Cos pada transformasi Laplace?

1.3Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk membahas karakikrgtatu operator linier
A yang merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cadaptransformasi

Laplace.

1.4 Manfaat Penelitian
1. Bagi Peneliti
Penelitian  ini  diharapkan mampu membantu penelitelam
mengembangkan dan mengaplikasikan keilmuan di gidaralisis maupun
pemodelan.
2. Bagi Pembaca
Penelitian ini diharapkan mampu menambah wawasanbaca tentang

operator linier, terutama operator linier yang npakan pembangkit dari



fungsi kosinus Cos pada transformasi Laplace, gghimantinya penelitian

ini bisa dikembangkan pada bahasan maupun bidarglghih luas.

1.5Metode Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode studi pust@ikaary studies)atau
studi literatur dengan menggunakan referensi-regérgang berkaitan dengan
materi yang akan dibahas.
Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam peamulgkripsi ini
adalah sebagai berikut:
1. Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumbesrniasi yang
berhubungan dengan topik yang diteliti.
2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjuakieristik suatu
operator linierA merupakan operator pembangkit dari fungsi kosfbas
pada transformasi Laplace

3. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil pembahasan.

1.6 Sistematika Penulisan
Untuk memudahkan melihat dan memahami penelitian secara
keseluruhan, maka penulis menggambarkan sistemagkalisannya menjadi
empat bab, yaitu:
Bab | . berisi latar belakang, rumusan masalatagsaa masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitiagerta

sistematika pembahasan.



Bab Il

Bab IlI

Bab IV

berisi kajian teori, yakni penjelasan-dg@san tentang ruang

Banach, transformasi Laplace, operator linier.
pembahasan, yakni tentang operator limiembanagkit dari
fungsi kosinus Cos, serta kajian keagamaan mengeeaator

berisi kesimpulan serta saran sebagaukaas untuk penelitian

selanjutnya.



BAB I

KAJIAN TEORI

2.1Himpunan Tertutup

Definisi 2.1.1(Bartle dan Sherbet, 2000: 313)

Suatu himpunan bagiaf di R dikatakan terbuka dR jika untuk setiapx € G
terdapat suatu lingkungahdari x sedemikian sehingda c G.

Suatu himpunan bagiaf di R dikatakan tertutup dR jika komplemen dari
C(F) := R\F terbuka diR.

Contoh:

Interval (a, ) dan(—o,a) merupakan himpunan-himpunan terbuka {igro)

dan(—oo, b] adalah himpunan-himpunan tertutup.

2.2Kontinu Seragam

Definisi 2.2.1(Bartle dan Sherbet, 2000: 137)

MisalkanA € R danf: A - R. f dikatakan kontinu seragam padgika untuk
setiape > 0 dan u € A, terdapat suatW(e) > 0 sedemikian sehingga untuk
x,u € A yang memenuhix — u| < §(e), maka|f(x) — f(w)| < e.

Contoh:

Tunjukkan bahwg (x) = x? merupakan fungsi kontinu seragam!

Bukti:

Ambil ¢ > 0, terdapaté(e) > 0 sedemikian sehingga untuk,u € A yang

memenuhix — u| < 6(e), maka



If () = f@l = Ix? —u?| = |x —ullx + ul < 8()lx +ul

Jika diambils () = m maka

If () = fl < 8()x +ul <

&
el x +u| =¢

Jadi, f kontinu seragam.

Teorema 2.2.2 Bartle dan Sherbet, 2000: 234)
Misalkan (f;,) suatu barisan dari fungsi kontinu pada suatu himmpd € R dan
(f,) konvergen seragam Aike suatu fungsf: 4 - R, makaf kontinu diA.

Bukti:
Diberikan e > 0, maka terdapall = H(§ €) € N sedemikian sehingga jika>
H, maka|f,(x) — f(x)]| < %s untuk semuax € A. Misalkan diambil sebarang
¢ € A, ditunjukkan bahwaf kontinu dic. Dengan menggunakan Pertidaksamaan
Segitiga, diperoleh
1f G = fOl < 1f () = fu@Il + [fu() — fu(O] + | fulc) — f(O)I
<se+1ful) = fulO)l +5¢

karenafy kontinu dic, maka terdapat suat:= 6(%5, & fH) > 0 sedemikian

sehingga jikalx —c| < § danx € 4, maka|fy(x) — fy(c)| < %e. Oleh karena

itu, jika |x —c| < 8 dan x € A, maka diperoleh|fy(x) — fy(c)| < . Karena

€ > 0, makaf kontinu pada sebarange A.



2.3Ruang Metrik
Definisi 2.3.1(Bartle dan Sherbet, 2000: 328)

Metrik pada himpunanS adalah fungsid:S xS —- R yang memenuhi sifat
berikut:
a) d(x,y)=20,Vx,y€ES
b) d(x,y) =0 x=y
c) d(x,y)=d(y,x),Vx,y €S
d) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),Vx,y,z€R
Ruang metrik(S, d) adalah himpunasi dengan metrild padas.
Contoh:

DiketahuiX adalah subset pada bidaRg< R dand didefinisikan oleh

N =

d(x,y) = [(x1 —y1)* + (x2 = ¥2)?]
Di manax = (x4, x,) dany = (y,,y,). Tunjukkand metrik!

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwd memenuhi aksioma metrik.
1
a) Vx,y € (R XR),x # 0 atauy # 0 maka[(x; — y1)2 + (x; — y,)?]2=0

b) [Cry —y0)? + (3 = y2)z = 0
G —y)?+ (= y2)2 =0
(1 —y1)? = —(x2 — y2)?
(1 —y1)? = —(xg — y2) (x2 — ¥2)
O =y —y1) = (72 = x2) (02 — y2)

(=) =2 —x2)



X1+tx2=y1t ¥
karenax = (x4, x,) dany = (y;,y,) makax =y

1
2

c) d(xy) =[(x1 —y1)? + (xz —¥2)°]

= [(~DG1 =) + (D2 - )|

N =

= [(-1)2(y1 — x1)* + (= 1)*(y2 — x2)?]

N =

= [(y1 — %)% + (72 — x2)°]

=d(y,x)

d) dxy) =[G — y0)? + (s — y2)22
< [Gt1 — 2)% + (3 — 22)2 T+ — ¥ + (25 — y2)° 2
=d(x,z) +d(z,y), Vx,y,Zz€R

Karena seluruh aksioma pada Definisi 2.3.1 terpemuakad adalah metrik pada

bidangS x S.

2.4Ruang Lengkap
Definisi 2.4.1 Bartle dan Sherbet, 2000: 330)
Suatu ruang metriKS,d) dikatakan lengkap jika setiap barisan CauchySdi
konvergen ke suatu titik @&
Contoh:
Misalkan diberikan ruang fungéi[0,1] dengan metrik
de(f,9) = sup {|f(x) — g(x)|:x € [0,1]}

Tunjukkan bahwd(C[0,1],d.,) lengkap!
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Bukti:
Misalkan (f,,) adalah barisan Cauchy di[0,1] dengan metrikd.,. Misalkan
diberikane > 0, terdapaH sedemikian sehingga

|/n(x) = frn ()| < € (2.1)
untuk semuax € [0,1] dan m,n € H. Jadi, untuk setiap, barisan (f,(x))
merupakan barisan CauchyRidan konvergen dR. Misalkanf suatu titik limit
barisan f,,. Ini berarti f(x) :=lim (f,(x)) untuk setiap x € [0,1].Dari
pertidaksamaan (2.1) diperoleh bahwa untuk setigp[0,1] dan setiapn = H
diperoleh|f,(x) — f(x)| < . Akibatnya, barisar(f,,) konvergen ke di [0,1].
Berdasarkan Teorema 2.2.2, limit dari fungsi kamtseragam juga kontinu. Oleh

karena itu, ruang metriKC[0,1], d.,) lengkap.

2.5 Ruang Vektor
Definisi 2.5.1(Goffman dan Pedrick, 1974: 50)
Ruang vektoX atas suatu fieldf adalah himpunarX, pemetaarfx,y) = x +y
dari X? ke X, dan pemetaafu, x) = ax dariF x X ke X, sedemikian sehingga
a) X adalah grup abelian dengan opefasy) = x+y; x,y € X
b) a(bx) = (ab)x;a,b € F; x € X (Hukum Asosiatif)
c) (a+b)x=ax+bx,a(x+y) =ax+ay; a,b € F; x,y € X(Hukum
Distributif)

d) 1x = x; x € X (1 adalah identitas untuk operasi perkalian)
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Contoh:

HimpunanR"dari n-tuple bilangan realk = (x4, x5, ..., x,,), padafield bilangan
real F dengan operasi standbr,, x,, ..., x, ] + [v1, Vo, o, Vol =[x +v4, x5 +
Vo, w0, X + Y] dan alxq, xy, ..., x,] = [axy, @x,, ..., ax,];a € F adalah suatu

ruang vektor.

2.6 Norma

Definisi 2.6.1(Rynne dan Youngson, 2008: 31)

Misalkan X suatu ruang vektor padad Suatu norma padé adalah suatu fungsi
II-]l: X - R sedemikian sehingga untuky € X dana € T,

@) llxll = 0;

(b) ||x|| = 0 jika dan hanya jika = 0;

(©) llax|l = lelllx|l;

(@) llx + yll < llxll + llyIl-

Contoh:

Misalkan X suatu ruang vektor berdimensi hingga pafadengan basis
{e1, e, ..., ex}. Sebarange € X dapat ditulisx = ¥7_; A;e; untuk A,, 45, ..., 1, €

IF. Maka fungsi|-||: X = R didefinisikan dengan:

1
N
lell = (E7- ]2 ])’
adalah suatu norma pada
Bukti:

Misalkanx = ¥%_; 4;e; dany = ¥, u;e; dana € F. Makaax = }7_; alje;.
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@Ilxll = (Zpo ") = 0

(b) Jikax = 0, makal|x|| = 0.

1

Jika ||x|| = 0, maka( }1=1|/1j|2)E = 0. Sehinggat; =0 untuk 1 <j <n.

Akibatnya,x = 0.

1 1

(© llaell = (Zpofad; ") = a2z (E-al4, ") = lalllxl

1

@llx + Il = 27 (| + )

Berdasarkan Pertidaksamaan Segitiga, maka dapaskiin

1
lx +yll < X7, (Iﬂjl2 y/ |“f|2)2

il

l o’
=37 (I41°) + 20 ()
= [IxI[ + Iyl

Jadi,||x + vl < x|l + llyll.

2.7 Himpunan Kompak
Definisi 2.7.1(Bartle dan Sherbert, 2000: 319)
Misalkan A himpunan bagian daiR. Suatu selimut buka daA adalah suatu

koleksig = {G,} dari himpunan-himpunan terbukaRliyang memua&; yaitu

AEUGa
a

Jika G merupakan suatu sub koleksi himpunan-himpunan @asedemikian

sehingga gabungan dari himpunan-himpunarng'djuga memuatA, makag’
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disebut sub selimut dag. Jika g’ terdiri dari himpunan-himpunan berhingga,
makag’ disebut suatu sub selimut berhingga dari
Contoh:
Misal A suatu himpunan dengai:= [1, o) dan misalkan
G:={(r—1,r+1):reqQr>0}
G={(n—1,n+1):n € N}
Gz3:={(0,n):n € N}

G,:={(0,n):n €N,n > 23}

Maka dapat dikatakan bahwg@, merupakan sub selimut dag;, dan G,

merupakan sub selimut d&xj.

Definisi 2.7.2(Bartle dan Sherbert, 2000: 320)

Suatu himpunan bagiaf di R dikatakan kompak jika setiap selimut buka dari
mempunyai sub selimut berhingga.

Contoh:

MisalkanK := {x, x,, ..., X,} merupakan suatu himpunan bagian berhingga pada
R. Jikag = {G,} suatu selimut buka pad#g maka setiap; berada di beberapa
himpunan Gg,dig. Maka gabungan dari himpunan-himpunan pada koleksi
{Gq,) Gq, -, Gg,, } memuatK, sehingga merupakan sub selimut berhinggg.di

Karenag sembarang, mak&a kompak.
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2.8 Ruang Banach

Definisi 2.8.1(Rynne dan Youngson, 2008: 48)

Ruang Banach adalah suatu ruang vektor bernorntalgagkap.
Contoh:

MisalkanX,, suatu barisan Cauchy ¥j ruang vektol,,p = 1, pada barisai,,

dengan . _,|X;,|? < o, dengan norma ||x|| = (Z?ﬁ:llxmlp)% merupakan
ruang Banach.
Bukti:
Karena{X,,} barisan Cauchy, berarti

Ve >0,3H(¢) EN3D |X; — Xl <&, Vk,m=>H
misalkanL: = lim (X,,) untuk setiapc € X. Karenal X, — X,,| < e danvm > H,
diperoleh|X,, — L| < € < ¢. Akibatnya barisafX,,} konvergen ké. di X.

KarenaX,, konvergen kd., makaX lengkap. JadiX adalah ruang Banach.

2.9 Operator Linier

Lemma 2.9.1 Rynne dan Youngson, 2008: 88)

Misalkan X dan Y adalah Ruang Linier Bernormadan T:X — Y suatu
transformasi linier, maka pernyataan-pernyataaikiseini ekuivalen:

(@) T kontinu seragam;

(b) T kontinu;

(c) T kontinu dit = 0;

(d) Terdapat suatu bilangan real positisedemikian sehinggd|T|| < k dimana

x < X dan||x|| < 1;
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(e) Terdapat suatu bilangan real posiifsedemikian sehinggal|T|| < k||x||
untuk semua < X.
Bukti:

(a) = (b). T kontinu seragam sehingga untuk setiap- 0 terdapat
& > 0 sedemikian sehingga untuk sebarange X yang memenuhjlx —t|| <
&, maka ||T(x) — T(t)|| < e. Oleh karena itu, jika diambil suatu titik € X
yang juga memenuliix — m|| < 6, maka||T(x) — T(m)|| < . JadiT kontinu di
titik m.

(b) = (c). KarenaT kontinu, makas > 0 terdapat§ > 0 sedemikian
sehingga untuk € X dan||x — t|]| < 6, maka||T(x) — T(t)|| < . Jika diambil
t =0 dengane >0, terdapatd >0 sedemikian sehinggdlx|| <, maka
IT(x) =Tl = |IT(x)|| < & karend|T(0)|| = 0. Oleh karena itul kontinu di
t=0.

(c) = (d). Sebagaimand kontinu pada 0, ambit = 1 terdapat suatu

6 > 0 sedemikian sehingd@(x)|| < luntuk x € X dan ||x|| < 6. Misalkan

w € X dengan|lw|| < 1. Selain itu, ”%W” :g”W” <96, ”T(§2&)” <ldanT
sebuah transformasi Iinid?(%w) = gT(w). Maka,nglwll <1 danT|w| < %.

Oleh karena itu, kondi&l) memenuhi dengah = %-

(d) = (e). Misalkan ad& sedemikian sehingg8||x|| < k untuk setiap

x € Xdan||x|| < 1. SehinggaT (0) = 0 jelas bahwer'||(0)|| < k||0]|]. Misalkan

y € Xdan y # 0. Sebagaimarihﬁ” =1 maka ||T(ﬁ)|| < k. SehinggaT

merupakan suatu transformasi linier
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Wlll ITWIl = ||(”yi”) T(y)” - ”T (”i’}_”)” <k

dan||T()Il < kllyll. Sehinggal|T(y)|| < k|||l untuk setiapx € X.
(e) = (a). T adalah suatu transformasi linier,
IT () =TI = ITx — Il < kllx -yl

untuk setiapy, y € X. Misalkane > 0dané = i— > 0, sehingga saat,y € X dan

lx — vyl < &, maka

€
ITC) =TI < kllx = yll <k(3) = e

Oleh karena itu] adalah kontinu seragam.

Definisi 2.9.2 Rynne dan Youngson, 2008: 91)

MisalkanX dan ruang linier bernorma déh X — Y adalah transformasi linier.
T dikatakan terbatas jika terdapat suatu bilangan pesitif k sedemikian
sehinggd|T (x)|| < k||x]|| untuk semua € X.

Himpunan semua transformasi linier kontinu dXrike Y dinotasikan
denganB(X,Y).Elemen dariB(X,Y)disebut‘operator linier terbatas’, ‘operator
linier’, atau terkadang hanyaperator’ atau bisa juga diseblitansformasi’saja.
Dengan kata lainoperator’ merupakan pemetaan datike Y, denganX danyY

adalah ruang linier bernorma.
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Definisi 2.9.3(Ghozali, 2001: 7)
MisalkanX danY masing-masing adalah ruang bernorma. Suatu pemétgang
mengaitkan setiap unsur di domai(A) € X dengan unsur tunggat €Y
disebut operator. Suatu operatodikatakan linier jika memenuhi:
1. Alu+v)=AWw)+AWw); Yu,v e D(A)
2. A(au) =aA(m);YVu€eD(A), a €R
Atau secara sederhana operatalikatakan linier jika memenuhi
A(cu + dv) = aA(u) + BA(v),Vu,v € D(A),dana, B € R

Pada pembahasan selanjutnya diasumdika) = X.
Contoh:
Misal u; = 2a; + b;, Y u,a,b € X, tunjukkan bahwa pemetadn: X — Y adalah
operator linier!
Bukii:
Misal c¢,d € R. Berdasarkan Definisi 2.9.34 dikatakan operator linier jika
memenuhid(cu + dv) = aA(u) + BA(v),V u,v € X.
Misalu = u,, dan v = u,
A(cuy, + duy,) = A(c(Zam + b,,) +d(2a, + bn))

= A(cQay + by)) + A(d(2a, + by))

=c AQ2a,, + b,,) + dAQ2a, + by,)

= cA(uy,) + dA(uy)
Dengan demikian karena terbukti bahwa

A(cuy, + duy) = cA(uyy,) + dA(uy)

Jadi,A adalah operator linier.
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Lemma 2.9.4 Rynne dan Youngson, 2008: 94)

JikaX danY adalah ruang linier bernorma danX — Y adalah transformasi linier
kontinu, mak&erneldariT disimbolkanKer (T) tertutup.

Bukti:

Karena T kontinu, Ker(T) = {x € X;T(x) = 0} = {0} dan {0} tertutup diX

mengakibatkarer (T) tertutup.

Definisi 2.9.5 Rynne dan Youngson, 2008: 94)
Jika X danY merupakan ruang bernorma dBrX — Y suatu transformasi linier,
graph padaT merupakan sub ruang linigi(T) padaX x Y didefinisikan oleh

G(T) ={(x,Tx):x € X}.

Lemma 2.9.6 Rynne dan Youngson, 2008: 95)

Jika X danY merupakan ruang bernorma dBrX — Y suatu transformasi linier,
makag (T) tertutup.

Bukti:

Misalkan {(x,, y,)} merupakan barisan dj(T) yang konvergen ké&x,y) di
X XY, maka{x,} konvergen ke« di X dan{y,} konvergen ke di Y. Sehingga,
yn = T(x,) untuk semuan € N karena (x,,y,) € G(T).Karenamya, seperti
kontinuy = lim,_,e ¥, =lim,_, T(x,;,) = T(x).Oleh karena itu, (x,y) =

(x,T(x)) € G(T) dang(T) tertutup.
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Lemma 2.9.7 Rynne dan Youngson, 2008: 95)

Misalkan X dan Y merupakan ruang linier bernorma d&nT € B(X,Y) dengan

ISCO < Ky llx]l dan IT(x)]| < k,|lx]] untuk semuax € X. Misalkan 1 € F.

Maka

@) IS+ TN < (ky + ky)|lx]| untuk semua € X;

(0) (Al < [Alkyllx]|] untuk semua € X;

(c) B(X,Y) adalah suatu sub ruang linier pdd&,Y) danB(X,Y) suatu ruang
vektor.

Bukti:

(@) Jikar e X  maka [|(S+ D)) < ISCOI + Tl < kqllx|l + ko llx]] =
(k1 + k2)llx]]

(b) Jikax € X makal|(AS) ()|l = [AISCOIl < [k |lx]].

(c) Dengan bagian (a) dan (I§+#T danAS di B(X,Y) sehinggaB(X,Y) adalah
suatu sub ruang linier pada(X,Y). KarenanyaB(X,Y) merupakan suatu

ruang vektor.

Lemma 2.9.8 Rynne dan Youngson, 2008: 97)

Misalkan X dan Y merupakan ruang bernorma. Jikgell:B(X,Y) - R
didefinisikan oleh ||T|| = sup{l[IT(x)|l: |Ix]| < 1} maka ||-|| merupakan suatu
norma diB(X,Y).

Bukti:

MisalkanS ,T € B(X,Y) danA € F.

(i) Jelad|T|| = 0 untuk semud € B(X,Y).
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(ii) Ingat bahwa transformasi linier nBlmemenuhiR(x) = 0 untuk semua €

X. Karenanya||T|| = 0 & ||Tx|| = 0 untuk semua € X.
< Tx = 0 untuk semua € X
< T merupakan transformasi linier nol.

(i) Misal  |[TO|l < IIT||||x]l, berdasarkan Lemma 2.9.6 (b) didapatkan
HAT)CON < (AT x]] untuk semuax € X. Karenanya,|[AT|| < |A]|||T|I-
Jikad = 0, makal|AT|| = |A|||T||, sementara jika #= 0 maka

ITIl = IA7* AT < [A7HIATI < A1 AT = ITI-
Sehinggal|T|| = |A|7|AT]| dan
AT = [AITI.
(iv) Sifat terakhir dicek dengan Pertidaksamaan Segitig
IS + DN < ISCOHIl + T Gl
< [ISTHI Il + N THI ]
= (IS1 =+ NT D]
Oleh karena itu,
IS+ DI < IS+ 1T

Jadi,||-|| adalah norma & (X,Y).

2.10 Integral Bochner

Pada sub bab ini akan dibahas himpunan fungsi-fuegstegral Bochner
pada [0,7] untuk setiapt € R,, dinotasikan dengaf,.(R,,X). Berikut ini
diberikan definisi yang terkait dengan fungdsiyang terintegral Bochner yang

akan diperlukan pada pendefinisian proposisi-prigpseslanjutnya.
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Definisi 2.10.1(Arendt dkk, 2001: 6)

Diketahui ruang BanacK atasC dan interval c R.

Fungsi f: I — Xdisebut fungsi sederhana jika funggberbentuk f(t) =
Xr=1%r Xq (), untuk suatun € N={1,2,..}, x, € X dan himpunan terukur

Lebesguef, c I dengan ukuran Lebesgue hindd&(,).

Definisi 2.10.2(Arendt dkk, 2001: 9)
Diketahui ruang BanacK atasC.
Fungsif : I - X dikatakan terintegral Bochner jika terdapat l@risungsi

sederhangf,, : I - X, untukn € N sehingga

limpe0 fn(£) = £(£) danlim [ [If(£) = o (©)lldt = 0

Jikaf : I - X terintegral Bochner, maka integral Bochner fipadal adalah

f[ f®)dt = hmn—»oof, fo(t) dt

Definisi 2.10.3(Arendt dkk, 2001: 29)

Diketahui ruang Banack atasC danL!,.(R,,X) = {f : R, - X: f terintegral
Bochner padalr, 0] untuk setiap 7 € R,}. Selanjutnya didefinisikan integral
Laplace darif (t) sebagai

fQ) = [ e f(dt =lim,, [, e f(t)dt denganf € Lj,.(R,,X) dan
AeC.

Abcissadarif, ditulis abs(f) didefinisikan sebagai

abs(f) = inf{Re 1 |f (1)ada}
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Definisi 2.10.4(Arendt dkk, 2001: 29)

Diketahui ruang Banack atasC.

Diberikarf : R, — X. Batas pertumbuhan eksponens{akponential growth
bound)darif didefinisikan sebagai

w(f) = inf {w € R:Supl|le”®tf(t)|| < oo}

t=0

Jadi,abs(f) < abs||f]l < w(f).

2.11Resolvent

Dalam sub bab ini dijelaskan definisi dagsolvent setresolventdari
operator A, persamaanresolvent dan definisi—definisi yang terkait dengan
resolventserta proposisi—proposisi yang diperlukan padabsioselanjutnya.

Ruang dari seluruh operator linier terbatas daanguBanaclX ke ruang
BanachY dinotasikan denga#i(X,Y) atau secara sederhana dapat dinotasikan

denganf(X) ketikaY = X.

Definisi 2.11.1(Arendt dkk, 2001: 462)

Diberikan ruang BanacK atasC dan operatoA: D(A) — X, dimanaD(A) suatu
sub ruang linier padd adalah daerah asal (domatn)

Resolvent set daA, ditulis p(A4) didefinisikan sebagai:

p(A) := {1 € C|(Al — A)~'ada dan terbatas pada X}

FungsiR(:,A): p(A) - L(x) disebutresolventdariA.

Dalam hal ini

Jikax € p(A) maka R(1,4) = (Al — A)~! € L(x) (2.2)
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MisalkanAx(t) = x2(t) suatu operator kuadrat pada suatu rua¢yl). A suatu

operator danl merupakan identitas dari operator dengas 1. Jika A €

p(A) denganp(A) resolvent setlari A, maka resolvent dar ditulis R(4,4) =

(1—x)"1.

Proposisi 2.11.4Arendt dkk, 2001: 464)

DiberikanA suatu operator padé Jikal, u € p(A), maka
R(2,4) = R(u, A) = (u = VR, A)R(w, A)

Bukti:

DiketahuiA, u € p(A) maka diperoleh:

R(A,A) —RuA) =AU —-A)~" = (u - A~}

e Lt
T -4 (u-4)

_ (u-A)-@i-4)
T (AI-A)(u-A)

= =A™ ((ul = A) — (A = A))(ul — A"

atau

(2.3)

(ul — A (A =A™ = (ul — A = (ul = A)(ul — A (u—D@AI - AT

diperoleh

(AT = A)™ = (ul = A)™ )l — A) = (u— DT — A)~

(U= =W =AW =D - =w-DA - - A)™

(U= = =D =@-DA - A -~

KarenaR(4,4) = (Al — A)~'danR(u, A) = (ul — A)~1, maka diperoleh



24

Proposisi 2.11.3Arendt dkk, 2001: 464)

Misalkan A adalah suatu operator Xlj danU adalah himpunan bagian buka yang
terhubung diC. Anggap U N p(A) # @ dan terdapat fungsi analitik : U —
L(X) sedemikian sehingga,

U={1€eUnp(A):F(A) =R, A)} (2.4)
mempunyai titik limit di dalamlU, makaU c p(4) dan F(1) = R(4,4), untuk
setiapA € U.

Bukti:
DiambilV = {1 € Un p(4):F(A) = R(}, A}, u € p(A),x € D(A), dan y € X.
Jika A€ V berarti 1€ Unp(A) dengan sifat F(1) = R(4,A)dan karena
R(A,A) = (Al — A)~1, maka
F(A)(AI — A)x = x, untuk setiapc € D(A) (2.5)
Berdasarkan Proposisi (2.11.2) dengan $ifaf) = R(4, A), diperoleh
F(A) =R(A4,A) =R A) + (u—2A) RA,A) R A) (2.6)
Akibatnya, untuk setiap € X berlaku
F(Dy =R, Ay — (A —wF@A) R(w, Ay (2.7)
sehingga
F(Q)y € D(A)
dan untuk setiap € X berlaku
F(Dy + A —wF@A) R(u, Ay = R(w, A) (2.8)

karenau, A € p(A), dengan mensubtitusi
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R(4,A) — R(u, A4)
R(4, A)R(u, A)

A—w =

ke (2.8), diperoleh
R(uw, A)(Al — A)F(A)y = R(u, A)y (2.9)
untuk setiapy € X.
Karenar (u, A) injektif, untuk setiapl € U berlaku
AU-AFy =y (2910
untuk setiapy € X.
Akibatnya dari(2.5) dan(2.10) didapat
A€ p(A) danF(1) = (Al — A)~! atauF (1) = R(4,4) (2.11)
Dari definisi resolvent set diketahui bahwa
p(A) := {1 € C|(Al — A)"'ada dan terbatas pada X} dan dari persamaan (2.4)

A € U n p(A) sehingga dapat disimpulkan bahiwa- p(A).

Definisi 2.11.4(Kato, 1976: 428)
Diberikan U < C. FungskR: U - L(X) disebut pseudo-resolventjikaR
memenuhi persamaan resolvent yaitu,

R(AD)—RW) = (u—DRARW), VApuelU (2.12)
Contoh:
MisalkanAx(t) = x2(t) suatu operator kuadrat pada suatu rua¢yl). A suatu
operator danl merupakan identitas dari operator dengas 1. Jika A €

p(A) denganp(A) resolvent setari A, maka resolvent dad ditulis R(1,4) =
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(1 —x)~1. Misalkan diambil sebarang,1 € U dan R(1,4) = (1 —x)~! dan
R(u, A) = (u —x)~1. Maka

RD-RW=QA-0)""=(@u-07"

_ (b—0)-(-x)
A-x)(u—x)

=6-2(5) )

=U-DA-0"(u—x"1
= (u— DRMRW), YA u€eU

Jadi,R merupakarpseudo-resolvent.

Lemma 2.11.5(Baumgartel, 1985: 58)
Diberikanpseudo-resolvet : U — L(X). Untuk setiapu, A € U berlaku
R(R() = R(u) R(A)
Bukti:
Diambil sebarang, 1 € U.
KarenaR pseudo-resolvenmaka
R —R(A) = (A= wRWRMW)
atau
R(A) =R = (u=DRMDR() = —(A = wRR ()
sehingga diperoleh

R(A) — R

RODRG) = —7 —
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_ —RW-RW)
-(A-w)

_ RW-Rr®)
(A-uw)

=R(W) R(A)
Jadi terbukti bahwa

R(DR(W) = R(u) R(D)

Proposisi 2.11.6Kato, 1976: 428)

Diketahui U himpunan bagian darC. Jika R : U - L(X) pseudo—resolvent,

maka:

a. Kerneldari A disimbolkanKer R(1) danrange dari A disimbolkanRanR (1)
independen terhadaipe U.

b. Terdapat operatot dalamX sehinggaR(1) = R(4, A) untuk setiapt € U jika
dan hanya jik&er R(1) = {0}

Bukti:

a. Diambil sebarang € U. Karena Rpseuderesolvent maka untuk setiap
x € D(R(2)) = X, berlaku

RMx = R(wx + (u = DRMR(w)x (2.14)
Ker R(u) = {x € D(R(u)) = X|R(,u)x = 0}

Akibatnya dari(2.14) didapat
x € Ker R(u) © x € Ker R(\)atau Ker R(u) = Ker R(A). Dengan kata
lain terbuktiKer R(A) independen terhadape U.

Akan dibuktikanRan R(1) independen terhadape U.
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Ran R(u) = {y € X|y = R(w)x, x € X}
Diambil sebarangy € Ran R(u), berarti terdapat € X sehinggay = R(u)x.
Didefinisikanz = x — (1 — p)y € X, maka
Rz =R (x — (1 — wy)
=R(Dx + (u = DRy
= R(MDx + (u = DR(R(w)x
Berdasarkari2.14) didapatR(1)z = R(u)x =y
Jadiy € Ran R(A).
Sebaliknya, diambil sebarange Ran R(A), berarti terdapat € X sehingga
y = R(A)x.
Didefinisikanz = x + (u — 1)y € X, maka
R(wz =RW(x + (1 —Dy)
= R(Wx + (u — DyR ()
=R(wWx + (u—HRMR() x
Berdasarkari2.14) didapatR(u)z = R(A)x =y
Jadiy € Ran R(u). Dengan kata lain terbukBian R(1) independen terhadap
A€ U.
b. (=) Diketahui terdapat operatat sedemikian sehingga untuk setiap
A € U berlaku
R(A) =R A) = (A — A1
Kemudian ambil sebarange Ker R(A), berartiR(1)x = 0.Karena
RMDx= M-A)"1x=0

Maka(Al — A)R(A)x = R(A) (AI — A)~1x = 0 ataux = 0.
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JadiKer R(A) = {0}.
(<) Diketahui Ker R(A) = {0}. Akan ditunjukkan terdapat operatdrdalam
X sehinggaR()) = R(A, A), untuk setiap. € U.
Diambil y € Ran R()A), karenaKer R(A) = {0} maka terdapat dengan tunggal
x(A1) € X sehingga
RM)x(AD) =y (2.15)

Dari (2.14) dan(2.15) didapat

RDR(W(x(D) —x(W)) = R(wy—RA)y = (A~ wRMRWy

RMRW(x(A) —x(1)) = (A= wRAMRWy
Jika dioperasikan terhad®g¢1)~! dan R(u) ™!, maka di dapat
(x(@) — x(w) = (A — wy atauly — x(2) = py — x(x)
Jadily — x(4) independen terhadap
Dinotasikan Ay = 1y — x(1), dengan A operator linier dalamX,dengan
D(A) = Ran R(A) c X, sehingga diperoleh
x(1) = Ay — Ay ataux(1) = (1 — A)y
Karena (AI — A) = R(4,4)™1, maka dapat ditulis(1) = R(1,4) "1y
Dari (2.15) diperoleh

RMD)'y=R@A Ay

atau

R(Y) = R(A, A)
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Definisi 2.11.7(Arendt dkk, 2001: 112)

Diberikan A, € R dan fungsiR: (15, ©) —» L(X). Radalah transformasi Laplace
jika terdapat suatu fungsi kontinu kiiaR, — L(X)sedemikian sehingga
abs(T) < A, dan

R =TW), (>0

Proposisi 2.11.§Arendt dkk, 2001: 112-113)

DiberikarT: R, —» L(X)adalah fungsi kontinu kuat sedemikian sehingga

abs(T) < o. Misal w > abs(T). Maka berlaku:

a) Jika B € L(X) sedemikian sehingg®&T (1) = T(1)B untuk setiapl > w,
makaBT(t) = T(t)B untuk semua > 0.

b) Secara khusus, JiR&u)T(1) = T(A)T(wuntuk setiapg, u >0, maka
T(t)T(s) = T(s)T(t) untuk setiag,s = 0.

Bukti:

a) Untukx € X dan A > w, maka
fooe‘MT(t)Bxdt = T(1)Bx
0
= BT(\)x
= fooe"“ BT (t)xdt
0

Berdasarkan teorema keunikan balfg) Bx = BT (t)x untuk setiag > 0.
b) Ambil 4 > w. Berdasarkan poin a) di atas baHii@)T (t) = T(t)T (1) untuk
setiapt = 0. Keterangant > 0 dan penerapan a) k&:= T(t) menunjukkan

bahwaT (s)T(t) = T(t)T(s) untuk setiap > 0.
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2.12 Transformasi Laplace
Definisi 2.12.1(Nagle dan Saff, 1993: 278)
Misalkan f(t) suatu fungsi padd0, ). Maka transformasi Laplacepada f
merupakan suatu fungséi yang didefinisikan dengan integral,
F(s):= [ et f(D)dt (2.16)
Daerah asal daif(s) merupakan semua nilai daridimana integral (2.16) ada.
Transformasi Laplace ddridinotasikan dengaf danL{f}.
Contoh:
Tentukan transformasi Laplace dari fungsi kongtén = 1,t > 0.
Solusi:
Dengan menggunakan definisi transformasi Laplaperdleh

F(s)=[e™t1 dt

: N _
= limy_, [, e dt

Karenae™N — 0 saats > 0 tetap danN — oo, diperoleh

F(s) = L untuks > 0. Dimana s < 0, integraIfNe‘St dt divergen. Sedemikian
N 0

sehinggaF(s) = % dengan daerah askls) untuk semua > 0.
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2.13 Syarat-Syarat Cukup Agar Transformasi LaplaceAda

Definisi 2.13.1(Nagle dan Saff, 1993: 282)

Suatu fungsif(t) dikatakan kontinu sebagian-sebagian pada intévediingga
[a,b] jika f(t) kontinu pada setiap titik dia[l] kecuali kemungkinan untuk
bilangan berhingga dari titik-titik dimang(t) mempunyai suatujump

discontinuity.

Suatu fungsif(t) dikatakan kontinu sebagian-sebagian p@@ao) jika f(t)

kontinu sebagian-sebagian[@j N] untuk semu& > 0.

Definisi 2.13.2(Nagle dan Saff, 1993: 283)
Suatu fungsi f(t) dikatakan eksponensial berorde jika terdapat konstanta
positif T danM sedemikian sehingga

If(t)] < Me® (2.17)

untuk semua > T.

Teorema 2.13.3Nagle dan Saff, 1993: 284)

Jika f (t) kontinu secara sebagian-sebagiaif0geo) dan eksponensial berorde
makal{f}(s) ada untuk semua> «a.

Bukti:

Sebelumnya perlu ditunjukkan bahwa integral

F(s) = fooe‘“f(t) dt
0
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konvergen kes > «. Dimulai dengan memisahkan integral ini menjada du
integral terpisah:

F(s) = [ e St f(8)dt + [ e~ f(£)dL, (2.18)
Dimana T dipilih sedemikian sehingga ketaksamaan (2.17)etaspi. Integral
pertama pada (2.18) ada karef@) dan sehinggaS‘f(t) kontinu sebagian-
sebagian pada intervad,[l] untuk sebarang yang tetap. Untuk melihat integral
kedua di (2.18) konvergen, digunakan uji perbanatingntuk integral tak wajar.
Karena f(t) eksponen berorder, untuk ¢t > T berlaku |f(t)] < Me%t, dan
karenanyge =St f(t)| = e St|f ()| < Me~C~®t, untuk semuat > T. Sekarang

untuks > «a,

Me —(s—a)T

f Me~ GOt gt = Mj e Dt gt =—— < oo,
T T S—Qa

Karenale Stf(t)| < Me~G~®t untukt > T dan integral tak wajar dari fungsi

konvergen yang lebih besar untwk> «, maka, dengan uji perbandingan, integral

fTooe‘“f(t)dt

konvergen untuks > a. Akhirnya, karena dua integral pada (2.18) ada,

transformasi Laplacé{f}(s) ada untuk > a.

2.14 Beberapa Sifat Penting Transformasi Laplace

1. Sifat linier

Teorema 2.14.1(Nagle dan Saff, 1993: 281)

Misalkan f; dan f, adalah fungsi-fungsi yang mempunyai transformasi-

transformasi untuks > a, danc merupakan konstanta, maka
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L{fi + f2} = LU} + L{f2} (2.19)
L{cf1} = cL{f1} (2.20)

Bukti:

Menggunakan sifat kelinieran integral, untuk a, maka diperoleh:

LUy + f}(s) = f e [f(D) + f(O]dt

0

= [, e St [A@®]dt + [, et f(D)dt

= L{f1}(s) + L{f2}(s)
Sehingga persamaan (2.4) terpenuhi. Dengan cagasgama diperoleh
L{cfi)(s) = [y e~ [cfiD]dt = ¢ [;"e™" fi(D)dt

= cL{f1}(s)
2. Sifat translasi atau pergeseran pertama
Teorema 2.14.ZNagle dan Saff, 1993: 287)
Jika L{f}(s) = F(s) ada untuks > a, maka
L{e®f(D}(s) =F(s —a) (2.21)

Untuk s > a + a.

Bukti:
Dihitung
L{e*f(t)}(s) = F(s) = f e Ste f(t)dt = f e~ (-t f(H)dt
0 0
=F(s —a).
Contoh:
Karenal{cos 2t} = —, diperoleh

s2+4'
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s+1 _ s+1
(s+124+4 s242s-5

L{e tcos2t} =

3. Transformasi Laplace dari turunan-turunan

Teorema 2.14.3Nagle dan Saff, 1993: 287)

Jika f(t) kontinu padg0, o) danf'(t) kontinu sebagian-sebagian pg@ac),
dengan eksponen berordeMaka untuks > «,

L{F'(©}(s) = sL{f}(s) — f(0) (2.22)
Bukti:
Karena L{f'(t)}(s) ada, maka digunakan integral parsjal= e S‘dan dv =

f'(t)dt) untuk menemukan

L) = [ et (©)dt = limy, [, e SUf"()dt (2.23)
= lim [e ™ f (O] +5 J, e~ f(D)de
= lime=Vf(N) = £(0) + s lim [’ e~ (D)dt
= lim e™"f(N) = f(0) + sL{f}(s)

Untuk menghitungl\llilrgoe‘SNf(N), ditinjau bahwaf(t) eksponen berorde,

terdapat suatu kontantel sedemikian sehingga untu{ besar,
leSNF(N)| < e *NMe=N = Me=(-N,
Karenanya, untuk > «,
Jim eV f(N)| < lim Me=C=®N =0,
dan juga
Jlim e SNF(N) =0

Untuk semuas > a. Persamaan (2.23) direduksi ke
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L{F'(£)}(s) = sL{f}(s) — F(0).
Teorema terakhir untuk order turunan yang lebigdirpadaf (t) dapat diperluas
dengarmmenggunakan induksi.

Contoh:

3
s24+9

Bila F(t) = cos 3t, makaL{F(t)} =

dan diperoleh

() — _ 2 -
L{F'®} = £{-3sin3t} = 5 (s2 —
Teorema 2.14.4Nagle dan Saff, 1993: 288)
Jika £ (1), f'(t),..., f*D(t) adalah kontinu untuk0, ) dan f™(t) kontinu
secara sebagian-sebagian pad@, ), dengan semua fungsi-fungsinya
eksponensial berorde maka untuls > a, maka berlaku

L{f®™}(s) = s"L{f}(s) — s f(0) — s"2f(0)= . . . ~sFO7R(0) — F*0(0) (2.24)

4. Perkalian dengat
Teorema 2.14.5Nagle dan Saff, 1993: 289)
JikaF(s) = L{f}(s), dan asumsikan bahwdt) kontinu sebagian-sebagian pada

[0, o) dan eksponensial berorde Maka untuks > «,

L F(O}s) = (D" F(s) (2.25)
Bukti:
Perhatikan identitas

dF(s) d [ _,
IS =$J0e f()dt
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Karena asumsi-asumsi paddt), dapat diaplikasikan aturan Leibniz untuk

menukar order integral dan turunan:

d’;f:) = jo w%(e_“)f(t)dt . j Tt f(O)dt = —L{tf (D))

0

dF(s)
ds

Sehingga-L{tf (t)}(s) = (—1)
Hasil umum dari (2.25) diperluas dengan induksiggad

Akibat dari teorema di atas adalah jikgt) kontinu sebagian-sebagian dan
eksponen berorde, maka transformAé) mempunyai turunan untuk semua

order.

Contoh:

Karenal{e?'} = é , diperoleh

d 1 1
S A _%<s — 2) - (s —2)2
d? 1 2
A = — ds? (s — 2) - (s—=2)3

5. Fungsi-fungsi periodik
Definisi 2.14.6(Nagle dan Saff, 1993: 314)
Suatu fungsif(t) dikatakan periodik pada periode > 0 jika f(t + T) = f(t),

untuk semua di daerah asal dafi

Teorema 2.14.qNagle dan Saff, 1993: 316)
Jika f mempunyai periodd dan kontinu secara sebagian-sebagian pad@, [

maka
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e Stf(t)dt

L{f}(s) = b —— (2.26)
Bukti:

Diketahuif (t) mempunyai periodd” > 0, maka:
L{fY(s) = [} et f(t)dt
= [ et fOdt + [ et f(D)dt + [ e~ f()dt + -
Jika dipilih v = t untuk integral yang pertama,=t — T untuk integral yang

kedua,v =t — 2T untuk integral yang ketiga, dan seterusnya, mgseraleh:
LY = [, e f)dv + [} 7D f(w)dv + [ e+ f(v)dv + -+

Karenaf(v) = f(v+T) = f(V + 2T) = ---, maka diperoleh:

T T T

e SV f(v)dv + e‘ZSTf e S f(v)dv + -
0

e S f(v)dv + e‘STf

0

L)) = |

0
=(1+e T +e 2T 4+ ---)fOTe_S”f(v)dv

Dengan menggunakan Deret Geometri dengan rasie 5T, diperoleh:

T —sv (v)d
L)) = O

Karenav = t, maka:

[Test f(t)dt

L) = =
2.15 Transformasi Laplace untuk Fungsi Kosins
Untuk menentukan karakteristik suatu operaioterlebih dahulu dicari

transformasi Laplace untuk fungsi cos. Berdasadadimisi, maka:
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o)

L{cos at} = j e M cos (at)dt
0

Kemudian menyelesaikan bentuk integral di atas

—At ;. .
© 3¢ _ e sinat  roofsinat) . o )t
J, eMeosatdt =———— [ ( )( Ae ) dt

a a

e Mgsin at

g A e -2t
=———+—[, e “sinatdt

At _e Mt
_ e "sinat +&( e "cosat J-oo (_ cosat) (—ﬂe_lt)dt)

a a a 0 a

At oz =
e Msinat A e *cosat A poo _
:T-l_Z(_—__fO e “cosatdt)

e Msinat Ae Acosat A2 ;o 3

= —_ _— e

a a? a2’0

tcos at dt

Dengan mengumpulkan suku-suku yang mengandfbﬁogz‘“cos at dt ke

sebelah kiri, diperoleh

A% o0 _ o _ e Atsinat  Ae *cosat
= ["eMcosatdt + [ e Mcosatdt = —
a2 -0 0 a a?
(AZ + 1) I e tdt = e_u( in at — A t)
= A o =—-(asina cos a

212 2 _ —At J
( +a)f°°e M cos at dt = <—(a sinat — A cos at)
0 a?

© ¢ _ a2 e—lt)
J, e cosatdt = (A—2+a2)( =
(a sin at — A cos at)

et ,
> (a sin at — A cos at)

® ,-at —
J, e cosatdt =——

Integral tak wajar di atas dapat dapat diketalmitfiya sebagai berikut:
[Fe=2t cos at dt = i [LM( inat — A t)]R
0 e cosa = 1IMg_0 2taz asina cos a 0

. e AR .
= limg_,q [m (asinaR — A cos aR)]
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. e A0 ,
—limg_ o [m (asina.0 — A cos a. 0)]

e AR . 2 -1
(asinat —Acos at) — 5—

= lim
R-o0 A2+a?

Karenae *R — 0 ketikad > 0 adalah tetap daR — co maka diperoleh

R
A
-2 _ _ :
J;) e tcos(t)dt—0+12+a2 =TT A>0
Jadi, transformasi Laplace untuk fungsi cos adalah,
R __r
L{cosat}= [ e * cosatdt= =z 4>0) (2.27)

2.16 Fungsi Kontinu Kuat (strongly continuous function) dan Fungsi Kosinus
Cos

Dalam sub bab ini akan dijelaskan definisi darigsinkontinu kuat
(strongly continuous functignyang digunakan untuk mendefinisikan fungsi
kosinus Cos. Ruang dari seluruh operator linidvats dari ruang Banachke
ruang BanachY dinotasikan denganf(X,Y) atau secara sederhana dapat

dinotasikan dengaf(X) ketikaY = X.

Definisi 2.16.1(Arendt dkk, 2001: 24)
Suatu fungsl: R, — L(X,Y) adalah kontinu kuat jika~ T(t)x kontinu untuk

setiapx € X.
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Definisi 2.16.2(Arendt dkk, 2001: 207)
Suatu fungsi kontinu kuafstrongly continuous functionfos: R, = L£(X)
disebut suatu fungsi kosinus jikas(0) = I dan

2 Cos(t)Cos(s) = Cos(t+s)+ Cos(t—s5s); (t=s=0) (2.28)

Lemma 2.16.3(Arendt dkk, 2001: 207)
Misalkan Cos merupakan suatu fungsi kosinus, naglGos) < oo.
Bukti:
KarenaCos(s) € L(X), maka dapat didefinisikaM := Supg<s<;||Cos(s)]|| < oo.
Dipilih @ > 0 sedemikian sehingga||Cos(1)|le™® + e~2® < 1. Dianggap
|[Cos(t)|| < Me=“%; t > 0, berlaku untuke € [0,2]. Asumsikan untulkt € [0,n],
dengann € N; n > 2 terpenuhi. Dianggap untuke [0,n + 1] terpenuhi. Jika
t € (n—1,n), maka
||Cos(t + 1)|| = 2||Cos(t)Cos(1) — Cos(t — 1)||

< 2||Cos(1)||Me®t + Me®®=1D

= (2||Cos(D)|le”® + e 2®)Me®t+D)

< Me@ttD)
Karena pada saate (n — 1,n) berlaku||Cos(t + 1)|| < Me“®*1_ Berdasarkan
definisiow denganM := Supy<s<,||Cos(s)|| < oo, maka terbukti bahwa(Cos) <

00,
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2.17 Fungsi Karakteristik

Definisi 2.17.1(Anonymous, 2011)

MisalkanA c X. Suatu fungsiX,: X — R. Suatu fungsiX, dikatakan fungsi
karakteristik jika

(1, jikax € A
Xa(x) = {o, jikax & A

2.18 Deret Von Neumann
Definisi 2.18.1(Baumgartel, 1985: 54)
Misalkan A operator terbatas pada ruang vektor bernoXnilaka Deret Von
Neumann adalah sebagai berikut:
YO AT =1+ A+ -+ AT

dengand® = I adalah identitas operatorXi

Definisi 2.18.2(Baumgartel, 1985: 54)
Deret Von Neumann selalu konvergen pada suatu tmpdyarnorma da/ — A)
memiliki invers, sehingga berlaku:

(-4t =T, A"

denganl merupakan operator identitasXi
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2.19 Transformasi Laplace-Stieltjes

Teorema 2.19.1(Rynne dan Youngson, 2008: 100-101)

Misalkan X danY adalah ruang linier bernorma dan mifaE £(X,Y). Jika
IT ()| = |lx]| untuk setiapx € X, makaT disebut isometri. Pada setiap ruang
bernorma terdapat paling sedikit satu isometri.

Contoh:

Misal X adalah ruang bernorma damdalah identitas transformasi linier patia
makal adalah suatu isometri.

Bukti:

Jikax € X makal (x) = x sehinggd|/(x)|| = ||x||. Jadi,] adalah isometri.

Definisi 2.19.3 Rynne dan Youngson, 2008: 102)
JikaX danY adalah ruang linier bernorma d@nadalah suatu isometri daXi
padaY maka T disebutisometrik isomorfismesedangkanX dan Y disebut

isometrically isomorfisme

Definisi 2.19.4(Arendt dkk, 2001: 81)
Diberikan w € R. Transformasi Laplace-Stielties adalah suatu isoknet
isomorfisme dariLip,(R;,X) onto Cy((w,),X). Untuk M >0 dan r €

Cyy ((w, ), X). Pernyataan berikut ekuivalen:

) -kt S O@| <M @> w0k eN,).
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i) TerdapatG:R, — X yang memenuhi(0) = 0 dan||G(t + h) — G(D)| <

t+h

M [ e“" dr (t,h > 0), sedemikian sehinggdd) = [° e~*dG(t) untuk

setiapd > w.

2.20 Transformasi Laplace untuk Fungsi Sinus

Anggap suatu fungsif didefinisikan f(t) = Sinat maka transformasi
Laplacenya adalali{sin at} = f0°° e~ sin (at)dt. Selanjutnya integral tersebut

diselesaikan menggunakan integral parsial sebasyeiub:

® e *cos at A oo 2,
ER S Gt = B (— )(—)le )dt
0 & 0 g
Bateis. 7t I IR0 A
e w0 ok
a ol
e—"cak dt/ £ floa’Skat ® rsin at i A
. £ 1 ( )(—/’le )dt
a a a 0 a
eMcosat AfeMsinat A [® >0
= - = +—| e *sinatdt
a a a oY

e Mcosat AeMsinat A2 (@

= — — —— | e Msinatdt

a a? a? ),
VSN R M T e Mcosat Ae Msinat
— | e “sinatdt+ e Msinatdt = — - >
a? J, 0 a a
2 2 o0 —At
A +a At _ e )
> e Msinatdt = ——(a cos at + A sin at)
a 0 a
oo 2 —At
J e Msinatdt =— ? ¢ (a cos at + A sin at)
0 A2+a?)\ a?

-At

> (a cos at + A sin at)

[o0)
_/'{t .
e sinatdt = ————
JO A2 +a
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Menurut persamaaf?.16) integral tak wajar di atas dapat dicari limitnif@rena
diketahui lim e R =0, maka

R

o0
f e Msinatdt = lim | e *sinatdt
0 R-cgl

o~ AR
— }%1_1)1;10 _—m()lsm aR + acosaR)
- a e_AR "
= }%1_1)1;10 e T (AsinaR + acosaR)

—AR

=I£i_r)£10/12_|_—az— I%i_r)lgom—cﬂ(lsinaR+acosaR)

a
A2 + a2

Jadi, transformasi Laplace untuk fungsi sinus ddala

(ee]

a
. i _A . _
L{sin at} = fo e Msinatdt = T a2 (1>0) (2.29)

2.21 Masalah Cauchy Orde Kedua

Definisi 2.21.1(Arendt dkk, 2001: 206)

Jika A adalah operator tertutup pada suatu ruang Bakadanx,y € X. Maka
masalahP?(x, y) didefinisikan sebagai:

u" (t) =Au(t) (t =0)
P?(x,y) u((())) =x (2.30)
u'(0) =y

Solusi dariP?(x,y) adalah suatu fungsi € C(R,, X) sedemikian sehingga untuk

setiapt > 0 berlaku:



dan

t s t
f f u(r)drds = f (t —s)u(s)ds € D(A)
0 Jo 0

u() =x+ty+ Af (t = s)u(s)ds
0
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BAB Il

PEMBAHASAN

Berikut diberikan proposisi yang menjelaskan tegtkarakteristik suatu

operatorA merupakan generator dari fungsi kosinus Cos.

3.1 Generator Fungsi Kosinus
Proposisi 3.1.1(Arendt dkk, 2001: 208)
Diberikan fungsi kontinu kualos: R, — L(X).
Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen :
a. FungsiCosadalah fungsi kosinus.
b. i) abs(Cos) < oo.
i) Terdapatw denganw > maks {abs(Cos), 0}.

iii) Terdapat operatok sehingga(w?, ) c p(A4) dan

AR(1%,4) =j e M Cos(t)dt; 2> w
0

Bukti:
(a=b)
Diketahui fungsi Cos merupakan fungsi kosinus. &gl memenuhi persamaan
berikut:

2 Cos(t)Cos(s) = Cos(t+s) + Cos(t—s); (t=s=0) (2.28)
Berdasarkan Lemma 2.16.2, jika Cos merupakan fut@snus, maka (Cos) <
. Berdasarkan Definisi 2.10.4 dan karem&Cos) < o, maka berlaku

abs(Cos) < o danw > maks {abs(Cos),0}. Kemudian akan ditunjukkan

a7
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o)

AR(2%,A) =j e MCos(t)dt; 1> w
0

Karena persamaan (2.28) terpenuhi, persamaan wersikenai transformasi

Laplace, sehingga
(o8] —At oo _
2 [, e Cos(t) J, e Cos(s)dsdt
= fooo e M fooo e 52 Cos(t)Cos(s)dsdt
= [Fer [ ¢~85 (Cos(t +s) + Cos(t — s))dsdt
Jy e [, e #(Cos(t + ) + Cos(t — 5))dsd
= [“e M {[ " e Cos(t + 5) + Cos(t — s)ds}dt
Jy e {J," e™# Cos(t + s) + Cos(t — s)ds}d
E fooo e M {ftoo e #=D Cos(r)dr + f_too e M=) Cos(r)dridt
- fooo e~ M ftoo e *=0 Cos(r)drdt + fooo e M f_too e *1) Cos(r)drdt
= fooo e~ M ftoo e *=0 Cos(r)drdt + fooo e~ M f_OOO e~*T) Cos(r)drdt
+ [ e fote‘”(t‘r) Cos(r)drdt
= [Pt [P e=Hrekt Cos(r)drdt + [~ e [° e~Ht el Cos(r)drdt
0 t 0 —o0
+ fooo e~ M fote‘”t e Cos(r)drdt
= fooo e k" for eW=Dtdt Cos(r)dr + f_ooo ehr fooo e~ WOt dtCos(r)dr
+ [ et [T e~ dtCos(r)dr
= foooe“” fore(“"l)tdt Cos(r)dr + f_ooo ehr foooe_(“”)t dtCos(r)dr
+ fooo ehr er e~ WDt qtCos(r)dr
1 [ee]

=)o e eW=ATCos(r)dr]h + limg_ e

1
-(p+2)

f_ooo et e~ Dt Cos(r)dr]R

. 1
+ ;%Lr?o —(u+1)

fooo et e~ Dt Cos(r)dr]R
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= #—:JOOO e H (e — W=D Cos(r)dr

+ limp_, o ﬁf_om ehr (e WHDR — o=t Cos(r)dr
+lim — [ et (eTHIR — e~ WD) Cos (r)dr

Karenae~#*MR - 0 untuk R - oo, maka diperoleh:

= —1— we‘”r (e(”‘l)r — 1)Cos(r)dr + ——1——fo e*” (0 —1)Cos(r)dr
u—= A 0 _(M + /1) —00

1
—(u+2)

fooo el (0 — eI Cos(r)dr
— 1 (® ,—pur ,(u-Dr T | R
1= fo - Cos(r)dr ) fo e M Cos(r)dr

1 0 1 00
- ur = ur ,—(u+A)r
+ sl € Cos(r)dr + oy fo et e Cos(r)dr

R 1 ol T 1w
_u—/lfo e " Cos(r)dr u—lf0 e Cos(r)dr+#+lf0 e M Cos(r)dr
1 (®-ar
+u+/1f0 e " Cos(r)dr
Misalkan Q(4) = foooe"“ Cos(t)dt, maka persamaan di atas dapat diubah
menjadi:

=0 ~ 5 0W + =5 9 +—5 0

u+a u+a

== (0 - 9W) + 7 (2 + 2(W)

@)W -9(w)+ (- (@) +9(w))
- Uz—22

uQ ) +2Q9 () —pQ (1) -0 (W) +uQ (M) —AQ(A) +uQ (1) —AQ (1)
#2 _AZ

_ 2u9()—-229(w)
- uz—12

2(uQ(N)-20(w))
u2-212



Jadi,
fooo foooe‘“e‘“s (Cos(t + s) + Cos(t — s))dsdt
2
=iz Q) — 29(w)
DiberikanR(A) = %Q(\/ﬁ) sehingga diperoleh:
1
R(R(w) = WEQ(\&)Q(\/@
= \/%\/ﬁfooo eVt Cos(t)dt fooo e VS Cos(s)ds
- \/%\/ﬁfooo fooo e~VAte VB Cos(t)Cos(s) dsdt
= ﬁﬁfom fooo e~ VAtg—Viis (Cos(t + s) + Cos(t — s))dsdt

Berdasarkan persamaan (3.1), maka:

ROR(W) = 75=—= (VEQ(VA) - VAQ(WR))
= === (Vie(VA) -Vie(m)
= ,jj(%g(ﬁ) —%Q(Jﬁ))

= ﬁ(R(ﬁ) — R(\/i)), untuk setiagt, 4 € (w?, ) € p(A)

50

(3.1)

Karena memenuhi Proposisi (2.11.4), dendan w?, makaR(1) merupakan

pseudo resolvent.

KarenaCos(0) =1, R(A)x = 0, 1 > w?, akibatnyax = 0. Atau dengan kata lain

ker R(1) = {0}. Akibatnya menurut Proposisi (2.11.6) terdapat rajpe A

sehinggaw?, o) c p(4) dan

AR(2%,4) = AR(A?) = Q(V2) = foooe"“ Cos(t)dt untuk 1 > w.
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Selanjutnya dari proposisi di atas didefinisikaneyator fungsi kosinus Cos.
Diberikan w > maks{abs(Cos),0}. OperatorA disebut generator dari fungsi

kosinus Cos jika terdapat > 0 sehingga w?, «) c p(A) dan

o

AR(2?, A) =J- e M Cos(t)dt; 1> w

0
(b= a)
Diketahui abs(Cos) < o, terdapatw dengan w > maks{abs(Cos),0}, dan

terdapat operatadk, sehinggdw?, «) c p(4) dan

AR(22%, 4) =f e M Cos(t)dt; 1> w
0

Akan ditunjukkan fungsi Cos merupakan fungsi kosiridengan kata lain,

2 Cos(t)Cos(s) = Cos(t+s) + Cos(t—5); (t=5s=0)
Menurut yang diketahui terdapatdengarnw > maks{abs(Cos), 0}, akibatnya:
fooo ) fooo e #S (Cos(t +5) + Cos(t — s))dsdt = AR(2%,A), untuk A, u > w,
dengam # p.

Menurut persamaan (3.1)
[ee] (o] 2
f f e~ Me ks (Cos(t + s) + Cos(t — s))dsdt = oy W) —29(w)
0 0

Menurut yang diketahuiQ(v4) = AR(4% A), untuk setiapi > w, sehingga
diperoleh
5 (HO() = AQ(W) = =7 (WR (%, A) — AR (2, 4))

_ R(A2%,A)-R(u?,4)
= 2/1[.1 T



Dengan menggunakan persamessolventdidapat

2Ap(p?—2*)R(A%,A)R(1?.4)

= (HO() — 2Q() = s

= 2AuR(A%, A)R(u?, A)

=2 [ e M Cos(t)dt [ e~ Cos(s)ds
Jadi,

fooo fooo e Me ks (Cos(t + s) + Cos(t — s))dsdt
) fooo e M Cos(t)dt fooo e S Cos(s)ds
untuk 4, u > w.
Diambil fungsif (t) = fooo e #S (Cos(t +5) + Cos(t — s))ds
@) = fooo e 52 Cos(t)Cos(s)ds
f,9 € Li,c(R*, X) denganabs(f) < o, abs(g) < o
danw > maks{abs(f),abs(g)}.
Jikaf (1) = g(1) untuk sebarangl > w, makaf(t) = g(t).
Selanjutnyah(t) = Cos(t + s) + Cos(t — s)
k(t) = 2 Cos(t)Cos(s)
f(&) = h(u) dang(t) = k(u)
Akibatnya,h(u) = k() untuk setiape > maks{abs(h), abs(k)}.
Jadi diperoleh
2 Cos(t)Cos(s) = Cos(t+s) + Cos(t—s); (t=s=>0)

Contoh:



Diketahui operatod € £(X), dengan/||A]| < A danf(t) = Y- omAn

1. Buktikan bahwa fungsi tersebut merupakan fungsirus!

Bukti:
© _ oo _ a4 t27
Jy e f()dt = [ Tnge Atmfl”dt

o V2T
=Yool et At

e —At 42
— O(ZH)J e Mt ndt

L?e‘“tzndtz-—%;e‘m-—Zntjrl At
~(2) .. (2n— 1)(2n) e - ;j:j'l e—”]zo
= (th +2
+(2) .. 20~ D(2n) ji’?ii) e‘“]ff

Karenae~*t - 0 untukt — oo, maka

(2n)!

AZTH—l

(0]
f e Mt t2ndt =
0

Sehingga untuk contoh di atas diperoleh

o e~ At 2 At @)
ZTL 0 (Zn)'f t ndt — Zn 0 (Zn)|/12n+1

=y Am
T 4n=0 j2n+1

An
Zn 0 Azn

Dengan menggunakan deret Von Neumann, yaitu:

53

A° =
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-1 n
(1 _ ;;2) = Z;‘fzofz—n,untuk [A] > /1Al

diperoleh

-1

[ e f(Ddt = %(1 - ;;2)

g (1/12—,4)_
B ANE

= 222122 - A

1

= AR(A?,A)
Jadi, f(t) = Z,“;O%A” merupakan salah satu contoh dari fungsi kosinugs Co

Definisi tentang generator fungsi kosinus Costdsali antaranya dapat
digunakan untuk menentukan syarat cukup dan sparat agar suatu persamaan

Telegraphwell posed.

Definisi 3.1.2(Arendt dkk, 2001: 222)

JikaA merupakan generator fungsi kosires maka untukl > w(Cos) berlaku

(0e]

AR(1%,4) = j e M Cos(t)dt

0

[0e]

co (s
1
R(2%,4) = if e M Cos(t)dt = f e"ltj Cos(s) ds dt (3.2)
0 0 0

JadiA adalahgenerator fungssinusSin KarenaSin (t) = fot Cos (s) ds danSin

adalah fungsi kontinu kuat maKan(t)x := fot Cos (s)x ds.

Teorema 3.1.3Arendt dkk, 2001: 222-223)
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Misalkan A adalah operator yang terdefinisi pada ruang Ban¥cimaka
pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen:
a. A adalah generator fungsi kosinus.

b. Terdapatw, M > 0 sedemikian sehingga?, ) c p(4) dan
1 k+1 2 (k)
E||(,1—a)) (AR(A2, AP < M

untuk setiapt > w dank € N,,.
Bukii:
(a=b)
Diketahui A adalah generator dari fungsi kosintss berarti terdapaM,w = 0
sedemikian sehingga (w? o) c p(4) dan |[|Cos (t)|| < Me®t. Karena
berdasarkar(3.2), AR(1%,A) = f0°° e * Cos(t)dt; 1> w. Maka sesuai dengan

teorema 2.19.1, berlaku
1 k+1 2 (k)
Sl @ - (RG2O)T | <M, (V2> w,k €Ny

(b= a)
Asumsikan(b) terpenuhi. Berdasarkan teorema 2.19.4 terdapgsidin R, —
L(X) yang memenuhi

t+h

I1SCt + h) — SO < Mj ¥ ds  (th>0)
0

Sedemikian sehingga

R(1%,4) = f me‘“S(t)dt (1> w)
0

Oleh karena ituS adalah fungsi sinus dengan generatodan proposisi 3.1

terpenuhi, sehingga



56

t

St)x —tx = f (t —5)S(s)Ax ds,(t = 0)
0

BerakibatS(-)x € C1(R;, X), untuk setiapx € X. Misal C(t)x = %S(t)x, X €

X,t = 0. Dengan transformasi Laplace di kedua ruas diphrol

oo

fooe"“ C(t)x dt = j e M ds(t)x
0

0

Untuk ruas kiri dapat diselesaikan sebagai berikut
fooo e MdS(t)x = e MS()x + A fooo e M S(t)x dt
= e MS()x + A fooo e M S(t)x dt
= e MS(t)x + Ax fooo e 11 S (V) AL
Berdasarkan persamaéh29) jika S(t) merupakan fungsi sinus maka
J, e S(t) dt = lim fOR e M S(t) dt

o
T 2241

Dan karena~*t — 0 ketikal > 0 adalah tetap daR — o, maka diperoleh
fooo e MdS(H)x = limp,e fOR e M dS(t)x

= limp_,., [e‘“S(t)x + 2 [ e S(t)x dt]

= limp_0 e 4S(t)x + lim 2 fOR e M S(t)x dt

= limg_e e HS(t)x + lim Ax fOR e M S(t) dt

=0+/1x( ! ) = X

A2+1 A2+1
Sesuai dengan persamd@r80) dan(2.31) diketahuid = —1, berarti

Ax B Ax
2+1 122-4
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Sehingga

L e MdS(t)x = Ax - PP

1

KarenaR (12, 4) = — berakibat

AZ

f et dS(t)x = Ax - R(A%,A) = AR(1%, A)x
0
dan karend," e =% C()x dt = [” e* dS(t)x maka
J- e M C(t)x dt = AR(1%, A)x
0

Sesuai dengan persamdar?) diperoleh

(0¢]

AR(1%,A)x = j e M Cos(t)x dt
0

Jadi,C adalah fungsi kosinuSos dengan generate.

3.4 Kajian Operator Pembangkit dalam Al-Qur’an

Operator linier merupakan pemetaan dari dua ruamgr|bernorma.
Pemetaan atau fungsi merupakan relasi yang mengpkéan tepat satu anggota
daerah asaX (domain) ke anggota daerah lawaikodomain). Tentu saja dalam
hal ini domain dan kodomainnya adalah ruang litdernorma, misalnya saja
fungsi yang terbentuk antara dua ruang Banadany.

Operator linier yang dibahas pada skripsi ini ddatgperator yang
merupakan pembangkit dari fungsi kosinus Cos yangebdt ‘operator

pembangkit’ pada transformasi Laplace. Suatu fuegsi dibangkitkan dengan
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transformasi Laplace sehingga diperoleh fungsi Glasna lain dari operator atau
operator linier ini adalah ‘transformasi linieraat ‘transformasi’ saja.

Makna transformasi dalam kehidupan sehari-hamgatisamakan dengan
makna dari kata ‘perubahan’ atau ‘pergantian’. Painan sendiri adalah suatu
keadaan dimana kondisi awal dan akhir ‘sesuatbetibeda. Dari suatu kondai
berubah menjadi kondi€ karena suatu sebab tertentu. Contoh untuk masalah
transformasi dapat dilihat pada peran Nabi Muham8@d/ dalam menyebarkan
agama Islam dan menyampaikan isi Al-Qur'an. Bellzrjuang sedemikian
kerasnya untuk menyelamatkan manusia dari kegel@phaiiyah) menuju jalan
yang terang benderang, yaitu agama Islam.

Dalam QS. Ibrahim ayat 1, Allah menjelaskan tentaalgh satu tujuan
diturunkannya Al-Qur'an kepada umat manusia meldhii SAW, yakni sebagai

berikut,

- - - 3o - _ad e Y P
AT Lo J) s 03l 50 Jeadliall s a0 2 220 800 2031 i )

e
PPN -, ‘

Nezf ~ v~

Artinya:

Alif, laam raa. (Ini adalah) Kitab yang kami turamk kepadamu supaya
kamu mengeluarkan manusia dari gelap gulita kegathaya terang benderang
dengan izin Tuhan mereka, (yaitu) menuju jalan Tuyang Maha Perkasa lagi
Maha Terpuiji.

Dalam ayat di atas, terdapat salah satu tujuanhAtleenurunkan Al-
Quran, yakni sebagacahaya yang membimbing manusia dari gelap gulita

(kegelapan, kemaksiatan, kekufuran) menuju cahageng benderang (agama
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Islam) yang penuh keselamatan, perdamaian, dar lsagiang melalui Nabi
Muhammad SAW sebagai utusanNya.

Pada zaman jahiliyah, sebelum Al-Quran diturunklkk@pada Nabi
Muhammad SAW, kondisi masyarakat Arab sangat kateadisi masyarakatnya
sangat buruk. Mereka masih menyembah berhala, gemabuk-mabukan,
berperang, berjudi, berzina, menjual perempuankiaya binatang, bahkan para
orang tua tega mengubur bayi perempuan mereka -hidup. Keadaan ini pun
diperparah dengan kondisi negara Arab yang paaagus, dan gersang sehingga
masyarakat hidup dalam lingkungan yang sulit dapdyangai keras.

Saat kemaksiatan, kedzaliman, kekufuran, dan Kebatii negara Arab
semakin merajalela, datanglah Nabi SAW membawa waleri Allah SWT
untuk menolong mereka menuju jalan yang lebih tgramenuju arah kebenaran.
Beliau melewati berbagai hambatan, rintangan, paran, dan pemberontakan,
yang bertubi-tubi. Akhirnya, dengan perjuangan pamgorbanan yang luar biasa,
Nabi SAW berhasil menyebarkan ajaran Islam yangupekedamaian hingga
dapat sampai sekarang.

Perubahan kondisi masyarakat dari zaman jahiliyahuju agama Islam
inilah yang merupakan salah satu dari contoh toamsisi dalam kehidupan. Dari

suatu kondisi yang buruk berubah menjadi suatu isogdng baik.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan pada Bab Il dapat disimpulkan ergigkarakteristik

suatu operatorA yang merupakan generator dari fungsi kosinus Cadap

transformasi Laplace, yakni jika memenuhi propdsesikut.
1. Misalkan diberikan fungsi kontinu kuébs : R, — L(X).
Pernyataan—pernyataan berikut ekuivalen :
c. FungsiCosadalah fungsi kosinus.
d. i) abs(Cos) < oo.
ii) Terdapatw denganw > maks {abs(Cos), 0}.

iiiy Terdapat operatok sehinggaw?, ©) c p(A4) dan

AR(2%,4) =f e M Cos(t)dt; 1> w
0

2. Misalkan A adalah operator yang terdefinisi pada ruang Baracimaka
pernyataan-pernyataan di bawah ini ekuivalen:
c. A adalah generator fungsi kosinus.

d. Terdapatw, M > 0 sedemikian sehinggaw?, ©) c p(4) dan
1
il |2 — w)** 1 (AR(22,A))P|| < M

Untuk setiapl > w dank € Nj.
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4.2 Saran
Penulis sadar penelitian ini masih jauh dari sem@puOleh karena itu,
penulis berharap penelitian ini dapat dilanjutkeadg pembahasan sifat-sifat

operator linier pembangkit dari fungsi kosinus @ada transformasi Laplace.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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13. | 2 Maret 2011 Revisi Keagamaan 1P

14. | 10 Maret 2011 ACCBab I, II, Ill dan IV 14,

15. | 12 Maret 2011 Revisi Keagamaan 15.

16. | 12 Maret 2011 ACC Keagamaan 16.

17. | 12 Maret 2011 ACC Kesdluruhan 17.
Mengetahui,

K etua Jurusan M atematika

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001
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