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ABSTRAK

Hijriyah, Nurul. 2012.Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m), S¥
dan Graf Roda (m).WX. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Wahyu Henky Irawan, M.Pd (I1) Dr. Ahmad Barizi, MA

Kata Kunci: Titik Penutup, Sisi Penutup, Minimal, Graf Bintang, Graf Roda.

Suatu titik dan sisi dikatakan saling menutup pada graf G jika titik dan sisi
tersebut berinsiden di G. Titik penutup di G merupakan himpunan dari titik-titik yang
menutup semua sisi di G dan sisi penutup pada graf G merupakan himpunan sisi-sisi yang
menutup semua titik di G. Himpunan titik dan sisi penutup di katakan minimal karena
banyaknya anggota paling sedikit atau himpunan yang kardinalnya terkecil. Titik penutup
minimal dilambangkan dengan a(G) dan sisi penutup minimal dilambangkan dengan
a4 (G). Skripsi ini bertujuan untuk mengetahui rumusan umum titik dan sisi penutup
minimal pada graf bintang (m). S¥ dan graf roda (m) W,¥.

Hasil dari penelitian ini adalah titik dan sisi penutup minimal
pada graf bintang (m), S¥ dan graf roda (m).W;*. Kemudian dirumuskan menjadi suatu
lemma dan dibuktikan kebenarannya secara umum.

1. Graf bintang (m), Sk dengan n € N,n > 3. maka rumusan titik dan sisi penutup
minimal masing-masing adalah:
a. a(S,) = 1ldana,(S,) =n.
b. a((m).St) = mdan a;((m).S}) = mxn.

1
c. a((m).Sk) = T(g kn + 1) ;untuk k genap
m (En(k +1)+ 1): untuk k ganjil

s
m(n -k+1 ) ;untuk k genap
dan a; ((m)c SK) =1 | Ge1)
m (En(k +1) + 1); untuk k ganjil

2. Graf roda (m) W} dengan n € N,n > 3. maka rumusan titik dan sisi penutup
minimal masing-masing adalah:

%n + 1;untuk n genap %n + 1 ; untuk n genap

a a(Wp) = { dan a; (W},) = {

%(n + 1) + 1; untuk n ganjil %(n + 1) ; untuk n ganjil

1
m( -n+ 1) ;untuk n genap
b. a((m) W) = . (2 ) .
m (E n+1)+ 1) ; untuk n ganjil
m Gn + 1) ;untuk n genap
dan & () WD) =1, )
m (5 (n+ 1)) ; untuk n ganjil

m (% kn+n+ 2)) ;n genap, k genap

C. a((m)cwlnk) dan al((m)c VVnk) = 1
m (5 kn+n+ 3)) ;n ganjil, k genap

a((m) Wh) = {m(nk + 1) dan a, ((m), W¥) := {m(n(k + 1)); k ganjildann € N,n >3



ABSTRACT

Hijriyah, Nurul. 2012. Minimal Vertex and Edge Cover of Star Graph (m). Sk and
Wheel Graph (m).Wk. Thesis. Mathematics department Faculty of Science
And Technology the State of Islamic University Maulana Malik Ibrahim
Malang. Advisors : (1) Wahyu Henky Irawan, M.Pd (I1) Dr. Ahmad Barizi, MA

Keywords: Vertex Cover, Edge Cover, Minimal, Start Graph, Wheel Graph.

A vertex and edge in graph G is called covering each other if they incident in G.
Vertex cover in G is the set of vertices that covering all edges in G. And edge cover in G
is the set of edges that covering all vertices in G. Minimal number of vertex cover is
called minimal vertex cover and denoted by a(G), and minimal number of edge cover is
called minimal edge cover and denoted by a;(G). The thesis is want to determine the
minimal vertex and edge cover of star graph (m). Sk and wheel graph (m)_ W,¥.

The results of this research the are minimal vertex and edge cover on a star
graph and wheel graph. Further more the pattern is formulated into a lemma then the truth
is generally proven.

1. Star Graph (m). Sk withn € N,n > 3. So formula minimal vertex and edge cover is:
a. a(S,) =1and a,(S,) =n.
b. a((m), S} =mand a;((m),S}) = mxn.
m lkn+1 ; for even k
c. a(Mm).SH={ G )if
m (En(k +1)+ 1); for odd k
m <n (lk th 1)) ;forevenk
and a; ((m). S¥) = ¥
men(k +1)+ 1); for odd k

2. Wheel Graph (m) W with n € N,n > 3. So formula minimal vertex and edge cover
is:

1
En—i— 1;for evenn

%(n+1)+1;forodd n

1
En+ 1;forevenn

a  a(W,) = { i(n +1); forodd n

and a;, (W) = {
m(1n+ 1) ; for evenn
b. W) = -
@ (Gm) W) {m (((+1)+1);forodd n

m Gn + 1) ; for evenn
d a; ((m) W) =
and a; ((m) W) m(; ot 1)) ; for odd n

m (% Qkn+n+ 2)) ; for evenn, for even k

c. a((m) W) and a;((m). W) := )
m (5 Qkn+n+ 3)) ; for odd n, for even k

a((m) Wh) = {m(nk + 1) and a; (M) W) == {m(n(k + 1)); for odd k and n € N,n > 3
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang masih
sangat menarik untuk dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini
dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari.
Dengan mengkaji dan menganalisis model atau rumusan, teori graf dapat
diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai masalah.
Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil
aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto,
1998:1).

Graf telah dikembangkan sejak tahun 1960-an yang didefinisikan sebagai
himpunan titik (vertex) yang tidak kosong dan himpunan sisi (edge) yang
mungkin kosong. Graf itu menghubungkan pasangan dari suatu himpunan, dalam
Al-Quran yang di hubungkan dengan Hablum min An-Nas dan Hablum min Allah.
Jika direlevansikan dengan kajian agama sejajar dengan ayat yang menyebutkan
bahwa umat manusia yang beriman itu bersaudara. Sehingga mereka harus
menjalin hubungan yang baik antar sesamanya. Sebagaimana dalam surat Al-

Hujurat 49:10, yaitu:

E z/}} -
-

3 by KT, a5 Gt 65 0,037 )

-

Artinya: “Orang-orang beriman itu Sesungguhnya bersaudara. sebab itu
damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah
terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahmat”.(QS. Al-Hujurat 49:10)



Ayat di atas menjelaskan bahwa orang-orang mukmin itu bersaudara
dalam agama Allah SWT. Apabila terjadi perselisihan di antara mereka, orang-
orang mukmin lain harus mendamaikan di antara mereka, disertai ketakwaan
kepada Allah SWT dengan melaksanakan perintah-Nya dan menjauhi larangan-
Nya.

Hubungan antara Allah dengan manusia dapat dijelaskan bahwa secara
umum seluruh alam ini ta’at dan tunduk kepada Allah SWT, sehingga berfungsi
maksimal dan saling memberikan manfaat kepada bagian alam lainnya bahkan
tahu cara bertasbih dan sholatnya. Secara khusus ternyata seluruh alam semesta
ini juga berhijab atau memakai penutup atau pelindung agar berjalan sesuai
fungsinya dan selamat dari hal-hal yang membahayakan. Contoh kecil seperti
pena tanpa penutup maka tintanya akan menjadi kering, seperti rumah juga perlu
adanya penutup yakni atap dan dinding.

Suatu titik dan sisi dikatakan saling menutup pada graf G jika titik dan sisi
tersebut terkait langsung di G. Titik penutup di G merupakan himpunan dari titik-
titik yang menutup semua sisi di G dan sisi penutup pada graf G (tanpa titik
terisolasi) merupakan himpunan sisi-sisi yang menutup semua titik di G
(Chartrand dan Lesniak, 1986: 243). Banyak topik-topik bahasan teori graf yang
belum terpecahkan membuat para ilmuwan yang ingin menggunakan teori atau
teorema tentang bahasan tersebut menjadi terhambat, karena tidak mungkin
menggunakan suatu ilmu yang belum jelas kebenarannya. Hal ini dijelaskan

dalam firman Allah surat Al-Isra’ 17: 36, yaitu:

T =

Sle ay 30 S G Cass



Artinya: “Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidak mempunyai
pengetahuan tentangnya” (QS. Al-Isra’ 17: 36).

Menurut Tafsir Imam Qurthubi yaitu jangan mengikuti apa yang tidak di
ketahui dan tidak penting. Jika memiliki pengetahuan, maka manusia boleh
menetapkan suatu hukum berdasarkan pengetahuannya itu. Menurut Tafsir Ibnu
Katsir adalah Allah SWT melarang mengatakan sesuatu tanpa pengetahuan,
bahkan melarang pula mengatakan sesuatu berdasarkan zan (dugaan) yang
bersumber dari sangkaan dan ilusi. Disinilah akan dibuktikan suatu pengetahuan
yang belum diketahui, sehingga akan dapat digunakan kebenarannya. Hikmah dari
ayat ini adalah memberikan batasan-batasan hukum, karena banyak kerusakan
yang disebabkan oleh perkataan yang tanpa dasar. Maka janganlah kamu
mengikuti perkataan dan perbuatan yang tidak diketahui ilmunya (Qurtubhi, 2009:
29).

Hal yang menarik untuk dikaji adalah mengenai titik dan sisi penutup
minimal pada graf bintang dan graf roda. Sejauh ini penelitian tentang ini masih
jarang dilakukan. Tidak banyak teori yang mengkaji masalah titik dan sisi penutup
pada graf terhubung sehingga hal ini membuka peluang bagi matematikawan dan
pemerhati matematika untuk melakukan riset-riset dalam membangun teori-teori
khususnya tentang titik dan sisi penutup dari graf bintang dan graf roda. Oleh
karena itu penulis tertarik untuk melanjutkan meneliti tentang titik dan sisi
penutup minimal pada suatu graf. Penulis merumuskan judul untuk skripsi ini
yakni “Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m), S¥ dan Graf

Roda (m), Wk~.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah yang telah dipaparkan di atas maka
masalah yang dapat dirumuskan adalah bagaimana rumus umum titik dan sisi

penutup minimal pada graf bintang (m). S¥ dan graf roda (m) W,x?

1.3  Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini
adalah untuk mengetahui rumus umum titik dan sisi penutup minimal pada graf

bintang (m). S¥ dan graf roda (m) W,k.

1.4 Definisi Operasional

Dalam penelitian ini penulis mendefinisikan untuk beberapa istilah yang
digunakan agar tidak terjadi penafsiran ganda terhadap istilah-istilah tersebut
yaitu, S,, adalah graf bintang dengan n titik, selanjutnya S,, ditulis sebagai S;,
(m). S} diperoleh dari S} sebanyak m kali dengan v v5t! sisi di (m). S} , S¥
adalah setiap anting graf bintang S, yang diberi k titik, sehingga (m). Sk
diperoleh dari S¥ sebanyak m kali dengan v vi*? sisi di (m). SX.
V(D¢ Sp) = {vo, vi, -, va)
V((2). SH = i, v, ..., vi}u (wé vi, ..., v2}
V((m = 1Sp) U {wg", vl ., vn'

S,, : graf bintang dengan n titik.

. Vi
Vs * V3
1 1
Vs V2
1 > 1
V7 V:
1
1
Vs le o ® Vn

\a
Gambar 1.1 Graf Bintang S,



Selanjutnya S,, ditulis sebagai S} sehingga,

(m). S}: graf bintang S;} sebanyak m kali dan v} vt sisi di(m), S}

Gambar 1.2 Graf Bintang (m), S
Sk setiap anting graf bintang S,, yang diberi k titik.

1
4

\Va
Gambar 1.3 Graf Bintang SX

(m). Sk: graf bintang S,, sebanyak m kali yang setiap anting graf bintang S,, yang
memiliki k titik dan v vt sisi di(m), SK.

2
1 Va ¥ 2 Va4
Vs Vs

i\ | SO
e \f/- Va2 \'-i-jz& /VZ
e I O

/ l \ Vz/ ZI\V

Vo

Gambar 1.4 Graf Bintang (m), S¥

Selanjutnya W, adalah graf roda dengan n titik, selanjutnya W, ditulis

sebagai W1, (m). WL diperoleh dari W,! sebanyak m kali dengan v vi*? sisi di



(m), W} Wk adalah setiap sisi graf roda W, yang diberi k titik, sehingga
(m), W,k diperoleh dari W,* sebanyak m kali dengan v} vi™* sisi di (m), W;k.
V(D W) = {vg,vi, -, vn}

V() W) = (v, vi, .., va} U (05, v8, ..., v}

V(m — 1).SH u v vl ..., v

W, : graf roda dengan n titik

[N

~ P

it l,
Vs 5 .--‘. Vn

1
\Va
Gambar 1.5 Graf Roda W,

Selanjutnya W, ditulis sebagai W,

(m). W, graf roda W, sebanyak m kali dan v§ vit? sisi di (m), W

2.-". Vn
Vo

Gambar 1.6 Graf Roda (m), W1

W,k - setiap sisi yang ada pada graf roda W, diberi k titik.



\a
Gambar 1.7 Graf Roda Wk

(m). Wik graf roda Wk sebanyak m kali dan v§ vit? sisi di(m), Wk.

Gambar 1.8 Graf Roda (m), Wk

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari skripsi ini adalah:
1. Bagi Pengembangan lImu Pengetahuan

Skripsi ini diharapkan memberikan wacana terhadap pengembangan
khasanah keilmuan bidang ilmu matematika tentang graf, khususnya pada topik
titik dan sisi penutup minimal pada graf bintang (m).Sk dan graf roda
(m). Wik
2. Bagi Penulis

Skripsi ini diharapkan dapat memberikan pemahaman sebagai wawasan

baru secara menyeluruh.



3. Bagi Lembaga UIN Maliki Malang,
Sebagai bahan kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangan

wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk mata kuliah teori graf.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan
dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan
argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai
suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian
ini.
Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh peneliti dalam membahas
penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Merumuskan masalah
2. Melakukan penyusunan rencana.
3. Mengumpulkan data
Mengumpulkan data dari literatur yang mendukung baik yang bersumber
dari buku, jurnal, artikel, skripsi, maupun sumber lainnya yang berhubungan
dengan permasalahan yang dikaji. Data pendukungnya adalah:
a.  Definisi tentang graf.
b.  Sifat-sifat graf yaitu terhubung langsung (Adjacent) dan terkait
langsung (Incident).
c. Sifat-sifat graf yaitu terhubung dan tidak terhubung pada suatu

graf.



d.  Jenis-jenis graf yaitu graf bintang dan graf roda.

e.  Definisi penutup pada graf.

Data utamanya adalah:

a.  Menggambar graf bintang dimulai dari S5 sampai dengan S, .

b.  Menentukan titik penutup pada graf bintang dimulai dari S; sampai
dengan S;,.

c.  Menentukan sisi penutup pada graf bintang dimulai dari S; sampai
dengan S;,.

d.  Menggambar graf roda dimulai dari W5 sampai dengan W,.

e.  Menentukan titik penutup pada graf roda dimulai dari W5 sampai
dengan Wj,.

f.  Menentukan sisi penutup pada graf bintang dimulai dari W5 sampai
dengan W,.

4. Membuat kesimpulan

5. Melaporkan hasil dari kajian.

1.7  Sistematika Penulisan

Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami,
maka digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-
masing bab dibagi ke dalam beberapa sub bab dengan rumusan sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN

Pendahuluan meliputi: latar belakang permasalahan, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.
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BAB Il KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian
pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang definisi
tentang graf, sifat-sifat graf yaitu terhubung langsung (adjacent) dan terkait
langsung (incident), sifat-sifat graf yaitu terhubung dan tidak terhubung pada
suatu graf, jenis-jenis graf yaitu graf bintang dan graf roda, definisi tentang titik
dan sisi penutup pada suatu graf terhubung, lemma graf lintasan dan sikel serta
kajian agama.
BAB IlIl PEMBAHASAN

Menggambar graf bintang dimulai dari S; sampai dengan S;, dan
menggambar graf roda dimulai dari W5 sampai dengan W,,. Menentukan
himpunan titik dan sisi penutup minimal pada graf bintang dan graf roda.
Menentukan pola dari titik dan sisi penutup minimal pada graf bintang dan graf
roda. Pola tersebut kemudian dirumuskan sebagai lemma dan dibuktikan lemma
tersebut benar secara umum. Kemudian mengembangkan graf bintang S,, menjadi
(m). S¥dan mengembangkan graf roda W, menjadi (m). W,k. Menentukan
himpunan titik dan sisi penutup minimal pada graf bintang dan graf roda.
Menentukan pola dari titik dan sisi penutup minimal pada graf bintang dan graf
roda. Pola tersebut kemudian dirumuskan sebagai lemma dan dibuktikan lemma
tersebut benar secara umum (berlaku untuk setiap n € N; n > 3).
BAB IV PENUTUP

Berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan saran sebagai acuan

bagi peneliti selanjutnya.



BAB |1

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Covering dalam Al-Qur’an

Dalam Al-Qur’an kata “penutup” itu diartikan sebagai “Hijab dan Himar”
yang memiliki arti sebagai penutup (aurat) baik laki-laki maupun perempuan dan
penutup kepala. Memakai hijab yang benar akan mendatangkan kebaikan. Dalam
kajian matematika khususnya dalam teori graf ada juga kata penutup yaitu
penutup (covering) yang di dalam Al-Qur’an Allah SWT berfirman dalam surat

al-Ahzab/33 ayat 53:
L A2 5 oF 4 B it A WP RN R i
wSosla) bl L ea)s PE D) o Comglels et gl 13

f‘ }/'/’.EQ-} :,iﬁ'// et — }/a%’;:‘; ,69} 1 — - //C{ }{/
O.f;ﬂ\;—))‘ ‘)—"S*’Q‘ )@‘Jﬁ)‘)byg‘v_éf—‘d ~)KLA) Uié'/’}b)

Artinya: “Apabila kamu meminta sesuatu (keperluan) kepada mereka (isteri-
isteri Nabi), maka mintalah dari belakang tabir. cara yang demikian itu lebih suci
bagi hatimu dan hati mereka. dan tidak boleh kamu menyakiti (hati) Rasulullah
dan tidak (pula) mengawini isteri- isterinya selama-lamanya sesudah ia wafat.
Sesungguhnya perbuatan itu adalah amat besar (dosanya) di sisi Allah”. (QS. al-
Ahzab/33:53)

Ini adalah ayat hijab yang di dalamnya mengandung beberapa hukum dan
beberapa adat syar’i, di mana sebab turunnya adalah menyetujui perkataan ‘Umar

ra. Dan berkata: ‘Ya Rasulullah, sesungguhnya orang yang baik dan orang yang

11



12
buruk, terkadang masuk kepada isteri-isterimu, maka kiranya engkau memberikan
mereka hijab, lalu Allah menurunkan ayat hijab.

Perkara hijab yang di perintahkan dan syari’atkan kepada kalian ini adalah
lebih suci dan lebih baik. Firman Allah Ta’ala: “Dan tidak boleh kamu menyakiti
(hati) Rasulullah dan tidak (pula) mengawini isteri-isterinya selama-lamanya
sesudah ia wafat. Sesungguhnya perbuatan itu adalah amat besar (dosanya) di
sisi Allah.”

Beberapa mufassir mengartikan kata “hijab” dalam ayat di atas adalah
sebuah penutup, itu bermakna sebagai penutup kepala kepada setiap perempuan
karena sesungguhnya merupakan dosa besar jika membukanya karena rambut
(kepala) merupakan aurat dari perempuan. Kemudian Allah Ta’ala berfirman:
“Jika kamu melahirkan sesuatu atau menyembunyikannya, maka sesungguhnya
Allah adalah maha mengetahui segala sesuatu”. Bagaimanapun Yyang
disembunyikan oleh hati-hati kalian dan dipendam oleh rahasia-rahasia kalian,
sesungguhnya Allah mengetahuinya karena tidak satu pun yang tersembunyi dari-
Nya. “Allah mengetahui (pandangan) mata yang khianat dan apa yang
disembunyikan oleh hati ” (QS. Al-mu’minun:19) (Abdurrahman, 2007:515-518).

Ada juga ayat lain yang menjelaskan tentang konsep Kkhimar
(penutup/jilbab), sebagaimana firman Allah dalam Surat Al-Ahzab/33 ayat 59:

)
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Artinya: “Hai Nabi, Katakanlah kepada isteri-isterimu, anak-anak perempuanmu
dan isteri-isteri orang mukmin: "Hendaklah mereka mengulurkan jilbabnya ke
seluruh tubuh mereka". yang demikian itu supaya mereka lebih mudah untuk

dikenal, karena itu mereka tidak di ganggu. dan Allah adalah Maha Pengampun
lagi Maha Penyayang”. (QS. Al-Ahzab 33:59)

Al-Jalabib: Jamak dari Jilbab, yaitu baju kurung yang meliputi seluruh
tubuh wanita, lebih dari sekedar baju biasa dan kerudung. Yudnina: mengulurkan
dan menguraikan, kepada wanita yang tersingkap dari wajahnya. Adna: Lebih
dekat. Yu rafna: Dikenal sehingga terhindar dari gangguan. Allah SWT menyuruh
Nabi SAW agar memerintahkan wanita-wanita muslimat, khususnya para istri dan
anak-anak perempuan beliau supaya mengulurkan pada tubuh mereka jilbab-jilbab
apabila mereka keluar dari rumah mereka, supaya dapat dibedakan dari wanita-
wanita budak.

Allah Ta’ala berfirman memerintahkan Rosulullah SAW untuk
memerintahkan wanita khususnya istri-istri dan anak-anak perempuan beliau
karena kemuliaan mereka untuk mengulurkan jilbab mereka, agar mereka berbeda
dengan wanita Jahiliyyah dan ciri-ciri wanita budak. Jilbab adalah ar-rida’ (kain
penutup) di atas kerudung. Itulah yang dikatakan oleh para mufassir. Jilbab sama
dengan izar (kain) saat ini. Al-Jauhari berkata: “Jilbab adalah pakaian yang
menutupi seluruh tubuh”( Abdurrahman, 2007:536-537).

Menurut Maraghi (1992: 62), Tuhanmu adalah Maha Pengampun terhadap
apa yang bisa terjadi akibat lalai menutupi aurat, juga banyak rahmat-Nya bagi
orang yang mematuhi perintah-Nya dalam bersikap kepada kaum wanita,
sehingga Allah memberinya pahala yang besar dan membalasinya dengan balasan

yang paling sempurna. Disempurnakan lagi dalam Surat An-Nur/24 ayat 31,
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Alguran juga datang dengan kata lain selain kata jilbab dalam mengutarakan

penutup kepala sebagaimana yang termaktub dibawabh ini:
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Artinya: “Katakanlah kepada wanita yang beriman: "Hendaklah mereka menahan
pandangannya, dan kemaluannya, dan janganlah mereka Menampakkan
perhiasannya, kecuali yang (biasa) nampak dari padanya. dan hendaklah mereka
menutupkan kain kudung kedadanya”. (QS. An-Nur 24:31)

all jamak dari Jwa yaitu kain yang menutupi kepala wanita (kudung).
<l jamak dari <> yaitu bagian atas baju yang terbuka yang dari situ tampak
sebagian tubuh (Maraghi, 1992:175).

Setelah melarang menampakkan perhiasan, selanjutnya Allah memberi
petunjuk agar menyembunyikan sebagian anggota tubuh tempat perhiasan itu.
Hendaklah mereka mengulurkan kudungnya ke dada bagian atas di bawah leher,
agar dengan demikian mereka dapat menutupi rambut, leher dan dadanya,
sehingga tidak sedikitpun dari padanya yang terlihat.

Menurut Maraghi (1992:180), sering wanita menutupkan sebagian
kudungnya ke kepala dan sebagian lainnya diulurkannya ke punggung, sehingga
tampak pangkal leher dan sebagian dadanya, seperti telah menjadi adat orang
Jahiliyyah. Maka mereka dilarang berbuat demikian. ‘Aisyah r.a berkata,

“Semoga Allah mengasihi kaum Muhajirin yang pertama, karena ketika Allah
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menurunkan ayat: walyadribna bikhumurihinna ‘ala juyubihinna , mereka segera
mengambil pakaian bulu mereka lalu berkudung dengannya”.

Berkaitan dengan firman Allah Ta’ala: “Dan hendaklah mereka
menutupkan,” Sa’id bin Jubair berkata: “Yakni mengikatnya.”Firman Allah
Ta’ala: “Kain kudung ke dada mereka.” Yakni ke leher dan dada hingga tidak
terlihat sedikit pun (Abdurrahman, 2007:45-46).

Dalam surat di atas jika dipandang dalam segi matematika yang dimaksud
sebagai hijab/khimar adalah suatu covering. Covering pada suatu graf menjadi
bukti bahwa dengan mengamati petunjuk Allah, yang berupa penutup (hijab).

Terkait dengan kejadian di atas, maka kasus tersebut dapat

direpresentasikan  covering pada suatu graf yang terdapat suatu

penutup:
G 12 v, V3
o——0
Gambar 2.1 Representasi Penutup
Gambar 2.1 merupakan salah satu contoh penutup,
Allah  memberikan sesuatu sesuai dengan fungsinya, seperti pena

tanpa adanya penutup juga tintanya akan kering, dan seperti
rumah yang membutuhkan penutup dinding dan atap. Titik v,
ibarat aurat jika v, ditutup maka akan aman dan terhindar dari
mara bahaya yang ada di luar. Jika dikaitkan dalam matematika
ada titik penutup dan sisi  penutup, begitu sangat penting dan
dianjurkan oleh Allah bagi semua perempuan Islam supaya bisa

menjadi pelindung bagi dirinya sendiri.
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22  Graf

Graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang sudah banyak
aplikasinya dalam kehidupan sehari-hari, akan tetapi dalam teori graf masih
banyak sekali kajian di dalamnya. Graf G terdiri atas himpunan yang tidak kosong
dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex) dalam penulisan ini disimbolkan
dengan V(G), sedangkan himpunan sisi (edge) disimbolkan dengan E(G)dan
seterusnya menggunakan istilah titik dan sisi. Secara sistematis graf didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 1. Graf G (Chartrand dan Lesniak, 1986:4)

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
IV yang disebut sebagai sisi.

Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dari himpunan sisi
dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut order dari G
dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dari G dan
dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order
dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan G(p,q).

Contoh 1
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Gambar 2.2 Graf Terhubung G(4,5)

Graf G pada Gambar 2.1 mempunyai order 4 dan mempunyai 5 sisi, dapat
dinyatakan sebagai G = (V(G),E(G))dengan V(G) = {a,b,c,d}dan E(G) =
{ab, ad, ac, bc, cd}atau ditulis dengan V(G) ={a,b,c,d}danE(G) =

{e1,e5,€3,€4,653  uUntuk  e; = (a,b) e; = (a,c) e3 =(b,d) e, =(c,d)

es = (d,e).

2.2.1 Adjacent dan Incident
Definisi 2. Adjacent dan Incident (Chartrand dan Lesniak, 1986:4)

Sisi e = {u, v} dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = {u, v}
adalah sisi pada graf G, maka u dan v adalah titik yang terhubung langsung
(adjacent), sementara itu u dan e sama halnya dengan v dan e disebut terkait
langsung (incident). Lebih jauh, jika e; dan e, berbeda pada G terkait langsung
(incident) dengan sebuah titik bersama, maka e, dan e, disebut sisi adjacent.
Contoh 2

Misal V(G) = {vq,v,, V3, s, U5} dan E(G) = {eq, e,, €3, €4, 65,66} Maka G

dapat digambarkan dalam gambar 2.3 berikut:

Gambar 2.3 Titik dan Sisi yang Adjacent dan Incident
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Pada gambar 2.3, order dari G adalah 5, atau dapat ditulis p(G) = 5,
sedangkan ukuran dari G adalah 6 atau dapat ditulis q(G) = 6. Pada gambar 2.3
titik yang terhubung langsung di graf G adalah titik v, dan v,, v, dan v,, v, dan
v3, v, dan v,, v; dan v,, serta v, dan vs. Maka dapat dikatakan bahwa titik v,
adjacent dengan titik v,, v, adjacent dengan titik v,, v, adjacent dengan titik v,
v, adjacent dengan titik v,, dan v, adjacent dengan titik vs. Titik v; dan vg, titik
v, dan vs, serta titik v dan vg tidak adjacent karena tidak terdapat sisi di antara
kedua titik tersebut. Sedangkan titik yang incident adalah pada sisi e; yang
incident dengan v, dan v,, pada sisi e, yang incident dengan v, dan v,, pada sisi
e3 yang incident dengan v, dan v,, pada sisi e, yang incident dengan v, dan vs,
pada sisi es yang incident dengan v dan v,, pada sisi e, yang incident dengan v,

dan vs. Sisi e; dan e; disebut adjacent sedangkan e, dan e, tidak adjacent.

2.2.2 Graf Terhubung dan Tak Terhubung
Definisi 3. Jalan (Chartrand dan Lesniak, 1986:26)
Misalkan u dan v (yang tidak harus berbeda) adalah titik pada graf G.
Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling,
U = Ug, €1, Uq, €9, .., Ug_1, €y Uy =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri di titik v,

dengan e; = u;_u; untuki = 1,2, ..., k.

Definisi 4. Trail (Chartrand dan Lesniak, 1986:26)



19
Jalan u-v yang tidak mengulang sisi atau semua sisinya berbeda disebut
trail u-v.

Contoh 3

Gambar 2.4 Graf Terhubung Sederhana

Pada gambar 2.4, jalan vs, e3, v, €5, V5, €6, Vg, €5, Us, €4, V4 adalah contoh

trail.

Definisi 5. Lintasan (Chartrand dan Lesniak, 1986: 26)

Jalan u-v yang semua titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v. Dengan
demikian, semua lintasan adalah trail. Contoh pada gambar 2.4 yaitu jalan
V3, €5, V5, €4, V1, €7, Vg, €5, Us, €4, U, adalah lintasan.

Definisi 6. Sirkuit (Chartrand dan Lesniak, 1986:28)

Trail tertutup (closed trail) dan tak trivial pada graf G disebut sirkuit G.
Contoh pada gambar 2.4 yaitu jalan vs, es, vg, €7, V1, €1, V3, €2, V3, €3, Vs adalah
sirkuit.

Definisi 7. Sikel (Chartrand dan Lesniak, 1986:28)

Sirkuit vy, vy, .., v,, v1(n = 3) memiliki n titik dengan v; adalah titik-titik
berbeda untuk 1 < i <n disebut sikel (Cycle). Contoh pada gambar 2.4 yaitu
jalan vg, eg, vg, €g, V5, €5, U3, €3, Us adalah contoh sikel.

Definisi 8. Keterhubungan (Chartrand dan Lesniak, 1986:28)
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Pasangan titik u dan v dapat dikatakan terhubung (connected), jika

terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected)
jika untuk setiap titik u dan v di G terhubung.

Contoh 4

v V3 Vs Vs

%1 %) V1 U,

Gl GZ
Gambar 2.5 G, Terhubung, G, Tidak Terhubung

Dari gambar di atas G, terhubung, G, tidak terhubung.

2.2.3 Operasi pada Graf

Terdapat beberapa cara untuk menghasilkan graf baru dari graf-graf
lainnya. Pada bagian ini akan disajikan beberapa operasi biner pada graf. Pada
definisi-definisi berikut, diasumsikan bahwa G, dan G, adalah graf dengan

himpunan titik yang saling lepas (disjoint).

Definisi 9. Gabungan (union) (Abdussakir, 2009:33)

Gabungan (union) dari G, dan G, ditulis G = G; U G, adalah graf dengan
V(G) =V(G;) UV (G,) dan E(G) = E(G,) U E(G,). Jika graf G merupakan

gabungan dari sebanyak n graf H, n > 2, maka ditulis G = nH.

Definisi 10. Penjumlahan (join) (Abdussakir, 2009:33)
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Penjumlahan (join) dari G; dan G,, ditulis G = G, + G,, adalah graf
dengan  V(G) =V(G,)VV(G,) dan E(G)=E(G;)VE(G,) U {uv|ue

V(G,) danv € V(G,)}.

2.3 Jenis-jenis Graf
2.3.1 Graf Bintang (Star Graph)

Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung (adjacent). Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan

K,. Dengan demikian, maka graf K,, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan

order p = n dan ukuran g = n(nz_l) = (721)

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan tititk pada G dapat dipartisi
menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi pada
graf G tersebut menghubungkan satu titik di V; dengan satu titik di V,. Jika G
adalah graf bipartisi beraturan-r, dengan r > 1, maka |V;| = |V;|. Graf G
dikatakan partisi-n jika himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi sebanyak n
himpunan tak kosong Vi, Vs, ..., V,, sehingga masing-masing sisi pada graf G
menghubungkan titik pada V; dengan titik pada V;, untuk i # j. Jika n = 3, graf
partisi-n disebut graf tripartisi.

Suatu graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan
masing-masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik
pada partisi yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah satu partisi

dan n titik pada partisi yang lain ditulis K, ,,.
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Definisi 11. Graf Bintang (Abdussakir, 2009:21-22)
Graf bipartisi komplit K, ,, disebut graf bintang (star) dan dinotasikan
dengan S,. Jadi, S,, mempunyai order (n+ 1) dan ukuran n. Pada gambar
berikut ini, graf G adalah graf bintang K 5 atau Ss:

Contoh 5

Gamt;ar 2.6 Graf Bintang Sg

2.3.2 Graf Roda (Wheel Graph)
Definisi 12. Graf Roda (Chartrand dan Lesniak, 1996:8)

Graf roda (W) adalah graf yang memuat satu sikel yang setiap titik pada
sikel terhubung langsung dengan titik pusat. Graf roda W, diperoleh dengan

operasi penjumlahan graf sikel C, dengan graf komplit K;. Jadi, W,, = C, +

Ki,n> 2.
Contoh 6
U:
Uz
\Y
+ () =
Us U: Us §P)
C3 K, Wi

Gambar 2.7 Graf Roda-3
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Berdasarkan gambar 2.7 maka C; + K; = W5 dari V(G) = V(C3) UV (K,)

dan E(G) = E(C3) VE(Ky) U {uv|u € V(C3),v € V(Ky)}.

2.4 Penutup pada Graf
2.4.1 Titik Penutup
Definisi 10. Titik Penutup (Bondy dan Murty, 2008:420)

Titik penutup dari graf G adalah A € V(G) sedemikian sehingga semua
titik di A menutup semua sisi di G, artinya setiap sisi dari G adalah terhubung
langsung untuk setidaknya salah satu di titik A. Gambar berikut menunjukkan
contoh titik penutup dari masing-masing dua graf (Himpunan A ditandai dengan
merah).

Contoh 7

G1 G2

Gambar 2.8 Titik Penutup dari G; dan G, (warna merah)

Titik penutup minimal dari graf G dinotasikan «a(G) adalah bilangan
kardinal terkecil dari himpunan titik penutup yang paling sedikit. Untuk lebih
jelasnya diberikan contoh di bawah ini:

Contoh 8

e
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G1 G,

Gambar 2.9 ¢(G,) = 2 dan a(G;) = 3

2.4.2 Sisi Penutup
Definisi 11. Sisi Penutup (Bondy dan Murty, 2008:420)

Sisi penutup graf G adalah A € V(G) sedemikian hingga semua sisi di A
menutup semua titik di G, artinya adalah setiap titik di G berinsiden dengan
setidaknya satu sisi di A. Gambar berikut menunjukkan contoh sisi penutup dari

masing-masing dua graf (Himpunan A ditandai dengan merah).

" S

Gy G,

Contoh 9

Gambar 2.10 Sisi Penutup dari G; dan G, (warna merah)

Sisi penutup minimal dari graf G dinotasikan «;(G) adalah bilangan
kardinal terkecil dari himpunan sisi penutup yang paling sedikit. Untuk lebih

jelasnya diberikan contoh di bawah ini:

R

Gambar 2.11 al(Gl) = 4dan al(Gz) =3

Contoh 10

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.5 Lemma Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Lintasan
Lemma graf lintasan ini diperoleh dari titik dan sisi penutup minimal pada
graf lintasan yang sudah dihitung mulai dari dua titik sampai dengan sepuluh titik.

Berikut adalah tabel dari pola graf lintasan:

Tabel 2.1 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Lintasan
Simpul | Banyak Titik | Banyak Sisi

P, 2 il
Ps
P4
Ps
Ps
P7
Psg
Pg

P1o 10 9
Sumber: (Penelitian Dosen dan Mahasiswa, 2011)

N
-

© | N | 0| &~ W
| N | o B~ WDN

g | Dl W|lW | D[N PF|PFIS
gl oD DlW W |INDIN|EF

Dari semua lintasan tersebut dapat dibuat lemma titik dan sisi penutup
minimal dari sebarang graf lintasan P, (n > 2) adalah sebagai berikut:
Lemma 2.5.1

Titik penutup minimal dari graf lintasan B, (n = 2) adalah

1
=n; untuk n genap
a(P,) =
E(n —1); untuk n ganjil
Bukti Lemma 2.5.1

Untuk n genap, titik penutup minimal graf lintasan B, adalah %n. Untuk

n =2 maka P, memiliki titik penutup minimal%n = %(2) =1. Untuk n =4
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maka P, memiliki banyak penutup minimal %n = %(4) = 2 dan seterusnya.
Asumsikan benar untuk n = 2k maka P,, memiliki titik penutup minimal
1 l _

En =3 (Zk) = k.
Akan ditunjukkan benar untuk n = 2(k + 1), yaitu untuk n = 2(k + 1)

maka Py .41y memiliki titik penutup minimal >n = 22(k + 1) = k + 1.

V1 Vs Vs Vn Vn+:
*—O &~ O O O— 000 —@— oc00 —@

Gambar 2.12 Pembuktian Titik Penutup pada Graf Lintasan Genap

Dari n = 2k maka P, memiliki himpunan titik penutup minimal, misal
{V1,V3,Vs,..., Va—1)} atau {v,, vy, Vg, ..., U2k}, Maka Kardinalitas titik penutup
minimalnya adalah k. Ambil sisi (v;, v;41) di Py, dalam sisi ini v; atau v;44
menjadi salah satu titik penutup, sisipkan 2 titik di (v;,v;4q). Misal
(Vi» Ux» Uy, Vig1), Uy adalah titik penutup yang menutup sisi (v;, v,) dan (vy, vy,),
v), adalah titik penutup yang menutup sisi (v, v),) dan (v, v;41) sehingga pada
sisi (v;, v41), jika v; menjadi titik penutup maka v,menjadi titik penutup
tambahan, sebaliknya jika v;,; menjadi titik penutup maka v, menjadi titik
penutup tambahan. Sehingga titik penutup tambahan adalah salah satu dari v,
atau v),. Jadi P ,.1) memiliki titik penutup minimal k + 1.

Untuk n ganjil, titik penutup minimal pada graf lintasan B, adalah %(n —
1). Untuk n =3 maka P; memiliki titik penutup minimal adalah %(3 -1 =1

Untuk n =5 maka Ps; memiliki titik penutup minimal adalah %(5 —1) =2 dan
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seterusnya. Asumsikan benar untuk n =2k +1, maka P, memiliki titik
penutup minimal adalah > (n — 1) =2 ((2k +1) — 1) = k.

Akan ditunjukkan benar untuk n=2(k+ 1)+ 1, yaitu untuk n =
2k +1)+1 maka Pygesryes memiliki titik penutup minimal ~n—1=
Sk +1)+1) - 1=k+1.

V2 Va4 Vn Vn+:

O0—0—O0—0@—0— ¢°¢ —@— co0 —@
Gambar 2.13 Pembuktian Titik Penutup pada Graf Lintasan Ganjil

Dari n =2k +1 maka P,;,.; memiliki himpunan titik penutup minimal,
misal {vi,vs3, Vs, ..., Vak_1, Vaks1} atau {vy, vy, Vg, ..., Vag, Varsq1} Maka banyak
titik penutup adalah k. Ambil sisi (v;, v;41) di P41, dalam sisi ini v; atau v;,4
menjadi salah satu titik penutup, sisipkan 2 titik di (v;,v;41). Misal
(Vi, Vx, ¥y, Vig1), Uy adalah titik penutup yang menutup sisi (v, v,) dan (vy, vy),
v), adalah titik penutup yang menutup sisi (vy, vy) dan (v, v;4+4) sehingga pada
sisi (v;,vi41), jika v; menjadi titik penutup maka v, menjadi titik penutup
tambahan, sebaliknya jika v;,; menjadi titik penutup maka vymenjadi titik
penutup tambahan. Sehingga titik penutup tambahan adalah salah satu dari v,

atau vy,. Jadi Py .1y memiliki titik penutup minimal & + 1.

Lemma 2.5.2

Sisi penutup minimal dari graf lintasan B, (n > 2) adalah
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En; untuk n genap
aq (Pn) =

—(n+1); untuk n ganji
> 1 k n ganjil
Bukti Lemma 2.5.2

Untuk n genap, sisi penutup minimal graf lintasan P, adalah %n. Untuk
n =2 maka P, memiliki sisi penutup minimal%n = %(2) =1. Untuk n =4
maka P, memiliki sisi penutup minimal%n = %(4) =2 dan seterusnya.
Asumsikan benar untuk n =2k maka P,, memiliki sisi penutup minimal
“n ==(2k) = k.

Akan ditunjukkan benar untuk n = 2(k + 1), yaitu untuk n = 2(k + 1)

maka P, x+1) memiliki sisi penutup minimal %n = %(Z(k i 1)) =k+1.

€1 (O] es €n €n+1
o ® O @ @ @— 000 @—@ ¢ 0:0——4

Gambar 2.14 Pembuktian Sisi Penutup pada Graf Lintasan Genap

Dari n = 2k maka P,;, memiliki himpunan sisi penutup minimal, misal
{e1,e3,s5,...,83041)} AtaU {ey, e4,€,...,€2¢}, Maka sisi penutup minimalnya
adalah k. Ambil sisi (v;, v;,41) di Py, dalam sisi ini disisipkan 2 titik. Jika (v;, vy)
menjadi sisi penutup maka (vy, v;,1) menjadi sisi penutup tambahan sebaliknya
jika (vy, v;41) jadi sisi penutup maka (v;, v,) menjadi sisi penutup tambahan. Jadi
P (k+1) memiliki sisi penutup minimal & + 1.

Untuk n ganjil, sisi penutup minimal pada graf lintasan P, adalah %(n +

1). Untuk n = 3 maka P; memiliki sisi penutup minimal %(3 + 1) = 2. Untuk
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n =5 maka Ps memiliki sisi penutup minimal = %(5 + 1) = 3 dan seterusnya.
Asumsikan benar untuk n = 2k + 1 maka P,,,,; memiliki sisi penutup minimal
adalah (n+1) =5 (Qk+ 1) +1) =k + 1.

Akan ditunjukkan benar untuk n =2(k+ 1)+ 1, yaitu untuk n =
2(k+1)+1 maka Pyki1)+1 memiliki sisi penutup minimal %(n +1) =
~QUe+1) +1) = k+2

€1 e €n Cn+1

3 €5
H—0—0—0—0—0—°°°0—0 °°°0—4¢
Gambar 2.15 Pembuktian Sisi Penutup pada Graf Lintasan Ganjil

Dari n = 2k + 1 maka P, memiliki himpunan sisi penutup minimal,
misal {ej, es, €s,...,€2k-1,€2k+1) AtAU  {€3,€4,€6,..., €2k, €241}, Maka sisi
penutup minimalnya adalah k + 1. Ambil sisi (v;, v;y1) di P, dalam sisi ini
disisipkan 2 titik. Jika (v;, v,) menjadi sisi penutup maka (vy, v;;1) menjadi sisi
penutup tambahan sebaliknya jika (vy,v;.1) jadi sisi penutup maka (v;, vy)
menjadi sisi penutup tambahan. Jadi Pj11)+1 memiliki sisi penutup minimal

k+2.

2.6 Lemma Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Sikel
Lemma graf sikel ini diperoleh dari pola titik dan sisi penutup minimal
pada graf sikel yang sudah dihitung mulai dari tiga titik sampai dengan sepuluh

titik. Berikut adalah tabel dari pola graf sikel:

Tabel 2.2 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Sikel
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Simpul | Banyak Titik | Banyak Sisi a ay
Cs 3 3 2 2
Cs4 4 4 2 2
Cs 5 5 3 3
Cs 6 6 3 3
C; 7 7 4 4
Cs 8 8 4 4
Co 9 9 5 5
Cio 10 10 5 5

Sumber: (Penelitian Dosen dan Mahasiswa, 2011)

Dari semua sikel tersebut dapat dibuat teorema tentang banyaknya titik

dan sisi penutup minimal dari sebarang graf sikel (n > 3) adalah sebagai berikut:

Lemma 2.6.1

Banyak titik penutup minimal dari graf sikel C,, (n = 3) adalah

1
—n; untuk n genap
a(Cy) =
E(n + 1); untuk n ganjil

Bukti Lemma 2.6.1

Untuk n genap, titik penutup minimal graf sikel C, adalah %n Untuk
n = 4 maka C, memiliki titik penutup minimal %n = %(4) =2. Untuk n=6

maka C, memiliki titik penutup minimal %n=§(6)=3 dan seterusnya.

Asumsikan benar untuk n = 2k maka C,;, memiliki titik penutup minimal

1 1
=ETL = E(Zk) = k.
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Akan ditunjukkan benar untuk n = 2(k + 1), yaitu untuk n = 2(k + 1)

maka C, k1) Mmemiliki titik penutup minimal %n = %(Z(k +1) =k+1.

e Vo

v’°°0°.

Gambar 2.16 Pembuktian Titik Penutup pada Graf Sikel Genap

Dari n = 2k maka C,;, memiliki himpunan titik penutup minimal, misal
{v1,V3,Vs,..., Va—1)} ataU {v,, vy, Vs, ..., V3 }. Maka kardinalitas titik penutup
minimal adalah k. Ambil sisi (v;, v;,;) di C, = 2k, dalam sisi ini v; atau v;,,
menjadi salah satu titik penutup. Sisipkan 2 titik di (v;,v;1). Misal
(Vis Ux, Uy, Vig1), Uy adalah titik penutup yang menutup sisi (v;, v) dan (vy, vy,),
v), adalah titik penutup yang menutup sisi (v,,v,) dan (v, v;,1) sehingga pada
lintasan (v;, v;44), jika v; menjadi titik penutup maka v, menjadi titik penutup
tambahan, sebaliknya jika v;,; menjadi titik penutup maka v, menjadi titik
penutup tambahan. Sehingga titik penutup tambahan adalah salah satu dari v,
atau v),. Jadi Cy(x4.1) memiliki titik penutup minimal k + 1.

Untuk n ganjil, titik penutup minimal pada graf sikel C,, adalah %(n + 1).

Untuk n = 3 maka ¢; memiliki titik penutup minimal adalah %(3 + 1) = 2. Untuk

n=>5 maka Cs memiliki titik penutup minimal adalah %(5+1)=3 dan
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seterusnya. Asumsikan benar untuk n =2k +1 maka Cyry; memiliki titik
penutup minimalnya adalah % (n+1) = é((Zk +D)+1=k+1.
Akan ditunjukkan benar untuk n=2(k+ 1)+ 1, yaitu untuk n =

2k +1)+1 maka Cys1)41 Memiliki titik penutup minimal %(n +1) =

%(2k+1+1)+1= k + 2.

e Vo

v"‘O'.

Gambar 2.17 Pembuktian Titik Penutup pada Graf Sikel Ganjil

Dari n =2k + 1 maka C,;,, memiliki himpunan titik penutup minimal,
misal {vy, v3, Vs, ..., Va—1), V2(k+1)} ataU {v, Vg, Ve, ..., Vak , Vo(k+1)}, Maka titik
penutup minimalnya adalah k + 1. Ambil sisi (v;, v;44) di C,, = 2k + 1, dalam sisi
ini v; atau v;,; menjadi salah satu titik penutup, sisipkan 2 titik di (v;, v;;1).
Misal (v, vy, vy, V1), Uy adalah titik penutup yang menutup sisi (v, v,) dan
(vx,vy) , v, adalah titik penutup yang menutup sisi(vy,v,) dan (v, v;yq)
sehingga jika pada sisi (v;, v;41), jika v; menjadi titik penutup maka v, menjadi
titik penutup tambahan, sebaliknya jika v;,; menjadi titik penutup maka v,
menjadi titik penutup tambahan. Sehingga titik penutup tambahan adalah salah

satu dari v, atau vy, Jadi Cy(x41)+1 memiliki titik penutup minimal k& + 2.

Lemma 2.6.2
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Banyak sisi penutup minimal dari sebarang graf sikel C,, (n = 3) adalah

1
—n; untuk n genap
a1(Cy) =
E(n + 1); untuk n ganjil
Bukti Lemma 2.6.2

Untuk n genap, sisi penutup minimal pada graf sikel C, adalah %n Untuk
n =4 maka C, memiliki sisi penutup minimal %n — %(4) =2. Untuk n=6
maka C, memiliki sisi penutup minimal gn - %(6) =3 dan seterusnya.
Asumsikan benar untuk n = 2k maka C,, memiliki sisi penutup minimal
sn ==(2k) =K.

Akan ditunjukkan benar untuk n = 2(k + 1), yaitu untuk n = 2(k + 1)

maka Cy(x+1) memiliki sisi penutup minimal %n = % 2(k+1) =k +1.

Gambar 2. 18 Pembuktian Sisi Penutup pada Graf Sikel Genap

Dari n = 2k maka C,, memiliki himpunan sisi penutup minimal, misal
{e1,e3,s5,...,6241)} AU {ey,e4,€,...,€2¢}, Maka sisi penutup minimalnya
adalah k. Ambil sisi (v;,v;41) di C,, dalam sisi ini disisipkan 2 titik. Misal

(Vis Ux, Uy, Vig1) Jika (v, vx) menjadi sisi penutup maka (vy, v;,.1) menjadi sisi
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penutup tambahan sebaliknya. Jika (vy,v;.1) jadi sisi penutup maka (v;, vy)

menjadi sisi penutup tambahan. Jadi C; 1) memiliki sisi penutup minimal k + 1.

Untuk n ganjil, sisi penutup minimal pada graf sikel C,, adalah %(n +1).
Untuk n = 3 maka €3 memiliki sisi penutup minimal %(n +1) = %(3 +1) =2
Untuk n = 5 maka Cs memiliki sisi penutup minimal% n+1) = %(5 +1)=3
dan seterusnya. Asumsikan benar untuk n = 2k + 1 maka C,;,.; memiliki sisi
penutup minimal %(n +1) = i(Zk +1+1)=k+1.

Akan ditunjukkan benar untuk n=2(k+ 1)+ 1, yaitu untuk n =
2(k +1) + 1 maka Cy(x+1)+1 memiliki sisi penutup minimal adalah %(n +1) =

~(2k+1+1)+1 =k+2.

.e\./e,.

n+1

Gambar 2.19 Pembuktian Sisi Penutup pada Graf Sikel Ganjil

Dari n =2k +1 maka Cy,,; memiliki himpunan sisi penutup minimal,
misal{e, es, €s, ..., €211, €2x+1} AtAU {€3, €4, €, - - -, €2k, €21+1} Maka sisi penutup
minimalnya adalah k + 1. Ambil sisi (v;, v;;1) di C,,, dalam sisi ini di sisipkan 2
titik. Misal (v;, vy, vy, v;41) jika (v, v,) menjadi sisi penutup maka (v, v;4q)
menjadi sisi penutup tambahan sebaliknya. Jika (v, v;41) jadi sisi penutup maka
(v, v,) menjadi sisi penutup tambahan. Jadi Cy(x41)+1 memiliki sisi penutup

minimal k + 2.



BAB Il

PEMBAHASAN

Suatu titik dan sisi dikatakan saling penutup pada graf G jika titik dan sisi
tersebut inciden di G. Titik penutup di G merupakan himpunan dari titik-titik yang
menutup semua sisi di G dan sisi penutup pada graf G (tanpa titik terisolasi)
merupakan himpunan sisi-sisi yang menutup semua titik di G. Di katakan minimal
karena banyaknya anggota paling sedikit atau himpunan penutup yang

kardinalnya terkecil.

3.1  Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang S,

3.1.1 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m), S}
Pembahasan pada bab ini akan dimulai dari (1) menggambar graf bintang;

(2) menentukan titik penutup minimalnya; (3) menentukan sisi penutup

minimalnya; (4) mengembangkan gambar grafnya sampai (m).SkK; (5)

menentukan titik dan sisi penutup minimalnya dari bagian 4; (6) mencari pola

pada bagian 2, 3 dan 5; dan (7) membuat sebuah lemma dan membuktikan lemma

benar secara umum.

vl

V0
e2

v3 V2

Gambar 3.1 Titik Penutup Minimal pada Graf Bintang S5
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Titik penutup minimal pada graf bintang S5 adalah 1 yakni v,. Sehingga
terlihat bahwa titik v, ini sudah dapat menutup semua sisi yang ada pada Ss.

Berikut adalah gambar sisi penutup minimal pada graf bintang S5:

vl

el

vO
e2

e3

v3 V2
Gambar 3.2 Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang S5

Sisi penutup minimal pada graf bintang S; adalah yaitu sebanyak 3, sesuai
dengan banyak sisi pada graf bintang S5 adalah 3 titik. (Perhitungan manual untuk
graf-graf bintang berikutnya di lampirkan)

Kemudian ketika graf bintang S5 dihitung sampai sengan m kali maka

menjadi (m), S3 yang gambarnya seperti di bawah ini:

vl vl vl vl
e e e e
Qooo
v0 7 vO VO
e e e e
e2 e2 e2 e2
v3 V33 V23 V2 3 v

Gambar 3.3 Titik Penutup Minimal pada Graf Bintang (m), S3

Titik penutup minimal pada graf bintang S; adalah 1. Karena masing-
masing titik pusat yang terhubung langsung, sehingga titik penutup minimal pada
graf bintang (m). S1 adalah sebanyak 1 x m. Untuk sisi penutup minimal pada

graf bintang S5 adalah sebagai berikut:
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el

vl vl
e T elT
Qooo(
3 VO 3 vO 3 vO 3 VO
e2 e2 e2 e2
v3 V2 v3 v2 v3 v2 v3

Gambar 3.4 Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m),. S

1

Sisi penutup minimal pada graf bintang S; adalah 3, karena masing-
masing titik pusat yang terhubung langsung, sehingga sisi penutup minimal pada
graf bintang (m). S3 adalah sebanyak 3 x m.

Berdasarkan penjelasan maka didapatkan pola titik dan sisi penutup minimal pada

graf bintang S; sampai dengan S,, seperti pada tabel berikut:

Tabel 3.1 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m). S

Simpul a(sn) al(sn) a((m)c 5111) al((m)c 5111)
Ss3 1 3 lxm 3xm
S, 1 4 1xm 4xm
Ss 1 5 1xm 5xm
Se 1 6 1xm 6xm
S, 1 7 1xm 7xm
Sg 1 8 1xm 8xm
So 1 9 lxm 9xm
S0 i 10 1xm 10xm
Sh 1 n m nxm

Berdasarkan Tabel 3.1 maka diperoleh lemma berikut:
Lemma 1
Titik penutup minimal pada graf bintang S,, adalah 1.
Bukti Lemma 1
Misal titik pusat adalah v,. Karena semua sisi e; insidensi dengan v,

sehingga v, menutup semua sisi di S,, atau v, berinsiden dengan e; (i =
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1,2,...,n) maka v, adalah satu-satunya titik yang menutup semua sisi. Jadi titik
penutup minimal graf bintang (S,,) adalah 1.
Lemma 2

Sisi penutup minimal pada graf bintang S,, adalah n.
Bukti Lemma 2

Misal V(S,,) = {vg, V1, V2, V3, ..., U }. Titik v4, 15, v, ..., v, tidak terhubung
langsung tetapi titik v, v,, v3, ..., U, terhubung langsung dengan v, sehingga sisi
(v;, v9) menutup titik v; dan vy (i = 1, 2, ..., n). Maka sisi penutup minimal pada
graf bintang S,, terbukti sebanyak n.
Lemma 3

Titik penutup minimal pada graf bintang (m), S; adalah m.
Bukti lemma 3

Pada graf (m).S} masing-masing titik pusat yang berurutan adalah
terhubung langsung, vyaitu (v§, vitt). Dari lemma 1 titik penutup minimal S}
adalah 1. Sehingga diperoleh titik penutup minimal pada graf bintang (m). S}
adalah m.
Lemma 4

Sisi penutup minimal pada graf bintang (m). S; adalah m x n.
Bukti iemma 4

Pada graf (m).S} masing-masing titik pusat yang berurutan adalah
terhubung langsung, yaitu (v, vit1). Berdasarkan lemma 2, sisi penutup minimal
pada graf bintang S,, adalah n. Sehingga diperoleh sisi penutup minimal pada graf

bintang (m). S} adalah m x n.
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3.1.2 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Bintang (m). SX
Ketika gambar graf bintang S,, dikembangkan yaitu setiap anting dari graf
bintang memiliki k titik maka dapat dilihat pada gambar di bawah ini:

Misal graf bintang S*:

1 e
VG.\. ....'. .

V]7../. 00 ® A i . .\.Vl
0 H (] 1
1/ \ 1
Vs 10 Tels:
Va
Gambar 3.5 Graf Bintang S¥

Ketika graf bintang S¥ sebanyak m kali dan titik pusat yang berurutan

dihubungkan langsung maka dapat dilihat gambar di bawah ini:

i Vi 2 Vi 2 " V? i

Vs I vV Vs I Vs Vs I Vs
Vl '\ / 2 \. : _/. Vz V:‘: \ : ../ Vn
NS e mm‘\'vi' . Vi Y

1’/ Jd \vl vz/ I ._,.o\VZ" v:/ I ..o\'v':

Va \ v
Gambar 3.6 Graf Bintang (m),. Sk
Lemma 5

Titik penutup minimal pada graf bintang (m). S¥ adalah

m G kn + 1) ;untuk k genap
a((m).SK) := ,untukn € N,n > 3

m (%n(k +1)+ 1); untuk k ganjil
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Bukti Lemma 5

1. Untuk k genap

Ambil v, sebagai titik penutup. Maka anting graf S¥ berupa lintasan Py, 4,

dengan (k + 1) bilangan ganjil. Jadi a(Pyx,,) = %k. Karena terdapat sebanyak n

anting maka diperoleh a(S¥) =1 + %k(n) = %nk + 1.

2. Untuk k ganjil

Ambil v, sebagai titik penutup. Maka anting graf S¥ berupa lintasan Py, 1,

dengan (k + 1) bilangan genap. Jadi a(Pj.q) =%(k+1). Karena terdapat

sebanyak n anting maka diperoleh a(S¥) = %n(k +1)+1.

Dari 1 dan 2, karena (m), S¥ terdiri dari m S} yang titik pusat berurutan
dihubungkan langsung maka titik penutup minimal pada graf bintang (m). Sk

ditunjukkan pada gambar 3.6 sehingga:

1
m (5 kn + 1) ;untuk k genap

a((m). S§) := ,untukn € Non >3

m (En(k +1) + 1); untuk k ganjil

Lemma 6

Sisi penutup minimal pada graf bintang (m). S¥ adalah

m <n Gk + 1)) ;untuk k genap

a;((m), Sk := ,untukn € N,n > 3

m Gn(k +1) + 1); untuk k ganjil

Bukti Lemma 6
1. Untuk k genap

Pada graf S pandang lintasan 1 anting berikut:
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Vo 1 2 k v,

O——0O0—0e¢ ¢¢0—0

Gambar 3.7 Lintasan Py,

Graf ini berupa Py, dengan (k + 2) adalah genap, sehingga a;(Px4z2) =
%(k+2) =%k+ 1. Dengan mengambil (v, k;) sebagai sisi penutup. Anting
lainnya berupa Pry; dengan (k+ 1) adalah ganjil maka a;(Priq) =

%((k +1D+1) = %k + 1. Karena lintasan Py, sebanyak (n — 1) lintasan maka
sisi  penutup minimalnya Gk + 1) (n—1). Sehingga diperoleh a,(SK) =

Gk+1)+(§k+1)(n—1)=(§k+1)n.

2. Untuk k ganjil
Pada graf S¥ pandang lintasan 1 anting berikut:

Vo 1 2 3 k v,

O——O——0—0 ¢ ¢ ¢ 0—O0

Gambar 3.8 Lintasan Py,

Graf ini berupa P,, dengan (k + 1) adalah ganjil, maka a;(Pyy1) =
%((2 +1D+1) = %(k +3) = %(k + 1) + 1. Dengan mengambil(v,, k) sebagai
sisi penutup. Anting lainnya berupa Pj,, dengan (k + 1) genap maka a,(Py) =
%(k + 1). Karena lintasan P, sebanyak (n — 1) lintasan maka sisi penutup
minimalnya G (k + 1)) (n —1). Sehingga diperoleh a;(S¥) = %(k +1)+1+

Gk+1)(n—1)=§n(k+1)+1-
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Dari 1 dan 2, karena (m), S¥ terdiri dari m S¥ yang titik pusat berurutan
dihubungkan langsung maka titik penutup minimal pada graf bintang (m). Sk

ditunjukkan pada gambar 3.6 sehingga:

1
( ( k+1>> ;untuk k genap
,untukn € N,yn >3

I
ay (M), S§) := 4
Ikm (—n(k + 1) + 1) untuk k ganjil

3.2  Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Roda W,,
3.2.1 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Roda (m), W}

Pertama akan dimulai dari (1) menggambar graf roda; (2) menentukan titik
penutup minimalnya; (3) menentukan sisi penutup minimalnya; (4)
mengembangkan gambar grafnya sampai (m),. W,¥; (5) menentukan titik dan sisi
penutup minimalnya dari bagian 4; (6) mencari pola pada bagian 2, 3 dan 5; dan

(7) membentuk suatu lemma dan membuktikan lemma benar secara umum.

vl

vO

v3 e3 V2
Gambar 3.9 Titik Penutup Minimal Graf Roda W5

Titik penutup minimal graf roda W; adalah 3 titik. Berikut adalah

gambar sisi penutup minimal pada graf roda Ws:
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Vi

O
Vo

V3 e V2

Gambar 3.10 Sisi Penutup Minimal Graf Roda W5

Sisi penutup minimal pada graf roda W5 adalah sisi yang ditandai
dengan warna merah. Dengan memilih kedua sisi tersebut sudah dapat menutup
semua titik yang ada pada graf roda W5. Jadi sisi penutup minimal graf roda W,
adalah 2 sisi.

Kemudian ketika graf roda W; dihubungkan sampai sengan m kali

menjadi (m), W4 yang gambarnya seperti di bawah ini:

Gambar 3.11 Titik Penutup Minimal pada Graf Roda (m), W}

Titik penutup minimal pada graf roda W5 adalah 3. Karena masing-
masing titik pusat yang berurutan terhubung langsung, maka titik penutup

minimal pada graf roda (m), W3 adalah sebanyak 3 x m.

vl vl
e e e2 e e4 e2
VO N5 VO NS
e6 e6
2 v3 3 v2 v3 o3 V2

Gambar 3.12 Sisi Penutup Minimal pada Graf Roda (m), W3
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Sisi penutup minimal pada graf roda W5 adalah 2. Karena masing-
masing titik pusat yang berurutan terhubung langsung, maka sisi penutup minimal
pada graf roda (m), W4 adalah sebanyak 2 x m.

Berdasarkan penjelasan di atas maka didapatkan pola titik dan sisi

penutup minimal pada graf roda W5 sampai dengan W, seperti pada tabel berikut:

Tabel 3.2 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Roda (m), W1

Smpul | g w,) W) | a(m).wh) | ai((m) wh)
W3 3 2 3xm 2xm
W, g 3 3xm 3xm
W5 4 3 4xm 3xm
We 4 4 4xm 4xm
W7 5 4 5) 5% ii1) 4xm
Wsg 5 5 5xm 5xm
Wy 6 5 6xm 5xm
Wy 6 6 6xm 6xm

1 1 1 1
En +1L;n genap zn +1;n genap m(zn + 1); n genap m(zn +1);n genap
Wh ) 1 y
1 . 1 1 m@ (n+ 1) + 1); n ganjil m( (n+ 1)) ganjil
E(n + 1) + 1; n ganjil E(n + 1); n ganjil 2

Berdasarkan Tabel 3.2 maka diperoleh lemma berikut:
Lemma 9

Titik penutup minimal pada graf roda W, adalah

1
—n+ 1;untuk n genap

a(Wp) =1, *

E(n + 1) + 1; untuk n ganjil
Bukti Lemma 9

Misal v, titik pusat pada W, dan (vq,v,,vs,...,1v,) adalah titik pada

sikel luar. Karena v, akan menutup semua sisi di selain sikel luar dan



1
—n;untuk n genap
a(Cy) =
E(n + 1); untuk n ganjil

_ In + 1; untuk n genap
Maka diperoleh: a(W,) = {, g
E(Tl + 1) + 1; untuk n ganjil

Lemma 10
Sisi penutup minimal pada graf roda 4, adalah

il
—n+ 1;untuk n genap

1
E(n + 1); untuk n ganjil

ar(Wy) =

Bukti Lemma 10
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Misal v, titik pusat pada W, dan (v4, vy, vs, ..., v,) adalah titik pada sikel

luar. Ambil (vy, v,) sebagai sisi penutup, maka pada C,: vy, Uy, Vs, ..., Up, V4 titik

vy sudah tertutup oleh (vy,v1). a1(Cp) = %n, untuk n genap dan tidak

terpengaruh oleh tertutupnya v;. a,(C,) ::%(n+1), untuk n ganjil dan

terpengaruh oleh tertutupnya v;, sehingga harus dikurangi 1.

_ ln + 1 ;untuk n genap
Maka diperoleh: a, (W) = 12
E(n + 1); untuk n ganjil

Lemma 11

Titik penutup minimal pada graf roda (m). W,} adalah
1
m (En +1 ) ;untuk n genap

a((m). Wy) =
m <§ (n+1)+ 1); untuk n ganjil
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Bukti Lemma 11
Pada graf (m). W, masing-masing titik pusat yang berurutan adalah

terhubung langsung, yaitu (v, vit1). Berdasarkan lemma 9, titik penutup minimal
pada graf roda W}, adalah adalah %n + 1; untuk n genap dan %(n + 1) + 1; untuk
n ganjil. Sehingga diperoleh titik penutup minimal pada graf roda(m). W}

adalah: a((m) Wl) m (%n +1 ) ;untuk n genap
ca((m =
o m G (n+1)+ 1); untuk n ganjil

Lemma 12

Sisi penutup minimal pada graf roda (m) W} adalah

1
m( n+1);untukngenap

(
a, (), W) = {
Lm > -(n+ 1)); untuk n ganjil

Bukti Lemma 12

Pada graf (m). W, masing-masing titik pusat yang berurutan adalah
terhubung langsung, yaitu (v, vit'). Berdasarkan lemma 10, sisi penutup
minimal pada graf roda W,, adalah adalah %n + 1; untuk n genap dan %(n + 1);

untuk n ganjil. Sehingga diperoleh sisi penutup minimal pada graf roda(m), W}

m (%n +1 ) ; untuk n genap
adalah: a,((m), W) = )
m (E (n+ 1)); untuk n ganjil

3.2.2 Titik dan Sisi Penutup Minimal pada Graf Roda (m), Wk
Ketika graf roda W, dikembangkan yaitu setiap sisi dari graf roda W,

diberi k titik maka graf roda W,* adalah sebagai berikut:
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Gambar 3.13 Graf Roda Wk

Ketika graf roda W,* sebanyak m kali dan titik pusat yang berurutan

dihubungkan langsung maka gambarnya sebagai berikut:

X et ﬁ - vll vil\f' ﬁ%?: ﬁ Vzl V:I\T' ...... ﬁvf
Ve \I . Mﬁ Ve \L.:\'(/.i v:\é" . .'\CT

Gambar 3.14 Graf Roda (m), Wk

Graf roda W, dapat dipandang sebagai graf bintang S,, yang titik anting

dihubungkan sehingga membentuk sikel n.

Lemma 13

Titik penutup minimal pada graf roda (m), W, adalah:

(m (% (2kn +n + 2)) ;ngenap dan k genap
a((m), Wnk) = !

I

\

1
m (5 (2kn+n + 3)) ;n ganjil dan k genap

m(nk + 1)); k ganjil,n € N,n >3
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Bukti Lemma 13
1. Untuk k genap
Pada graf W,* pandang sikel luarnya:

1
Vs _,.o/.\"--

\Va
Gambar 3.15 Graf Sikel Cp,x41)

Graf tersebut berupa Cy,+1). Jika n ganjil maka n(k + 1) adalah ganjil,
dan jika ngenap maka n(k+ 1) adalah genap. Sehingga a(Cn(k+1)) =
%(n(k +1) + 1) untuk n ganjil dan a(Cpgesny) = %(n(k + 1)) untuk n genap.

Selanjutnya pandang graf bintang tanpa titik terluarnya:

Gambar 3.16 Graf Bintang Sk—1

Graf S¥ tanpa titik terluar ini sama dengan graf S}~. Karena k genap

maka k — 1 ganjil. Sesuai bukti lemma 5, diperoleh:
1 1
a(Sk1):= En((k ~D+1)+1= Sk +1

Jadi,
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W %(n(k +1)+ %nk +1= %(an + n + 2); untuk n genap
a(W,): =
" %(n(k+1)+1)+%nk+1 =%(2kn+n+3);untuknganjil

2. Untuk k ganjil

Pada graf W,¥ pandang sikel luarnya:

1
Vs ‘..0/.\-.

\a

Gambar 3.17 Graf Sikel Cpx41)

Graf tersebut berupa C,4+1). Karena k ganjil maka (k+ 1) genap,
sehingga n(k + 1) selalu genap. Jadi a(Cps1)) = %(n(k +1)). Selanjutnya

pandang graf bintang tanpa titik terluarnya:

-
o<
/]

4
.

Gambar 3.18 Graf Bintang Sk-1

Graf S¥ tanpa titik terluar ini sama dengan graf S¥~1. Karena k ganjil

maka k — 1 genap. Sesuai bukti lemma 5, maka:

1
a(Sk1): = En(k -1D+1
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Jadi diperoleh,
1 1 1
a(Wn"):=§(n(k+ 1)) +En(k— D+1 =E(2nk+ 2)=nk+1;,n€ENn=>3

Dari 1 dan 2, karena (m). Wk terdiri dari m W)* yang titik pusat
berurutan dihubungkan langsung maka titik penutup minimal pada graf roda

(m). W,k ditunjukkan pada gambar 3.14 sehingga:

< (2kn+n + 2)> ;n genap dan k genap

(
e
kY .—
a((m). W) = {I ( MY 3)> L Mitrantcdney
\

m(nk + 1)); untuk k ganjil,n € Nyon >3

Lemma 14

Sisi penutup minimal pada graf roda (m),. W,* adalah:

< (2kn +n + 2)) ;n genap dan k genap

(
| ™
k —
v _{l < (an+n+3)>.nganﬁl dan k genap
\

m(n(k + 1)); untuk k ganjil,n € Nyn > 3

Bukti Lemma 14
1. Untuk k genap

Pada graf W,* pandang sikel luarnya:

\/a

Gambar 3.19 Graf Sikel Cp,x41)
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Graf tersebut berupa Cy(x+1). Jika n ganjil maka n(k + 1) adalah ganjil,
dan jika ngenap maka n(k + 1) adalah genap. Sehingga a(Cpasn)) =
%(n(k +1) + 1) untuk n ganjil dan a(Cyesny) = %(n(k +1)) untuk n genap.

Selanjutnya pandang graf bintang tanpa titik terluarnya:

Gambar 3.20 Graf Bintang Sk-1

Graf Sk tanpa titik terluar ini sama dengan graf S¥~!. Karena k genap

maka k — 1 ganjil. Sesuai bukti lemma 6, diperoleh:

1 1
L (S )= En((k —D+1)+1= Enk +1

%(n(k + 1)) + %nk +1= %(an + n + 2); untuk n genap

Jadi, al(Wnk):: 1 1 1
E(n(k +1)+1)+ Enk +1= E(an + n + 3); untuk n ganjil

2. Untuk k ganjil

Pada graf W,¥ pandang sikel luarnya:

1
Vs _,.r/.\'-.

\>];3‘\"'0\. °o® .</i1
\/i

Gambar 3.21 Graf Sikel Cpx41)
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Graf tersebut berupa Cpx4+q). Karena k ganjil maka (k+ 1) genap,
sehingga n(k + 1) selalu genap. Jadi  a(Crginy) = %(n(k +1)). Selanjutnya

pandang graf bintang tanpa titik terluarnya:
>
R
e 00 . b %, -
R

0:]
Gambar 3.22 Graf Bintang Sk-1

Graf Sk tanpa titik terluar ini sama dengan graf S¥~!. Karena k ganjil
maka k — 1 genap. Sesuai bukti lemma 6, maka:
1
a, (S = En((k -—D+1)+1
Jadi diperoleh,

al(Wn"):zé(n(k +1)) +%n((k - D+1)+1=nk+1);neNn=3

Dari 1 dan 2, karena (m). Wk terdiri dari m W/} yang titik pusat
berurutan dihubungkan langsung maka sisi penutup minimal pada graf roda
(m). Wik ditunjukkan pada gambar 3.14 sehingga:

m G (2kn+n + 2)) ;n genap dan k genap

(
I
a;((m), Wk =={ 1
1((m)e W) Im(;(an+n+3)>;nganfildankge"ap

m(n(k + 1)); k ganjil,n € N,n > 3



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada BAB I1ll, maka diperoleh kesimpulan
berikut:
1. Graf bintang (m).S¥ dengan n € N,n > 3. maka rumusan titik dan sisi
penutup minimal masing-masing adalah:
a. a(S,) = 1dan a;,(S,) =n.

b. a((m).SE) = mdan a;((m),SE) =mxn.

(). $5) m G kn + 1) ;untuk k genap
c. a((m). Sy) =
o m Gn(k +1) + 1); untuk k ganjil

m (n (—;—k o= 1)) ;untuk k genap
dan a; ((m), S§) = .
m (En(k + 1)+ 1); untuk k ganjil

2. Graf roda (m) W,¥ dengan n € N,n > 3. maka rumusan titik dan sisi penutup

minimal masing-masing adalah:

In+1 ;untuk n genap
o— 2
a. a(Wy,) =1, )
5+ 1) +1; untuk n ganjil

In+1 ;untuk n genap
al(Wn) = 1 2
> (n+1); untuk n ganjil

1
m ( -n+ 1) ;untuk n genap
b. a((m) W) = 2
o m (% (n+1)+ 1) ; untuk n ganjil

52
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( n+ 1) ;untuk n genap

dan a; (M) Wy) = {
( (n+ 1)) untuk n ganjil

m (% (2kn+n + 2)) ;ngenap, k genap
c. a((m) W) dan a,((m). W) := \
m (E (2kn+n + 3)) ;nganjil, k genap

a((m)cwnk) = {m(nk + 1)

dan a;((m), WF) = {m(n(k + 1)); k ganjildann € N,n = 3

42  Saran

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis hanya memberikan saran kepada
pembaca yang tertarik pada permasalahan ini supaya mengembangkannya dengan
membangun lemma dari titik dan sisi penutup minimal pada graf yang lainnya

dengan memanfaatkan lemma-lemma yang sudah ada sebelumnya.
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LAMPIRAN
LAMPIRAN 1
Gambar titik dan sisi penutup minimal pada Graf Bintang

1. Graf bintang S,:

vl

V2
el e2
v0
e4 e3
va v3
a (54) = 1
vl
vl v2 vl v2 vl v2 v
el e2 el e2 el &2 el e2
Qo oo
V0 V0 V0 VO
e4 e3 e4 e3 o4 e3 e4 e3
va v3 va v3 v4 v3 v4 &

a((m)c S3) =1xm

vl v2
el e2
vO
e4 e3
Vi v3

a;(Sy) =4

Ve v2 oY 2o v2 Y \Y
el e2 el e2 el e2 el e2
Qooo0(
VO vO vO vO
e4 e3 e4 e3 ed e3 ed e3
v3 v3 Vi Ve

a (M), 1) = 4xm

<,
<
w
<
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V5

v5

Graf bintang S5:

vl
el
v5 e2 Ve
e5
VO
e4 e3
v4 v3

vl
el
e2
e5
VO
e4 e3
v4 v3
vl
el
VB
v5 e2 “
e5
vO
e4 es3
va v3
a;(Ss) =5
vl vl vl
el el el
v2 V2 v2
e2 V5 e2 V5 e2
e5 e5 e5
VO VO Vo
o4 e3 o4 e3 (¥ e3
v4 v3 v4 v3 \Z v3

ay((m) S5) =5xm
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3. Graf bintang S¢:

vl
©)
v6 el V2
e2
e6
vQ) e3
e5
VS e4 va
©)
va
aiS ) =l
vl vl vl vl
o o o o
V6 el vo V6 el v2 V6 el v2 V6 il
e2 G2
€6 e6 e6
Qooo0
vQ &3 vQ e3 vl
e5 e5 e5
V5 e4 v3 V5 e4 v3 V5 e4 v3 V5 e4
O O O O
va v4 va va
1y —
a((m), Sg)=1xm
vl
©)
v6 el V2
e2
e6
Y e3
&6
v5 ed V3
C)
va
a;(Sg) =6
vl vl
v6 el V2 V6 el 28 el 2 ve el
e2 e2 e2
e6 e6 6 6
Qooo(>
v e3 v e3 v e3 v
e5 e5 5 es
" e4 3 V5 e4 38 ed v3 vs e4
O (o)

[e)

va

va

a (M) Sg) = 6xm

e2

e3
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4. Graf bintang S5:

V5

a((m);S7) =1xm

vl

o (M) $7) =7xm

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG

AL LIBRARY

CENTI



5. Graf bintang Sg:

v8

VT O—

V6

vl
©]
v8 V2
el
e2
e8
e3 3
v7O o7 QV<
0
ed
e6
e5
Vv \Z3
O
V&
a;(Sg) =8
W N Y '
S\ 3@ RN @
5 e3 3 &
e e
- ob - o
e e
fo \e VA q fo \e e
N N N N

a((m). Sg) =8xm
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6. Graf bintang So:

v3 g

a((m).S3) =1xm

e3 V3 v

a;((m)S3) =9xm
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7. Graf bintang S1o:

VA

il W A
Ol S =0l & i
vl
v10 Q v2
el e2
el0
V9, e3 V3
e9
el
e8
v8 e5 V4
e7
e6
v7 o V5
V6
a;(S10) =10
vl vl vl vl
vi0 Q v2 vi0 (@] ” v10 Q v2 v10 Q@
el e2 el e el 2 N el
el0 el0 €
9 ey €9 Ooo0002
e4 e4 e4
es 8 es es
v8 e5 LZ e5 va v8 e5 v4 v8 8
e7 e6 €7 |6 e e6 € e6
v7 Ie) V5 Vi 5 v7 fe) V5 v7 o
V6 S?; v6 V6

ay((m), 5110) =10xm

v2

V5

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



LAMPIRAN 2

Gambar titik dan sisi penutup minimal pada graf roda.

1. Grafroda W,:

P P
£ < o A S e
& Y ) %

S ®© e S
e 3 ® )

& Rt 2 & S )

ar((m)c W) =3xm
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2. Graf roda Ws:

a;((m)Wg) =3 xm
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ONVIVIN 40 ALISHIAINN DINVTISI 31VLS NIHVAEEI MITTVIN VNVTINVIA 40

a; (W) =4

a((m); Wg) =4xm

3. Graf roda Wg:

a;((m) W) =4xm



4. Graf roda W:
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5. Graf roda Wg:

a;((m);Wg) =5xm
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6. Graf roda Wy:

a;((m); W) =5xm
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7. Graf roda Wy:

ay((m), W110) =6xm
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