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ABSTRAK

Nisa’, Fitrotin. 2011.Centralizer, Normalizer, dan Center Subgrup dari Grup
Simetri-n  (S,,°). Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malikdhim Malang.
Pembimbing: (I) Evawati Alisah, M.Pd

(I Abdul Aziz, M.Si

Kata kunci: grupsimetri-n (S,,°), subgrupcentralizer, normalizer, center

Matematika mempunyai beberapa cabang keilmuan yeesing-masing
mempunyai penerapan dengan berbagai disiplin iaimu Balah satu dari cabang-
cabang ilmu tersebut adalah Aljabar abstrak. Belzemgaokok bahasan dalam
Aljabar adalahcentralizer, normalizer, dan center subgrup dari grup simetn-
(Sp0). Grup simetrin (S,,°) Grup Simetrin (S,,°) merupakan himpunan
berhingga yang terdiri dam elemen yang merupakan fungsi satu-satu dari
himpunan S ke himpunan S itu sendiri. Jumlah eledangrup simetri adalah nl.
selanjutnya, subgrup dari grup simetri yang terdi#ii elemen rotasi dan refleksi
ternyata juga memenuhi aksioma-aksioma grup, yaitu
Sp =1{ry, 1 .10 f1, for -, fn} dengan r yang menunjukkan rotasi dan f yang
menunjukkan refleksi. Subgrup ini tidak abelianhisgga terdapat suatu pola
dalam menentukagentralizer, normalizer, dancenter dari subgrupnya.

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adatetode penelitian
pustaka, dengan langkah-langkah penelitian sebagakut: (1) merumuskan
masalah; (2) Mengidentifikasi unsur-unsur dayri- So; (3) Menentukan subgrup
dari S3 - So; (4) Menentukarcentralizer semua subgrup pada masing-masing
So; (5) Menentukarcenter semuaS; - So; (6) Menentukamormalizer semua
subgrup padaS; - So; (7) Membuat pola umum banyaknya subgrup, tipe
centralizer, normalizer, dancenter subgrup di grup simetn; (8) Membuktikan
pola umum banyaknya subgrup di grup simefritipe dari centralizer,
normalizer, dancenter subgrup di grup simetn; (9) Membuat kesimpulan.

Hasil dari penelitian ini adalah: (1) Pola banyakisybgrup dag,, adalah
n + 3 untukn bilangan prima, dan(n) + b(n) untukn bilangan komposit. (2)
Pola centralizer dari P,, n bilangan prima adalali () = Sy, Cs, (Sy) = 1,
Cs,(A) =AA+#{r,};A+S,. Dan untuk bilangan kompositCs ({r,}) =

Cs, ({rg, rn}) = Sy Cs, ({rn' Tn_Lk}) = {ry, 13 ..., Tn 1G5, ({ry, £i}) = {Tg' Tn:fi'fj};

Cs, (4) = {rn )., 4 # {rn,rn_]c} +{r,f}. (4 pola normalizer dari S,, n

bilangan prima adaIaNSn(rn,lfi) = (tw, f1), N5, (A) = Sy, A # {r,, fi}. Dan untuk
bilangan komposit Ng (ry, ;) = I'n, T2, fi, fj; N, (rn,rg, fi,f]-) =S,; (5) Pola
center dari S,, adalahZ(S,) = r, untukn bilangan prima, da&(s,,) = (r», 1)

untukn bilangan komposit. ’

XVi



ABSTRACT

Nisa’, Fitrotin. 2011 Centralizer, Normalizer, and Center of Subgroup from n-
Symmetric Group (S,,°). Thesis. Department of mathematics, faculty of
science and technology, The State Islamic UniyersitMaulana Malik
Ibrahim Malang.

Advisors: (I) Evawati Alisah, M.Pd
(1) Abdul Aziz, M.Si

Keywords: n-symmetric group(S,,°), subgroup, centralizer, normalizeenter

Mathematics has same of branch of science of g&ets application with
otherof all sorts of disciplines of sciences. Omehose branches of science are
abstract algebra. Some of the this topic at algal@eacentralizer, normalizeand
center of subgroup from-symmetric groug(S,,°). n-symmetric group(S,,,°) is
finite set consist oh element is one to one function from s$eto itself. The
number of element from symmetric groupris Furthermore, subgroup from
symmetric group consist of element of rotation agitection also fulfill axioms
of group, that isS,, = {ry, 75, ..., T, f1, fo, -, fn} With r shows the rotation anfl
shows the reflection. This group is not abelian,tisat there is an pattern to
determining centralizer, normalizemd center fromthese subgroup.

In this research, research method the used isomheésearch of book with
the following research step: (1) formulating probje(2) identifying elements
from S5 - Sy; (3) determining subgroupfro®, - Py; (4) determining centralizer of
all subgroup at eac$y - So; (5) determining center of af; - So; (6) determining
centralizer of all subgroup at eaéh - So; (7) making general pattern of the
number of subgroup, type centralizer, normalize, @nter subgroup general; (9)
making conclusion.

The result from this research are: (1) patterrthef number of
subgroupsS,, isa(n) + 3 for n is prime number, andn) + b(n) for n composite
number; (2) pattern of centralizer & , n is prime number i€ (1) = Sy,
Cs,(Sp) =1, Cs,(A) = A A+ {r,;A+S,. And for composite number is

G, (D) = G, ({raura)) = Sus Cs, ({rm ) = e i, s =

{72’ rn,ﬁ-,jj-}; Cs, (A) = {rg rn}, A+ {rn, rnTk} # {r,,fi}; (3) pattern of
normalizer t0oS, , n is prime number isNg (1, fi) = (1, fi), Ns, (4) = Sp,
A = {n, fi}. And for composite number is
Ng (rp,f;) = n, T2, fi, f; Ns, (r“'rg' fi,fj) = S,; (5) pattern of center t§,, , n is
prime number i€ (S,) = n,, and for composite numberigs,,) = (r;, ).
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara bahasa, kata “matematika* berasal dari bahasa Yunani yaitu
“mathema” atau mungkin juga ‘“mathematikos” yang artinya hal-hal yang
dipelajari. Orang Belanda menyebut matematika dengan wiskunde yang artinya
ilmu pasti. Sedangkan orang Arab menyebut matematika dengan ‘ilmu al-hisab,
artinya ilmu berhitung (Abdussakir,2007:5). Sedangkan secara istilah, sampai saat
ini belum ada definisi yang tepat mengenai matematika. Definisi-definisi yang
dibuat para ahli matematika semuanya benar menurut sudut pandang tertentu.
Meskipun belum ada definisi yang tepat, matematika mempunyai ciri khas yang
tidak dimiliki pengetahuan lain, yaitu merupakan abstraksi dari dunia nyata,
menggunakan bahasa simbol, dan menganut pola pikir deduktif, yaitu pola
berpikir yang didasarkan pada kebenaran-kebenaran yang secara umum sudah
terbukti kebenarannya.

Sebagaimana sumber ilmu pengetahuan lainnya, sumber studi matematika
dalam Islam adalah tauhid, yaitu ke-Esa-an Allah. Akan tetapi al-Qur’an tidak
mengangkat metode baru dalam masalah ini, melainkan telah menunjukkan
tentang adanya eksistensi dari sesuatu yang ada di balik alam semesta itu sendiri.
Alam semesta serta segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang
cermat dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan

rumus-rumus serta persamaan yang seimbang dan rapi.



Dalam al-Qur’an surat al-Qamar ayat 49 disebutkan

Artinya: Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatIJ menurut ukuran.

Ayat diatas menjelaskan bahwa semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada
hitung-hitungannya, ada rumus-rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli
matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya
menemukan rumus atau persamaan (Abdussakir, 2007: 80). Jadi, matematika
sebenarnya telah diciptakan sejak zaman dahulu, manusia hanya menyimbolkan
fenomena-fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari.

Manusia dianugerahi Allah petunjuk dengan kedatangan sekian rasul
untuk membimbing mereka. Allah juga menganugerahkan akal agar mereka
berpikir tentang kebesaran Tuhan. Semua anugerah itu termasuk dalam sistem
yang sangat tepat, teliti, dan rapi yang telah ditetapkan Allah SWT. Sebagaimana

dalam al-Qur’an surat al-Furgaan ayat 2 berikut:

-

s ~ R o .7 JE - o i/ - Do
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z 5/}/{// /{} //// ’}5,.4
f;‘\:\ DXl -t A | s
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Artinya: Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagiNya dalam kekuasaan(Nya),
dan Dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya (Q. S. Al-Furgaan: 2).

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas dari permasalahan.

Permasalahan-permasalahan tersebut menyangkut berbagai aspek yang

memerlukan suatu pemahaman melalui suatu metode dan ilmu tertentu untuk



menyelesaikan masalah tersebut. Matematika merupakan salah satu cabang ilmu
yang mendasari berbagai macam ilmu dan selalu menghadapi berbagai
permasalahan yang kompleks sehingga penting untuk dipelajari. Ilmu aljabar
abstrak merupakan salah satu cabang matematika yang penting dan banyak
manfaatnya karena teori-teorinya dapat diterapkan untuk memecahkan masalah
dalam kehidupan sehari-hari. Ilmu aljabar yang merupakan bagian dari ilmu
matematika, pada dasarnya berkembang pesat karena dia berhubungan dengan
himpunan, grup, dan lain sebagainya.

Menurut Raishinghania dan Aggarwal (1991:13), penulis dapat
menyimpulkan bahwa grup merupakan sebuah pasangan berurutan (G,°) dimana

G adalah sebuah himpunan dan "o " adalah sebuah operasi biner pada G yang
memenuhi aksioma-aksioma tertentu yaitu tertutup, bersifat assosiatif, memuat
identitas, dan memuat invers dari setiap elemennya. Seperti konsep dalam
himpunan, dalam grup juga terdapat subgrup yaitu jika (G,°) grup, H S G, maka
(H,°) adalah subgrup dari grup (G,°) jika (H,°) juga grup. Dalam grup juga
dipelajari tentang centralizer, normalizer, dan center dari suatu grup yang
menunjukkan sifat komutatif dari elemen-elemen tertentu pada grup tersebut.
Grup Simetri-n (S,,°) merupakan himpunan berhingga yang terdiri dari n
elemen yang merupakan fungsi satu-satu dari himpunan S ke himpunan S itu
sendiri. Jumlah elemen dari grup simetri adalah n!. Grup simetri bukan merupakan
grup abelian, maka memungkinkan adanya suatu pola dalam menentukan

banyaknya subgrup, tipe centralizer, normalizer, dan center dari grup simetri-n.

Akan tetapi, Bagaimana jika centralizer, normalizer, dan center dikenakan pada



obyek subgrup? Apakah akan terdapat suatu pola seperti pada grupnya?
Bagaimana pola yang dihasilkan?

Berdasarkan latar belakang tersebut, peneliti tertarik untuk membahas
tentang ““centralizer, normalizer, dan center subgrup di grup simetri-n (S,,°) ”
dengan harapan dapat lebih memperdalam materi dan dapat memberikan referensi
yang berhubungan dengan penelitian tersebut. Hasil dari penelitian ini dapat
dijadikan teorema sebagai tambahan pustaka perkuliahan, khususnya bidang

aljabar.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini
adalah:
1. Bagaimana pola banyaknya subgrup dari subgrup simetri-n (S,,,°) yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi?
2. Bagaimana pola centralizer subgrup di subgrup simetri-n (S,,,°) yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi?
3. Bagaimana pola normalizer subgrup di subgrup simetri-n (S,,c) yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi?
4. Bagaimana pola center dari subgrup simetri-n (S,,,o) yang terdiri dari

elemen rotasi dan refleksi?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mengetahui pola banyaknya subgrup dari subgrup simetri-n (S,,0) yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi.

2. Mengetahui pola centralizer subgrup di subgrup simetri-n (S,,,°) yang terdiri
dari elemen rotasi dan refleksi.

3. Mengetahui pola normalizer subgrup di subgrup simetri-n (S,,,°) yang terdiri
dari elemen rotasi dan refleksi.

4. Mengetahui pola center dari subgrup simetri-n (S,,,0) yang terdiri dari elemen

rotasi dan refleksi.

1.4 Batasan Masalah
Dalam penelitian ini, subgrup dari grup simetri yang digunakan adalah

terdiri dari elemen rotasi dan refleksi yang juga memenuhi aksioma-aksioma grup.

1.5 Manfaat Penelitian
1. Bagi Penulis
Peneliti memperoleh tambahan pengetahuan tentang Aljabar Abstrak,
khususnya tentang centralizer, normalizer, dan center subgrup dari
subgrup dari subgrup simetri-n (S,,°) yang terdiri dari elemen rotasi dan

refleksi.



2. Bagi Lembaga
Sebagai tambahan pustaka untuk bahan perkuliahan tentang centralizer,
normalizer, dan center subgrup dari subgrup dari subgrup simetri-n (S,,,0)
yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi.

3. Bagi Pembaca
Pembaca memperoleh pengetahuan tambahan mengenai salah satu materi
disiplin ilmu Matematika, yaitu bidang Aljabar Abstrak, khusushya
tentang centralizer, center, dan normalizer subgrup dari subgrup dari

subgrup simetri-n (S,,,0) yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi.

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode studi literatur
yaitu penelitian yang dilakukan dengan mengumpulkan teori dan informasi yang
berhubungan dengan penelitian dengan bantuan referensi yang terdapat di ruang
perpustakaan seperti buku-buku.
Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah
sebagai berikut:
1. ldentifikasi masalah mengenai permasalahan yang ada pada centralizer,
normalizer, dan center subgrup dari grup grup simetri-n (S,,,0).
2. Mengumpulkan sumber-sumber referensi pendukung dari internet yang
berupa definisi, sifat-sifat, dan teorema-teorema tentang grup, subgrup,

centralizer, normalizer, dan center, dan grup simetri-n (S,,,0).



Merumuskan masalah tentang centralizer, normalizer, dan center subgrup

dari grup simetri-n (S,,°).

Mengumpulkan data berupa penentuan subgrup, centralizer, normalizer, dan

center, dari grup simetri-n (S,,°) yang dimulai dari n = 3 sampai dengan

n =09,

a.

b.

Menganalisis penentuan pola:

Mengidentifikasi unsur-unsur dari S5 sampai dengan S,.

Menentukan subgrup dari grup simetri-3 (S3,0) sampai dengan grup
simetri -n (S;,,0).

Menentukan centralizer semua subgrup pada masing-masing grup
simetri-3 (S3,0) sampai dengan grup simetri-n (S,,,°).

Menentukan center semua grup simetri-3 (S3,0) sampai dengan grup
simetri-n (S,,,°).

Menentukan normalizer semua subgrup pada masing-masing grup
simetri-3 (S3,0) sampai dengan grup simetri-n (S,,,°).

Membuat pola umum banyaknya subgrup dari grup simetri-n (S,,,°), tipe
dari centralizer, normalizer, dan center subgrup di grup simetri-n (S,,°).
Membuktikan pola umum banyaknya subgrup di grup simetri-n (S,,°),

tipe dari centralizer, normalizer, dan center subgrup di grup simetri-n

(Sn0).-

6. Merumuskan kesimpulan dari hasil pembahasan yang telah dikemukakan

berdasarkan rumusan masalah.



1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah pembaca memahami tulisan ini, penulis membagi
tulisan ini kedalam empat bab sebagai berikut:

1. BAB | PENDAHULUAN : Dalam bab ini dijelaskan mengenai latar
belakang masalah, permasalahan, batasan permasalahan, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika pembahasan

2. BAB Il KAJIAN TEORI : Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang
mendasari dalam teori yang dikaji, yaitu definisi grup beserta contohnya,
sifat-sifat sederhana grup beserta teorema dan bukti, definisi centralizer,
definisi normalizer, dan definisi center, dan definisi grup simetri beserta
contohnya.

3. BAB Ill PEMBAHASAN : Bab ini membahas tentang analisis penentuan
pola yang diperoleh berupa subgrup-subgrup dan banyaknya subgrup, tipe
centralizer, normalizer , dan center subgrup dari grup grup simetri-n
(5,,°), dan pola-pola umum beserta buktinya.

4. BAB IV PENUTUP : Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir

penelitian dan beberapa saran bagi pembaca dan peneliti selanjutnya.
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BAB I

KAJIAN TEORI

2.1 Fungsi

Definis 1:
MisalkanX danY adalah dua himpunan yang tidak kosong. Suatu fyhgs
dari X keY, dilambangkan dengafi X — Y, adalah aturan yang memetakan
setiap elemel tepat satu pada elem&nX adalah domain dari fungsi d&n
adalah himpunan kodomainnya. Jilya adalah elemen yang unik
dipetakan oleh fung:f ke elemerx, kita katakan bahwy. adalah peta dax
danx adalah prapeta deyi dan kita tulisy = f(x). Himpunanf (X) disebut
range fungsi. Range fungsi adalah himpunan bagiam kbdomainnya

(Balakrishnan, 1991:7).

Gambar 2.1 Fungsif

Himpunan f ={(1,b),(2,a),(3,¢),(4,d)} merupakan fungsi darid =
{1,2,3,4} ke B ={a, b, c,d}. Setiap elemen daA dipetakan tepat satu pada

B, 1 dipetakan tepat satu ke 2 dipetakan tepat satu ke 3 dipetakan tepat
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satu kec, 4 dipetakan tepat satu Ke Hal ini dapat ditunjukkan pada gambar

2.1. Gambar seperti pada gambar 2.1 biasa disebged diagram panah.

Definis 2:

a) Misalkanf adalah fungsi darh ke B. Fungsif disebut fungsi 1-1 jika untuk
setiapx, y € A denganf(x) = f(y), makax = y. Dengan kata lain dapat
dinyatakan bahwa fungdi adalah 1-1 jika untuk setiap, y € A dengan
x # y, makaf(x) # f(y). Fungsi 1-1 sering juga disebut dengan fungskii]
(Bartle dan Sherbert, 2000:8).

b) MisalkanA danB adalah himpunan, dghadalah fungsi dad ke B. Fungsi
f disebutfungsi ontojika R(f) = B. Jadi,f: A —» B disebut fungsi onto jika
untuk setiapy € B maka adax € A sehinggaf(x) = y. Fungsi onto sering
disebut juga fungsi surjektif atau fungsi pgBartle dan Sherbert, 2000:8).

c) Suatu fungsi yang sekaligus injektif dan surjekdifebut fungsi bijektif

(Bartle dan Sherbert, 2000:8).

2.2 Bilangan Prima dan Keterbagian

Jikap adalah suatu bilangan bulat positif lebih dafpI> 1) yang hanya
mempunyai pembagi positif 1 dan makap disebut bilangan prima. Jika suatu
bilangan bulatg > 1 bukan suatu bilangan prima, makadisebut bilangan
komposit (Muhsetyo, 1997: 92).
Contoh: Bilangan-bilanga®, 3, dan5 adalah bilangan-bilangan prima, sebab:
» 2 adalah bilangan positif yang hanya mempunyai @gintositif 1 dan 2

« 3 adalah bilangan positif yang hanya mempunyai einositif 1 dan 3
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» 5 adalah bilangan positif yang hanya mempunyai @gintositif 1 dan 5
Bilangan-bilangard, 6, dan15 adalah bilangan-bilangan komposit, sebab:
* 4 adalah bilangan positif yang mempunyai pembagipagi positif 1, 2, dan
4, tidak hanya 1 dan 4
* 6 adalah bilangan positif yang mempunyai pembagiagi positif 1, 2, 3,
dan 6, tidak hanya 1 dan 6
» 8 adalah bilangan positif yang mempunyai pembagiksgi positif 1, 3, 5,
dan 15, tidak hanya 1 dan 15
Suatu bilangan bulah adalah habis dibagi oleh suatu bilangan bulat
m # 0 jika ada suatu bilangan bulatsehinggan = mx, dinotasikan dengam|n
(dibacaimm membagin, n habis dibagin, m faktorn, ataun kelipatan dari m) dan
m t n (dibacam tidak membagn, n tidak habis dibagin, m bukan faktom, atau
n bukan kelipatan dann). Jika suatu bilangan bulat dibagi oleh suatunigiéan
bulat lain, maka hasil pembagiannya adalah bilarigdat atau bukan bilangan
bulat. Misalnya jika 30 dibagi 5 maka hasil bagiagialah bilangan bulat 6; tetapi
jika 30 dibagi 4, maka hasil baginya ada¥ah bukan bilangan bulat (Muhsetyo,

1997; 43).

2.3Grup
231 Operas Biner
Dummit dan Foote (1980: 17) menyebutkan definigi d@erasi biner

sebagai berikut:
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n

1. Operasi binef o " pada suatu himpunah adalah suatu fungsiG X G - G.
Untuk setiapm, b € G dapat dituliskam o b untuke (a, b).

2. Suatu operasi bin€ro " pada suatu himpunah adalah assosiatif jika untuk
setiapa, b,c € G,ao(boc) =(aob)oc.

3. Jika "o" operasi biner pada suatu himpun&n elemen-elemer, b € G
dikatakan komutatif jika o b = b o a. Dikatakan' o " (atauG) komutatif jika
untuk setiam, b € G,aob =b o a.

Contoh: MisalkarB = himpunan bilangan bulat. Operasi + (penjumlalradaB

merupakan operasi biner, sebab operasi + merupadsaetaan dariB x B) —

B, yaituV(a,b) € B x B maka(a + b) € B. Jumlah dua bilangan bulat adalah

suatu bilangan bulat pula. Operasi(pembagian) pad& bukan merupakan

operasi biner pad& sebab terdapaia, b) € B X B sedemikian sehinggéa +

b) ¢ B, misalnya(3,4) € B X B dan(3:4) ¢ B (Sukirman, 2005: 35).

2.3.2 Definisi Grup

Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dagragpo pada G
adalah suatu operasi biner, maka menurut Raishmglaan Aggarwal (1991:13)
adalah himpunan G bersama-sama dengan operaselatar ditulis(G,o) adalah
suatu grup, bila memenuhi aksioma berikut, yaitu:
1. operask bersifat assosiatif

Va,b,c € G,(aeb)oc=aco(boc)
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Yaitu setiap himpunan G yang beranggotakan a, ,bmaka berlaku
sembarang operasi biner dengan mendahulukan komyk@meponen yang
satu dan atau mengemudiankan komponen-komponedutrssa.

G memuat elemen identitas, misal

Jde€ G 3Va€e(Gberlakuael =lca=a

Yaitu himpunan G mempunyai satu elemen identitasyyaengakibatkan
setiap anggota dari G yang apabila dioperasikamgatendentitas tersebut
akan menghasilkan elemen itu sendiri beserta kdifnyta.

setiap unsué mempunyai invers di dalam G pula.

VYa € G,3a"! € G,a™! adalah invers dari a, sedemikian sehingga:z™! =

Y oa=—1I

a
Yaitu Setiap himpunan G yang beranggotakah, c, maka elemen tersebut

akan mempunyai invers yang merupakan elemen G pula.

Jika (G, o) suatu grup yang memenuhi sifat komutatif, y&ftue b € G berlaku

ao b = b o a, maka(G,0) disebut grup komutatif atau grapelian

Dari definisi grup di atas dapat disimpulkan bahsumtu himpunarG

yang tidak kosong, dimana himpun&rdengan operasidikatakan sebagai grup

jika memenuhi operasibersifat tertutup, operasibersifat assosiatit; memuat

elemen identitas, dan setiap un6umempunyai invers di dalam pula.

Contoh: MisalkanZ adalah himpunan bilangan bulat, mal#a+) adalah grup

karena berlaku:

1. Untuk setiapa, b € Z maka(a + b) € Z. Jadi, operast adalah operasi biner

padaz, atau dengan kata lain operas{penjumlahan) tertutup .
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2. Untuk setiapa,b,c € Z makaa+ (b +c) = (a+ b) + c. Jadi,Z dengan
operasH- (penjumlahan) memenuhi sifat assosiatif.

3. Terdapat elemen identitas yalile Z sedemikian sehingga+0=0+a =
a, untuk setiam € Z.

4. Untuk setiam € Z terdapat~?! yaitu(—a) € Z sedemikian sehingga

a+(—a)=(—-a)+a=0

Elemen(—a) adalah invers daui.

Karena himpunaf dengan operasi + (penjumlahan) memenuhi aksiorsiaala

grup, mak&Z, +) adalah grup.

2.3.3 Sifat-Sifat Grup

Jika G adalah sebuah grup dengan opesa@i,o), maka menurut Dummit dan

Foote (1991: 19) berlaku:

(1) Identitas diG adalah tunggal

(2) Untuk setiam € G,a™! adalah tunggal

Bukti :

Bukti dari sifat-sifat grup (1) dan (2) menurut Domb dan Foote (1991: 19) :

(1) Jikaf dang keduanya identitag,, g € G, maka dengan aksioma dari definisi
grup fog=f (ambil a =f dan [ = g). Dengan aksioma yang sama
fog=g (ambila = g danl = f). Jadi,f = g. Jadi, identitas daG adalah
tunggal.

(2) Diasumsikarb danc keduanya invers dasi, misall identitas dart;. Dengan

aob =1dancea = I, sehingga
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c=col [definisil]
=co(aob) [I=a-b]
=(coa)ob [sifat assosiatif]
=1lob [ =coad]
=b [definisi]

Jadi,c = b. Jadi, invers daa adalah tunggal.

Teorema
Misalkan G suatu grup, maka menurut Sukirman (2005:47) adatdbk setiap
a,b U G berlaku:
1. (a™H™ !t =adan
2. (ab)"'=b"1a?
Bukti
1. Misalkan(G,°) adalah sebuah grup dengan operasiaka untuk setiap € G
terdapat a™! € G, sehingga diperolelnoa™ = a™loa =1 (I adalah
elemen identitas).
(i) acal=1
(@acaMo(@)t=lo(a )"
ao(ato(a) ™) =((a V! [menggunakan sifat assosiatif]
aol =(@H™?

a=("1H1

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(i) aloa=I
(@Hte(@atoa)=(aH) ol
(@ toaHoa=(at)? [menggunakan sifat assosiatif]
loea=(a})?
a=(@hH1?

Dari pembuktian (i) dan (i), maka terbukti bahge!)™! = a.

2. Misalkan c¢=(aobh)™!, maka diperoleh (aecb)oc=1. Dengan
menggunakan sifat assosiatif diperoleho (boc) =1. Kedua ruas
dioperasikan dengari ! dari kiri untuk memperoleh bentuk:

alo(ao(boc))=atol
Jika pada ruas kiri dikenakan sifat assosiatif gada ruas kanan dikenakan
definisi identitad, maka diperoleh:
(@toa)o(boc)=a?
Io(boc)=a? [definisi identitas]
(boc)=at [definisi identitas]
Kedua ruas dioperasikan dendart, maka diperoleh:

b™lo(boc)=b"loqg!

(bYob)oc=b"toq? [menggunakan sifat assosiatif]
loc=b"1oq™? [definisi identitas]
c=b"loqg™? [definisi identitas]
(aob)yt=b"1oq™? [definisic]

Jadi terbukti bahwéa o b)™* = (b~ 1) o (a™1).
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Teorema sifat penghapusan atau kanselas
Jika G suatu grup, makgtuk setiapt, b, ¢ € G berlaku:
(1) jika ab = ac, maka b = c (sifat kanselasi kiri)
(i) jika ac = bc, maka a = b (sifat kanselasi kanaokif®an,2005:47).
Bukti
i) Ambil sembarang, b, c € G dan diketahui bahwao b = a o c, maka
alo(aob)=atlo(aoc) [G grup dam € G, makaa™! € (]
(a@loa)ob = (a"toa)oc [sifat assosiatif]
lob=1Ioc [definisi identitas]
b=c
i) Ambil sembarang, b, c € G dan diketahui bahwa o ¢ = b o ¢, maka
(acc)oc = (boc)oc™! [G grupdarr € G, makac™? € G]
ao(coc ) =hbo(coc™!) [sifat assosiatif]
aol=bhbol [definisi identitas]

a=>b

2.4 Subgrup

Sub himpunan tak-kosonfg dari suatu grug: dikatakan subgrup dad
jilka H membentuk grup terhadap operasi yang sama paga: dgitderstein, 1975:
37).
Bila (G, o) suatu grup dan H subset tidak kosong dari G. nfeka ) disebut
subgrup dari (G¢) bila

0] a,b € Huntuk tiapa o b € H (tertutup)
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(i) a~! € Huntuk tiapa € H (keberadaan invers) (Wahyudin,1989:74).
Bukti:
Untuk membuktikan teorema tersebut, perlu dibuktikandisi perlu dan kondisi
cukup bagi subgrup. Kondisi perlu bagi subgrup augika (H,c) < (G,o) maka
Va,b € H berlakua o b € H dana™! € H. Sedangkan kondisi cukup bagi subgrup
adalah jikaH € G,H # @ dana o b~* € H maka(H,°) < (G,°).
Kondisi perlu:
(H,°) < (G,0) makava,b € H berlakuao b € H dana™! € H
Diketahui (H,c) < (G,) maka H adalah sebuah grup, sehingga memenuhi
aksioma-aksioma grup yaitu untuk setigp, c € H, maka berlaku sifat assosiatif,
H memuat elemen identitas, d&hmemuat invers dari setiap elemennya. Akan
ditunjukkan bahwa untuk setiap,b,c € H berlaku aob € H dan a! € H.
KarenaH adalah grup. Karend grup maka berlaku sifat ketertutupan yaitu untuk
setiapa, b € H makaa o b € H danH juga memuat invers dari setiap elemennya
yaitu a=1,b~! € H. Karenaa™,b~! € H maka berlakuz o b~ € H ataua™1o
b € H (sifat tertutup terhadap operdsi"). Jadi kondisi perlu bagi subgrup telah
terpenuhi.
Kondisi cukup:
DiketahuiH € G,H = @ danaob ' € H
Akan ditunjukkan bahwéH ) < (G,°).
H adalah sub himpunan dati yang memenuhi (1) dan (2). Untuk menunjukkan
bahwa H subgrup perlu ditunjukkan bahwhe H dan bahwa berlaku sifat

assosiatif untuk semua elemen ddriKarena sifat assosiatif berlaku @j maka
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hal ini juga terpenuhi untuk sub himpunan dagaituH. Jikaa € H, menurut (2),
a~! € H dan dengan (1),=aca™! € H. Sehingga kondisi cukup bagi subgrup
terpenuhi. Karena kondisi perlu dan kondisi cukagibsubgrup telah terpenuhi,

maka teorema terbukti.

2.5 Centralizer

Misalkan (G,o) grup dengan operae ” danA sub himpunan tak-kosong
dari G, centralizerA di G didefinisikanC;(4) = {g € G|gc a° g~! = a untuk
semuaa € A}. Karenag o a o g~! = a jika dan hanya jikg o a = a o g. Dengan
kata lain,C;(4) adalah himpunan elemen d&iyang komutatif dengan setiap
elemen dard (Dummit dan Foote, 1991:48).

CentralizerA di G adalah subgrup dafi. C;(A) # 0 karenal € C;(A)
sesuai dengan definisi dari identitas yang menetajflahwa o a = a o I, untuk
setiapa € G (khususnya untuk setiagp € A). Jadi,I memenuhi definisi untuk
keanggotaan di; (A4).

Kedua, diasumsikam, y € C;(4), yaitu untuk setiap € A, xocaox ! =
a danyoa oyt = qa. Tetapi, hal ini tidak berarti bahwae y = y o x. Karena
yoaoy !=a, kedua ruas terlebih dahulu dioperasikan denganpada ruas
kiri, dan dengary pada ruas kanan. Kemudian diperotek y~! o a o y, yaitu
y~ ! € C;(A) sedemikian sehingga: (A) tertutup. Selanjutnya
(xoy)oao(xoy) t=(xoy)oao(y loxol) [sifat-sifat grup ]

=xo(yoaoy Hox?t [sifat assosiatif ]

=xoqaox ! vy € Cs(A)]
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=a [x € Cs(A)]
Jadi, x,y € C;(A) dan C;(A) tertutup terhadap suatu operasi tertentu, jadi
C.(4) <G.
Contoh: Misalkar(S5,0) adalah grupS$; = {a, B, v, §, €, 8}, dan4A merupakan
subgrup dark;, A = {y, 8} , makacentralizerA di S; dapat dicari dengan

menggunakan tabel cayley, yaitu:

Tabel 2.1: Tabel Cayley dari Grup Simetri-3

o o 8 Y 0 € 0
o B Y a 0 5 €
8 Y o € € 0 0
Y o 8 Y 6 € 0
[0 € 0 [0 Y o B
€ 0 [0 € B Y o
0 [0 € 0 [0 B Y

Sumber: Analisis penulis (2011:7)

Dari tabel tersebut diperoleh invers tiap-tiap edanmya sebagai berikut:
al=f; B l=a; yl=y; §1=6;¢el=¢c;01=0
CentralizerA di grup simetr3 (Ss,°), yaitu:
a€S; maka aoSoa ™l =¢
BES; maka BodoB1=0
YES; maka yoyoy l=y

YyoSoy =8
§€S; maka §08086 1 =8
£€S; makaco§oe™1 =0

BES;makaBodo0 1l =¢
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Karena pada «,f3,8,¢6 € S; terdapat sedikitnya satu elemen yang tidak
memenuhi definisi centralizer, maka elemen tersebut bukan merupakan
centralizerdari grup simetr.

Jadi,centralizerdari A di grup simetr3 (S;,0) adalah{y}, atau dapat dinyatakan

dalam bentuks, ({y, 6}) = {v}.

2.6 Normalizer
Misalkan (G,°) grup danA sub himpunan tak-kosong datj normalizer
Adi G didefinisikan N;(4) ={g € G|go Ao g™ = A} dengangoAog ! =
{geoaogtla € A} (Dummit dan Foote, 1991: 49).
Dengan kata lainpormalizerA di G adalah himpunan elemen @iyang
memenuhig o Ao g1 € A.
Contoh:
Misalkan(Ss3,0) adalah grup$; = {a, B,v, 6, €, 0}, danA merupakan subgrup dari
S;, A = {y, €} , makanormalizerA di S; adalah sebagai berikut:
o € S; makaa o {y, e} o ™! = {y,0}
B € S3 makap o {y, e} o =" = {y, 8}
Y € S3 makay o {y,e} ey~ ' = {y, e}
8 € S; makaS o {y,e} o 871 = {y, 6}
€ € S; makag o {y,e} o 71 = {y, €}
0 € S; makad o {y, e} o 071 = {y, f;}
Karena padaa, 3, 8, €, 8 € S5 tidak memenuhi definisnormalizer,maka elemen

tersebut bukan merupakanrmalizer.
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Jadi normalizer dari A di grup permutasB (S;°) adalah {y}, atau dapat

dinyatakan dalam bentu¥, ({v, €}) = {y}.

2.7 Center
Misalkan (G,o) grup danA sub himpunan tak-kosong dafi, center dari G
didefinisikanZ(G) = {g € G|gx = xg,V x € G}. Dengan kata laicenterdari G
merupakan himpunan elemen-elemen yang komutatgatesemua elemen dari
G (Dummit dan Foote, 1991: 49).
Jika diperhatikan kembadientralized di grupG yaitu
Cc(A)={g€eGlgea=aog,Va€ A}
Bila A diganti dengai maka menjadi
Cc(A)={g€eCGlgea=aog,Vac€E A}
sehingga definisi tersebut akan sama dengan defii{is). Dengan demikian
dapat dikatakan bahweenterdari G adalahcentralizerG di G, atau Z(G) =
Ce(G).
Contoh: Misalkan(S;,c) adalah grupS; = {a, B, v, 8, €, 6}, makacenterdari S5
adalah:
r, € S3, terdapat elemen yang tidak komutatif yaited # § o a
B € S5, terdapat elemen yang tidak komutatif ygltes # & o 3
YES; makaaocy=yoax
Boy=vep
Yey=Yey

Soy=vyod
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goy=yoe
Boy=y-80
S € S3, terdapat elemen yang tidak komutatif yditeo #o oo §
€ € S, terdapat elemen yang tidak komutatif yaitua #o a o €
0 € Ss, terdapat elemen yang tidak komutatif y&isux o o o 6
Karena padaa,f3, 5,60 € S; terdapat sedikitnya satu elemen yang tidak
komutatif, makaCenter dari S; adalah{y}. Atau dapat dinyatakan dalam

bentukZs, = {y}.

2.8 Grup Simetri

Banyaknya elemen dari himpunan berhingga terselsebdt derajat
permutasi. MisalkanS = {a,, a,, ..., a,} adalah himpunan berhingga yang terdiri
darin elemen yang berbeda dan misalfandalah fungsi satu-satu ddrike S,
maka sesuai definisf adalah permutasi berderajat Misalkan S adalah
himpunan berhingga yang terdiri dari elemen yang berbeda, maka terdapat
sebanyakn! cara menyusun elemen-elem&n Dengan kata lain, banyaknya
permutasi berderajat yang berbeda yang terdefinisi patiadalahn!. Himpunan
yang terdiri darn! permutasi berderajatyang berbeda disebut himpunan simetri
dari permutasi berderajat dan dinyatakan dengaf, (Raisinghania dan
Aggarwal, 1980: 115).

Misalkan Q adalah sebarang himpunan tak kosong dan rSisadalah
himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif @ ke Q (atau himpunan

yang memuat permutasi d&d). HimpunanS, dengan operasi komposiSie
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7 atau(Sq,c) adalah grup. Operasi komposisé ” adalah operasi biner padg
karena jikaa: Q2 - Q danf:Q - Q adalah fungsi-fungsi bijektif maka o g
juga fungsi bijektif. Operasi'c" yang merupakan komposisi fungsi adalah

bersifat assosiatif. Identitas dai}, adalah permutasi 1 yang didefinisikan oleh
1(a) = a, UalQ. Untuk setiapa: Q — Q maka terdapat fungsi invers yaitu
a:Q - Q yang memenuhixea™! =a'oa =1. Dengan demikian semua
aksioma grup telah dipenuhi oléh dengan operasio ". Grup (Sq,°) disebut
sebagai grup simetri pada himpur@2iiDummit dan Foote,1991: 28).

Misalkan S = {a,, a;,as, ...,a,} dan f suatu pemetaan 1-1 d&ike §
maka S merupakan suatu permutasi tingkat n. Misalkgiia,) = by, f(a,) =
b,, ..., f(a,) = b, dengan{a,, a,,as, ...,a,} = {by, by, bs, ..., b, }, dua himpunan
yang sama ini mempunyai urutan elemen yang berdéatk selanjutnya kita
akan menuliskan permutasi dengan notasi matriks lwhues. Peta dari setiap
elemennya ditulis tepat di bawahnya seperti beiikiut

I (0!
f= (Zi s’ bZ)

Permutasif yang hanya terdiri dari satu sikel disebut peasusiklik.
Sikel yang tidak mempunyai elemen persekutuan aieat sikel-sikel yang saling
asing. Suatu permutasi yang sikel-sikelnya hangdirieatas satu elemen berarti
setiap elemennya invarian, maka permutasi itu &dsiletu permutasi identitas.

Penulisan permutasi identitas dengan diwakili adebuah sikelnya, yaitu sikel

1 2 3

dengan salah satu elemen dari himpunannya, misa1nya(1 5 3

), maka

cukup ditulis f = (1). Menurut Sulandra (1994:109), unsur kedua padapset
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permutasi merupakan hasil rotasi (perputaran) magdu sudut tertentu, yaitu

360%k

, untuk suatu bilangan positif k, atau hasil fefle(pencerminan) terhadap

suatu garis bagi dari bangun geometri tertentualmys. bangun geometri segi-n
yang beraturan.

Contoh 1. Misalkan S; = (1 2 3) yang mewakili segitiga beraturan atau
segitiga sama sisi. Maka menurut Sukirman (1994;%8gitiga samasisi tersebut
dapat dimasukkan dalam bingkainya dalam 6 caraarD&al ini dapat dikatakan

bahwa ada 6 transformasi sehingga segitiga samessgibut dikatakan invarian.

Keenam transformasi tersebut adalah tiga rotastidarrefleksi yang ditunjukkan

dalam gambar berikut:

r3

Gambar 2.2 Gambar Simetri-3
Elemen rotasi darf; tersebut ditentukan dengan cara mencari simetri
putar dari segitiga sama sisi tersebut, yaitu:
r, = rotasi120° = «a
a(l) =2

Denganx(2) = 3
a(3)=1
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Jika ditulis dalam bentuk permutasi adalah

«=( 5 1)

Secara sederhana, permutasi tersebut dituliskaamdbentuk sikel, yaitid23).
Sikel (123) tersebut menunjukkan pemetaan, yaitu

1———» 22— 33— 1
Selanjutnya, dengan cara yang sama akan diperoleh

r, = rotasi240° =

p() =3 s
Dengarf(2) =1 =p = (132) atau(3 1 2)
B@3) =2
r3 = rotasi360° =y
e 30y ‘23
Dengany(2) =2 =y =(1)(2)(3) atau(1 5 3)
y(3) =3

Sedangkan untuk elemen refleksi, ditentukan derugaia mencari simetri lipat
dari segitiga samasisi, yaitu:

f, = refleksi terhadap sumby

0 7 INA3
Dengans(2) = 3 =6 =(1)(23) atau(1 3 2)
e3)=2
f> = refleksi terhadap sumby
m(l) = 3 1 2 3
Dengamn(2) = 2 =¢=(2)(13) atau(3 5 1)
n3)=1
> = refleksi terhadap sumby
o1y =2 1 2 3
Denganf(2) =1 =6=(12)(3) atau(2 1 2)
6(3)=3
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Jadi elemen grup permutasidi atas adalaB; = {r;,ry, r3,f;, 5, f3}
Apabila f dan g dua permutasi dari elemen-eleRemaka komposisi
(perkalian) permutasi-permutasi tersebut dilakus&merti komposisi fungsi yaitu
(fog)(0) = f(g(x)), vx€P
Mengingat f dan g masing-masing adalah pemetaaktibijdari P ke P maka
f og juga merupakan pemetaan bijektif d&ike P. Jadi komposisi dua

permutasi darP adalah suatu permutasi dBri
Contoh: Misalkana dan 8 merupakan elemen permutdsi, maka komposisi

antarax danpg adalah:

Bla(D))=p2) =1
B(a()=BB)=2 poa=1R)AB) =6
B(a(3) =p1) =3

Jika ditulis dalam bentuk permutasi adalah

poa=(3 1 3)°G 5 D=0 3 3 aw

Bea=@1 2 3)o(1 2 3)=MD@)B) =46

Contoh 2: MisalkanS, =(1 2 3 4) yang mewakili segi empat beraturan.
Maka segi empat beraturan tersebut dapat dimasulfiitktam bingkainya dalam
24 cara. Dalam hal ini dapat dikatakan bahwa ad@a2%formasi. Transformasi-

transformasi tersebut adalah sebagai berikut:
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Gambar 2.3 Gambar Simetri-4
Berdasarkan gambar tersebut, dapat disimpulkan daimup simetri-4 dapat
menempati bingkainya kembali sebanyak 24, yaitwnglitkkan dalam table

berikut:

Tabel 2.2: Tabel Cayley dari Grup Simetri-4

S, S, S,
A, = (1234) Ay = (1)(2)(34) A7 =(2)(134)
A, = (13)(24) Ao = (D(3)(24) Ajg = (3)(124)
A; = (1432) A = (1D)(4)(23) Ao = (4)(123)

A, = (D2)B)(A)

A, = (D(2)(34)

Ay = (13)(24)

As = (12)(34)

A3 = (2)(3)(14)

Ay = (12)(43)

As = (13)(2)(4)

Ay = (2)()(13)

Ay = (14)(32)

A; = (14)(23)

A5 = (3)(H)(A2)

Az = (13)(42)

Ay = (1)(3)(24)

Ajg = (1)(234)

Ay = (13)(42)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel di atas, dapat diketahui bahwa jumlah déemen grup simetri-4
berjumlah 24 elemen. Selanjutnya, sub himpunangtap simetri tersebut yang
terdiri dari 4 elemen rotasi dan 4 elemen reflgkaig juga memenuhi syarat-
syarat untuk menjadi grup. Jadi dapat dikatakanveagrup simetri-4 yang terdiri
dari elemen rotasi dan refleksi merupakan suatp.gru

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa subgrup dam gimetri yang terdiri

dari rotasi dan refleksi juga merupakan grup. Misakr, 3 € S dengan S adalah
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grup simetri yang beranggotakan rotasi dan reflekfaka a o § memenuhi

aksioma berikut:

a. Tertutup
Akan ditunjukkan bahwa o g adalah 1-1 dan onto .
(i) a o p adalah fungsi 1-1

Vu,v € G dengar(a o £)(w) = (a o )W)

Maka(a o B)(u) = (a°p)()
a(pw) = a(p)

Karenaa satu-satu makg (u) =S (v)

Karenap satu-satu maka = v.

5 v u,v (P) dengar(a o B)(w) = (a o B)(v) makau = v.

Jadi,a o § adalah fungsi 1-1.

(i) a o p adalah onto
ponto:Vu €G3u €G 3 pu) =u'
aonto:Vu' €GIu €G 3 alw) =u"
Sw)=u
a(B@))=u"»(@°p)(w) = u’
Karenavu" € G3u € G 3 (a0 B)(u) = u” untuka o § adalah

onto.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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b. Assosiatif
((@op)oy)@ = (@ W)
((@eB)ey)@) = a(Blr@))
((@op)oy)@) = a((Boy)w)
((@oB)oy)@w) =(ao(Boy))w)

sehingga(a o) ey =ac (Boy)

Jadi, operasi bersifat assosiatif.

c. Ada unsur identitas
Misal | adalah identitas
(I o P = pw)
1(Bw) = Bw)
I(u)=u
B°Dw) = pw)
pUwW) = @)

Karenag 1.1 maka I¢) = u.

d. Ada Invers
Menurut Raisinghania (1980:17) menyatakan dalanuafelieorema bahwa
misalkan U,V, dan W adalah sebarang tiga himpunan tak-kosong dan
misalkana dang adalah fungsi satu-satlipadalV danV padaW/ berturut-
turut sehinggar danf merupakan dua fungsi yamgversible maka(a o )

jugainversibledan(a o)t =a to g 1.
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Bukti:
Untuk menunjukkan bahwga o B) inversible maka harus ditunjukkan
bahwa(a o ) adalah fungsi satu-satu dan onto. Misalkasanv adalah dua
elemen sebarang ddfi maka
(@ p)(w) = (ae°p)(v)
a(B(w) = a(B(v))
Bw) = B(v) [@ adalah fungsi satu-satu]
u=v [8 adalah fungsi satu-satu]
Jadi,(a o B) adalah fungsi satu-satu.
Untuk menunjukkan bahwéx o ) adalah fungsi onto, misalkam adalah
sebarang elemen da#i, makaa fungsi onto jika terdapat € V sedemikian
sehingga a(v) = w. Begitu juga = adalah onto jika terdapat € U
sedemikian sehingga(u) = v. Akibatnya,
(@ )W) = a(B(w))
= a(v) B =]
=w &) =w]
Sehingga untuk sebarang € W, terdapatu € U sedemikian sehingga
(a o B)(u) = w. Jadi,a o B adalah fungsi onto. Karenao g adalah fungsi

satu-satu dan onto, maka o ) inversible Selanjutnya

(i) (@eB)W)=w-o(@op)w)=u
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(@t e BHW) = B~ (a7 (W)
=7 () [aw) =w > v =a"t(w)]
=u @) =v->u=p""W)]
(i) (@tepHW) =u
Jadi, dari (i) dan (ii) diperolefw o f)"1 = Lot
Karena himpunan tersebut telah memenuhi syaragsyatuk menjadi grup maka
terbukti bahwa subgrup dari grup simaetricS, ,o) dengan elemen rotasi dan

refleksi adalah suatu grup.

29Kajian Centralizer, Normalizer, Center, dan Grup Simetri dalam
Pandangan Islam

Secara umum beberapa konsep dari disiplin iimintei@laskan dalam al-
Qur'an, salah satunya adalah matematika. Konsepddaplin ilmu matematika
yang ada dalam al-Quran diantaranya adalah masalaltistik, logika,
pemodelan, dan aljabar. Menurut Raishinghania dggeAval (1991:13), penulis
dapat menyimpulkan bahwa grup merupakan suatu tstruiljabar yang
dinyatakan sebagai (&) dengan G tidak kosong damadalah operasi biner pada
G yang memenuhi sifat-sifat assosiatif, ada idasitilan ada invers dalam grup
tersebut. Himpunan-himpunan dalam grup mempunyajg@a yang juga
merupakan makhluk dari ciptaan-Nya. Sedangkan epdsamer merupakan
interaksi antara makhluk-makhluk-Nya, dan sifastsiffang harus dipenuhi

merupakan aturan-aturan yang telah ditetapkan @lddh, artinya sekalipun
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makhluk-Nya berinteraksi dengan sesama makhlukarashtetap berada dalam
koridor yang telah ditetapkan oleh Allah.

Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam al-Quriisalnya
kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai magalmngan. Dimana golongan
juga merupakan himpunan karena himpunan sendinipa&an kumpulan objek-
objek yang terdefinisi.

Dalam al-Qur’an surat al-fatihah ayat 7 disebutkan

D LA 2 oyl 28 e i il L
Artinya: (yaitu) jalan orang-orang yang telah Engkaberi nikmat kepada
mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan loulgula jalan)
mereka yang sesat (Q. S. Al-Fatihah: 7).
Ayat di atas menjelaskan bahwa manusia terbagiadetiga kelompok, yaitu (1)
kelompok yang mendapat nikmat dari Allah, (2) kgbak yang dimurkai, dan (3)
kelompok yang sesat (Abdussakir,2007:79).

Ayat tersebut menjelaskan tentang permohonan reaarkepada Allah
agar dimasukkan ke dalam golongan orang-orang gidoegi nikmat, baik nikmat
di dunia maupun nikmat di akhirat. Jalan lurus hal@aran tauhid, agama
kebenaran, dan keimanan kepada perintah Allam jalessebut merupakan jalan
para nabi dan rosul, orang-orang sholeh, dan aveangg yang mendapat nikmat,
rahmad, dan kemurahan-Nya. Melalui ayat ini, Allplya memperingatkan
kepada manusia tentang adanya dua jalan yang meaggndari jalan orang-
orang yang diberi nikmat, yaitu jalan orang-oramgy mendapatkan murka-Nya

dan jalan bagi orang-orang yang sesat. Adapun rdadsngan orang yang diberi
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nikmat oleh Allah seperti yang telah ditunjukkaraga al-Quran surat an-Nisa’

ayat 64:

ol

o A ey B

Artinya: Dan Kami tidak mengutus seseorang rasul melainkatuku ditaati
dengan seizin Allah. Sesungguhnya jikalau merekiaakenenganiaya
dirinya datang kepadamu, lalu memohon ampun kep&itih, dan
Rasulpun memohonkan ampun untuk mereka, tentulahekene
mendapati Allah Maha Penerima Taubat lagi Maha Rgmayg (Q.S.
An-Nisa’:69)

s ‘w\):b&UaJ fl;g 5 e WL T

Ayat di atas menjelaskan bahwa orang-orang yanglapeit nikmat dan rahmat

Allah ada empat kelompok: para nabi, orang-orangpyi&hlas, para saksi, dan

orang-orang yang beramal shaleh. Sedangkan pemishl@akelompok terakhir

dalam al-Quran surat al-Fatihah ayat 7 ini darokgdok lainnya mengisyaratkan
bahwa masing-masing kelompok memiliki karakteridthusus. Dalam hal ini,

Imani (2006: 60-61) membagi karakteristik khusua #elompok yang terakhir

menjadi tiga tafsir :

1. Orang-orang yang tersesat adalah awam yang tidakniging, sedangkan
magdhubi ‘alaihimadalah orang yang tidak terbimbing yang keras lkegiau
munafik. Orang-orang yang mendapatkan murka-Nyadahdarang-orang
yang disamping kekufuran mereka, mengambil jalardeggan dan
permusuhan kepada Allah, dan kapan saja merekat, daygseka bahkan
melukai para pemimpin llahiah dan para nabi selbagaa disebutkan dalam

al-Quran surat Ali Imran ayat 112.
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2. Sebagian ahli tafsir percaya bahadh-dhallin (orang-orang yang tersesat)
merujuk pada orang-orang Nasrani; sedangkegdhubi ‘alaihim (orang-
orang yang mendapatkan murka-Nya) mengacu padeag-orang yahudi.
Kesimpulan ini diambil karena respon-respon khasekese

3. Bacaamadh-dhallindimaksudkan kepada orang-orang yang tersesatidagi
menekan orang-orang selain mereka untuk tersegat gedangkamagdhubi
‘alaihim mengacu pada orang-orang yang tersesat dan mermizugg lain
tersesat juga. Mereka mencoba mempengaruhi orangdar seperti mereka.
Acuan makna ini adalah al-Quran surat Asy-Syura a§a

Kembali pada definisi grup yang merupakan suatupbiman yang tidak
kosong dan operasgpada G adalah suatu operasi biner yang memenakissit
assosiatif, ada identitas, dan ada invers dalaanmdgrup tersebut. Maka operasi
biner dalam konsep islam. Misabhdalah operasi pada elemen-elemen S, maka ia
disebut biner apabila setiap dua elemen[a,[5, maka (& b) LI S. Jadi jika
anggota dari himpunan S dioperasikan hasilnya jugaipakan anggota S. begitu
juga dengan operasi biner dalam dunia nyata. Opbiaesr dan sifat-sifat yang
harus dipenuhi oleh grup merupakan interaksi-ik@rdengan berbagai macam
pola, ia akan tetap berada dalam himpunan tersghiity himpunan makhluk
ciptaan-Nya.

Sistem aljabar merupakan salah satu materi padarbatjabar abstrak
yang mengandung operasi biner. Himpunan denganasatulebih operasi biner
disebut sistem aljabar. Sedangkan sistem aljakagah satu operasi biner

disebut grup. Kajian himpunan dengan satu operasr ldalam konsep islam
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yaitu, bahwa manusia adalah ciptaan Allah secayabang-pasangan. Perhatikan

firman Allah SWT dalam surat al-Fathir ayat 11 keti

// ./éa 2 % //C/ /959}/,/ ﬂi"/’@‘ ﬁ:f. A w A - }1.4/

= P

fl/,f,}}e;:;/fzg /Gaﬂ}f:

Artinya: “Dan Allah menciptakan kamu dari tanah Kedman dari air mani,
Kemudian dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laitan
perempuan). dan tidak ada seorang perempuanpun aneiogmg dan
tidak (pula) melahirkan melainkan dengan sepengetaiNya. dan
sekali-kali tidak dipanjangkan umur seorang yangulogur panjang
dan tidak pula dikurangi umurnya, melainkan (sudéktapkan) dalam
Kitab (Lauh mahfuzh). Sesungguhnya yang demikiarbagi Allah
adalah mudah”. (Q. S Al-Fathir: 11).

Purwanto (2007: 393) menjelaskan bahwa alam di teekkita
menampakkan diri dalam bentuknya yang simetri. Anlelnga dan dedaunan di
kebun dan di taman-taman bunga, juga seranggaegggraseperti semut, lebah,
dan kupu-kupu yang mengerumuninya. Kita akan meatétap bahwa bentuk dan
pola warna sangat serasi dan simetri. Simetri jagadi pada tingkat molekuler
dan kristal seperti air dan amoniak.

Segitiga sama kaki yang mempunyai dua simetriape simetri cermin
yang membelah segi tiga menjadi dua bagian yan@ $msar dan simetri putar
(rotasi) 180 derajat. Segitiga sama sisi mempudgtapan simetri, tiga simetri
cermin, satu rotasi 180 derajat seperti segitigaaskaki dan dua simetri rotasi
120 dan 240 derajat dengan sumbu rotasi melakipiitsat segitiga. Bidang elips

dan bidang lingkaran yang permukaan satu lain gEmmukaan lainnya sehingga

tidak simetri bolak-balik. Elips hanya mempunyatusaimetri, yakni simetri
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rotasi 180 derajat terhadap sumbu yang tegak klips dan melalui titik pusat.
Sementara itu, lingkaran mempunyai simetri tak itgde karena lingkaran
simetri terhadap rotasi apapun. Kristal dan molepalda umumnya juga
mempunyai format simetri. Molekul air terdiri dalia atomhydrogendan satu
atom oksigen Molekul ini mempunyai simetri rotasi 180 derajatlolekul
amoniak terdiri dari satu atomitrogendan tiga atonhydrogendan mempunyai
simetri 120 dan 240 derajat (Purwanto, 2007: 394).

Tubuh manusia juga dijadikan dalam keadaan setiglzartara bagian
demi bagian sehingga memungkinkan manusia berderedh. Tubuh manusia
bagian kiri dan bagian kanan tampak setimbang @aatnya simetri. Dua mata
manusia ada di kanan dan di kiri pada jarak yangasdari garis yang membelah
manusia menjadi dua bagian yang sama persis. Semggota tubuh yang
berjumlah dua seperti telinga, lubang hidung, tangén kaki berada dalam
posisi simetri kanan-kiri (Purwanto, 2007: 393).sK@mbangan atau kesimetrian

ini juga telah ditegaskan dalam al-Qur’an surdhéthar ayat 7:

e A A e
(T8l s SLSs Slals ()

Artinya : Yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakaadiegjmu dan
menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang (Q.S. Akéarfir).

Ayat ini menjelaskan bahwa alam semesta beserngaigdiciptakan oleh Allah
secara sempuran dan seimbang. Hal ini berkaiatagagiedefinisi grup simetri
bahwa suatu segi- beraturan akan mempunyai rotasi dann refleksi yang
keduanya adalah setimbang.

Dalam agama Islam terdapat beberapa rukun yang digiksanakan bagi

umat muslim, salah satunya ialah ibadah haji. $f&@ian ibadah haji merupakan
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salah satu representasi dari suatu himpunan direlemaen-elemennya adalah
segala sesuatu dalam ibadah tersebut seperti &ajiuchrah, pada himpunan
tersebut dikenakan suatu operasi yaitu “dilanjutkanti dari pembahasan
mengenaicentralizer dan center adalah kekomutatifan antara elemen-elemen
tertentu. Jika dalam serangkaian ibadah haji, sasgo diperbolehkan
melaksanakan ibadah haji dilanjutkan dengan umtah melaksanakan ibadah
umrah dilanjutkan ibadah haji. Hal tersebut menkikgn sifat komutatifCenter
dalam matematika merupakan himpunan seluruh elgrarg komutatif dengan
semua elemen suatu grupenterdalam Islam dapat diwakilkan oleh menghadap
kiblat yaitu ka’'bah. Sehingg@enter dari suatu ibadah adalah ka’bah yang
merupakan pusat peribadatan, kiblat dalam shalat plssat ibadah thawaf.
Centralizerdapat diartikan dengan pemusatan, Dalam hal @mysatan seluruh
ibadah umat Islam menuju suatu titik pusat yaiamter (ka’bah). Sedangkan
normalizer dalam hal ini adalah serangkaian ibadah adalammaloketika
dilaksanakan sesuai dengan ketentuannya. Allalrioari dalam al-Quran surat
al-Maidah ayat 97:

i

P - SRR S S TN TR TR S v P
A lally (o3 el el WUl Legs a AT E TS o

s W E/ ”‘w Lo o 2 @ o (2 ’5//§J15a~ - -
el JSO AT DT ooV g s erie T 3 U oo T O Tyaladd G3
x

Artinya: “Allah telah menjadikan Ka'bah, rumah suci itu seddagusat
(peribadatan dan urusan dunia) bagi manusia, daanfikian pula)
bulan Haram, had-ya, qgalaid, (Allah menjadikan yamgmikian itu
agar kamu tahu, bahwa sesungguhnya Allah mengetglauyang ada
di langit dan apa yang ada di bumi dan bahwa seguhgya Allah
Maha Mengetahui segala sesuatu.”
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Ayat di atas menjelaskan tentang keberadaan kaYyeaig menjadi pusat
peribadatan bagi umat muslim di seluruh dunia. &a'dan sekitarnya menjadi
tempat yang aman bagi manusia untuk mengerjakaramurusannya yang

berhubungan dengan duniawi dan ukhrawi, dan pagatamalan ibadah haji.
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PEMBAHASAN

Dalam pembahasan ini, grup simetri-n (S,,,0) yang digunakan hanya terdiri
dari rotasi dan refleksi dan dikelompokkan menjadi 2 bagian, yaitu grup simetri-n
(Sp,°), dengan n bilangan prima dan n bilangan komposit. Hal ini karena
dimungkinkan adanya perbedaan pola dalam menentukan centralizer, normalizer,
dan center yang dihasilkan oleh grup simetri-n dengan n bilangan prima dan n
bilangan komposit. Selanjutnya dalam pembahasan ini, penulisan grup simetri-n

(8,,,°) = grup simetri-n yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi.

3.1 Grup simetri-n (S,,°), n Bilangan Prima
3.1.1 Grup simetri-3 (§3,°)

Elemen dari grup simetri-3 terdiri dari 6 elemen, yaitu 3 elemen rotas yang
disimbolkan dengan r dan 3 elemen refleksi yang dinotasikan dengan f, yaitu:

Tabel 3.1 : Tabel Elemen Grup Simetri-3

Rotasi (1) Refleksi (f)
r = (123) fi=(M(23)
r, = (132) f = (2)(13)
r; = (1)@2)(B) f:=03)(12)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel diatas dapat diketahui bahwa elemen dari subgrup simetri-3 yang terdiri
dari elemen rotasi dan refleksi adalah S; = {ry,7,, 13, f1, f2, f3} dengan elemen
identitas adalah r;. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi aksioma-aksioma
grup, yaitu subgrup dari grup simetri-3 adalah:

1 ({rs}e)
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({r1, 12, 13},0)

({73, f1}°)

({73, f2},°)

({73, f3}°)

({rv 7213 f1, f2, f33°)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-

3 yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi memiliki 6 subgrup dengan rincian

sebagal berikut:

1

2.

Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({rs},°).
Tiga subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen f,
yaitu ({rs, fi},0), ({rs, f2},°), dan ({r3, f3},°).

Satu subgrup yang terdiri dari 3 elemen yaitu semua elemen r pada grup
simetri-3, yaitu ({ry, 15, 13},°).

Satu subgrup yang terdiri dari 6 elemen yaitu semua elemen s;, yaitu

({ru, 12,13, f1, f2, f3},0)

Misalkan A; adalah subgrup dari grup simetri-3. Centralizer A; di grup

simetri-3 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-

3 yang memenuhi geaog™! = a,Va € A, g € s5. Centralizer subgrup di grup

simetri-3 adalah sebagai berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Tabel 3.2 : Hasil Centralizer Subgrup pada Grup Simetri-3

S3={ry, 1y, 13,1, f5, f3}
As Cs,(4)

{rs} {ry,ryrs, £y, £, f5}
{ry,ry, ra} {ry,ry, ra}
{rs fi} {rs, f1}
{rs, 5} {rs, 5}
{rs f5} {rs, f3}
{ry,ryrs, £y, 5, f5} {rs}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:

1. Centralizer identitas di grup simetri-3 adalah semua elemen s;, yaitu
Cs, ({r3}) = {ry, 15,13, 1, £, £33

2. Centralizer subgrup sejati dari grup simetri-3 adalah subgrup itu sendiri,
yaitu: Cs, ({rs, f;}) = {rs, f1}
Cs,({r3,£2}) = {r3, f;}
Cs,({rs, f33) = {r3,fs}
Cs,({ry, 13, 13}) = {ry, 15, 13}

3. Centralizer semua elemen grup simetri-3 di grup simetri-3 adalah elemen

identitas, yaitu C, ({ry, 15, 13, f1, 5, £33) = {r3}.

Misalkan A; adalah subgrup dari grup simetri-3. Normalizer A; di S;
didefiniskan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-3 yang
memenuhi gocao g ! € A, Va € 4,g € S;. Normalizer subgrup di grup simetri-3

adalah sebagai berikut:
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Tabel 3. 3: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-3

S3={ry,rp,13,f3, 5, f3}

As N, (A)
{rs} {ry,ryrs, £y, f5, f5}
{ry,ryr3} {ry,ry, 13, £y, £, f5}
{rs fi} {rs, i}
{rs, 5} {rs, 5}
{rs f5} {r3, f3}
{ry,ryrs, £y, 5, f5} {ry,rprs,f5, 5, f5}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen f di grup simetri-3 adalah subgrup itu sendiri yaitu
Ns, ({r3, f1}) = {rs,f1},
Ng,({rs, f2}) = {r3 2},
Ng, ({rs, f3}) = {rs,f3}.
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen di grup S; adalah semua
elemen S5, yaitu:
Ns,({r3}) = {ry, 1y, 13,1, f5, 53,
NSS({rl,rz,r3}) = {ry, 1y, 13, f1, £, 3},

Ns, ({rq, 15,13, f1, 5, £33) = {ry, 15,13, f1, £, £33

Center dari grup simetri-3 merupakan himpunan elemen-elemen S; yang
komutatif dengan setiap elemen S;. Dari definisi tersebut dapat disimpulkan
bahwa center dari grup simetri-3 merupakan centralizer S5 di S5. Jadi, center dari

grup simetri-3 adalah elemen identitas, yaitu Z ({r, r,, 3, f;, f5, f3}) = {rs}.
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3.1.2 Grup Simetri-5 (55,0)

Elemen dari grup simetri-5 terdiri dari 125 elemen. Selanjutnya, dari 125
elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotas dan elemen
refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-5 berjumlah 10 elemen, dengan 5

elemen rotasi dan 5 elemen refleksi yang ditunjukkan dalam tabel berikut:

Tabel 3.4: Tabel Elemen Grup Simetri-5

Rotasi (1) Refleksi (f)
r = (12345) fi = (1(25)(34)
1, = (13524) f2 = (2)(13)(45)
3 = (14253) fs = (3)(24)(15)
1, = (15432) fa = (4)(35)(12)
rs = (D(2)B)AD(5) fs =(5)(14)(23)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel diatas dapat diketahui bahwa elemen dari subgrup simetri-5 yang terdiri
dari elemen rotasi dan refleks adalah S5 = {ry,75,713,74,75, f1, f2, f3, far f5}
dengan elemen identitas adalah r;. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi
aksioma-aksioma grup, yaitu subgrup dari grup simetri-5 adalah:

1. ({rs}ho)

2. ({ri,12,73,14,75},°)

3. ({rs, f1}e)

4. ({rs f2}3°)

5. ({rs, f33.0)

6. ({rs, falo)

7. ({rs, fs}0)

8. ({rv,r2,m3,10, 75, f1, 2, 3 fa f53,0)
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Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-

5 yang terdiri dari elemen rotas dan refleksi memiliki 8 subgrup dengan rincian

sebagai berikut:

1. Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({rs},0).

2. Satu subgrup yang terdiri dari 5 elemen yaitu semua elemen r pada grup
simetri-5, yaitu ({ry, r,, 13, 74, 75 },°).

3. Lima subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen f,
yaitu ({rs, fi},o), ({rs, f23.0), ({rs, f33,0), ({75, fa}io), dan ({75, fs},0).

4. Satu subgrup yang terdiri dari 10 elemen yaitu semua elemen P, yaitu

({rll 12,713,714, 75, fl! fZ' f3! f4-r fS}ro)'

Misalkan A5 adalah subgrup dari grup simetri-5. Centralizer As di Sg
dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-5 yang
memenuhi gecao g~! = a,Va € 4, g € Ss. Centralizer subgrup di grup simetri-5
adalah sebagai berikut:

Tabel 3.5: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-5

55 = {rl' Iy, I'3,1y,Ts, fl! fZ' f3' f4' fS}
As Css(A)
{rs} {ry,rp, 13,1415, £, 5, €5, 4, f5}
{r1; Iy, I3, Ty, rﬁ {r1'r2lr3'r4'r5}
{rs, f;} {rs, f1}
{rs, £} {rs, f5}
{rs, 5} {rs, f3}
{rs, f4} {rs, fa}
{rs, f5} {rs, fs}
{r1'r2ir3'r4i I‘5,f1,f2,f3,f4,f5} {I‘5}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
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1. Centralizer identitas di grup simetri-5 adalah semua elemen S, yaitu
Cs5 ({rs}) = {ry, 13, 13,1415, f1, 5, f3, f4, f5 3.
2. Centralizer subgrup sgjati dari grup simetri-5 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
Cs, ({rs, f1}) = {rs, 1},
Cs, ({rs, f2}) = {rs, 2},
Cs, ({rs, f3}) = {rs,f5},
Css({rs, fa}) = {rs,fa},
Cs, ({rs, fs}) = {rs,fs},
Cs,({r1, 12, 13,14, 15}) = {ry, 15, 13,14, 15}
3. Centralizer semua elemen grup simetri-5 di grup simetri-5 adalah elemen

identitas, yaitu Cs_({ry, 12, 13,4, 15, f1, £, f5,£4, 1) = {rs}.

Misalkan A adalah subgrup dari grup simetri-5. Normalizer As di grup
simetri-5 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
5 yang memenuhi g ca o g~ € Ag,Va € Ag, g € Ss. Normalizer subgrup di grup
simetri-5 adalah sebagai berikut:

Tabel 3.6: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-5

SS - {rli I'y,I3,14,Ts, fl) f2) f3) f44 fS}
As Ns_(A)
{rs} {ry,r5,73,14,1s, £, 65, 5,4, £}
{ry,ry, 13,1y, s} {ryry ra, 1y, 15, £, £, f5,£4, f5}
{rs, f1} {rs, f1}
{rs, f5} {rs, f5}
{rs, f3} {rs, f5}
{r5' f4} {r5' f4}
{rs, fs} {rs, fs}
{rli I, I3,Ty,Ts, flf fo f3' f4, f5} {rlp Iy, 3,1y, Is, fl, fz, f3, f4, f5}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)
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Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen f dan elemen
identitas di grup simetri-5 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
Ng, ({rs, f1}) = {rs, f;}
N, ({rs, £2}) = {rs, 5}
Ng, ({rs, f3}) = {rs, f5}
N, ({rs, f4}) = {rs, f4}
Ns, ({rs, fs}) = {rs, fs}
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen di grup simetri-5 adalah
semua elemen S, yaitu
Ns_({rs}) = {ry, 15,13, 14,15, 1, 5, f5,f4, f5}
N, ({rq,13,13,14,15}) = {ry,T, 13,1y, 15, f1, 5, f3,f4, f5}
Ng ({ry,13,13,14,15,f1, 5, f3,£4,f5}) = {ry, 15, 13,14, 15, 3, £, f5, 4, £5 3
Center dari grup simetri-5 merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-5 yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-5. Dari definisi
tersebut dapat disimpulkan bahwa center dari grup simetri-5 merupakan
centralizer S5 di Ss.Jadi, center dari grup simetri-5 adalah elemen identitas, yaitu:

Z({rll Iy, I3,1y,TIs, flr f2' f3' f4-r fS}) = {rS}'

3.1.3 Grup Simetri-7 (57,0)
Elemen dari grup simetri-7 terdiri dari 5.040 elemen. Selanjutnya, dari
5.040 elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotas dan

elemen refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-7 berjumlah 14 elemen,
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dengan 7 elemen rotasi dan 7 elemen refleks yang ditunjukkan dalam tabel

berikut:

Tabel 3.7: Tabel Elemen Grup Simetri-7

Rotasi (r)

Refleksi ()

r, = (1234567)
r, = (1357246)
rs = (1473625)
r, = (1526374)
rs = (1642753)
re = (1765432)
r; = (DR)B)H(G)G)(7)

f = (1)(27)(36)(45)
fa = (2)(13)(47)(56)
fz = (3)(24)(15)(67)
fa = (4)(17)(26)(35)
fs = (5)(12)(37)(46)
fo = (6)(14)(23)(57)
f = (D (16)(25)(34)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel di atas dapat diketahui bahwa elemen dari subgrup simetri-7 yang

terdiri dari elemen

rotasi dan

refleksi

adalah

S, = {1, 15,13, 70,75, e, 77, f1, for o0 fr [0 fr f+} dENgan elemen identitas adalah

r;. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi aksiomaaksioma grup, yaitu

subgrup dari grup simetri-7 adalah:
1L {rs}e)

2. ({r, 13,713,714, 75,76, 77},0)

3. ({r7, fi}o)

4. ({r7, f23,°)

5. ({17, f3}°)

6. ({7, fa}e)

7. ({7, fs}°)

8. ({17, fe}°)

9. ({17, f7}°)

10. ({T‘l, T2, 13,14, 75,76, 17, flﬂ fZ' f3i ﬁl-' fS' f6' f7}i°)
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Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa pada subgrup

simetri-7 yang terdiri dari elemen rotas dan refleks memiliki 10 subgrup dengan

rincian sebagai berikut:

1. Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({r;},°).

2. Satu subgrup yang terdiri dari 7 elemen yaitu semua elemen r pada grup
simetri-7, yaitu ({ry, 13, 13,74, 75, 6, 17 },0).

3. Tujuh subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen
fi yatu ({ry, fi}e), (7, foio), (g, f3ho), (s, fadie), ({17, fshed, {ry, fehs
dan {ry, f7}

4. Satu subgrup yang terdiri dari 14 elemen yaitu semua elemen S,, yaitu

({r1, 12,13, 70, 75, 76, 17, f1, f20 f30 fao f50 fo f73,0)-

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-7. Centralizer A, di grup
simetri-7 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
7 yang memenuhi goaog !t =a,Va € A,g € S,. Centralizer subgrup di grup

simetri-7 adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.8: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-7

P7 = {rl,rz,r3,r4, s, 76, r7'f1'f2'f3r f4i f5'f6' f7}
Az Cs, (4)
{I' } {I‘1, I,T3,Ty,Ts,¥g, Iy,
4 f1'f2tf3tf4i f5'f6i f7}
{ry, 1y, 13,1y, 1's, 6, 7} {ry, 1y, 13,1y, I's, Te, 7}
{rs, f1} {rs, f1}
{r7, f5} {rs, £}
{rz, fs} {rs, f3}
{rs, fu} {rs, fu}
{rs, fs} {ry, fs}
{r7,fe} {r7, fe}
{rs, f7} {rs, f7}
{r1, 12, 13,14, 15,16, T7, {r,)
f1'f2lf3'f4-'f5'f6'f7} y

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
1. Centralizer identitas di grup simetri-7 (S,,0) adalah semua elemen S, yaitu :
Cs,({r7}) = {ry, 15,13, 14, 15,16, 17,11, 5, 5, 4, f5, £, £7 ).
2. Centralizer subgrup sgjati dari grup simetri-7 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
Cs, ({ry, 1) = {r;, f1}
Cs, ({rs, £2}) = {r;,£5}
Cs, ({r7,f3}) = {r7,£5}
Cs, ({r7, £4}) = {r7, 4}
Cs7 ({r7,£5}) = {r,, fs}
Cs, ({r7, fe},0) = {ry, fe}
Cs, ({r7,£7},0) = {r7, £7}
Cs7 ({ry,12,13,14, 15,16, 17}) = {I1,T5,T3,T4,T5,Tg, T7 ).
3. Centralizer semua elemen simetri-7 di grup simetri-7 adalah elemen identitas,

yaitu Cs,({ry, 12,13, 14,15, T6, 17, f1, 5, 3, f4, f5, f6, £73) = {r7}.
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Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-7. Normalizer A, di grup
simetri-7 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
7 yang memenuhi goca o g~! € A,,Va € A,, g € S,. Normalizer subgrup di grup
simetri-7 adalah sebagai berikut:

Tabel 3.9: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-7

S;={r,15,13,14,15, 16,17, 1,5, f5,£4, f5, f¢, £}
47 N, (A)
{r,} {r1,12,13,T4,I's,Tg, I'7,
7 £, £, f5, £y, fs, fc, £}
{ry,12,13,T4,I's,Tg, 17,
e Sl il Eodsuty, A )
{rp, f} {rs, f1}
{ry, f5} {r;, £}
{17, f5} i
{ry, fa} {r,,£,}
{r7,f5} (r7.f5)
{17, fe} {rz.fe)
{ry, f} {rs, f7}
{1, T2, 13,14, T5,T6, T, {ri,15,13,14, 15,16, Ty,
f£1,£5,f3, 14, 5, £6, £/} £y, 65, s, fu, s, fo, £}

Sumber: Anadlisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen yang memuat f di grup simetri-7 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
Ng,({r7,£1}) = {r7, f1}
Ns,({r7,£,}) = {r7, f}
Ng, ({rs, £33) = {r7, f5}
Ng,({r7,£4}) = {r7, s}
Ng,({r7,fs}) = {r7, fs}
Ng, ({r7,f6}) = {r7,fe}

Ng, ({r7,£,}) = {ry, 7}
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2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen di grup simetri-7 adalah
semua elemen grup simetri-7, yaitu:
Ng ({r;}) = {ry,13,13,14,1s, 16,77, f1, 5, f3, 4, f5, £, £}
Ns, ({r1, 12,73, 14,15, Tg, r7}) = {ry, 13, 13,14, 15,16, 17, £, £5, £3, £4, f5, £, £}
Ng, ({r1, 13,13, 14,15, T, T7, 1, £5, f3, 4, f5, f6, £7})

N {rll I'3,13,Iy,Is, e, I'7, fll f2' f3, f4-r f5! f6r f7}

Center dari grup simetri-7 merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-7 yang komutatif dengan setiap elemen simetri-7. Dari definis tersebut
dapat disimpulkan bahwa center dari grup simetri-7 merupakan centralizer S, di

S,. Jadi, center dari grup simetri-7 adalah elemen identitas, yaitu :

Z({ry, 13,173,174, 15,16, 17, f1, 5, f3, f4, f5, £, £73) = {r;}.

3.1.4 PolaUmum Grup Simetri-n (P,,c), n Bilangan Prima

Secara umum, jumlah elemen dari grup simetri-n (S,,,o) dengan n bilangan
prima adalah n!. Selanjutnya, dari n! elemen tersebut hanya diambil elemen yang
terdiri dari elemen rotas dan elemen refleks yang juga memenuhi aksioma-
aksioma grup dan disebut subgrup dari grup simetri-n. Elemen dari subgrup
tersebut adal ah:

Sn =1{r o 0t f1o for o0 fnd

Dengan elemen identitas adalah r;,,. Sedangkan subgrup dari grup simetri-n (S,,,0)
adalah:

({rm}.0)
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({rn' fl}ro)
({rn' fZ}'o)

({7, fade)
({11,772, 0 T i0)

({rl' er Lt ) rn: flt fZ' ==ap) fn}'o)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-

n yang terdiri dari elemen rotasi dan refleks memiliki:

1

Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu
({0

Sebanyak n subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan
elemen yang memuat £, yaitu ({ry,, f1},2), ({1, f23.0), -oos ({1, 30

Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari n elemen yaitu semua elemen r, yaitu
({ry, 1) ooy i }0).

Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari 2n elemen, dengan n rotasi dan n

refleksi, yaitu semuaelemen S,,, yaitu ({ry, 15, ..., 5, f1, for ooos fn},0)-

Misalkan A,, adalah subgrup dari grup simetri-n. Centralizer A,, di grup

simetri-n dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-

n yang memenuhi gecao g™ =a,Va € A, g € S,,. Centralizer subgrup di grup

simetri-n adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.10: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-n

Sn = {Tl,rz, rn:fl»fz: ---»fn}
An CSn(A)
{rn} {rlirZ' ---;Tn»fl»fz; ""fn}
{r, 12, .., T} {rur, 0}
{ry, f1} {rn, f1}
{rn:. fZ} {rn'. fZ}
T fo} TN,
{1 s 1) for ooy fr} {rn}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :

1. Centralizer identitas di grup simetri-n (S,,°) adalah semua elemen S,,, yaitu

O = s g

2. Centralizer subgrup sgjati dari grup simetri-n adalah subgrup itu sendiri,
yaitu:
Csn({rn; f1}) = {rn, f1}
Csn({rn; f21) = {rn, 2}
Cs, ({rn, fn}) = {rn, fu}
Cs,({r1, 12, e, D) = {11,132, o T

3. Centralizer semua elemen smetri-n di grup simetri-n adalah elemen

identitas, yaitu

Cs, ({ru, 12 s Ty f, for s fu}) = {1n ).

Misalkan A,, adalah subgrup dari grup simetri-n. Normalizer A,, di grup
simetri-n dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
n yang memenuhi geacg "l €A,,Va€A,, g €S,. Normalizer subgrup di

grup simetri-n adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.11: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-n

S7 = {Tl,TQ, ""rn'fltfz' ---'fn}
Ay Ns, (A)
{rn} {7”1:7”2' '"'rn'flr fZ' ---'fn}
(T 72 e T (T oo T 1, for oo fr}
{rn, f1} {rs, f1}
{rn, f5} {ry, £}
{r7n, fn} {r7, fu}
{Tl'rZI erUflJ fZi "'an} {Tl,rz, ---;Tn;fl' fZ' ""fn}
Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:

1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen yang memuat f di grup simetri-n adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
NSn ({rnr fl}) — {I'n, fl}

Ng, ({rn, 23) = {ry, 2}

Ns,, ({rn, fa}) = {rn, fn}
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen di grup simetri-n adalah semua
elemen grup simetri-n, yaitu:
Ns, ({ro}) = {ro, 72, s 5 o o o0
Ng ({ry, 72, s 0}) = {1, 720 oo T f10 20 ooos [}

NSn({Tler' ---;anf1rf2r rfn}) = {7'1,7"2, "'rrn'fl'fZJ ---rfn}-

Center dari grup simetri-n merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-n yang komutatif dengan setiap elemen simetri-n. Dari definisi tersebut

dapat dismpulkan bahwa center dari grup simetri-n merupakan centralizer S,, di
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S,. Jadi, center dari grup sSimetri-n adalah elemen identitas, yaitu

Z({rl,rz, '"irnﬁflﬁfZi ﬂfn}) = {rn}'

3.2 Grup Simetri-n (S,,°), n Bilangan komposit
3.21 Grup Simetri-4 (54,°)

Elemen dari grup simetri-4 terdiri dari 24 elemen. Selanjutnya, dari 24
elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotasi dan elemen
refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-4 berjumlah 8 elemen, dengan 4

elemen rotasi dan 4 elemen refleksi yang ditunjukkan dalam tabel berikut:

Tabel 3.12: Tabel Anggota Grup Simetri-4

Rotasi (1) Refleks (f)
r = (12349 fr = (12)(34)

r, = (13)(24) f = (13)2)(4
rs = (1432) fs = (14)(23)
n=(10RGB)® fr = (W(R)(24)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa elemen dari subgrup simetri-3 yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleks adalah S, = {ry, 15,713,174, f1, fo, f3, fa}
dengan elemen identitas adalah r,. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi

aksioma-aksioma grup, yaitu subgrup dari grup simetri-4 adalah:

=

({ra},0)

2. ({rzm}°)

3. ({rzm fu, f33°)
4. ({r2mfo fade)
5. ({ry,1p,13,1m8},0)

6. ({r f1}o)
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7. ({ra, f2}0)
8. ({rs f3}°)
9. ({rafa}e)
10. ({r1, 72,13, f1, f2r f30 fado)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-
4 yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi memiliki 10 elemen dengan rincian
sebagal berikut:

1. Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({r,},°).

2. Satu subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen rs4,k = 1,2, yaitu
k

({12, 1a},0).

3. Dua subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen 4, k = 1,2 dan 2 elemen
k

fyatu ({ry, 1y, fi1, f23,0) dan ({ry, 1, f3, fud o)

4. Satu subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu semua elemen r pada grup
simetri-4, yaitu ({ry, 15, 13, 174 },0).

5. Empat subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen

f’ yaltu ({nh fl}'o)' ({T4_, fZ}'o)! ({T4' f3}’o) dan ({TAI-I f4-}'°)-

o

Satu subgrup yang terdiri dari 8 elemen yaitu semua elemen S,, yaitu

({re, 12,1301, 1, [0 f30 fadio)-

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-4. Centralizer A, di grup
simetri-4 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
4 yang memenuhi goaog™t=a,Va€ A, g€ S,. Centralizer subgrup di grup

simetri-4 adalah sebagai berikut:



Tabel 3.13: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-4

54- = {rll rZI r3' 1"4-’ fll fZI f3p f4.}

Ay Cs,(4)
{ra} {ry,1p, 13,14, 13,5, f5, f4}
{ry ra} {r1,1p, 13,14, 13,15, 5, f4}

{ry,ry, 13,14}

{ry,rp,r3, 14}

{ro, 1y, f1,f3}

{rp, 1y, f1, 13}

{r2' Ty, fZ: f4}

{ry, 1y, £5, f4}

{ro,f1} {ry,ry £y, fa}
{F4, fZ} {r2: T4, f2' f4}
{ra,f3} {ry,ry £, f5}
{re, fa} {ry, 1y, f5, f4}

ﬂl; I, I'3, Ty, fl! fZl f3! f4-}

{rZ! I'4_}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
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1. Centralizer identitas dan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen

identitas dan elemen r4, k = 1,2 adalah semua elemen S,, yaitu
k

Cs, ({ry}) = {ry, 13,13, 14,3, £5, 5, £4}

Cs, ({rz,ra}) = {ry, 1o, 13,14, 1, £, f3, £}

2. Centralizer subgrup yang terdiri dari semua elemen r di grup simetri-4 adalah

subgrup itu sendiri, yaitu :

Cs, ({r1, 12,13, 14}) = {1y, 15,13, 14}

3. Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan

elemen f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemenrs, k = 1,2, dan
k

2 elemen f di grup simetri-4 adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen rs, k =
k

1,2 dan 2 elemen f, yaitu:

C54({r4, 1) = {ry, 14, f1, f53

CS4 ({r‘l-' fz}) = {rZI r4! f2) f4}
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Cs, ({re, f53) = {ra, 14, f1, f5}
C54({r4,f4}) = {ry, 14,15, f4}
Cs, ({rp, 14, f1,£3}) = {1y, 14, f1, £33

Cs,({rp, 14,65, £4}) = {13, 14, £5, 4}
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4. Centralizer semua elemen grup simetri-4 di grup simetri-4 adalah terdiri dari 2

elemen yaitu elemenrs, k = 1,2, yaitu
k

Cs, ({ry, 12,13, 14, £y, 5, f5, £43) = {15, 14}

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-4. Normalizer A, di grup

simetri-4 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-

4 yang memenuhi goaog ! € A,,Va € A,, g € S,. Normalizer subgrup di grup

simetri-4 adalah sebagai berikut:

Tabel 3.14: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-4

S4- = {rl' rZ' r3' 1«44 fll fZl f3; f4}

A4 NS4 (A)
{ra} {ry,1p, 13,14, f5,f5, f3, 4}
{ra,ra} {ry,rp,13,14,f5,f5,f5, f4}

{ro,ry,f1,£5}

{r1, 1o, 13,14, f3, f5, f5, f4 }

{ro,ra, f3,f4}

{ry, 1o, 13,14, f5,f5,f5, f4}

{ry,rp, I3, s}

{ry, 1o, 13,14, f5,f5,f5, f4}

{ry, f1} {ry,ry £y, f5}
{rs, £} {ry, 1y, f5, f4}
{ry, f3} {ry,ry, fy, f5}
{re, fa} {ry, 1y, f5, £4}

{r1n r2; 1"3, r4-; flr f2' f3' f4}

{ry, 1y, 13,14, £, £5,f5, 4}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa
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1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen f di grup simetri-4 adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas,

elemen rs, k = 1,2 dan 2 elemen f, yaitu:
k

NS4({I'4:f1}) = {ry, 14, f1, f3}
Ng, ({rg, £23) = {rp, 14, £5, 43
Ng, ({rg, f3}) = {rz, 1y, f;, f5}
Ng, ({ra, £43) = {ry, 14, £5, f4 3.
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan
elemen f di grup simetri-4 adalah semua elemen simetri-4, yaitu:
Ns, ({ry}) = {ry, 1o, 13,14, £1, 65, £5, 14}
Ns, ({rz, 14}) = {ry, 12, 13,14, f1, £, f3, 4}
Ns, ({ry,ra,13,143) = {ry, 15,13, 14, f1, £, f5, f4 }
Ng, ({ra, 1y, 1, f53) = {ry, 15,13, 14, f1, 5, 5, £4 }
Ng, ({ro,ra, £, £43) = {ry, 15, 13,14, f1, 5, £5, 4}

NS4 ({rlr Iy, I3,Ty, fl! er f3r f4}) = {rli I, I3,Ty, flr fZ’ f3' f4}

Center dari grup simetri-4 merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-4 yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-4. Dari definis
tersebut dapat disimpulkan bahwa center dari grup simetri-4 merupakan

centralizer S, di S,. Jadi, center dari grup simetri-4 adalah elemen rs, k = 1,2 ,
k

yaitu :

Z({ry, 1o, 13,14, 11,5, £3,£4}) = {1y, 14}
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3.22 Grup Simetri-6 (S¢,°)

Elemen dari grup simetri-6 terdiri dari 720 elemen. Selanjutnya, dari 720
elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotas dan elemen
refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-6 berjumlah 12 elemen, dengan 6

elemen rotasi dan 6 elemen refleksi yang ditunjukkan dalam tabel berikut:

Tabel 3.15: Tabel Elemen Grup Simetri-6

Rotasi:

Refleksi:

r, = (123456)

r, = (135)(246)
r3 = (14)(25)(36)
r, = (153)(264)
rs = (165432)

fr = (12)(36)(45)
foa = (13)(2)(5)(46)
fz = (14)(23)(56)
fa = (15)(24)(3)(6)
fs = (16)(25)(34)

re = (D)) (G)(6) fo = (1)(4)(26)(35)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa elemen dari subgrup simetri-3 yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi adalah
Se = {11, 12, 73,14,75, 76, f1, f2, 5, fa, f5, fo} dengan elemen identitas adalah 7.
Sedangkan sub himpunan yang memenuhi aksioma-aksioma grup, yaitu subgrup
dari grup simetri-6 adalah:

L ({re}e)

2. ({rs,1s}0)

3. ({rs 76 f1, fa}e)

4. ({rs,76 f2, fs}°)

5. ({rs76 13, fe}:0)

6. ({ry,1m,16}0)

7. ({rarvs fu, f2, f31°)

8. ({romu7e fu fs) fe}o)



10.

11

12.

13.

14.

15.

16.
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({11, 12, 73,74, 75, 76 1,0)

({76, f1},°)

({76, f2},°)

({76 f3},°)

({76, fa})

({re, fs},0)

({76, f6},°)

({672,713, 70,75, 76, f1, 2, f3 fao f5, f6 ,°)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-

6 yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi memiliki 16 subgrup dengan rincian

sebagai berikut:

1

2.

Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({rg},).

Enam subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen f
yatu  ({re, file),  ({re, f2he),  ({re fzdo),  ({re, fado), ({re, fs}e),
dan ({rs, fe},°).

Satu subgrup yang terdiri dari 6 elemen yaitu semua elemen r pada grup
sSmetri-6, yaitu ({ry, 14, 76, 74, 75, 76 },°)-

Satu subgrup yang terdiri dari 12 elemen yaitu semua elemen S, yaitu
({re, 12,73, 10, 75, 76, f1, f2, f30 fao f50 f6 30)-

Satu subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen

Tg, k = 1,2, yaltu ({1"3, T6},°).
k
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6. Tiga subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas, elemen

T%,k = 1'21 dan 2 elernen f’ yaltu ({r3;r6;f1;f4},°), ({r31r6'f2'f5}:°) dan

({rs, 76, f3, fe1,o)-
7. Satu subgrup yang terdiri dari 3 elemen yaitu elemen yang memuat rex =
3

Tor, k = 1,2,3 , yaitu ({ry, 14, 16 },0).

8. Dua subgrup yang terdiri dari 6 elemen, yaitu elemen rek = 154, k = 1,2,3
3}

dan 3 elemen f, yaitu

({rZI L fl' fZ' f3}'°) dan ({rZ' T4, Te) f4-l fSl f6}'°)-

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-6. Centralizer A, di grup
simetri-6 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
6 yang memenuhi goao g™t =a,Va € A,g € Se. Centralizer subgrup di grup

simetri-6 adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.16: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-6

S6 = {rli I, 3,14, 15, T, fli fZi f3, f4-' f5' f6}
Ag Cs,(A)
{r6} {r11r2tr3tr4rr5'r6'f1'f2if3'ﬁl-if5'f6}
{rs re} {ruro, 13,1 15,76, f1, f2, f3, fao £, fo}
{r2rr4rr6} {l"l, Iy, I'3, Iy, 1'5,1'6}
{ry,ry, 13,1y, s, U6} {ry,rp, 13,14, 15, T}
{rs,re £y, fa} {rs,re, f1, f4}
{rs 1o, f5, fs} {rs, 16, f5, f5}
{rs, re, f3, fo } {rs, re, f3, fo }
{ry,ry, 16, 1,5, 3} {rs re}
{rz, vy, 16, £4, f5, f} {rs,re}
{re, f1} {rs,re, £y, f4}
{re, 5} {rs,re, £, f5}
{re, f3} {rs, re, f3, fe}
{re, f4} {rs,re, f1, f4}
{re, f5} {rs, re, 5, f5}
{re, fo} {rs, re f3, 6}
{rur 3,115, 7%, f1, 2 f3, far fs) fo) {rs, re}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:

1

Centralizer identitas dan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen

re, k = 1,2 di grup simetri-6 adalah semua elemen S, yaitu
k

Cs, ({re}) = {r1, 12, 13,14, 15,16, f1, 5, f5, f4, f5, £} dan
C56 ({r3' ré}) = {rll I,T3,T4,Ts5, g, fl! fZl f3, f4' f5' f6}
Centralizer subgrup yang terdiri dari elemen r, selain subgrup yang terdiri

dari elemen rs,k = 1,2, adalah terdiri dari semua elemen r, yaitu
k

Cs,({r2, 14, T6}) = {ry, 12,13, T4, 15,16} dan
C56 ({I‘1, I2,I3,Ty,Ts, r6}) = {rlt I2,I3,1'4,Is, r6}'
Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan

elemen f, dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen rs, k = 1,2
k
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dan 2 elemen f di grup simetri-6 adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen

identitas, elemenrs, k = 1,2, dan 2 elemen f, yaitu:
k

Cs, ({re, f1}) = {r3, 16,1, f4}
Cs, ({re, £23) = {r3, 16, f, £}
Cs, ({re, f33) = {r3, 16,3, s}
Cs, ({re, f4}) = {rs3, 16, f1, f4}
Cs, ({re, f5}) = {r3, 16, f5, f5}
Cs,({re, fe}) = {r3, 16, f3, f6}
Cs,({r3, 16, f1,£43) = {r3, 1, f1, f4}
Cs, ({rs, 16, f2, fs3) = {r3, 16, f2, f5}
Cs,({r3, 16, f3,f6}) = {r3, 16, f5, f6}.
4. Centralizer semua elemen simetri-6 dan subgrup yang terdiri dari elemen

identitas, elemen yang memuat rsk = 15, k = 1,2,3, dan elemen f di grup
B,
simetri-6 adalah terdiri dari 2 elemen yaitu elemenrs, k = 1,2, yaitu:
k
Cpy ({r1, 12,13, T4, Ts, Tg, f1, £, f3, 4, £, f6}) = {r3, 16}

CP6 ({FZJ r4—r r6! fl’ fZ’ f3}) = {r3’ r6}

Cpy ({2, 14, 16, T4, £, f61) = {13, 16}

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-6. Normalizer Ag di grup
simetri-6 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
6 yang memenuhi g ca o g~ € Ag,Va € Ag, g € Sg. Normalizer subgrup di grup

simetri-6 adalah sebagai berikut:



Tabel 3.17: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-6

Se = {ru, 12,13, 10, 75,76, f1, f2, f3 far f50 fo }

Ag Ng, (A)
{r6} {rl'rZ'r3'r4-'r5'r6'f1'f2'f3'ﬁl-'f5'f6}
{rs,re} {ruro, 13,1, 15,76, f1, 2, f3, fao f5, fo}
{ry, 14,16} {rory et s, 16 f1, 2. f3 fu £, f6}

{rli I, 13,1y, Ts, r6}

{ru T2 13,1, s, V6o f1, 2, f30 fao S50 f

{rs, re, f1,f4}

{r3,re, f1, 14}

{r31 Te, fZ' f5}

{r3,re,f5, fs}

{r3! r6: f3: f6}

{r3! r6: f3: f6}

{ry,ra, 1,1, o, I3}

{rl' 2,13, 14,15, T, fll fZ' 3y f4-' f5' f6}

{ra, 14,16,y T, T6}

{ru 1213, 1 s, 6o f1, 20 f30 fao S50 f)

{r6i fl} {r3' Te, fli f4-}
{re, 2} {rs,re £, f5}
{re, f3} {rs, re, f3, fe}
{re, f4} {rs,re, f1, f4}
{re, fs} {rs, re, 5, f5}
{re, fo} {rs, 1o, f3, fe}

{7'1:7”2'7”3'7”4' s, Te) fl' f2' f3' f4-' f5' f6}

{rll rZ' r3l r4-l T'5, r6l fll fZ' f3! f4-' f5' f6}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:
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1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan

elemen f, dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemenrs, k = 1,2 dan
k

2 elemen f di grup simetri-6 adalah subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu

elemenrs, k = 1,2 dan 2 elemen f, yaitu:
k

Ns, ({re, f1}) = {r3, 1, f1, fa}
Ns,({re, £,3) = {r3, r6, f5, s}
Ng, ({re, f3}) = {r3, 16,13, f6}
N, ({re, fa}) = {r3, 16, f1, fa}
Ng, ({re, f5}) = {r3, 16, £, f5}

Ns, ({re, f63) = {rs, 16, f3,fc}
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N, ({rs, v, 1, f4}) = {r3, 16,1, f4}
Nsﬁ({rs're'fz'fs}) = {rs, 16, £, f5}
Ns,({r3, r6, f3,f6}) = {rs, r6, 5, f6}.
. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 tipe subgrup tersebut di grup simetri-6

adalah semua elemen grup simetri-6, yaitu:

NSG({%}) = {r, 12, 73,74, 75, T, f1, f2, f3, far f5 fo }

NSG({r3:r6}) = {r1, 12,13, 74,75, 76, f1, f2, 3, far f5, [}
NSB({rZ,r4,r6}) = {r1, 12, 73,7, 15,76, f1, f2) f3) far f5 fo}
NSG({rz,r4,r6, r1,T2,13}) = {1, 15,73, 74,75, 76, f1, 2, 3, far f50 fo}
NS6({r2'r4'r6: T4 Ts,T6}) = {11,712, 73,70, 75,76, f1, 2, 3, far f5, fo}
NSB({F1:1’2'1’3:1’4'1’5: 6}) = {11,712, 73, T, 75, 76, f1, f20 f30 fao S50 f}

Ng, {1, 12,13, 10,75, 76, f10 [0 30 fao 0 f63) = {10, 12, 13,10, s, 76, f1, f0 [0 fao f50 £}

Center dari grup simetri-6 merupakan himpunan elemen-elemen grup

simetri-6 yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-6. Dari definis
tersebut dapat dissimpulkan bahwa center dari grup simetri-6 merupakan

centralizer Sy di S¢. Jadi, center dari grup sSmetri-6 adalah elemen identitas dan

elemenrs, k = 1,2, yaitu:
k

Z({T‘l, 2,713,714, 75,76, fl' f2tf3' ﬁl-' fS' f6}) = {1"3, r6}'
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3.23 Grup Simetri-8 (5g,0)

Elemen dari grup simetri-8 terdiri dari 40.320 elemen. Selanjutnya, dari
40.320 elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotasi dan
elemen refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-8 berjumlah 16 elemen,

dengan 8 elemen rotasi dan 8 elemen refleks yang ditunjukkan dalam tabel

berikut:
Tabel 3.18: Tabel Anggota Grup Simetri-8
Rotasi (1) Refleksi (f)

r; = (12345678) f1 = (12)(38)(47)(56)
r, = (1357)(2468) f> = (13)(48)(57)(2)(6)
r3 = (14725836) fz = (14)(23)(58)(67)
r, = (15)(26)(37)(48) fa = (15)(24)(68)(3)(7)
rs = (16385274) fs = (16)(25)(34)(78)(46)
re = (1753)(2864) fe = (17)(26)(35)(4)(8)
r; = (18765432) f> = (18)(27)(36)(45)
rs = (DR)B)AG6)(7)(B) | fs = (1)(5)(28)(37)(46)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa elemen dari subgrup simetri-3 yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi adalah
Sg = {r1, 12,73, 74, 75,76, 77, 8, f1, 2. f3. far 5, o, 7, fg}  dengan elemen identitas
adalah 3. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi aksioma-aksioma grup, yaitu
subgrup dari grup simetri-8 adalah:

1. ({rg}e)

2. ({ra,18}:°)

3. ({ra,1a,16,18},°)

4. {roruve 18 fu 2, f3, fa}o)

S. ({ro1a 76,18 f5, for f7, fa}:0)

6. ({rs7s f1,f5}0)
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7. ({ra, 78 f2, f6}.°)

8. ({ru,1s f3,f7}°)

9. ({ru7s fa fa}e)

10. ({ry, 15,73, 74,75, 74, 77, g },°)

11. ({rs, fi}o)

12. ({rs, f23.°)

13. ({rs, f3},0)

14. ({rs, fa}o)

15. ({rs, fs}0)

16. ({rs, fe}.°)

17. ({rs, f73,°)

18. ({rs, fa}.°)

19. ({ry, 72, 73,74, 15, 16, 17, T8, f1, o, f35 fa f50 foo 7, f8 1)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-
8 yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi memiliki 19 subgrup dengan rincian
sebagai berikut:

1. Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({rg},0).

2. Satu subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen rs, k = 1,2 yaitu
k

({T4, T8}i°)-

3. Empat subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemenrs, k = 1,2 , dan 2
k

elemen f, yaitu: ({ry, 75, f1, fs },°), ({ra, 78, f2, f},0), ({rw, 78, f3, f7},0), dan

({T‘4, T8, f4-' f8}:°)-
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4. Satu subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen elemen yang memuat

r% = er,k = 112;314 ) yaltu ({th r4) r6r r8}l°)-
4

5. Dua subgrup yang terdiri dari 8 elemen yaitu elemen rsrx = 1y, k = 1,2,3,4

dan 4 elemen f, yaitu :
({2 12,76, 78, f1, [, f3, fadio) dan ({1, 1, 76, 73, f5. fo, f7, fe 1,0)-
6. Satu subgrup yang terdiri dari 8 elemen yaitu semua elemen r termasuk
elemen identitas, yaitu ({ry, 1, 13, 74, s, 6, 17, 75 },°)..
7. Delapan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen
foooyatu ({rg, fike), ({rs, f210), ({rs, f3}e), ({rs, fake), ({7s, f53.0),
({rs, fe}:0), ({rs, f7},0), dan ({7, fg}°).

8. Satu subgrup yang terdiri dari 16 elemen yaitu semua elemen Sg, yaitu

{ru, 10, 13,10, 75, 76, T2, T8, 1, f2, f30 o f5) for 0 fo)-

Misalkan Ag adalah subgrup dari grup simetri-8. Centralizer Ag di grup
simetri-8 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
8 yang memenuhi goao g™t =a,Va € A, g € Sg. Centralizer subgrup di grup

simetri-8 adalah sebagai berikut:



Tabel 3.19: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-8

Sg = {ru 1,13, 7, s, Y6, T2, T8, f1, f20 f30 fao f5 for 7, f8}

Ag Cs, (4)
{r } {r1; Iy,13,14,Ts5,Tg,I'7, 1‘3,
8 f1, 5, £3,£4, 5, f6, £7, fg }
{r1,r3,13,14,T's, T, T7, T,
e Te} £, 65, B, £, s e, By, Fo)
{rs,rg, f1,f5} {rq,rg, f1,fs}

{ra,rg, fp, f6}

{rs,re f5,f6}

{rs, rg, f3,f7}

{ry, rg, f3,f7}

{ry, rg, fy, fg}

{r4, r8: f4l f8}

{ry, 14,16, g}

{r1,rp,I3,T4,I's, T, I'7, Tg}

{r2' Iy, Y6, Tg) fll f2, f3' f4}

{ry, rg}

{ry, 14,16, 1g, fs, fe, f7, f5 }

{rs, rg}

{I‘l, I‘z, r3, r4l r5l r6l r7' rg}

{ry,1ry,13,T4,I's, 16,77, g}

{rg, f; } {ra,rg f;, fs}
{rg, f5} {ra,1g, £, fo}
{rg, f3} {ry, rg, f3, f7}
{rg, fa} {ra,rg, fs, fg}
{re, fs} {ry,rg 1, fs}
{re, fo} {ry, 1g, £, fe}
{re, f7} {ry, rg, f3,f7}
{re, fg} {ry, g, f4, fg}

{r1,T2,13,14,T5, T, I'7, T,
fll f2l f3l f4-; f51 f6l f7; f8}

{rs, rg}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:
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1. Centralizer identitas dan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen

rs,k = 1,2 di grup simetri-8 adalah semua elemen Sg, yaitu:
k

Cs, ({rsd) = {ro, 1, 13,70, 75, 6, 77,78, f1, f20 f30 fao f50 foo [ 70 /53
Css({l‘zp rg}) = {1, 12,73, T 75, 6, 77, s f1, [20 f30 fao f50 o0 f7, fo3-

2. Centralizer subgrup yang hanya terdiri dari elemen r, selain subgrup yang

terdiri dari elemen identitas dan elemenrs, k = 1,2 adalah terdiri dari semua
k

elemen r pada grup simetri-8, yaitu

C58 ({r2i Iy, Te, r8}) = {rll Iy, I3,Ty,Is, T, Iy, r8}
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Cs, ({r1, 12,73, 14,15, Tg, 17, Tg}) = {Iq, 15,13, Ty, Ts, 6, 7, Tg}.
3. Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan
elemen f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen rs, k = 1,2
k
dan 2 elemen f di grup simetri-8 adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen

rs,k = 1,2 dan 2 elemen f, yaitu:
k

Cs, ({rg, f1}) = {r4, 1, £y, fs}
Cs, ({rg, £2}) = {rs, 1g, f5, s}
Cs, ({rg, f3}) = {r4, 15, f3,f7}
Csq ({rg, f4}) = {r4, g, fy, f5}
Cs, ({rg, fs}) = {ry,rg,f;, f5}
Csq ({rg, f6}) = {r4, g, f5, f6}
Csg ({rg, f7}) = {ry, 1g, 3, 7}
Cs, ({rg, fg}) = {r4, rg, fy, fg}
Csq ({ry, rg, f1, £53) = {ry, rg, f1, f5}
Csy({ra, g, 5, f6}) = {rs, g, £5, 6}
Csq ({ry, rg, f3,£71) = {ry, rg, f3, 7}
Csy({ry, 15, f4, f5}) = {ry, rg, f4, fs}
4. Centralizer semua elemen grup simetri-8 dan subgrup yang terdiri dari

elemen rsx =1y, k = 1,2,3,4 dan 4 elemen elemen f di grup simetri-8
4

adalah terdiri dari 2 elemen yaitu elemen rs,k = 1,2 , yaitu:
k

Cs, ({ro 12, 13,10, 15, 16, T2, T, f1 f20 f30 fao f50 S f70 f3) = {ra, Tg}
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Cs,({r2, 14,76, 18, 1, £, f3, £43) = {r4, 16}

Cs,({r2, 14, T, Tg, f5, £, £7, f5}) = {ry, rg}.

Misalkan Ag adalah subgrup dari grup simetri-8. Normalizer Ag di grup
simetri-8 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
8 yang memenuhi g ca o g~ € Ag,Va € Ag, g € Sg. Normalizer subgrup di grup
simetri-8 adalah sebagai berikut:

Tabel 3.20: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-8
Sg = {12, 1a, T 15, Ve, T Tau o, oo o0 fs s f0 75 f}

A Ns, (A)
{I‘ } {rl’ r2l r3l r4p r5' r6, I‘7, I'8,
8
fl' fZ' f3i f4: f5; fﬁ, f7, fg}
{ry, rg} {r1,r3,T3,1y,¥'s, T, I'7, T,

fll fZ: f3; f4; f5; f6i f7l f8}

{r4-' I'g, fll f5}

{r4' r8' fll f5}

{r4, r8: f2: f6}

{r4-' r8: fZ' f6}

{ry, rg, f3,f7}

{ry, rg, f3,f7}

{ry, rg, fy, fg}

{r4-' I'g, f4-' f8}

{rZI Iy, Tg, r8}

{r1,12,13,14,T5,Tg, 7, Tg,
fl' fz, f3, f4; f5: f6: f7! f8}

{ry, 1y, 16,18, 11,5, f3, 4 }

{r1,12,I3,T4,1's, T, I'7, Tg,
fll fZI f3' f4-' f5' f6; f7, fg}

{rZI r4l r6l r8! f5l f6' f7’ f8}

{r1,12,I3,T4,1's, T, I'7, Tg,
fll fZI f3' f4-' f5' f6; f7, fg}

{rl’ rz, I'3, r4l r5l r6l r7' r8}

{ry,r2,13,14,15, 16, 7, Ig,
fl' fz, f3, f4; f5: f6: f7' f8}

{rg, f;} {ra,rg f1, fs}
{re, 5} {ry, 1g, £, fe}
{rg, f3} {ry,rg, f3,f7}
{re, fa} {rs, g £y, fg}
{r8' fS} {I‘4_, Ig, flf fS}
{re, fe} {ra,rg 5, f6}
{rg, f7} {ry,1g f3,f7}
{rg, fg} {ry, g, f4, fg}

{r1,12,13,14,T5,T6, 17, Tg,
fy, 5, f3,f4, 5, f6, £7, £ }

{r1,12,13,14,T5, 76,17, Tg,
f1, 5, £3,£4, 5, f6, £7, fg }

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)
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Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:
1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen rs, k = 1,2
k
dan 2 elemen f di grup simetri-8 adalah subgrup yang terdiri dari 4 elemen

yaitu elemen elemenrs, k = 1,2 dan 2 elemen f, yaitu:
k

N, ({rg, f1}) = {ra, 1, f1, f5}
N, ({rg, f2}) = {r4, g, f5, f6}
Nes ({rg, f3}) = {r4, g, f5,f7}
N, ({rg, f4}) = {rs, g, f4, fg}
N, ({rg, fs}) = {r4, g, fi, fs}
Ng, ({rg, fe}) = {ry, rg,f3, f6}
Ng, ({rg, f7}) = {r4, g, f3, 7}
N, ({rg, fg}) = {r4, rg, f4, f}
Ng, ({ra, g, f1, f5}) = {rs, rg, f1, fs}
N, ({ry, rg, f2, f6}) = {ry, 1, 2, f6}
Ns, ({ry, 1, f3,£7}) = {ry, g, f5, f7}
N, ({ry, g, 4, f}) = {rs, g, f4, f5}
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 tipe subgrup tersebut di grup simetri-

8 adalah semua elemen grup simetri-8, yaitu:
NSB ({rS}) = {T'l,TZ,T'3,T'4_,T'5,T'6, 77,78, fl' f2!f3' f4-l f5' f6' f7' f8}

NSg ({T4, Tg}) = {rll T2,73,74,75,76,77, T8, fll f2' f3' f4—' f5' f6' f7' fS}
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Ns, ({r1, 72,73, 74, 75,76, 77, 78}) =

{r, 12,13, 10,75, 76, 77,78, f1, f20 f3) fao 15, foo f7 [}
Ng, ({ra, 4,16, 18}) = {11, 72,13, 74,75, 76, 77, 78, 1, f20 [0 fao f50 f0 [0 £}
Ns, ({ry, rg, fs, f7,f1, 5,5, £4}) =

{ry, 12, 13,70, 75,76, 77, 78, f1, f2, f30 fuo fo0 fo0 f7, f}
Ns, ({r4, rg, fs, f7, s, f6, f7, fg}) =

{r1, 12, 13,70, 75,76, 77, 78, f1, f2, f30 fao 150 foo f7 f}
NSS({r1:T2rT3JT4rT5JT6JT7Jr8rfl!fZ!f?uﬁerSrf@f%fS}) =

{r1, 12,73, 70,75, 76, 77, 78, f1, f2, f30 far £ [0 7 fo3-

Center dari grup simetri-8 merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-8 yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-8. Dari definisi
tersebut dapat disimpulkan bahwa center dari grup simetri-8 merupakan
centralizer Sg di Sg. Jadi, center dari grup Simetri-8 adalah elemen identitas dan

elemenrs, k = 1,2, yaitu :
k

Z({r1, 12,73, 10, 75,76, 77,18, f1, 20 f30 far [0 foo [ f3}) = {70, 78]

3.24 Grup Simetri-9 (Sog,°)

Elemen dari grup simetri-9 terdiri dari 362.880 elemen. Selanjutnya, dari
362.880 elemen tersebut hanya diambil elemen yang terdiri dari elemen rotas
dan elemen refleksi. Sehingga elemen dari grup simetri-9 berjumlah 18 elemen,
dengan 9 elemen rotasi dan 9 elemen refleks yang ditunjukkan dalam tabel

berikut:



76

Tabel 3.21: Tabel Elemen Grup Simetri-9

Rotasi (1) Refleks (f)

r, = (123456789) f1 = (1)(29)(38)(47) (56)
r, = (13572468) f» = (2)(13)(49)(58)(67)
r3 = (147)(258)(369) f3 = (3)(24)(15)(69)(78)
7, = (159483726) f, = (4)(36)(26)(17)(89)
rs = (162738495 fs = (5)(46)(37)(28)(19)
s = (174)(285)(396) fe = (6)(57)(48)(39)(12)
r, = (186429753) fr = (7)(68)(59)(14)(23)
rg = (198765432) fa = (8)(79)(16)(25)(34)
1o = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) fo =(9)(18)(27)(36)(45)

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Dari tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa elemen dari subgrup simetri-3 yang
terdiri dari elemen rotasi dan refleksi adalah
So = {11,712, 13,14, 75,76, 77, 78, Vo, f1, f2, f3, far 50 f6r [, oo fo}  dengan  elemen
identitas adalah ry. Sedangkan sub himpunan yang memenuhi aksioma-aksioma

grup, yaitu subgrup dari grup simetri-9 adalah:

[EEN

. ({7‘9}’0)

N

. ({rs, 16, 19},0)

{r3,76,79, f1, far f73,°)
4. ({13, 76,70, f2. fs: fe o)
5. ({rs,76, 79, f3, for fo},°)

w

6. ({r1,12,73,74,75,7,77,78,79},°)
7. ({re, fi}°)
8. (o, f23,°)
9. ({re, f3},°)
10. ({ro, fa},0)
11. ({re, f53.°)
12. ({re, fe},°)
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13. ({ro, f73.°)
14. ({rs, fa}.°)
15. ({re, fo},°)
16. ({r1, 12, 73,14, 15, 76, 77,18, Yo, f1s f2 [0 far [0 f6r [0 fo0 [0 3,0)

Berdasarkan subgrup-subgrup tersebut, dapat disimpulkan bahwa subgrup simetri-

9 yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi memiliki 16 subgrup dengan rincian

sebagal berikut:

1

2.

Satu subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas, yaitu ({r},°).
Satu subgrup yang terdiri dari 3 elemen yaitu elemen yang memuat rox =

8
T3k, k = 1'2'3 ’ yaltu ({T3l Te» r9}i°)'

Tiga subgrup yang terdiri dari 6 elemen yaitu elemen rox = 13,k = 1,2,3
3

dan 3 eemen f, yaitu: ({rs, 76,79, f1, fa, f7}0), ({13, 76,70, fo, 5, fa}ie), dan
({rs, 76,79, f3, fo, fo},°).

Satu subgrup yang terdiri dari 9 elemen yaitu semua elemen r pada grup
simetri-9, yaitu ({ry, 12, 13,74, 75, 76, 17, g, T9 ,°) .

Sembilan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan
elemen f, yaitu ({ro, f1},°), ({ro, f2},2), ({ro, f3},°),

({ro, fa}e), ({ro, fsho), ({ro, fe}0), ({ro, f71.0), ({1, fa}e), dan ({ro, fo},0).
Satu subgrup yang terdiri dari 18 elemen yaitu semua elemen S,, yaitu

{Tl, T2,73,14, 715,76, 77,18, To, flf fZ' f3' ﬁl-' f5' f6' f7' f8' f9}

Misalkan A, adalah subgrup dari grup simetri-9. Centralizer Ao di grup

simetri-9 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
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9 yang memenuhi goao g™t =a,Va € A, g € Sy. Centralizer subgrup di grup

simetri-9 adalah sebagai berikut:

Tabel 3.22: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-9

So = {ry 15, 13,1, 15,76, 7,18, To, f1, fo, 3, far f5, fo. 7, fa, fo}
Ag Cs,(A)
{ro} {r1,72,73,74,75, 76,77, 78, T,
i f1s for f3 fa fs) fo f1, fa fo}
{r3, 76, To} {r, 1,13, 14, 75,76, 77, 75, To }
{rs.76.70, f1, fa f7} {ro}
fits, v, Lol Mz W5 {ro}
{r316.70, f3, fo, fo} {ro}
{r1, 12,13, 14, 75,76, 77, T, To } {r, 12,13, 14, 75,76, 77, 75, 1o}
{ro, 1} {ro, f1}
{ro, f5} {10, f5}
{ro, f3} {ro, f3}
{ro, fu} {ro, fu}
{ro, f5} {ro, f5}
{ro, fe} {ro, fe}
{ro, f7} {ro, f7}
{ro, fa} {ro, fa}
{ro, fo} {ro, fo}
{112, 13,74, 75,76, 17, 75, T, {rs}
fi. for fa fa f5. foo 7, foo fo} i

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:

1. Centralizer identitas di grup simetri-9 adalah semua elemen S, yaitu

ng ({re}) = {r1, 12, 73,70, 75, 76, 77, T8, 7o, f1, f20 £ fao [ fo f7, fo fo}-

2. Centralizer subgrup yang hanya terdiri dari elemen r adalah terdiri dari

semua elemen yang memuat r, yaitu

Cs, ({r3,76,19}) = {r1, 72,73, 74,75, 76,77, 75, 7o }

Csy({r1, 72, 73,70, 75,76, 7, T3, To}) = {11, 72, 73,14, 75, 6,77, 75, To }-

3. Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan

elemen f di grup simetri-9 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
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Csy ({ro, f13) = {ro, 1}
Cs, ({10, 23) = {19, f2}
Cs, ({10, f31) = {10, f3}
Csy ({10, f33) = {19, f3}
Csy ({ro, fs}) = {7, f5}
Cs, ({10, f63) = {10, fe3
Csy ({ro, f73) = {ro, f7}
Csy ({19, f33) = {19, fa}
Cs, ({19, fo}) = {ro, fo}.

4. Centralizer semua elemen grup simetri-9 dan subgrup yang terdiri dari
elemen yang memuat ok = 73;, k = 1,2,3 dan elemen f di grup simetri-9
adalah elemen identitas, yaitu:

ng({rprz;T3;7’4'7’5;7’6r7’7' Te,To, 1, f2, f3: far f5: for 7, S8 fo}) = {70}
Cs, ({13, 76: Tos f15 far [73) = {70}
Cs, ({13, 76,70, f2, f5, f8}) = {70}

ng ({13, 76,79, f3, fo fo}) = {ro}-

Misalkan Ay adalah subgrup dari grup simetri-9 Normalizer Ag di grup
simetri-9 dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
9 yang memenuhi goa o g ! € Ag,Va € Aq, g € So. Normalizer subgrup di grup

simetri-9 adalah sebagai berikut:



Tabel 3.23: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-9

S9 = {T'l, 12,13, 14,15, 76,177, 18, To, flf fZ' f3' ﬁl-' fS' f6' f7' f8' f9}

A Ng, (A)
{Tg} {T'l,T'Z,T'3,T'4_,T5,7"6,7"7,7"8,7"9,
fl'f2'f3'ﬁl-'f5'f6'f7'f8'f9}
T1,72,13,714,15,7¢,177,7g, T
{7'37"67'} {1' 213,14, 75, 16,177,718, 19
Y f1 for f30 far £ fo0 f7, foo fo}
{ras o, o fi for f7) B Mg 75T T Tor

fl'f2'f3'ﬁhf5'f6'f7'f8'f9}

{r3, 76,79, f2, f5, [}

{11, 12,753,174, 75,76, 77, T, T,

fl'f2'f3'ﬁl-'f5'f6'f7'f8'f9}

{r3, 76,79, f3, f6, fo}

{11, 12,73, 14, 15, 76, 77, g, T,

fufofa fur s for f2, fo fo}

{7'1, r2,173,74,75,V6 17, r8’ rg}

{7'1, 7'2, 7'3, r4l r5' r6; r7: r8: 7'9,

fl'f2'f3'ﬁhf5'f6'f7'f8'f9}

{ro, f1} {ro, f1}
{ro, o} {ro, 2}
{ro, f3} {ro, f3}
{ro, fa} {ro, fu}
{ro, f5} {ro, f5}
{ro, fo} {ro, fo}
{ro, f7} {ro, f7}
{ro, fs} {ro, g}
{ro, fo} {ro, fo}

{rl' rZ! r3! r4-l TSI r6: r7l r8: r9;

fl!fZ!fS'f4'f5!f6!f7!f8'f9}

{rl' rZ! r3! r4l r5: r6: r7: r8: r9:

fl'f2if3'ﬁl-'f5'f6!f7!f8!f9}

Sumber: Analisis penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa
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1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan

elemen f di grup simetri-9 adalah subgrup itu sendiri, yaitu:

Ns,({ro, 1}) = {ro, f1}
Ns, ({19, f23) = {75, /2
N, ({ro, f3}) = {ro, f3}
Ns,({ro, fu}) = {ro, f3}
Ns,({ro, fs}) = {ro, fs}
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ng ({ro, f61) = {ro, f6}
ng ({re, f7}) = {ro, 7}
ng ({ro, f3}) = {ro, f&}
Ns, ({r9, fo}) = {ro, fo}.
. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 tipe subgrup tersebut di grup simetri-
9 adalah semua elemen grup simetri-9, yaitu:
ng({ﬂa}) = {1y, 12, 73,70, 75,76, T2, T8, To, f1, 2, 13, far f5 fo f7, S, fo}
Ns, ({11, 72,73, 74, 75,76, 77, 75, To})

= {1, 10,73, 70, 75,76, 77,78, o, f1, f2, 3, far S5, foo f7, o fo}
Ns,({r3,76,19}) = {11,715, 73,74, 75,76, 77, 78, o, f1, fo, f3, far S5, foo f7, foo fo}
N, ({r3, 76,79, fu, far f73)

= {112, 13,70, 15,76, 72,78, 1o, 1, 2, 3, fus f5. fo, 2. foo fo}
ng({r3,r6, 7o, 2, f5, fs})

={ry, 10,73, 74, 75,76, 77,78, o, f1, fo, f3, far S5, fo. f7, oo fo}
N, ({rs, 76,79, f3, for fo})

= {1, 12,13, 70,75, 76, 77, T8, 19, f1, f2, 3. fus f5. fo 2. fo fo}
ng ({11, 72,73, 74,75, 76, 77,78, 70, f1, f2i f3 fao fs0 foo [0 o fo )

= {11, 12,13, T4, s, 6, 7, T8, o, f1, [2, [30 far f50 foo f70 fo0 fo}-
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Center dari grup simetri-9 merupakan himpunan elemen grup simetri-9
yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-9. Dari definisi tersebut dapat
dismpulkan bahwa center dari grup simetri-9 merupakan centralizer Sq di S,.

Jadi, center dari grup simetri-9 adalah elemen identitas yaitu :

Z({ry, 12,73, 14,75, 76, T2, T8, To, f1, [20 f35 fa [0 [ f7, fo0 fo}) = {79}

3.25 PolaUmum Grup Simetri-n (S,,°), n Bilangan Komposit
Secara umum, jumlah elemen dari grup simetri-n (S,,°) dengan n
bilangan komposit adalah n!. Akan tetapi, apabila diambil elemen yang hanya
terdiri dari rotasi dan refleksi jumlah elemennya adalah 2n, dengan n elemen yang
menunjukkan rotasi dan n elemen yang menunjukkan refleksi, yaitu :
St SR, A W TN Wi
Dengan €l emen identitas adalah r;,. Sedangkan subgrup dari grup simetri-n (S,,,0)

adalah:

Ut

'nk f1 fnk °)
T' ) T+1 )

o)
)
L L

I

T'nk, fz'fn—.k+2

N

~

Tnk fg fnk °>
L _i) ) _i+3 )

(e o1} )
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Dimana i merupakan pembagi-pembagi positif dari n i =1,2,3,...,n dan k
merupakan konstanta positif k= 1,2,3,...,i. Berdasarkan subgrup-subgrup
tersebut dapat disimpulkan bahwa pada subgrup simetri-n, misalkan i = 1,2,3 ...,
adalah pembagi-pembagi positif dari n, a(n) adalah banyaknya pembagi positif
dari n, dan b(n) adalah jumlah pembagi positif dari n yaitu b(n) = p; + p, +
ps + -+, makaterdapat:

1. Sebanyak a(n) subgrup yang terdiri elemen rne, kK =1,2,3,...,i. yaitu

(o)

2. Sebanyak b(n) subgrup yang terdiri dari elemen rne, k = 1,2,3,...,i, dan

elemen yang memuat f, yaitu:

() (et ) (o))

L L L L

e Jika i =1, maka k = 1. Sehingga subgrup-subgrupnya yang memuat

elemen r adalah elemen identitas, karena:

() )= o)) =00

Sedangkan subgrup yang memuat elemen r dan f adalah
({7, f1}.0)
({7, f2},0)
({7, f3},0)

({Tn, fn};°)
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* Jika i = 2, maka k = 1,2. Sehingga subgrup yang hanya memuat elemen r
adalah terdiri dari elemen 7, yaitu ({T'n_.l, T'n_.z} ,o) = ({rn, 1, },0).
i 2 2 2

Sedangkan subgrup yang memuat elemen r dan f adalah subgrup yang

memuat elemen 7z« dan elemen f, yaitu:

L

({r%, rn,f1'f%+1}’°>

({r%, rn,fz,fg+2}’°>

(gt sal)

* Jikai = 3, maka k = 1,2,3. Sehingga subgrup yang hanya memuat elemen r
adalah terdiri dari elemen 7, yaitu ({Tn_.l, Tnz2, T'n_s},°> = ({rn,ran, 1, },0).
i 3 3 3 3

Sedangkan subgrup yang memuat elemen r dan f adalah subgrup yang

memuat elemen rnx dan elemen f, yaitu:

i

({Tg; TZTTU T flﬁ f%+1’f23_n+1}'0)

(byrip sl

({TE; ran, T, fn' fﬂi fZ_n} '0)
3 3 3 3
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* Jikai =n,maka k = 1,2,3, ..., n. Sehingga subgrup yang hanya memuat

elemen r adalah terdiri dari elemen 7k, yaitu ({T’n_.l, rnz, ..., rg} ,o) =
i n n n

({rll rZI ey rn},o).
Sedangkan subgrup yang memuat elemen r dan f adalah subgrup yang

memuat elemen rnx dan elemen f, yaitu:

i

({Tn.l; .2, )f 1 fnZ

n.l, L)
n n n n

corfnnd o) = ({0270t o for s i)

Misalkan A,, adalah subgrup dari grup simetri-n. Centralizer A,, di grup
simetri-n dapat didefinisikan sebagai himpunan dari elemen-elemen grup simetri-
n yang memenuhi gocao g~! = a,Va € A,,g € S,,. Centralizer subgrup di grup

simetri-n adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.24: Hasil Centralizer Subgrup di Grup Simetri-n

Sn = {I‘l, Iy, I's, ..., I'p, fl' fz,f3, . fl’l}

A, Cs,(4)
{rn} {ry,ry,r3, ., 1, 1,65, 15, .0, £
o f) fromffo, |
2 2
£} roma fof, .}
. f5) ru i o |
2 2
(o ) {rn s fo £}
{tn, r%} fgTs, s, . Yol 65, 5, 0, (3

{rn' r%r fl! f%+1}

{rn' r%r fl! f%+1}

{rn' I'%, er f%_'_z}

{rnr I'%, er f%+2}

{rn, o f3, fg+3}

{rn, iy f3, fg+3}

{rn' I'n, fn' fE}
2 2

{rn' I'n, fn' fE}
2 2

{rn, rn_k}
i

{ry, 15,13, ..., T}

I'n, 'nk, f1,
{rn oo 1, foe } ra, I
1 1
2
it b
{rnr ﬁ(! 2 Lk+2} rE} rn
1 1 2
it i, 16
{I‘n, ﬁ(r 3 Lk+3} rEl rn
1 1
2
{Tn, nk, fn, flk} i 1
1 1 E
{ri,ry, 13, ..., 11} {ry,ry, 13, ..., 10}
{ry,ry,13, ., 1y, £1, 65, £5, o £} In, Iy

2
Sumber: Andlisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa :
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1. Centralizer identitas dan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen

identitas dan elemen r» di grup simetri-n adalah semua elemen S,,.
2

Csn({rn}) - {rl, rz, I‘3, ...,rn, fl' fz,f3, ...,fn}
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Cs, ({rg, Mn}) = (T T2 Ty oo T B, B B i),

Hal tersebut karena elemen identitas dan elemen r» komutatif dengan semua
2

elemen subgrup simetri yang terdiri dari elemen rotasi dan refleks.
2. Centralizer subgrup yang terdiri dari elemen r, selain subgrup yang terdiri dari

elemen identitas dan elemen r» adalah terdiri dari semua elemen r.

2

Cs, ({{rn, rﬁ}D = {ry,I'3, I3, ..., In}

Cs,({r1, T2, T3, .0, Tp}) = {ry, T, T3, .0, T}
Hal tersebut karena elemen r komutatif dengan semua elemen r di subgrup
simetri yang terdiri dari elemen rotasi dan refleksi.
3. Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan f

dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas, elemen = dan

2 elemen f di grup simetri-n adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen

identitas, elemen r=» , dan 2 elemen f.
2
CSn ({rn, fl}) = {rn: r%' fl: f%+1}
Cs, ({rn, £23) = {1, I'%, £, f%+2}

Cs, ({rn, £33) = {rn, r%, f3, f%+3}

CSn ({rn; fn}) = {rn; r%r fn; fg}

4. Centralizer semua elemen simetri-n dan subgrup yang terdiri dari elemen

identitas, elemen yang memuat Tk =1,2,3, ..., 1, dan elemen f di grup



88

simetri-n adalah terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen 1,5,
yaitu:

Csn(rl, rz, I‘3, ey I‘n, fl' fz, f3, ey fl’l) = {TE, I‘n}
2
CSn ( I'nk, rn' fll fnk ) = {rﬂl rn}
T T 2

.
CSn ( I'nk, rn: f2l fl’lk ) = {rﬁ' rl’l}
T 12 2

)= rnr)

CSn ( rnTk, Tn, f3, fnTk+3

Con ({rmo b ) = rmme)

1 1

Misalkan A,, adalah subgrup dari grup simetri-n. Normalizer A,, di grup
simetri-n dapat didefinisikan sebagai himpunan dari e emen-elemen grup simetri-
n yang memenuhi geacg ' € A,,Va € A,,g €S,. Normalizer subgrup di

grup simetri-n adalah sebagai berikut:
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Tabel 3.25: Hasil Normalizer Subgrup di Grup Simetri-n
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Sn = {T'l,TZ,T3, "'irn'flth' f3' 'fn}

A, Nsn(A)
{ry} {ry,ry, 13, ..., 10, £, 85, f5, ..., £}
(. f) fromfufo, |
2 2
£} o fof, )
{ru, f3} T, f3, fn o
2 2
o f2) {ra, s fo £}
{rn'r%} {rl,rz,rg, ...,rn,fl,fz,f3, ""fl’l}
{rn,rg, f1'f%+1} {rn,rg, fl,fgﬂ}
{rn' I'%, f2' f%+2} {rn' I'%, fZ' f%+2}
Iy, I'n, f>, fn Iy, I'n, f3, fn
{nf37+3} {n73f+3}
{rn' In, fn' fE} {rni I'n, fn' fE}
2 2 2 2
{l‘n, rlk} {ry, 13,13, ..., 1, 1,5, f5, ..., £}
1
{Tn, rnTk' fy, fnTkH} Lo S JIN (ST S S
{rn, rnTk' f2, fnTkJrz} TGPLAA S, .9 TR e |
|
{rn' rnTk' f3' fnTk+3} {1‘1, Iy, I'3, ..., I'p, fl' fz, f3, Goc fn}
(I ks f fke} (14, Ty Ty ooes Py £y £, B3y ooy £
{ri,ry,r3,..., 1} {ri, 1y, 13, ..., 1, 1,5, f5, ..., 1}
{ry,ry, 13, ..., 10, 1,65, f5, ..., 1} {ry, 1,13, ..., 10, 1,5, f5, ..., £}

Sumber: Analisis Penulis (2011:7)

Berdasarkan tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa:

1. Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan

elemen f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas, elemen

rn dan 2 elemen f di grup simetri-n adalah subgrup yang terdiri dari 4 elemen
2

yaitu elemen r» dan 2 elemen f.
2
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NSn ({rl’li fl}) = {rn» r%) fl» f§+1}
N5, ({rn,£23) = {ro, 1o, o,

N, (@ £51) = {rm 1 B fo, )

N, ({rn, ) = {1, 1, £ ]
2. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 tipe subgrup tersebut di grup simetri-n
adalah semua elemen grup simetri-n.
Ng ({r,}) = {ry, 15,13, ..., 1, f1, 5, f5, ..., £}

Nsn({rl, I‘2, 1‘3, ...,I‘n}) — {I‘l, 1‘2, I‘3, Foo g I‘n, fl' fz, f3, ...,fn}

N, ({rm ot Fu fak, ) = (0T, o T B By e

1 1

NSTL ({I‘n, rﬁ(, fz, fﬁ(_}_z}) == {1‘1, rz, 1‘3, ...,l‘n, fl’ fz, f3, ""fl'l}

1 1

NSTL ({rn, rlk, fn, fn_k}) == {I‘l, 1‘2, I‘3, 000 I‘n, fl’ fz, f3, ...,fn}

1 1

Ns, ({ry, 12,13, o, 0, f1, 65, f5, 0, £01) = {ry, 1,13, o, £, £, 5,

Center dari grup simetri-n merupakan himpunan elemen-elemen grup
simetri-n yang komutatif dengan setiap elemen grup simetri-n. Dari definis
tersebut dapat disimpulkan bahwa center dari grup simetri-n merupakan
centralizer S,, di S,,. Jadi, center dari grup simetri-n adalah elemen identitas dan

elemenr,, . yaitu Z({B,}) = {rn2,In}.
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3.3 Pola Umum Grup Simetri-n (S,,°)

Berdasarkan pola umum dari grup simetri-n (S,,,°), n bilangan prima dan
n bilangan komposit di atas, dapat dibuat teorema tentang banyaknya subgrup,
tipe centralizer, normalizer, dan center subgrup dari grup simetri-n, yaitu:
Teoremal
Banyaknya subgrup dari grup simetri- n, n = 3, n bilangan prima adalah
sebanyak n + 3 subgrup.
Bukti:
Subgrup-subgrup dari grup simetri-n (S,,,2),n = 3, n bilangan prima adalah:
1. Sebanyak n subgrup yang terdiri dari 2 elemenvyaitu{r,,f;}, 1 <i <n.
2. Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari 1 elemen yaitu elemen identitas {r;, }.
3. Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari n elemen yaitu semuaelemenr.
4. Sebanyak 1 subgrup yang terdiri dari 2n elemen yaitu semuaelemen S,,.
Sehingga banyaknya subgrup dari grup simetri-n (S,,,°),n = 3,n bilangan prima

adalahn+1+ 1+ 1 =n + 3 subgrup.

Teorema 2

Jika i|n, i pembagi-pembagi positif dari n . maka banyaknya subgrup dari grup
simetri-n (S,,0),n =3, n bilangan komposit adadah a(n) + b(n) subgrup.
Dengan a(n) merupakan banyaknya pembagi-pembagi positif dari n, dan b(n)
adalah jumlah pembagi-pembagi positif dari n.

Bukti:
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Misakani = 1,2,3, ...n merupakan pembagi-pembagi positif dari n dan k adalah
konstanta positif, k = 1,2,3, ...i, maka banyaknya subgrup dari grup simetri-n
(8,,0),n = 3, n bilangan komposit adalah:

1. Sebanyak a(n) subgrup yang terdiri dari elemen rne, k =1,2,3,...,1 yaitu

()

2. Sebanyak b(n) subgrup yang terdiri dari elemen 1, k = 1,2,3,...,i, dan

elemen yang memuat elemen f, yaitu:

I'n, rnTk, fl, fnTk"'l

I'n I‘nTk, fz, fnTk"'Z

In, rn_k; f3, fn_k

5 i+3

In, Ink, fn, fok
i i

Jadi, total banyaknya subgrup dari grup simetri-n (S,,°),n = 3,n bilangan

komposit adalah a(n) + b(n) subgrup.

Teorema 3
Jka A subgrup dari grup simetri-n (S,,°),n = 3, maka centralizer dari grup
simetri-n (S,,°) ,n bilangan prima adalah:

Sn A ={r}

CSn(A) = {n} JA=S,
A JA#{nrL3A+S,
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Bukti :

Centralizer subgrup di grup simetri-n (S,,2),n = 3,n bilangan prima adalah:

(i) Centralizer identitas di grup simetri-n adalah semua elemen S,,.

Cs,({rn}) = {ry, 1o, 13, 0, 1, 1,65, f5, 00 £}

(ii) Centralizer semua elemen grup simetri-n di grup simetri-n adalah elemen
identitas.

Cs,({ry, 12,13, 0,1, 1,5, f5, 0, £13) = {13,).

(iii) Subgrup sejati merupakan subgrup yang bukan merupakan subgrup identitas
dan subgrup semua elemen dari grup simetri-n, yaitu terdiri dari 2 elemen,
elemen identitas dan elemen yang memuat f, serta subgrup yang memuat
semua elemen r. centralizer subgrup sgjati dari grup simetri-n adalah subgrup
itu sendiri.

Cs,({rn, 1) = {0, f1}
Cs, ({rn, f21) = {r, f2}
Cs, (. f31) = {r, 13}

Cs, ({r, fu3) = {1, fu}
Cs,({ry, 12,13, .0, 1p}) = {ry, 15,13, o0, 1y}
Hal ini dikarena elemen r komutaiif dengan semua elemen r, Sedangkan
elemen f; dengan 1 <i < n hanya komutatif dengan elemen identitas dan

elemen f; itu sendiri.
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Teorema 4
Jika A subgrup dari grup simetri-n (S,,°),n = 3, maka centralizer subgrup di

grup simetri-n (S,,°) , n bilangan komposit adalah:

() Csn({rn}) = (s, ({1"2' rn}) ={ry, 13,13, 0, Ty, f1, 2,5, 0, 15
2
(i) Cs, ({ry,r3,13,...,14}) = Cs, <{rnl}) ={r,,ry,,r3, ..., k=1,2,..,1i

(i) Cs, ({rn, 63) = Cs, () =4 ; A={rmn fi il 1<i<mj=i+7;
7
Sedangkan untuk A selain tipe-tipe subgrup tersebut, Cs (A) = {rn, 1}

Bukti:
Centralizer subgrup di grup simetri-n (S,,2),n = 3, n bilangan komposit adalah:
(i) Centralizer identitas dan subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen

identitas dan elemen = di grup simetri-n adalah semua elemen S,,. Hal ini

dikarenakan elemen identitas dan elemen rn komutatif dengan semua

2

elemen grup simetri-n.

Csn({rn}) = {I‘l, Iy, 1‘3, ...,I‘n,fl, fz,fg, ""fl’l}
CSTL ({I‘%, I‘n}) = {1‘1, 1‘2, 1‘3, ...,I‘n, fl'le f3, ...,fn}.

Hal tersebut karena elemen identitas dan elemen rn komutatif dengan semua

elemen grup simetri-n
(i) Centralizer subgrup yang terdiri dari elemen r, selain subgrup yang terdiri

dari elemen identitas dan elemen r» adalah terdiri dari sesmua elemen r. Hal
2

ini dikarenakan elemen r komutatif dengan semuaelemen r.
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Cs, ({{rnTk}D ={ry, Iy, I3, ..., 0}

Cs, ({r1, 12,13, 0, T }) = {ry, 1o, T3, oo, T}
Hal tersebut karena elemen r komutatif dengan semua elemen grup
simetri-n
(iif)  Centralizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan

f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas, elemen r»
2

dan 2 elemen f di grup simetri-n adalah terdiri dari 4 elemen yaitu elemen

identitas, elemen r» , dan 2 elemen f. Hal ini dikarenakan elemen identitas
2,

dan elemen r» komutatif dengan semua elemen P,, sedangkan elemen,

2

sedangkan elemen f; komutatif dengan elemen {fi,fj}; 1<is<mj=i+
n
>

Cs, ({rn, £13) = {rp, gl fgﬂ}

Cs, ({ry, £23) = {ry, rg' f2, f%+2}

CSn ({rnl f3}) = {rn: In, f3p f2+3}
2 2
CSn ({rn, fu}) = {rn, I‘%, fn, fg}

(iv)  Centralizer semua elemen simetri-n dan subgrup yang terdiri dari elemen

identitas, elemen yang memuat r.x, k = 1,2, ...,i, dan elemen f di grup

A

simetri-n adalah terdiri dari 2 elemen yaitu elemen identitas dan elemen r»
2
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Csn(rl,rz,r3, S fl' fz, f3, ...,fn) = {T'%, rn}

Cs,

~

) = trnr)

1 I‘n_k, e f1, fn_k+1
i i 7

CSn ( rLk, ™ fz, fn+k+2 ) = {T%, I‘n}

1 1

( 3
G, (frmom o fuk,}) = 0.}
i i 2

CSn ({rn_k’ Tty fﬂ_k}> 5 {Tg, rn}
i i

1

Teorema5
Jika A subgrup dari grup simetri-n (S,,,°),n = 3, maka normalizer subgrup di
grup simetri-n (S,,,) , n bilangan prima adalah:

(A ;A={n,fik1<i<n
N5, (4) —{Pn 205

Bukti:

Normalizer subgrup di grup simetri-n (S,,,c),n = 3, n bilangan prima adal ah:

(i)  Normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen yang memuat f di grup simetri-n adalah subgrup itu sendiri, yaitu:
Ns,({rn, f1}) = {rn, fi}

Ng, ({rn, £2}) = {ry, £2}

NS7 ({rntfn}) = {rn'fn}
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1. Normalizer subgrup selain terdiri dari 2 elemen di grup simetri-n adalah
semua elemen grup simetri-n, yaitu:
Ns,({rn}) = {r1, 12, s s 1 for o fad
Ng ({r1,72, s }) = {1, 72y woos T f1, 20 ey [}

Ng, {11, 72 woos Ty i for woes fo) = {1 s T 1 S o0 -

Teorema 6
Jika A subgrup dari grup simetri-n (S,,0),n = 3, maka normalizer subgrup di

grup simetri-n (S,,°) , n bilangan komposit adalah:

(A= {rn f}; A= ffli1<i<mj=ito
{rn’rgjfllﬂ}' _{rn’ 1}' _{rn’r%, 1’ ]}’ _l_n’]_l+5
Ng,(A) = 2

S ;A # {r, i} A+ {rn, r%, fi,fj}
Bukti:
(i) normalizer subgrup yang terdiri dari 2 elemen, yaitu elemen identitas dan
elemen f dan subgrup yang terdiri dari 4 elemen yaitu elemen identitas,

elemen r» dan 2 elemen f di grup simetri-n adalah terdiri dari 4 elemen yaitu

elemen r» dan 2 elemen f.
2
NSn ({rnl fl}) = {rnl rg' fll f%+1}
Moy 1) = fraomn, o

NSn ({rn' fB}) = {rni I'%, f3' fg+3}

N, (o ) = fr v o )
2 2
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normalizer subgrup selain terdiri dari 2 tipe subgrup tersebut di grup simetri-n
adalah semua elemen grup simetri-n.
Nsn({rn}) = {I‘l, rz, I‘3, vy rn, fl' fz, f3, ey fn}

Nsn({rl, rz, ]‘3, ...,I‘n}) = {I‘l, 1‘2, I‘3, ceey I‘n, fll fz, f3, ...,fn}

Ns, ({rn, Euk i, flk+1}> = {1, T, Py ooy T B, B By o B

1 1

NSTL ({I‘n, rlk, fz, fn_k+2}) - {1‘1, I‘2, 1‘3, ...,I‘n, fl' fz, f3, ...,fn}

1 1

Nsn ({l‘n, rﬁ(, f3, fﬁ(+3}) = {1‘1, I, I'3, ..., I‘n,fl, fz, f3, ==y fn}

1 1

Ng ({rn, Ink, fn, ka}) — A R ey

1 1

Nsn({rl, rz, I‘3, fo0 g l‘n, fl,fz,fg, ,fn}) = {1‘1, rz, I‘3, ...,rn, fl) fz,fg, ...,fn}

Teorema7

Center dari grup simetri-n, n > 3, adalah:

7(5.) = () ; n bilangan prima
(Sn) = {rg, rn} ; n bilangan komposit
2

Bukti:

Center dari grup simetri-n merupakan centralizer S,, di S,.Karena centralizer
semua elemen pada grup simetri-n,n bilangan prima adalah elemen identitas,
yaitu Z(S,) = {r,}, maka center dari grup simetri-n, n bilangan prima adalah ,.

Sedangkan centralizer semua elemen dari grup simetri-n,n bilangan komposit
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adalah elemen identitas dan elemen r», maka center dari grup simetri n,n
2

bilangan komposit adalah Z(S,,) = {rn, ;,}.
2



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan bahwa:
1. Pola banyaknya subgrup dari grup simetri-n, n > 3, adalah:

n+3 ;1 bilangan prima

GASYe o +bn ; n bilangan komposit

a n adalah banyaknya pembagi positif dari n,

b n adalah jumlah pembagi positif dari n.

2. Jika A merupakan subgrup dari grup simetri-n S,,o, n =3, maka pola

centralizer dari subgrup tersebut adalah:
a. Untuk n bilangan prima:
Sn ;A= 1,

Cs, A = , ;A=S,
A A+ 1, ;A+S,

b. Untuk n bilangan komposit:

Cs, m =0Cs, mmr, = ry, Ty, T3, ..., Iy, 1,05, 65, o, £
2
Csn r{,rz, s, .., Iy =Cpn Iy, Tnk = Tq,Tp,T3, .., ;
i
k=1,23,..,i

Cs, Irnfi} =Cs, A =A; A= mnfifj ;1sismj=i+7;
2

100
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Sedangkan untuk A selain tipe-tipe subgrup tersebut, Cs, A = {rn,7;,}.

3. Jika A merupakan subgrup dari grup simetri-n S,,o, n >3, maka pola
normalizer dari subgrup tersebut adalah:
a. Untuk n bilangan prima:

A ;A= n,fi;1<i<n

NgnA - Pn ;A;t Tn,fi

b. Untuk n bilangan komposit, maka:

Ns, A =
o , ] n
I'n;I'E;fi,fj JA— rnyfi ;A— rn;rg;fi;fj ,].SI,S‘]’]"]_1_|_E
2
Sn A% Infi ,A# T ff

4. Pola center dari grup simetri-n S,,,o , n = 3 adalah:

7 . :
o ; n bilangan prima

Z(Sp) = ™, 1, ; n bilangan komposit
2

4.2 Saran
Dari penelitian ini, masih perlu adanya pengembangan keilmuan. Bagi
peneliti selanjutnya, dinarapkan lebih memperiuas penelitian, diantaranya:
1. Menggunakan objek penelitian pada grup-grup yang lain, misalnya grup
modulo, grup simetri, dan grup-grup yang lain.
2. Menggunakan program komputer untuk mmpercepat proses dan akurasi

hasil.



102

. Menggunakan program komputer untuk menghasilkan gambar yang lebih

proporsional.
. Menggabungkan dengan teori graph untuk mendeskripsikan gambar yang

dihasilkan.
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