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ABSTRAK

Mahmudah, Dewi Erla. 2011. Analisis Persamaan Saint Venant 2D untuk Model
Gelombang Perairan Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai
Batas. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Ari
Kusumastuti, M.Pd (1) Dr. Munirul Abidin, M.Ag

Kata Kunci: Persamaan Saint Venant 2D, Masalah Nilai Awal, Masalah Nilai Batas,
PDP Nonlinear, fluida air.

Persamaan Saint Venant adalah persamaan diferensial parsial nonlinear yang
dapat diimplementasikan pada kasus aliran fluida. Dalam penelitian ini fluida yang
dipilih adalah air (water). Penelitian perairan yang dimaksud adalah perairan yang
diasumsikan sebagai perairan dangkal (shallow water) dengan batas-batas dalam dua
dimensi. Pemecahan secara analitik dipilih dalam penelitian ini dengan menentukan
solusi masalah nilai awal dan solusi masalah nilai batas di boundary 0 < x < L dan
0 <y < W. Solusi masalah nilai awal dikerjakan dengan menggunakan d’Alembert
solution. Sedangkan solusi masalah nilai batas dikerjakan dengan menggunakan
splitting method dengan tahapan-tahapannya adalah dari persamaan Saint Venant 2D
didefinisikan solusi pemisahan persamaan fungsional sehingga menghasilkan
persamaan diferensial biasa dan selanjutnya dikerjakan dengan pemisahan variabel
untuk mendapatkan solusi U(x,t) dan V(y,t). Selanjutnya hasil penyelesaian
masalah nilai awal dan nilai batas dapat diimplementasikan pada data DAS yang
dimiliki.



ABSTRACT

Mahmudah, Dewi Erla. 2011. Analysis of Saint Venant Equations for the 2D Shallow
Water Wave Models with Initial Value Problem and Boundary Value
Problems. Thesis. Mathematics Department, Faculty of Science and
Technology, State Islamic University Maulana Malik Ibrahim of Malang.
Advisor: (1) Ari Kusumastuti, M.Pd (I1) Dr. Munirul Abidin, M.Ag

Key Words: 2D Saint Venant Equation, Initial Value Problem, Boundary Value
Problems, Non-linier PDE, Fluid Water.

Saint Venant equations are nonlinear partial differential equations applicable
for fluid flow. In this thesis, selected fluid is water. Research of waters in question is
assume as shallow water flow in two dimensions. Exact solutions selected in this
study by identifying the solution problem of initial value and boundary value in the
boundary 0 < x < L dan 0 <y < W. Solution of initial value problems is performed
using d'Alembert solution. While the solution of boundary value problems is
performed using splitting method with the steps are defined the separable fungtional
solutions from Saint Venant equation in order to get ordinary differential equation
than it is work in separating variable to get U(x, t) and V (y, t) solutions. The results
of the initial and boundary value problem can be implemented in watersheds of
property data.



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Suatu kajian model matematik adalah model yang menterjemahkan fakta atau
fenomena dalam bentuk yang sistematis dan logis dan berisi variabel-variabel yang
bersifat sampel. Model ini diuraikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial atau
sistem persamaan diferensial parsial yang mungkin merupakan gambaran miniatur
untuk masalah atau fakta yang sesungguhnya. Hal ini karena tidak mungkin
diterjemahkan keadaan secara keseluruhan, tetapi yang mampu dilakukan adalah
membuat konstruksi sampel dari masalah. Hal ini karena sangat sesuai dengan firman

Allah dalam Q. S. Al-Bagarah ayat 286 sebagai berikut:
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Artinya:

Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. Beri ma'aflah kami; ampunilah



kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami
terhadap kaum yang kafir."

Ayat tersebut menyatakan bahwa Allah S.W.T tidak membebani para hamba-
Nya melainkan sesuai dengan batas kemampuan mereka. Allah S.W.T menciptakan
manusia berbeda-beda. Satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas
dan berpotensi sedikit, satu kuat, satunya lemah dan kurus. Harus diterima bahwa
sebagian dari perbedaan-perbedaan ini adalah kelaziman penciptaan. Agama Islam
adalah agama yang tidak membebani manusia dengan beban yang berat dan sukar.
Mudah, ringan dan tidak sempit adalah asas pokok dari agama Islam. Melalui ayat
ini Allah S\W.T menyampaikan pada manusia bahwa seseorang dibebani hanyalah
sesuai dengan batas kesanggupannya.

Perlu diketahui bahwa Al-Quran merupakan kalam Allah S.W.T yang benar
tanpa ada cacat di dalamnya. Dalam penyampaiannya, Allah S.W.T tidak
menjelaskan suatu hal secara rinci. Hal tersebut dimaksudkan agar manusia
mempelajari dan mencari tahu apa isi kandungan Al-Quran karena Al-Quran menjadi
dasar manusia dalam menjalani hidupnya. Dalam mempelajari isi kandungan Al-
Quran, terdapat batasan-batasan tentang apa yang perlu manusia ketahui dan yang
tidak perlu diketahui manusia. Itu merupakan hak paten Allah karena sesungguhnya
Allah Maha Besar dan Maha mengetahui segala sesuatu. Hal ini terdapat dalam

firman Allah Q. S. Al-Isra’ ayat 85, sebagai berikut:
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Artinya:

Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu termasuk urusan
Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit".

Ayat di atas merupakan contoh firman Allah yang menyatakan bahwa
manusia tidak diperbolenhkan mengkaji dan mempertanyakan roh secara mendalam
karena roh merupakan rahasia Allah dan hanya Allah yang benar-benar mengetahui.
Sedangkan manusia cukup diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut.

Dari paparan di atas, memberikan motivasi pada manusia bahwa dalam
mempelajari sesuatu tentang ayat Allah itu sangat dianjurkan, tetapi tetap harus pada
batasan-batasan yang diberikan Allah S.W.T.

Q. S. Al-Bagarah ayat 286 dan Q. S. Al-Isra’ ayat 85 ini menjadi inspirasi
bagi penulis untuk mangkaji ilmu matematika masalah persamaan diferensial parsial
yang menggunakan nilai awal dan nilai batas pada suatu model aliran fluida. Dalam
skripsi ini digunakan model persamaan diferensial parsial Saint Venant 2D yang
sesuai dalam menterjemahkan masalah aliran fluida berbentuk air (water). Persamaan
Saint Venant didapatkan dari penurunan persamaan Navier-Stokes. Persamaan ini
dikerjakan pada perairan dangkal 2D dan diturunkan dengan asumsi bahwa distribusi
tekanan adalah hidrostatik. Selanjutnya objek perairan di partisi dalam bentuk layer
dengan asumsi bahwa panjang sungai sebagai sumbu x dan kedalaman sungai sebagai

sumbu y. Akhirnya, persamaan-persamaan tersebut akan diintegralkan di seluruh



bagian dengan menggunakan kondisi batas (boundary conditions) untuk mendapatkan
persamaan Saint Venant (Aldrighetti, 2007:1).

Masalah aliran fluida umumnya melibatkan prediksi distribusi kuantitas yang
berbeda, yaitu tekanan fluida, temperatur, kepadatan dan kecepatan aliran. Dengan
tujuan ini, penulis melibatkan enam persamaan dasar, yaitu persamaan kontinuitas
berdasarkan hukum kekekalan massa, persamaan momentum bersama tiga arah
orthogonal (berasal dari hukum kedua Newton tentang gerak), Persamaan Energi
termal berasal dari hukum pertama termodinamika, persamaan keadaan, yang
merupakan hubungan empiris antara tekanan fluida, temperatur dan kepadatan
(Aldrighetti, 2007:2).

Masalah aliran saluran tidak membutuhkan dua persamaan terakhir dan
karenanya dapat diselesaikan dengan persamaan kontinuitas dan persamaan
momentum dengan asumsi suhu dan kerapatan adalah konstan. Selain itu, asumsi
yang digunakan dalam persamaan Saint Venant mempunyai kecepatan seragam,
penampang dan tingkat air diwakili oleh garis horizontal, aliran lengkungan kecil dan
percepatan vertikal diabaikan sehingga tekanannya adalah hidrostatik, pengaruh
pergeseran dan turbulensi dapat dipertanggungjawabkan melalui hukum perlawanan
analog untuk aliran saluran dalam keadaan tenang (Aldrighetti, 2007:3).

Asumsi fluida yang dipilih dalam penelitian ini adalah perairan dangkal
(shallow water). Yang mana perairan dangkal yang dimaksud adalah perairan yang

mempunyai surface (batas permukaan) dan bottom (batas dasar) (Zauderer, 2006).



Dalam teori fisika, terdapat sifat-sifat fluida yang penting, salah satunya yaitu
kekentalan (viscosity). Kekentalan merupakan hasil dari gaya-gaya antara molekul
yang timbul pada saat lapisan-lapisan fluida berusaha menggeser satu dengan yang
lainnya. Koefisien keseimbangan disebut kekentalan dinamik, sedangkan kekentalan
kinematis merupakan perbandingan antara koefisien kekentalan dinamik dengan
kepadatan. Pada fluida tegangan selalu disebut komposisi yang disebut tekanan
(Orianto, 1989:5). Jonas M.K. Dake (1985) dalam bukunya yang berjudul “Hidrolika
Teknik” menyebutkan bahwa aliran laminar adalah suatu aliran yang teratur di mana
partikel-partikel fluida bergerak sepanjang jalur yang halus pada lapisan-lapisan
dimana lapisan yang satu meluncur dengan halus pada lapisan lain yang berdekatan.
Sedangkan aliran turbulen, partikel-partikel fluida bergerak dengan arah yang tidak
beraturan yang menyebabkan perubahan momentum, massa dan energi dari satu
bagian fluida terhadap yang lain.

Suatu aliran fluida dapat juga berupa aliran tetap (steady flow) dan aliran tidak
tetap (unsteady flow) yang mana aliran tetap terjadi apabila kecepatan tidak berubah
terhadap waktu, sedangkan apabila kecepatan aliran tersebut berubah terhadap waktu
maka akan menjadi aliran tidak tetap. Aliran tetap atau tidak tetap dapat dibedakan
sebagai aliran seragam dan tidak seragam, apabila:

1. Suatu debit fluida yang tetap mengalir di sepanjang alur terhadap luas
penampang yang tetap disebut aliran tetap dan seragam (steady uniform flow)
tipe aliran ini yang paling banyak digunakan dalam hidrolika fluida berbentuk

air (water);



2. Suatu debit yang besarnya sama dan tetap melalui suatu alur terhadap luas
penampang yang semakin bertambah besar atau berkurang disebut aliran tetap
dan tidak seragam (steady non uniform flow);

3. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkurang dalam hubungannya
dengan waktu dan mengalir pada suatu penampang sungai yang tetap adalah
merupakan aliran tidak tetap dan seragam (unsteady uniform flow);

4. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkurang dalam hubungannya
dengan waktu dan mengalir pada suatu penampang yang berubah adalah
merupakan aliran tidak tetap dan tidak seragam (unsteady non uniform flow).

(Soewarno, 1991)

Penelitian pada model fluida adalah kajian yang sangat menarik karena sangat
krusial. Hal ini mengingat masalah-masalah fluida dan pembahasan atas pergerakan
fluida yang pada umumnya melibatkan gelombang fluida dapat menjawab berbagai
permasalahan yang penting. Sebagai contoh dengan adanya deteksi fluida maka dapat
diterjemahkan redaman hujan, dan lain-lain.

Dari paparan di atas, penelitian ini menjadi penting untuk dilakukan karena
hasil penyelesaian masalah nilai awal dan nilai batas dapat diimplementasikan pada
data yang dimiliki. Dengan demikian penulis menuangkan gagasan dalam skripsi
yang berjudul Analisis Persamaan Saint Venant 2D untuk Model Gelombang

Perairan Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai Batas.



1.2 Rumusan Masalah
Berangkat dari uraian di atas, maka dalam skripsi ini difokuskan pada masalah
bagaimana analisis persamaan Saint Venant 2D untuk memodelkan penampang
gelombang dengan melibatkan masalah nilai awal dan masalah nilai batas di perairan
dangkal?
1.3  Tujuan
Tujuan dalam skipsi ini adalah untuk manganalisis persamaan Saint Venant
2D untuk memodelkan penampang gelombang yang melibatkan masalah nilai awal
dan masalah nilai batasnya pada perairan dangkal.
1.4 Batasan Masalah
1. Persamaan yang digunakan adalah persamaan Saint Venant 2D (panjang
sungai sebagai sumbu x, dan kedalaman sungai sebagai sumbu y).
2. Model dikaji pada asumsi perairan dangkal.
3. Solusi analitik yang dipilih adalah dengan bentuk linear yaitu
w = F(y,t)x + G(y,t) untuk x momentum, dan w = F(x,t)y + G(x,t)
untuk y momentum persamaan Saint Venant 2D.
1.5  Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:
1. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan
mengenai persamaan diferensial parsial, khususnya tentang persamaan

Saint Venant 2D dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas.
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2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang
matematika, khususnya penyelesaian persamaan Saint Venant 2D dengan
masalah nilai awal dan masalah nilai batas.

3. Bagi lembaga UIN Maulana Malik Ibrahim Malang, untuk bahan
kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan
khususnya di jurusan matematika untuk mata kuliah persamaan diferensial
parsial.

Sistematika Penulisan

Untuk lebih mudah memahami skripsi ini, maka penulis menggunakan
sistematika yang terdiri dari 4 bab. Tiap bab terbagi menjadi beberapa sub bab
dengan rumusan sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

BAB | memaparkan latar belakang, rumusan masalah, tujuan, batasan

masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.

BAB Il KAJIAN TEORI

Kajian teori yang berisi konsep, definisi, dan konstruksi persamaan Saint

Venant 2D yang digunakan sebagai dasar teori pada pembahasan.

BAB IIl PEMBAHASAN

Pembahasan berisi tentang bagaimana analisis persamaan Saint Venant 2D

untuk model gelombang perairan dangkal dengan masalah nilai awal dan

masalah nilai batas.



BAB IV PENUTUP
Bagian ini memaparkan hasil pembahasan dan diambil kesimpulan serta saran

untuk penelitian selanjutnya.



BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1  Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial dapat dikatakan sebagai persamaan yang
mengandung satu atau lebih turunan-turunan parsial. Persamaan tersebut merupakan
laju perubahan terhadap dua atau lebih variabel bebas, yang dikatakan dengan waktu
dan jarak (ruang) (Triatmojo, 2002:199).

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah suatu persamaan yang
mengandung dua atau lebih derivatif parsial untuk suatu fungsi dari dua atau lebih
variabel bebas. Tingkat derivatif parsial tertinggi merupakan tingkat persamaan
diferensial parsial tersebut. Sedangkan pangkat tertinggi dari order tertinggi
merupakan derajat dari persamaan diferensial tersebut (Soeharjo,1996).

Ketika ada sebuah fungsi w(x, y) yang bergantung pada dua variabel bebas x
dan y, dan jika diturunkan terhadap x maka y bernilai konstan dan jika diturunkan

terhadap y, x bernilai konstan. Adapun notasi pelambangannya secara berturut — urut

adalah Z—‘;’ dan Z—';’, dengan simbol d menunjukkan turunan parsialnya. Notasi itu dapat

dipakai untuk pengerjaan turunan orde dua. Turunan terhadap x dari Z—:

. 22w . ow 2w
dilambangkan dengan Fys dan turunan terhadap y dari o adalah 2 dan seterusnya.

Turunan parsial x dapat dituliskan berupa w,, (Levine, 1997:4).

10
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Dalam persamaan diferensial parsial muncul turunan parsial yang menyatakan
hukum Fisika tertentu. Misalnya, persamaan difensial parsial
2 2
d“u ,0°u

9tz ¢ ox2

yang menggambarkan gerak bentuk gelombang, dapat berbentuk gelombang

samudera, gelombang suara, gelombang cahaya dan gelombang yang lainnya.
Andaikan bahwa f adalah suatu fungsi dua peubah x dan y. Jika y konstan,

misalkan y = y,, maka f (x, y,) menjadi fungsi satu peubah x. Turunannya di x = x,

disebut turunan parsial f terhadap x di (x,, y,). Jadi,

f(xo + Ax,y0) — f(x0,¥0)
Ax

fx(xo'}’o) = Alalcr—l}o
Demikian pula, turunan parsial f terhadap y di (x,,y,) dinyatakan oleh f,(xo, yo)

dan dituliskan sebagai

£, (%o, 7o) = hnlf(xm}%'FAY)"f(xm3%)
yXo0, Yo o Ay

Daripada menghitung f (xo, yo) dan £, (xo, ¥,) secara langsung dari definisi di atas,
secara khas dicari f,(x,y) dan f,(x,y) dengan menggunakan aturan baku untuk
turunan kemudian disubstitusikan x = x, dan y = y, (Purcell & Varberg, 1987:251).

Notasi untuk turunan parsial, jika z = f(x,y) maka,

of

fx(x')’):fx:a:_f( y) = f1 = D1f = Dyf

F
af d 0z
ay ayf( xX,y) = 6_

) =f, = =f2=Dof =Dyf
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0z

f (xO' yO) =
* 0x (*0,¥0)

0z

fy(xO'YO) = 6_|
(x0,¥0)

Dari notasi turunan tersebut di atas, maka dapat diketahui turunan dari turunan
parsial dari z = f(x,y) yaitu:
1. Untuk mencari f,,' pandang y sebagai konstanta dan diferensialkan f(x,y)
terhadap x
2. Untuk mencari f," pandang x sebagai konstanta dan diferensialkan f(x,y)
terhadap y
Untuk turunan yang lebih tinggi, jika f adalah fungsi dari dua variabel, maka
turunan parsialnya f, dan f, juga fungsi dua variabel. Sehingga, dapat ditinjau
turunan parsial dari (fy).", (f )y’ (fy)x dan (f;)," yang disebut turunan parsial

kedua dari f. Jika z = f(x,y), dengan menggunakan notasi tersebut maka,

2 50) = 5=

(fx)x:fxx:fllza =932 = 92

= = = (0f>_ *f 9%z

ay\ox) ~ aydx dyox
o —] <6f>_ 0°f 0%z
Bhx = fyx = J21 = dx \dy) 0xdy 0xdy

a (0f aZf 0%z
(fy)y =fyy = f22 =@(@) =a_yz=a_yz

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2
Dari notasi f,, (atau ;C—a’;) berarti bahwa dideferensialkan terhadap x kemudian

terhadap y. Sedangkan dalam menghitung f,, urutannya dibalik (Stewart, 2003).

2.2 Persamaan Diferensial Parsial Linear dan Tak Linear
Persamaan diferensial (PD) diklasifikasikan menjadi PD linear dan tak linear.
PD linear orde-n dengan variabel terikat y dan variabel bebas x yaitu suatu persamaan

yang bisa dinyatakan sebagai:

n

Z a; (x)

i=0

d'y
Ay b(x), a,(x) #0

PD di atas dikatakan linear jika mempunyai ciri-ciri yaitu variabel terikat y dan
derivatifnya hanya berderajat satu, tidak ada perkalian antara y dan derivatifnya serta
antara derivatif, dan variabel terikat y bukan fungsi transenden (Baiduri,2002:4).
Sedangkan PD nonlinear adalah persamaan diferensial yang bukan persamaan linear
(Ross, 1984:5).

Bentuk umum PDP linear tingkat dua dengan dua variabel bebas adalah

Aazu+ZB 62u+662u+D6u+E6u+F +G=0 @D
dx? d0xdy dy? ox dy U =

dengan 4, B, C, D, E, F, dan G diberikan oleh fungsi x dan y. Dalam kasus tertentu
fungsi tersebut merupakan fungsi konstant (Kaplan, 1963). Persamaan (2.1)
merupakan PDP linear. Sedangkan, PDP orde kedua dalam dua variabel yang tidak

memenuhi persamaan (2.1) adalah PDP tidak linear, perhatikan contoh berikut:
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ou _ ,20% i
a. ——=at—— (Linear)
0%u = 9%u . .
b. E+m+u = sinx (Linear)
e uZ iy = (Tidak Linear)
LU yay u=
R (Tidak Linear)
" o0x2  9y?

2.3  Orde Persamaan Diferensial Parsial

Orde suatu persamaan diferensial adalah orde turunan tertinggi yang muncul
dalam persamaan tersebut (Stewart, 2003: 5). Persamaan diferensial parsial dengan
dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi dari variabel
terikatnya adalah satu. Bentuk umum persamaan diferensial parsial linear dan non
linear berorde satu adalah:

dv(x, t) ov(x,t) 22)
T + b(x,t) > c(x, )v(x, t) +d(x,t)

a(x,t)

dengan a,b,c,dand adalah fungsi dan di setiap titik (x,t) merupakan vektor
[a(x,t), b(x,t)] yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.2) dapat ditulis

F(x,t,v(x, £), ve(x, 1), v, (x,£)) = 0

dengan v, (x,t) = % dan v.(x,t) =

v (x,t)
ot

(Zauderer, 2006: 63).

Demikian halnya dengan persamaan diferensial parsial dengan dua variabel

bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde m jika turunan tertinggi dari
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variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m. Bentuk umum persamaan

diferensial parsial linear dan non linear berorde dua, tiga, empat dan berorde »

Ju

Ua 10X
o3%u 6 u
b. —
12 12]{ 1 L]k axiaxjaxk 12 L] ax ax +
e + dut+e=0

o*u
C. le 1 —12 _1 214 i1i2i3i4 ax axlzaxl3axl4 +

23u 0%u
Diy=1 _121 b A T —
1= 3 172%3 9xy, 0x, 0xig 1 2 172 9x;, 0xy,

r.d; +eu+f—0

lla

d. 37 e V. b W B A B4 L g
[ ll 1 12—1 im=1 i4, all,lz,lg,... I

lm axil... 6xim

(Zauderer, 2006: 137).

2.4 Metode Pemisahan Variabel

Metode pemisahan variabel adalah teknik klasik yang efektif untuk
menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan diferensial parsial. Misalnya saja solusi
u(x,t) untuk persamaan diferensial parsial sebagai kombinasi linear tak hingga
fungsi komponen sederhana u,,(x,t), n =0,1,2,... yang juga memenuhi persamaan
dan kondisi batasnya (Nagle & Saff, 1993:536).

Untuk menentukan solusi komponen u,(x,t) , pertama Kkita misalkan

u,(x,t) = X,,(x)T,,(t). Selanjutnya dilakukan proses substitusi dari bentuk ini ke
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persamaan diferensial dan dengan menggunakan kondisi batasnya yang nantinya
menghasilkan dua persamaan diferensial biasa untuk fungsi X, (x) dan T;,(t). Dengan

cara ini akan dihasilkan solusi untuk persamaan diferensial parsial (Nagle, 1993:536).

2.5  Masalah Nilai Batas
Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persamaan diferensial parsial
dan semua penyelesaiannya yang memenuhi syarat yang dinamakan syarat batas
(Spiegel, 1983: 276).
Misal persamaan diferensial linear orde dua
a,()y" + a;(x)y + ag(x)y = f(x) (2.3)
dengan koefisien-koefisien a,(x), a; (x), ay(x) dan fungsi f(x) merupakan fungsi-
fungsi yang kontinu di dalam selang a < x < b dengan a,(x) # 0 di dalam selang
ini. Menentukan penyelesaian y(x) dari persamaan differensial (2.3) pada sebuah
titik x = x, di dalam selang a < x < b dan memenuhi dua syarat awal yang
diberikan
y(xo) = yodan y (xo) = y; (2.4)
yang merupakan suatu masalah nilai awal (MNA). Dalam banyak MNA variabel
bebas x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakan waktu, x,
menyatakan waktu awal dan y, dan y, menyatakan syarat awal. Bila variabel x bebas

merupakan variabel yang menyatakan tempat (space variabel), maka mencari suatu
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penyelesaian y(x) dari persamaan diferensial yang memenuhi syarat pada titik akhir
dariselanga <x <b

y(a) = Adan y(b) = B (2.5)
dengan A dan B dua buah konstanta, disebut syarat batas. Persamaan diferensial
(2.3), bersama-sama dengan syarat batas (2.5), merupakan suatu masalah nilai batas
(MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhir dapat sangat berbeda-beda (Finzio
dan Ladas, 1982: 244).

Ada beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi,

yaitu

Separated . ay(a)+ayy'(@) =c;, byy(b) + by (b) =y,
Dirichlet | E=—"%, i (1 = &5

Neumann o yl(a) =cy, v'(b) =c,

Periodic . y(-=T)=y(T), y'(-T) =y'(T)

y(0) = y(2T),y (0) = y'(2T)
dengan periodenya adalah 27. Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas
yang khusus digunakan pada masalah nilai batas (Nagle & Saff, 1996: 612).
Contoh:
Pandang persamaan

ou 0%u (2.6)
E(x,t)—ﬁﬁ(x,t), 0<x<IL, t>0
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dengan boundary condition

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (2.7)
u(x,0) = f(x), 0<x<lL (2.8)
Misal
u(x, t) = X(x)T(t)
Maka 2 = X(0)T'(¢) dan 2% = X" ()T (0). (2.9)

Substitusi (2.9) ke persamaan (2.6) menghasilkan
X)T'(8) = BX" ()T (¢)

dan pemisahan variabelnya menghasilkan

Ld(OR Y (4
ca Gy A0y
Selanjutnya
% = K dan % =K
atau
T'(t) — BKT(t) = 0 dan X" (x) — KX(x) = 0 (2.10)

Karena persamaan (2.9) maka kondisi batas (2.7) menjadi

X(0)T(t) = 0dan X(L)T(t) =0, t >0

KarenaT(t) =0, t > 0 maka u(x,t) = 0 atau X(0) = X(L) =0 (10)
Dengan mengombinasi boundary condition (2.8) dan persamaan (2.10) maka

X"(x)—KX(x)=0, X(0)=X(L)=0 (2.11)
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Untuk menyelesaikan persamaan (2.11) maka dibawa ke bentuk persamaan
diferensial biasar? — K = 0.
Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus,
Kasus 1: Jika K > 0, maka akar-akarnya adalah ++K. Maka solusi umum dari
persamaan (2.11) adalah

X(x) = Cle*[’?x + Cze‘*/’?x
Untuk menentukan C; dan C, maka dikombinasikan dengan boundary condition nya
sehingga:

X(L) = CeVEL 4+ CeVEL = 0
Cl(e\/m — e“/m) =Xl
Cy(e2FF-1) =0
Karena K > 0 maka (ez\/m — 1) > 0 sehingga C; = C, = 0, sehingga tidak ada

solusi nontrivial untuk K > 0.
Kasus 2: Jika K = 0, maka akar-akarnya adalah kembar, r = 0. Maka solusi umum
dari persamaan (2.11) adalah

X(x) =C, + Cyx
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Boundary condition pada persamaan (2.11) menghasilkan C; = 0 dan C; + C,L = 0.
Sehingga C; = C, = 0. Karena K = 0 maka tidak ada solusi nontrivial untuk

persamaan (2.11).

Kasus 3: Jika K < 0, maka akar-akarnya adalah t+ivV—K. Maka solusi umum dari

persamaan (2.11) adalah
X(x) = C; cosV—Kx + C, sinvV—Kx
Karena boundary condition pada persamaan (2.11) maka menghasilkan
C,=0
Cy cosV—Kx + C, sinV—Kx = 0
C,sinV—Kx =0
Maka C, = 0 atausinvV—Kx = 0. sinvV—Kx = 0 hanya ketika vV—Kx = nm atau
K=- (E)Z dengann = 1,2,3, ...
I,

Maka solusi nontrivial nya adalah

. nmx
X,(x) =a, sm(T)

dengan a,, adalah konstan.

2
Karena kita punya K = — ("T") maka persamaan (2.10) menjadi

T'(t) + B ("T”)2 T(t) = 0

untuk setiapn = 1,2,3, ...
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Maka solusi umum nya adalah
B(F) e
T,(t) = bye L
nm 2 nm 2
Maka u,, (x,t) = X,(x)T,(t) = a, sin(%) bne_B(T) t= cne_B(T) ‘ sin(nLﬂ)

dengan c,, adalah konstan (Nagle & Saff, 1996:536-539).

2.6 Tipe-tipe Persamaan Diferensial Parsial
Pada tipe hiperbolik, ditentukan persamaan diferensial parsial homogen

p(x) ————= 62u(x 2 + Lu(x,t) =0, xXeEG t>0 (212)

dengan kondisi batas

ou(x,t)
a(x)u(x,t) + B(x) =10} t>0
on -
a,u(0,t) — B1u,(0,t) =0, au(l,t) + Bou,(l,t) =0, t>0
dan kondisi awal
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), x €QG.

Dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial di atas

menjadi bentuk > NGO pOM)

. Selanjutnya dihasilkan LM (x) = Ap(x)M (x) dan

dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial di atas, yaitu N"(t) +

AN(t) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).
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Persamaan Hiperbola jika: B> — 4AC > 0

Contoh: Persamaan Gelombang

Pada tipe parabolik, ditentukan persamaan diferensial parsial

oo 20

+ Lu(x,t) =0, XxX€eEG, t>0

dengan kondisi batas seperti pada tipe hiperbolik dan kondisi awal adalah
u(x,0) = f(x), XEG
Dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial diatas

N'©® _ LM
menjadi bentuk —— O TR

Selanjutnya dihasilkan LM (x) = Ap(x)M(x) dan

dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial diatas, yaitu N'(t) +
AN(t) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).

Persamaan Parabola jika: B> — 4AC = 0

Contoh: Persamaan Perambatan Panas

or_ o7
ot  0x?

Pada tipe eliptik, ditentukan persamaan diferensial parsial

02 t
p(x) u(x )+Lu(xy)—0 XEG 0O0<y<l

dengan kondisi batas seperti pada tipe hiperbolik dan kondisi awal adalah

u(x,0) = f(x), ulx,l)=gkx), xEG
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Dengan memisalkan u(x,t) = M(x)N(t), maka persamaan diferensial parsial di atas

NGy LMX)
N®) pLOM(x)

akan menjadi bentuk — Selanjutnya dihasilkan LM (x) =

Ap(x)M(x) dan dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial di atas,
yaitu N (y) — AN (y) = 0 (Zauderer, 2006:180-183).
Persamaan Eliptik jika: B> — 4AC < 0

Contoh: Persamaan Poisson

dan persamaan Laplace

02 02
%9 ¢ _
Dl By

0
2.7 Metode Pemisahan Variabel Persamaan Diferensial Parsial Nonlinear
2.7.1 Perkalian dan penjumlahan solusi-solusi terpisah

Pemisahan dari variabel-variabel adalah pendekatan yang biasanya digunakan
untuk menyelesaikan persamaan linear dari model matematika fisika yang dihadapi.
Untuk persamaan-persamaan yang melibatkan dua variabel bebas x,y dan variabel
tidak bebas w, maka pendekatan ini merujuk pada pencarian solusi analitik dalam

bentuk perkalian fungsi-fungsi yang bergantung pada argumen yang berbeda yaitu

w(x, t) = @(x)p(0) (2.13)



24

Integral untuk beberapa kelas khusus dari persamaan diferensial parsial nonlinear
orde satu berdasarkan mencari solusi analitik dalam bentuk penjumlahan fungsi-
fungsi yang bergantung pada argumen yang berbeda.

w(x, t) = @(x) + (1) (2.14)
Untuk orde dua dan yang lebih tinggi maka solusi analitiknya boleh menggunakan
bentuk (2.13) atau (2.14). Masing-masing solusi disebut penyelesaian-penyelesaian
perkalian fungsi-fungsi terpisah dan penjumlahan fungsi-fungsi terpisah (Polyanin &
Zaitsev, 2003).

Selanjutnya, terdapat kasus-kasus sederhana dari pemisahan variabel untuk
persamaan persamaan diferensial parsial nonlinear. Dalam kasus yang jarang terjadi,
pemisahan variabel dalam persamaan nonlinier dilakukan dengan menggunakan
teknik yang sama seperti persamaan linear. Secara khusus, solusi analitik adalah
menemukan penyelesaian dalam bentuk perkalian atau penjumlahan fungsi-fungsi
yang bergantung pada argumen yang berbeda. Solusi analitik tersebut disubtitusikan
pada persamaan dan melakukan prosedur manipulasi aljabar dasar, diperoleh
persamaan dengan dua variabel terikat yang berbeda (untuk persamaan dengan dua
variabel). Kemudian disimpulkan bahwa masing-masing pihak harus sama dengan
jumlah konstan yang sama yang disebut pemisahan konstan. Selanjutnya

dipertimbangkan contoh-contoh konkret (Polyanin, 2003).
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Contoh 1:
Persamaan gelombang dengan nonlinear eksponensial

2%y b2 (e’“’" 6_w) (2.15)

atz " ox ax

mempunyai solusi pemisahan penjumlahan. Dengan mensubtitusikan (2.14) ke (2.15)
dan dibagi dengan e*¥, diperoleh persamaan:
e Myl = a(e™ ;).

Kemudian tiap ruas dipisahkan dan disamadengankan konstanta (C):
e Myl = C dan a(e’l‘pfp,’c); =C (2.16)
Penyelesaian PDB dari bentuk (2.16) menghasilkan sebuah solusi dari persamaan
(2.15) dengan bentuk (2.13) (Polyanin & Zaitsev, 2003).
2.7.2 Struktur Solusi Pemisahan secara Umum
a. Bentuk umum dari solusi-solusi

Untuk mempermudah penjelasan, dibatasi pada kasus persamaan matematika
fisika dalam dua variabel bebas x, y dan variabel dependen w. Persamaan pemisahan
linear dari matematika fisika mempunyai solusi analitik
w(x,y) = @11 () + @2 P (¥) + -+ + @ (D) Pn (¥) (2.17)
dengan w; = @;(x)y¥;(y) adalah solusi partikulir, fungsi ¢;(x)dan ¥ (y) dengan i
yang berbeda.

Persamaan diferensial parsial nonlinear dengan nonlinear kuadratik

fi)g [ W]+ (09 [z W] + -+ (2.18)
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fn ) gm @) [Imw] = 0

juga mempunyai solusi analitik bentuk (2.17). Pada bentuk (2.18) []; [w] adalah
bentuk-bentuk diferensial yang merupakan perkalian-perkalian bilangan bulat non
negatif dari fungsi w dan turunan parsialnya yaitu
0xW, Oy W, O, W, Oy, W, 0, W, Oyx,w dll. Lihat solusi (2.17) dari persamaan nonlinear
(2.18) sebagai solusi pemisahan secara umum. Tidak seperti persamaan linear, pada
persamaan nonlinear fungsi ¢;x dengan indeks i yang berbeda biasanya berhubungan

satu sama lain [dan untuk fungsi ; (y) ]. Secara umum, fungsi
®;(x) dan ¥;(y) dalam (2.17) harus diidentifikasi.

Perhatikan bahwa solusi yang paling umum dari solusi pemisahan secara
umum adalah solusi dari bentuk khusus

w(x,y) = e()P(y) + x(x);

variabel bebas di sisi kanan dapat ditukarkan. Dalam kasus khusus y(x) = 0, ini
adalah solusi pemisahan perkalian, dan jika y(x) = 1, ini adalah solusi pemisahan
penjumlahan.
. Bentuk umum dari persamaan diferensial fungsional

Secara umum, pada subtitusi bentuk (2.17) persamaan diferensial (2.18)
diperoleh persamaan diferensial fungsional
O, (XY (V) + D, X)W, () + -+ O (X)W (V) =0 (2.19)
untuk @;(x) dan ¥;(y). Fungsional ®;(X) dan ¥;(Y) masing-masing bergantung

pada x dan y,
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Q;(X) = @j(x, 01, 9", 9" ) o O @' 0" )
(2.20)
YY) =YL b )
Sebagai penyederhanaan, rumus ini ditulis untuk kasus dari persamaan orde dua
(2.18). Untuk persamaan orde tinggi, sisi kanan persamaan (2.20) akan berisi turunan
orde tinggi dari ¢; dan ;.
2.7.3 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional dengan Diferensiasi
a. Penjelasan metode
Di bawah ini, dijelaskan suatu prosedur untuk membangun solusi persamaan

diferensial fungsional. Hal ini melibatkan tiga tahap berturut-turut
1. Asumsikan bahwa ¥, # 0 . Persamaan (2.19) dibagi dengan ¥, dan diturunkan

terhadap y. Ini menghasilkan persamaan yang serupa tetapi dengan bentuk yang

lebih sederhana. &, (X)P; (V) + ®,(X)P,(Y) + -+ D, (X)) P, _,(Y) =0

M
P (V) )

®;X) =;(X),  F() = I

Selanjutnya diteruskan prosedur di atas sampai diperoleh dua bentuk persamaan
pemisahan

O, (XP,(Y) +D,(X)P,(Y) =0 (2.21)
Terdapat kasus nondegenerate: |®1(X)| + [®,(X)| £0 dan [P, (V)| +
|LT’2(Y)| # 0 . Maka persamaan (2.21) ekuivalen dengan persamaan diferensial
biasa.

O, X)+CP,(X)=0, CPHM-P,(Y)=0
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dengan C adalah konstan. Persamaan @, = 0 dan ®; = 0 sesuai dengan kasus
limit C = oo.

Kasus two degenerate:

d,(X) =0, ®,(X)=0 = P,,(Y)are any:

P, (V) =0, P,)=0 = &;,(X)are any.

. Solusi dua bentuk persamaan (2.21) harus disubstitusikan ke persamaan
diferensial fungsional (2.19) untuk menghilangkan konstanta yang berlebihan dari
pengintegralan (ini muncul karena persamaan (2.21) yang diperoleh dari (2.19)
dengan diferensiasi).

Kasus W, = 0 harus diperlakukan secara terpisah (karena dilakukan pembagian
persamaan dengan W, = 0 pada tahap pertama). Demikian juga, harus dipelajari
semua kasus-kasus lain di mana fungsional dari persamaan diferensial fungsional
lanjut yang telah dibagi itu menghilang.

. Contoh konstruksi dalam membangun pemisahan solusi analitik secara
umum.

Contoh 4:

Persamaan parabolik nonlinear orde dua.

ow 0°w w2
E = aw 922 + b (E) +C (222)

Dicari pemisahan solusi analitik dari persamaan (2.22) dalam bentuk
w = @(t) +P()0(x) (2.23)

Subtitusikan (2.23) ke (2.22) sehingga menghasilkan
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(2.24)

Persamaan (2.24) dibagi dengan 1?2 dan diturunkan terhadap t dan x sehingga

diperoleh (;’)’—é); 0. =a (i); 0

Memisahkan variabel-variabel sehingga kita mendapatkan persamaan diferential

biasa.

O3, = K6

(5), = ex (2),
dengan K adalah konstan.

Solusi umum dari persamaan (2.25) diberikan

A1x2 + Azx + A3 llka K = O
0 = Aje™ + A,e ™ + A4; jikaK =22 >0
A; sin(Ax) + A, cos(Ax) + 43 jikaK = =22 < 0

dengan A, A,, A5 konstan.

Persamaan (2.46) diintegralkan sehingga menghasilkan
Y= % @(t) sebarang JikaK =0

@ =By +aiK% Y(t) sebarang jikaK # 0

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

dengan B adalah konstan. Pada proses subtitusi solusi (2.27) dan (2.28) ke (2.24)

dapat menghilangkan konstanta yang berlebihan dan mendefinisikan fungsi ¢ dan

.
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Di bawah ini disimpulkan hasil:

. Solusi untuk a # —b dan a # —2b.

_ c(a+2b) —— (x+Gy)? ; _
W= (t+C) +Cy(t +Cy) a+2p IR (sesuai untuk K = 0)
dengan C;, C,, C; konstan.

. Solusi untuk b = a:
_ 1 p) -2 : ,
E W?t + (A + A7) (sesuai untuk K = A% > 0)

dengan fungsi ¥ = y(t) adalah turunan dari persamaan diferensial biasa
autonomous.

it = acl® + 4a’1*A,A,e%2, = %
yang mana solusi itu dapat ditemukan dalam bentuk implicit. Pada kasus khusus,

A; = 0 atau A, = 0 kita mempunyai @ = C; exp (% acA’t? + Czt).

. Solusi b = —a:

w=— #% + P[A; sin(Ax) + A, cos(Ax)]  (sesuai untuk K = —1% < 0)

dengan fungsi ¥ = y(t) adalah turunan dari persamaan diferensial biasa
autonomous.
Z{p = —acA? + a?A* (42 + A3)e??, Y =e?

yang mana solusi itu dapat ditemukan dalam bentuk implisit.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.7.4 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional dengan Splitting.
a. Penjelasan metode
Penyederhanaan persamaan diferensial fungsional (2.19)-(2.20) dengan
diferensiasi, menyebabkan adanya konstanta yang berlebihan dari pengintegralan.
Konstanta tersebut harus dihilangkan pada saat tahap akhir. Selain itu, persamaan
yang dihasilkan mungkin saja memiliki orde yang lebih tinggi daripada persamaan
asli. Untuk menghindari kesulitan-kesulitan ini, harus dibawa solusi persamaan
diferensial fungsional ke solusi persamaan fungsional bilinear dari suatu bentuk
standar dan solusi dari sistem persamaan diferensial biasa. Dengan demikian masalah
asli dibagi menjadi dua masalah sederhana. Di bawah ini dijelaskan langkah-langkah
dasar metode pemisahan
1. Pada tahap pertama diperlakukan persamaan (2.19) sebagai persamaan fungsional
murni yang bergantung pada dua variabel X dan Y, dengan &, = ®,(X) dan
Y, = ¥, (Y) tidak diketahui jumlahnya (n =1, ..., k). Dapat ditunjukkan bahwa
persamaan fungsional bilinear (2.19) memiliki solusi yang berbeda untuk 4-1:

(Di(X) = Ci,lcbm+1(X) <+ Ci,2q3m+2(X) s Ci,k—mq)k(x)r

i=1,..m;

(2.29)
Wy j(Y) = =C j P (V) — G jW, (V) — - — Gy j P (Y), j =
1,..,k—m;

2. Pada tahap kedua, disubstitusikan @;(X) dan ¥;(Y) dari (2.20) ke semua solusi

(2.29) untuk mendapatkan sistem persamaan diferensial biasa (untuk fungsi yang
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tidak diketahui ¢, (x) dan ¥,(y)). Penyelesaian sistem ini didapatkan solusi

pemisahan secara umum dari bentuk (2.17).

[ Persamaan Awal: F(x,y, w, wy, Wy, Wyx, Wy, Wyy, oo ) = 0 ]

Mencari solusi pemisahan secara umum

-

[ Mendefinisikan solusi: w = @ (xX)Y;(y) + - + @, )Y,,(y) ]

Substitusikan ke persamaan awal

-

[ Menuliskan kembali persamaan diferensial fungsional ]

Memakai splitting prosedure

-

[ Diperoleh: (i) persamaan fungsional, (iij)menentukan sistem persamaan diferensial biasa ]

Perlakukan persamaan fungsional (i)

-

[ Menyelesaikan persamaan fungsional: ®;(x)¥,;(y) + - + ®,(X)¥,(y) =0 ]

Substitusikan ®,,'P,,, pada sistem yang
telah ditentukan (ii)

-

[ Menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa yang telah ditentukan ]

Memperoleh ¢,,, dan 1, dari sistem persamaan
diferensial biasa yang telah ditentukan

(-

[ Menuliskan kembali solusi pemisahan secara umum dari persamaan awal ]

Gambar 2.1: Skema umum untuk mengkonstruksi solusi pemisahan secara

umum dengan splitting method.
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b. Solusi dari persamaan fungsional sederhana dan aplikasinya
1. persamaan fungsional
O, + DY, + DWW, =0 (2.30)
dengan ®; adalah semua fungsi dari argumen yang sama dan ¥; adalah semua fungsi
dari argumen lainnya, yang mana mempunyai dua solusi
¢, = A @, B, = A, D3, Vs = —A, ¥ — AW, ;
(2.31)
W, — Nyt L WENOIE R by — A
Sebarang konstanta diubah namanya menjadi A; = C;; dan A, = C,; pada solusi

pertama, dan pada solusi kedua 4; = —Ci dan 4, = %—1 Fungsi dari sisi sebelah
187 187

kanan persamaan (2.30) diasumsikan sebarang.
2. Persamaan fungsional
O, ¥, + O, + DY, + W, =0 (2.32)
dengan &; semua fungsi dari argumen yang sama dan ¥; adalah semua fungsi dari
argumen lainnya, mempunyai solusi
D, = A, D3 + A, D, Dy = APy + Ay Dy;
(2.33)
Y. = —-A¥, — AW, VY, = —A,¥;, — A, ;
bergantung pada empat konstanta sebarang A, ..., A4. Lihat solusi (2.29) dengan

k=4m=2,C,=A4A1,C,=4;C; =Azdan C,, = Ay

Fungsi dari sisi kanan persamaan (2.31) diasumsikan sebarang.



Persamaan (2.32) juga mempunyai dua solusi yang lain
O, = A, D, &, =A,d,, D3 =43P, ¥, =
—A W, — AW, — A3
¥, =AY, ¥, =AW, VY3 =43, &, =

—A1P; — APy — A3 D3 ;
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(2.34)

yang melibatkan tiga konstanta sebarang. Pada solusi pertama A; = C; 1,4, =

C,1,dan A3 = C3; dan di solusi kedua A; = —CL,A2 =(;1/C3 dan A3 =
al,

Ci2

1.3

Solusi (2.34) terkadang disebut degenerated, untuk menegaskan fakta bahwa solusi

(2.34) memuat lebih sedikit konstanta sebarang daripada solusi (2.33).
Contoh 5:

Persamaan nonlinear

2%w (aw)z _ 02w 03w
dx?2 dx3

axat = \ox

dicari solusi analitik dari bentuk

w = @®)8(x) +P(t)

Substitusi (2.36) ke dalam persamaan (2.35) sehingga menghasilkan

910y — pPOy + 9?[(02)% — 00 ] — vz, = 0

(2.35)

(2.36)

Persamaan diferensial fungsional ini dapat dikurangi ke persamaan (2.32) dengan

ch = Qoé; cI)Z = QDI,D, CI)3 = q)Z’ CD4- =Vvo,

lIJ1 = 69,6' lIJ2 = _ealclxﬁ lp3 = (9;5)2 - eealclx' l'114 = _ealclx,x

(2.37)
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Substitusi (2.37) ke persamaan (2.33) diperoleh sistem persamaan
Pr = A19% + Avp, P = A3® + Ave, (01)% — 005, =
—A10; + A30;),
Oxxx = Az0, — Agbxy
Ini dapat ditunjukkan bahwa dua persamaan terakhir di (2.37) adalah konsisten jika
dan hanya jika fungsi 6 dan turunannya bergantung linear.
6, =B,0+B, (2.38)
enam konstanta B;, By, A1, A,, A5, dan A, harus memenuhi tiga kondisi
By(A; + B, — A3B;) = 0,
B,(A; + B, — A3B;) =0, (2.39)
B2+ A,B, —A, =0

Integralkan (2.38) sehingga menghasilkan

B ac
. {33 exp(B;x) — B—j, jika B; # 0 (2.40)
Bzx + B3, ]lka Bl = 0
dengan B; adalah sebarang konstanta.
Dua persamaan pertama di (2.38) menyebabkan ¢ dan vy:
s Jika Ay %0
Q= ° - Y = Az + Ay (2.41)
— , jika A, =0

dengan C adalah sebarang konstanta.
Formula (2.40), (2.41) dengan relasi (2.39) mengarahkan untuk menemukan solusi

persamaan (2.35) dalam bentuk (2.36):
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+C ..
= ’;Czl + C,, jikaA, =B; =0, B, = —A4,
—Ax
w=9"* 4 )} jikaA, =0,B, = —A, B, =—A, — A4,
At+C,

w = C e 2HBVD 4 y(A + B), jika Ay = A; =B, =0, A, = B> + A,B,

- vB+C e~
1+Cye—vABt

aF V(/’{ - ﬁ), ]lka A1 = A3Bl -y Bz, A2 = B12 +A4Bl
dengan Cy, C;, C3, B, dan A sebarang konstanta.
Analisis dari solusi kedua persamaan (2.34) dari persamaan fungsional (2.32)

menyebabkan solusi persamaan diferensial (2.35) lebih dari dua

@ (t)
Ap(t)

¥y X
Ct+ G

+ vA

w + Y (t), w = @(t)e ™ —

dengan ¢(t) dan y(t) sebarang fungsi, dan C; dan A adalah sebarang konstanta.
2.7.5 Penyederhanaan Skema untuk Mengkonstruksi Solusi Pemisahan secara
Umum
a. Penjelasan penyederhanaan skema
Untuk membangun solusi analitik dari persamaan (2.18) dengan nonlinear
kuadratik yang tidak bergantung secara eksplisit pada x (semua f; konstan), ini masuk
akal untuk menggunakan pendekatan yang disederhanakan berikut. Seperti
sebelumnya, dicari solusi dalam bentuk penjumlahan terbatas (2.17). Disumsikan
bahwa sistem koordinat fungsi {¢;(x)} diatur oleh persamaan diferensial linear
dengan koefisien konstan. Solusi yang paling umum untuk persamaan tersebut adalah

bentuk
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@i (x) = x', (%) = e¥, 9;(x) = sin(a;x) , @;(x) =

cos(B;x)

(2.42)

Rangkaian fungsi ini terhingga (dalam berbagai kombinasi) dapat digunakan
untuk mencari solusi pemisahan (2.17), dengan A;, «;, dan f; dianggap sebagai
parameter bebas. Sistem fungsi lain {¢;(y)} ditentukan dengan menyelesaikan
persamaan nonlinear karena mengganti (2.17) ke dalam persamaan Yyang
dipertimbangkan.

b. contoh konstruksi solusi analitik persamaan orde tinggi

contoh 6:

Persamaan lapisan batas laminar di plat yang direduksi menjadi persamaan nonlinear
tunggal orde tiga untuk stream function:

ow 9*w  dw 9*w 23w

dy 0xdy 0dx 0y? ¥ ay3
Selanjutnya dicari solusi pemisahan secara umum dengan bentuk

w(x,y) = xp(y) + 0(y)

2.8 Metode Pemisahan Variabel Fungsional
2.8.1 Struktur penyelesaian terpisah fungsional

Misalkan persamaan linear untuk w =w (x,y) yang diperoleh dari
persamaan linear matematika fisika untuk z = z (x, y) dengan perubahan nonlinear

dalam variabel w = F(z). Kemudian jika persamaan linear untuk z mempunyai
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solusi terpisah, persamaan nonlinear yang ditransformasikan untuk w akan
mempunyai penyelesaian analitik dari bentuk

w(x,y) = F(z),dimanaz = Y7 _; ¢, ), (y). (2.43)

Perlu dicatat bahwa banyak persamaan diferensial nonlinear yang tidak dapat
direduksi menjadi persamaan linear yang memiliki penyelesaian analitik dari bentuk
(2.43) juga. Penyelesaian-penyelesaian tersebut disebut penyelesaian terpisah
fungsional. Secara umum, fungsi-fungsi ¢,,(x),y,,(y),dan F(z) pada (2.64) tidak
diketahui sebelumnya dan harus diidentifikasi.

Persamaan diferensial fungsional yang dihasilkan dari substitusi (2.43) dalam
persamaan diferensial parsial asli direduksi ke bentuk persamaan fungsional bilinear
standar. Dalam pemisahan variabel fungsional, mencari solusi dalam bentuk w =
F(p(x)+(y)) dan w = F(@(x)1(y)) menghasilkan hasil yang setara, karena dua
bentuk adalah ekivalen secara fungsional. Maka dari itu, kita punya F (¢ (x)y(y)) =
Fle() +¢()), dimana F,(z) = F(e*), ¢:(x) = In@(x), dan 11 (y) = Iny(y).
Dalam mengkonstruksi solusi pemisahan fungsional dengan bentuk w = F (¢ (x) +
Y(y)), diasumsikan bahwa ¢ dan ¥ bukan konstanta. Fungsi F(z) bisa dihitung
dengan persamaan diferensial biasa atau dengan overdetermined system dari

persamaan, keduanya mungkin dipakai.
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2.8.2 Penyelesaian Terpisah Fungsional Khusus

Untuk mempermudah analisis, beberapa dari fungsi di (2.43) bisa di singkat
sebuah priori dan fungsi yang lain yang akan didefinisikan. Ini disebut sebuah
penyelesaian pemisahan fungsional khusus. Lihat kembali pemisahan fungsional
khusus dari bentuk (2.43) dalam kasus khusus dengan komposit argumen adalah
linear di salah satu variabel bebas (misal: di x). Disubstitusikan (2.43) ke persamaan
yang dipelajari dan mengeliminasi x menggunakan ekspresi dari z untuk
mendapatkan persamaan diferensial fungsional dengan dua argumen.

Berikut adalah solusi sederhana pemisahan fungsional dari bentuk khusus (x

dan y dapat ditukar)

w=F(2), z=¢9,(y)x +¢Y,(y) (z adalah linier di x);
w=F(2), z=9y,(y)x*+9,(y) (z adalah kuadratik di x);
w=F(2), z=y,)e*™ +1,() (z memuat eksponensial x).

Solusi pertama disebut solusi traveling-wave umum. Dalam rumus terakhir,
e?* dapat diganti dengan cosh(ax + b), sinh(ax + b), atausin(ax + b) untuk
mendapatkan 3 modifikasi yang lain.

Setelah mensubstitusikan sembarang pernyataan diatas ke persamaan dasar,
harus dihilangkan x dengan bantuan pernyataan z. Ini akan menghasilkan sebuah

persamaan diferensial fungsional dengan dua argument, y dan z.
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2.9  Persamaan Linier Homogen dengan Koefisien Konstan
Suatu persamaan diferensial linier homogen orde dua dengan koefisien
konstan
ay" +by'+cy=0 (2.44)
dengan a, b, c adalah konstanta real dan a # 0, maka solusi umum dari persamaan
(2.64) adalah
Y =Gyt 6y,
dengan c,dan c, konstan.
Selanjutnya jika y = e disubstitusikan ke persamaan (2.44) maka diperoleh
ar?e™ + bre"™ + ce™ =0
e™(ar?+br+c)=0.
Karena e"™ tidak mungkin dama dengan nol, maka persamaan diatas dapat dibagi
dengan e™, sehingg kita peroleh
ar?+br+c=0 (2.45)
Akibatnya y = e™ adalah solusi untuk persamaan (2.44) jika dan hanya jika r
memenuhi persamaan (2.45). Persamaan (2.45) disebut auxiliary equation Yyang
dihubungkan dengan persamaan homogen.

Disini auxiliary equation adalah kuadratik, dan akar-akarnya adalah sebagai berikut:

_—b+Vb2—4ac —b — Vb2 — 4ac

rn = 7a , dan r, = P
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Ketika b2 — 4ac > 0, akar r; dan r, adalah real dan nyata. Jika b? — 4ac = 0, maka
akar-akarnya real dan sama. Ketika b? —4ac < 0 maka akar-akarnya adalah
bilangan kompleks konjugat.

Jika auxiliary equation mempunyai akar-akar real yang berbeda (distinct real
roots) yaitu akar-akar real r; dan r,, maka e™* dan e™* adalah solusi untuk
persamaan (2.44). Oleh karena itu, solusi umum dari persamaan (2.44) adalah

y(x) = c;e™* + c,e™?*
dengan c,dan ¢, konstan.

Jika auxiliary equation mempunyai akar kembar (repeated root) yaitu r, maka
solusi untuk persamaan (2.44) adalah e™ dan xe™*, dan solusi umumnya adalah

y o= eie’ 4 65X
dengan ¢, dan c, konstan.
Jika auxiliary equation mempunyai akar-akar kompleks (complex conjugate
roots) yaitu a £ ifs, maka solusi untuk persamaan (2.45) adalah
e* cos fx dan e** sin fx
dan solusi umumnya adalah
y(x) = c,e® cos Bx + c,e* cos fx

dengan ¢, dan ¢, konstan (Nagle, 1993:153-162).
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2.10 Konstruksi Persamaan Saint Venant 2D
Pandang persamaan Navier-Stokes

ou ou du  dp (020 0%u (2.46)

at‘l‘Uaﬁ'U@——aﬁ‘V_axz‘Fa—yz_

ov ov ov op [0%2v  0%v] (2.47)
tr—==—tv|—+—
ot ox dy dy [0x% ~ 0y?

dan persamaan kontinuitas

0 0 .
W L850 (2.48)
dx dy

Selanjutnya akan dikonstruksi kondisi kinematik permukaan perairan dengan

fungsi permukaan perairan z = n(x, y, t).

B/ A 1<V A YA
LW 27 A

River bottefn (—

Gambar 2.2: Penampang gelombang perairan dangkal
Erich Zauderer (2006) dalam bukunya yang berjudul “Partial Differential
Equations of Applied Mathematics” menyebutkan bahwa:
Distribusi probabilitas v(x, t) memenuhi persamaan diferensial

vix,t+7) =pv(x—6,t) + qu(x + §,t)
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Persamaan ini menyebutkan bahwa probabilitas partikel di x pada saat t 4+ T sama
dengan probabilitas partikel di x — & pada saat t dikalikan dengan probabilitas p
yang berpindah ke kanan ditambah dengan probabilitas partikel di x 4+ & pada saat t
dikalikan dengan probabilitas g yang berpindah ke kanan, sehingga distribusi

probabilitas permukaan perairan n(x, y, t) dapat dinyatakan sebagai berikut

nx,y,t+17)=pnx—2=6,y) + gnx+38,y)

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi

n(x,y) +ne(x,y) =p [n(x, ¥) = 006, ) + 5 671, y)] o

1
a[16ey) + n. (e y) + 56200
atau

1
me(6y) = (p+q—DnCey) + (@ =p)onCoy) +5 (0 + 4) 8N xx (x, y)

Dengan asumsi bahwa probabilitas p + g = 1, maka bentuk terakhir dapat ditulis

1
™me(x,y) = (@ — p)6n,(x,y) + EGanx(x, y)

yakni

167
677x(xfy) + E?nxx(x'y)

mGey) = L0

. . 8
Dengan asumsi ¢ — p = 0 dan lims_ ;0 -=y=u, maka

ne(x,y) = un,(x,y) + E(6?)

yakni

ne(x,y) = un,(x,y)



44

Sehingga diperoleh distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel

berada di x — &,y pada saat t dan x + &, y pada saat t, yaitu

nt(x' y) = unx(x» }’) (249)

Selanjutnya, distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel

berada di x,y — § pada saat t dan x,y + & pada saat t

nx,y,t+1)=pnlx,y—36) +gnlx,y+9)

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
1 2
n(x,y) +m(x,y) =p [n(x, y) —6n,(x,y) + 55 156 y)] 3

q [n(x, y) + 81, (x,y) + §62nyy(x, y)]

atau

1
m(x,y) = (@ +q—Dnlx,y) +(q—p)n,(x,y) + 3 (p + q)5%ny, (x, y)

Dengan asumsi bahwa probabilitas p + g = 1, maka bentuk terakhir dapat ditulis

1
™m(x,y) = (q —p)on,(x,y) + §5znyy(x. y)

yakni

2

(q ~ p) 6ny(x' y) + E?nyy(x» y)

nt(x' Y) =

Dengan asumsi ¢ — p =~ 0 dan lims_,q ;- g =y = v, maka
ne(x,y) = vn,(x,y) + E(6%)
yakni

n:(x,y) = vn, (x,y)
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Sehingga diperoleh distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel
berada di x,y — § pada saat t dan x, y + & pada saat t, yaitu
n:(x,y) = vn,(x,y) (2.50)
Sehingga penjumlahan persamaan (2.49) dan (2.50) adalah

2ne(x, y) = un,(x, y) + vny (x, )

yakni
u v
n:(x,y) = Enx(x, y) + zny(x, y)

dz = n:(x,y) = u’n,(x,y) + v, (x, y) (2.51)
Sehingga diperoleh persamaan (2.51) yang merupakan kondisi kinematik di
permukaan.

Setelah kondisi kinematik di permukaan sudah didapatkan, selanjutnya akan
dikonstruksi kondisi batas di dasar perairan dengan fungsi z = —h(x,y). Kondisi
batas di dasar perairan didapatkan serupa dengan kondisi kinematik di permukaan.
Distribusi probabilitas z pada saat berada di x — &,y pada saat t dan x + &,y pada
saat t

—h(x,y,t +7) = —p[h(x — §,y)] — g[h(x + 6, y)]

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
1 2
~[hCe, ) + the G )] = —p |G ) = Bl (6,) + 562 (0, )| -

a|RCey) + 8he () +302hen (x,3))
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atau

1
~th(x,y) = (=p = ¢ + DhC,y) + (p — 8he (6, y) + 5 (=P — Q)% hy (X, )

yakni

1
—the(x,y) = —(q — p)Sh,(x,y) + (—1)552hxx(x, )
sehingga

) = P s ) + EG8?)

Dengan asumsi ¢ — p ~ 0 dan limgs_¢ ;-0 g = u (kecepatan di x), maka
ht(xﬁ )’) = uhx(x! )’) + E(62)
yakni

ht(x’y) = ubhx(x'Y)
Sehingga diperoleh distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di

x — 6 ,ypada saat t dan x + & , ypada saat t, yaitu

he(x,y) = uPhy(x,y) (2.52)
Distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di x,y — &

pada saat t dan x ,y + 6 pada saat t

—h(x,y,t + 1) = —plh(x,y — 6)] — g[h(x,y + )]

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
1 2
—[h(x,y) + th(x,y)] = —p [h(x, ) = 8hy(x,y) +58%hyy (x, y)] -

q [h(x, y) + 6hy,(x,y) + %62hyy(x, y)]
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atau

1
—the(x,y) = (=p = ¢ + DhCoy) + (p =~ O8hy (6, y) +5 (=0 = )87y (x,7)

yakni

1
—th(x,y) = —(q — p)Sh,(x,y) + (1) ESZhyy(x, )
sehingga

_—(g-p)

he(x,y) = 8hy(x,y) + E(6%)

Dengan asumsi ¢ — p = 0 dan lims_, ;0 g = v (kecepatan di y), maka
he(x,y) = vhy(x,y) + E(6%)
yakni
he(x,y) = vPhy, (x, )
Sehingga diperoleh distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di
x,y — & pada saat t dan x, y + & pada saat t yaitu
he(x,y) = v°hy,(x,y) (2.53)
Selanjutnya penjumlahan persamaan (2.52) dan (2.53) adalah
2he(x,y) = u(=h),(x,y) + v(=h), (x, )
yakni

uh,(x,y) + vhy,(x,y) =0
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Sehingga diperoleh kondisi batas di dasar perairan sebagai berikut
uh, +v°h, =0 (2.54)
Dalam hal ini, h(x, y) adalah kedalaman perairan.

Selanjutnya akan dilakukan pengintegralan fungsi kontinu. Dalam hal ini
z =n(x,y,t), maka z = n(x(t), y(t)). Selanjutnya berdasarkan kondisi kinematik di
permukaan (2.51) dan kondisi batas di dasar perairan (2.54), maka

uh, +vh, =0
yakni
& uP(—h), + v2°(=h), =0
Pinch (1992:37) dalam buku yang berjudul “Optimal Control and The

Calculus of Variations” menyebutkan bahwa

o of of
L, (155 +155)

dapat diselesaikan dengan mengintegralkan masing-masing ditambahkan dengan

kondisi batasnya sehingga

L 9f aft, (% 99
J;O 1524 = 15 to‘fto 132 (5) %

Akibatnya, integral fungsi kontinu

n 6u+ T ov _fo
_pdx J_,dy

7 7
U udzl —usn, + uP(—h), + U vdzl — vy, +v?(=h), =0
-n 1y N
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1 ren
J udz| + J vdz| —usn, —vsn, + uP(=h), + v?(=h), =0
Jon L Ve )

] [ 7
fudz + f vclz1 —u’n, —vn, +0=0

J-n 1y -n 1y
[ (7 ] [ (7 ] (2.55)
f udz| + f vdz| —n,=0

J-n 1y -n

Selanjutnya ditentukan fungsi tekanan di permukaan maupun di dasar
perairan. Tekanan di perairan di pengaruhi oleh tekanan atmosfir (p,), gaya gravitasi

bumi terhadap permukaan (g) dan gaya gravitasi bumi terhadap dasar.

Pa(x,y)

l g(h(x,y))

Gambar 2.3: llustrasi tekanan atmosfer dan gaya gravitasi
Dalam hal ini g(h(x,y)) dapat diabaikan sehingga
p(x,y) = pa(x,y) + g(n(x,¥))
Dengan p, (x, y) adalah suatu konstanta, akibatnya jika dianggap p,(x,y) =

p(x0,¥0) = 0 maka p(x,y) = g(n(x,y))
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Sehingga distribusi probabilitas p pada saat partikel berada di x + &,y pada saat t
dan distribusi probabilitas n pada saat partikel berada di x + §,y pada saat t
dikalikan g adalah sama.
p(x+46,y) = gln(x +6,y)]
Bentuk di atas dapat diuraikan menjadi
p(x,y) +6px(x,y) = gln(x,y) + 61, (x, y)]
atau
6px(x,y) = g(n(x, ) — p(x, ) + 961, (x,y)

Karena n(x, y) dan p(x, y) dianggap sama, maka

Px(x,y) =g [g M (%, y)]
sehingga
Px(%,y) = gnx(x, y) (2.56)
Begitu juga distribusi probabilitas p pada saat partikel berada di x, y + & pada saat t
dan distribusi probabilitas n pada saat partikel berada di x,y + & pada saat t
dikalikan g adalah sama.

px,y +6) = gln(x,y + 6)]
Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
p(x,y) +6py(x,y) = gln(x,y) + 6ny (x,¥)]

atau

5py(x,y) = g(n(x,y)) — p(x,¥) + gén, (x,y)
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Karena g(n(x,y)) — p(x,y) dianggap sama, maka

py(x.y) =g [gny(x, y)]

sehingga

py(x,y) = gny(x,¥) (2.57)
Persamaan (2.56) dan (2.57) Navier-Stokes menjadi:

ou p ou N ou A [0%u ) 0%u] (2.58)
ot " “ox ”ay SN 0x2  0y?|

6v+ 0v+ v e '62v+62v' (2.59)
ot " Yax T Vay T I TV ox2 T 5y2

Selanjutnya konstruksi kondisi tangensial stress di x dan di y (kondisi tekanan
permukaan). Jika diasumsikan permukaan air laminer/flat horizontal, maka bentuk

tekanan di batas searah x dan y (stress boundary conditions):

X ’
.9‘77y — p(xl,yl) Jl’ p( 1 yl)
@ >§
p(x,y) = p(x0,Y0) p(x1,¥1) = g1,

Gambar 2.4: Kondisi tekanan di permukaan perairan

Akibatnya tekanan searah x adalah un, = n, — vn,

Artinya u,n, =1y — vyny = Px(x1, 1) — Pa(X0, ¥0) = lug —u°
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Sehingga diperoleh kondisi tangensial stress di x

Uyt = Yr(lug —u’l)

Tekanan searah y adalah vn,, = n, — vn,

artinya vyn, = 1y — Uyl = Py (X1, Y1) — Pa(X0, ¥o) = Vg — V°
Sehingga diperoleh kondisi tangensial stress di y

vyNy = Yrlva — v

Maka

=v(u,), + v(vy)y

= yr(lug — v’ +yrlv, — v°|
Selanjutnya ditentukan kondisi batas untuk tekanan di dasar perairan. Pada daerah
dasar perairan, tekanan/stress hanya dipengaruhi oleh gaya gravitasi bumi.
p(x,y) = g(=h(x,y))
atau
p(e,y) = g(=h(x,y)) =0

Sehingga stress searah x dan y adalah

p(x+8,y) = g(~h(x +6,y))

pC,y +6) = g(=h(x,y +8))
Untuk stress searah sumbu x:

p(x,¥) + 0px(x,¥) = g(—h(x,y) + §(—hy)(x,y))
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atau

5px (6, y) = g(=h(x,y)) —p(x,¥) + §(—h,)(x, )
Karena g(—h(x,y)) — p(x,y) =0
Maka p, (x, y) = —hy(x, y)
Untuk stress searah sumbu y:

p(x,y) + 6, (x,¥) = g(=h(x,y) + 8(=hy ) (x, )
atau

8py(x,y) = g(—h(x,y)) —p(x,¥) + 6(—hy)(x,y)
Karena g(—h(x,y)) —p(x,y) =0
maka p,,(x,y) = —h,(x,y)
Kondisi tekanan di dasar perairan dapat diilustrasikan dalam gambar di bawah ini:

—h(x;,
AT )] — o g(=h(x1, 1))

0 = g(—h(xo, ¥0)) gx(—h(xy,31)) = hy
Gambar 2.5: Kondisi tekanan di dasar perairan
yaitu
he(x,y) = uPhy (%, y)
he(x,y) = vPhy,(x, )

uh, +v°h, =0
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Artinya stress searah sumbu x di dasar hanya dipengaruhi kecepatan di dasar
Uy =1U

sehingoa fungsi stress searah x adalah:
urhy, = yp(u®)

Selanjutnya

Artinya fungsi stress searah y adalah:
17yhy = /5 (vb)
Sehingga kondisi batas di dasar perairan

uxhx =YVB (ub) dan vyhy = )/B(vb)

54

Selanjutnya the laterally/depth shallow water equation (konstruksi persamaan

di sepanjang x dan sepanjang y perairan dangkal) adalah sebagai berikut.

a) Konstruksi persamaan lateral/searah x

D%
AN

L(x,y) r(x,y)

B(x,y) = [l(x,y) = r(x,y)I

Gambar 2.6: Pergerakan partikel pada batas kiri dan kanan
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Konstruksi persamaan diferensial di x di kanan
a) u"=ur(x+46,y)+vr(x,y+96)
yakni
u" = urn(x,y) + v, (6 Y) kondisi kecepatan ke kanan
b) ul =ul(x —68,y) +vr(x,y — 6)
yakni
it = ul, G y) LG, ¥). o L kondisi kecepatan ke kiri
b) Kondisi batas kekentalan di kiri dan kanan
A T I AT S kondisi batas kekentalan di kanan
il =k e AR R kondisi batas kekentalan di kiri
c) Integral Persamaan Momentum Navier-Stokes terhadap batas kanan dan kiri

Dengan mengasumsikan bahwa x; = r(x,y) dan x, = l(x,y), B(x,y) =
|xy —xq| = |l(x,y) — r(x,y)|, dan integral percepatan=kecepatan, yaitu f g—:‘dz =u
dan fg—Zdz = [f udz],,

Sehingga rata-rata kecepatan sepanjang x adalah:
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Rata-rata permukaan 7:
1 [*2

m=z L 1 ndx
1 [*2

n =3 L 1 ndy

Rata-rata kecepatan searah sumbu y:

1 l
V1=§.[rvdx

1l
=— d
Vs Bj;vy

Selanjutnya adalah integral ruas kiri x momentum Navier-Stokes (2.58) adalah

fxz_zl[a—u+ —+v ]dx
X1=T Lot

56

- (f;lz:rlu dx)t + (frluu dx)x 4 (frl vu dx)y + uli (frlu dx)x + vli (frlu dx)y

Karena vll (flu dx) diabaikan maka:
77\ y

xz—l

ou
j [ u—+v— dx
0x ay

X1=T

= (BU,); + (U;BU,), + (BV,Uy)y, + u” [ur(x, y) + vry (x,¥) —u"| —

ut{ul,(x, y) + vl (x, ) — u!]

= (BUy)¢ + (BU Uy, + (BV1Uy)y + (U [ur (x,y) —u"] — utlul, (x,y) —u

u'[vry, (x, )] = u' vl (x, )]

M+
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= (BUy); + (BU Uy, + (BV Uy + [u(u'n (6, ) — w'le(x, y)] — u'u” + u'u' +
[u"vr, (x, y)]| — [utvl, (x,7)]

= (BUy), + (BUL U + (BVyUy)y + [ — Ul)dx]x + (2.60)

[fw-u)w- Vl)dx]y

Selanjutnya adalah integral gradient tekanan barotropik pada ruas kanan x

momentum Navier-Stokes (2.58) adalah

< . >
n'l(x —68,) n(x,y,t +1) n'r(x+6,y)
Gambar 2.7: Pergerakan partikel di x momentum
sehingga:
n(,y,t+7) =nlx=6,y) +nr(x +6,y)
Bentuk diatas dapat diuraikan kembali sebagai berikut:
nCy) + e (x, y) = nll(x,y) — 6L.(x, y)] + nlr(x, y) + 67 (x, y)]
atau
n(x,y) + me(x,y) = nll(x,y) —r(x,y)] — 06l (x,y) + néry(x,y)
yakni
n(xy) +m.(x,y) = n(xy) =16l (x,y) + nér(x, y)

atau

TUt(x; y) = —Sle(X; y) + 577Tx(x;)’)
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yakni

) o)
Ut(x» }’) = Trllx(x» }’) + ;Urx(x» }’)
atau

. o)
ne(x,y) =yl (x,y) +ynr(x,y) Vlimgsoo—=y

7-0

sehingga:

l l
[nedx=(fn dx)x +7:(x, )
I _ l l r
J iy dx = (fr n dx)x =L y) +n'n(x, y)

= (Bnl)x y (Ul h nl)lx 1 (TIT » 771)7‘x (261)
Selanjutnya integral kekentalan pada ruas kanan x momentum Navier-Stokes

(2.60) dari kiri ke kanan adalah

l
l— +—| dx = j [(vuy), + (vuy)y] dx

Dengan menggunakan asumsi kondisi batas kekentalan di sepanjang sumbu x yaitu:
v(uxlx — uy) =vyu
V(UsTy = ) = YU
Dalam hal ini
vulx,y,t +17) =vur(x + 8,y) +vul(x — 6,y)
Bentuk diatas dapat diuraikan kembali menjadi

vu(x,y) +vru.(x,y) = vur(x,y) + vudr.(x,y) + vul(x,y) — vudl,(x,y)
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atau
vu(x,y) + vrue(x, y) = vu(r(x, y) — l(x,y)) + vudry(x,y) — vudl,(x,y)
yakni

vu(x,y) + vru.(x,y) = vu(x,y) + vudr, (x,y) —vudl,(x,y)
sehingga
vtuy(x,y) = vudr.(x,y) —vusl,(x,y)

yakni
1) )
vu(x,y) = vu;rx (x,y) — vu; L.(x,y)

sehingga

vu(x,y) = vur(x,y) —vul, (x,y)

Sehingga integral ruas kiri pada kekentalan Navier-Stokes adalah

frl(vux)xdx + J;l(vuy)ydx

! !
= <f vuxdx> + (J vuydx> +v(uely —uy) = v(ugry —uy)
T pe T

y

1 1
= <f vuxdx> + <f vuydx> + v(u,l, —u,n) + v(uy — uy)
r e r

y

= (VlB(Ul)x)x + (VlB(Ul)y)y + V(uxlx - uxrx)

= (V1B(Up)x + (V1B(U1)y)y +vU; (2.62)
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Sehingga diperoleh kesimpulan umum integral x momentum Navier-Stokes sebagai
berikut:

1. Ruas kiri Navier-Stokes (2.60)

(BUy), + (BULU)x + BV UL, + [ f G = U)dx| +
[ = U - W)dx]
Y

dengan [frl(u - Ul)dx] + [frl(u -Up)w - Vl)dx] diabaikan karena terlalu
x 0
kecil
2. Integral tekanan (2.61)

(Bn)x — (' =n)le + (7 = nydry
dengan —(n* — nLl, + (n" — ny)r, diabaikan karena terlalu kecil

3. Integral kekentalan (2.62)
(viB(Up))x + (le(Ul)y)y +vU,;
Sehingga persamaan x momentum Saint Venant 2D adalah:
(BUy): + (BU,U,), + (BVlUl)y = (2.63)
—9(BM)x + W1BUD)x + (viBWULy), + VU,

Dengan cara yang analog, maka dapat dikonstruksi y momentum Saint

Venant dengan integral Navier — Stokes.
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Maka integral ruas kiri y momentum Navier-Stokes (2.47) adalah

xz—l

f[+—+—avd
u v
i

X1=T

xp=1 l l

l
= jvdy + fuvdy + fvvdy +v| jvdy +v|r jvdy
v

t r x r r y

l

X1=T
Dengan menggunakan kondisi batas di kiri dan di kanan
v(ur(x,y) + vn,(x,y) —u") = yu

—v(ul,(x,y) + vl,(x,y) —u') = yu

= (BVy); + (U,BV,)x + (BV,V,)y, + v [un (x, y) + vy, (x, ) — v7]
— v ul, (x, ) + v, (x,y) — v!]

= (BV,); + (UyBV,)x + (BV2V2)y + (v [un (%, ) — v7] — v'[ul, (x,y) — v'])
+ 0" [vn, (x, 1)) = v vl (x, y)]

= (BVy); + (U,BV,) 4+ (BV,V,)y, + [u(w'r (x, y) — v' L (x, y)] — v"v" 4+ vivt
+ [vTvrn, (x, )] — [v'vl, (x, )]

= (BVZ)t + (UZBVZ)x + (BVZVZ)y (2.64)
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Selanjutnya integral gradient tekanan barotropik pada ruas kanan y

momentum Navier-Stokes (2.59) adalah

“ o >

n'l(x—8,y) n(x,y,t+2) n'r(x+6,y)

Gambar 2.8: Pergerakan partikel di y momentum
sehingga
Ny, t+0)=nllx—8,y) +nr(x+4,y)
Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
nCy) +me(x,y) = nll(x,y) — 6L:(x, y)] + nlr(x, y) + 67 (x, y)]
atau
nCy) +me(x,y) = nllx,y) —r(x,y)] =06l (x,y) +néry(x,y)
sehingga
N y) + e (x,y) = n(x,y) =16l (x,y) + nér(x, y)
didapatkan
™me(x, y) = =6nle(x,y) + onr(x,y)

yakni

-5 5
ne(x,y) = 7nlx(x. y)+ ;nrx(x, y)
atau

. é
16 y) =yl y) +ynri(xy) Vlimsoo- =y

-0
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sehingga
[y dy=(fn dy)y +7:(x, )
l l
fnx dx = On dy) —1'L(x,y) + "1 (x, y)
% T y
= (Bn2)y — ' =0l + " — nor (2.65)

Selanjutnya integral persamaan kontinu dengan batas I(x,n) dan r(x,n)

adalah

! !
( udz) —ulx+urx+<fvdz> —vl+v" =0
T x r y

! !
<fudz> +<fvdz> —ul, —vt+urn, +v" =0
T s i

A
(BUD, + (BV)y —uly — v +ur, +v" =0
(BUl)x + (Bvl)y =0
Selanjutnya integral persamaan kontinu sepanjang y adalah

n 6u+ m v "y
_pdx ), dy

n n
[f udzl +U vdzl -1n.=0

-h x -h y

L(xm) n n
f —nt+U udzl +U vdzl dx =0
r(x,n) -h x -h y

0
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(= findx) e =l + e + | f dx [ udz| = (J7, udz) () + (7, udz) (s +
[frl dx ffh udz] - f_nhvldz + f_"h v'dz =0

y
(= [l Hdx), — Hl, + Hr, + | [ dx [7 udz| — (J7, udz) (1) +

(f_nh udz)(r,) + [frl dx f_nh udz]y - f_nh vidz + f_nh v'dz =0

n
Awmz+(f BU2> — 0
—h

X

Selanjutnya integral kekentalan pada ruas kanan y momentum Navier-Stokes dari

kiri ke kanan adalah

!
!
jv [—v+ —| dy = J [(vvy), + (vvy)y] dy

Dengan menggunakan asumsi kondisi batas kekentalan di sepanjang sumbu y
V(—erlx & vyny) =yr(Vg — v°)
Dalam hal ini
vo(x,y, t+1) =vom(x +8,y) +vv(—h(x — 8,y))
Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi
vo(x,y) + vrve(x, y)
=vun(x,y) + vvén,(x,y) + vu(—h(x,y)) — vvé(—h.(x,¥))
atau
vo(x,y) + vrv(x,y)

=vwn(x,y) — (—h(x,¥))) + vvdn,(x,y) — vvé—(h,(x,y))



sehingga

vo(x,y) + vrve(x,y) = vu(x,y) + vvdn,(x,y) — vvs(—h,(x,y))

atau

vive(x,y) = vvdn,(x,y) — vvd(—h,(x,y))

sehingga

V(5 9) = W6 ) ~ 02 (7))

didapatkan

vue(x,y) = vony(x,y) — vu(=hy(x, y))

Sehingga integral ruas kiri pada kekentalan Navier-Stokes adalah

f:(vvx)xdy + frl(vvy)ydy

l l
= (f vvxdy> r (f vvydy> 3 v(—vxnx = vyny)
r x r

y

l l
= (f vvxdy> i (f vvydy> + V(—anx — vyny)
T x T

y

= (VZB(VZ)x)x + (VZB(VZ)y)y + V(—anx - vyny)

= (V;B(V2)x)x t+ (VzB(Vz)y)y + I,

65

(2.66)
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Diperoleh kesimpulan umum integral y momentum Navier-Stokes sebagai berikut:

1. Ruas Kiri Navier-Stokes (2.64)
BV, + (UzBVy), + (BV; Vo), + [u(v7n (6, y) — v'L, (6, )| — v7vm +
vl + [vTom,(x, y)] = [vivl, (x, y)]
dengan [u(w™n, (x,y) — v, (x, Y] — v"v" + vl + [vTvr, (x, y)] -
[v'vl, (x, )] diabaikan karena terlalu kecil
2. Integral Tekanan (2.65)
(Bn2)y — (' =0l + (" = 01y
dengan —(n* — nL, + (n" — ny)r, diabaikan karena terlalu kecil

3. Integral Kekentalan (2.66)
(v;B(V3) ), + (sz(Vz)y)y + vV,
Sehingga persamaan y momentum Saint Venant 2D adalah:
(BV3)¢ + (UBVy), + (BV, V), = (2.67)

—g(Bnz)y + (v2B(V2)x)x + (v2B(V2)y)  +VVs
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2.11 Kajian Batas dalam Al-Quran

Perhatikan Q. S. Al-Bagarah ayat 286

T of Bl 59 155 S8 (e 106 G U e ) Ll BTG

—

yuumy)u, udw\_,muu iﬂ;;woﬁlu&désyju) ik

qj@‘/ﬂ‘&bﬁuuyw\ L«A})‘)uﬁ&‘)u&_ﬁ&‘) Q‘UU Ua

i

Artinya:

Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. ia
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah
kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, maka tolonglah kami
terhadap kaum yang kafir."

Ayat tersebut menyatakan bahwa Allah S.W.T tidak membebani para hamba-
Nya melainkan sesuai dengan batas kemampuan mereka. Allah S.W.T menciptakan
manusia berbeda-beda. Satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas
dan berpotensi sedikit, satu kuat, satunya lemah dan kurus. Harus diterima bahwa
sebagian dari perbedaan-perbedaan ini adalah kelaziman penciptaan (IRIB, 2010).

Dengan ayat ini Allah S.W.T menyatakan bahwa seseorang dibebani hanyalah
sesuai dengan batas kesanggupannya. Agama Islam adalah agama yang tidak

membebani manusia dengan beban yang berat dan sukar. Mudah, ringan dan tidak
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sempit adalah asas pokok dari agama Islam (Tafsir DEPAG RI, 2009). Sesuai dengan

firman Allah S\W.T dalam Q. S. Al-Hajj ayat 78 sebagai berikut:
C;; o ! &ode Ja= G

Artinya:
...dan Dia sekali-kali tidak menjadikan untuk kamu dalam agama suatu kesempitan...

Begitu pula firman Allah S.W.T dalam Q. S. An-Nisa’ ayat 28:

Artinya:

Allah hendak memberikan keringanan kepadamu, dan manusia dijadikan bersifat
lemabh.

Yaitu dalam syari‘at di antaranya boleh menikahi budak bila telah cukup syarat-

syaratnya.

Firman-Nya pula dalam Q. S. Al-Bagarah ayat 185:

el ey B N T e T
Artinya:
...Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki kesukaran
bagimu...

Kemudian Allah S.W.T menerangkan hasil beban yang telah dibebankan dan
dilaksanakan oleh manusia, yaitu amal saleh yang dikerjakan mereka, maka

balasannya akan diterima dan dirasakan oleh mereka berupa pahala dan surga.
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Sebaliknya perbuatan dosa yang dikerjakan oleh manusia, maka hukuman karena
mengerjakan perbuatan itu akan dirasakan dan ditanggung pula oleh mereka, yaitu
siksa dan azab di neraka (Tafsir DEPAG RI, 2009).

Ayat ini mendorong manusia agar mengerjakan perbuatan yang baik serta
menunaikan  kewajiban-kewajiban yang telah ditetapkan oleh  agama.
Ayat ini memberi pengertian bahwa perbuatan baik itu adalah perbuatan yang mudah
dikerjakan manusia karena sesuai dengan watak dan tabiatnya, sedang perbuatan yang
jahat adalah perbuatan yang sukar dikerjakan manusia karena tidak sesuai dengan
watak dan tabiatnya (Tafsir DEPAG RI, 2009).

Manusia dilahirkan dalam keadaan fitrah yang suci dan telah tertanam dalam
hatinya jiwa ketauhidan. Sekalipun manusia oleh Allah S.W.T diberi persediaan
untuk menjadi baik dan persediaan menjadi buruk, tetapi dengan adanya jiwa tauhid
yang telah tertanam dalam hatinya sejak ia masih dalam rahim ibunya, maka tabiat
ingin mengerjakan kebajikan itu lebih nyata dalam hati manusia dibanding dengan
tabiat ingin mengerjakan kejahatan. Adanya keinginan yang tertanam pada diri
seseorang untuk mengerjakan suatu pekerjaan yang baik akan memberikan
kemungkinan baginya untuk mendapat jalan yang mudah dalam mengerjakan
pekerjaan itu apalagi bila ia berhasil dan dapat menikmati usahanya itu, maka
dorongan dan semangat untuk mengerjakan pekerjaan baik yang lain semakin
bertambah pada dirinya (Tafsir DEPAG RI, 2009).

Setiap jiwa akan mendapat pahala kebaikan yang dilakukannya dan dosa atas

kejahatan yang dilakukannya, Allah S.W.T mengampuni keterbatasan mereka dalam
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mengemban kewajiban-kewajiban dan hal-hal haram vyang dilanggar, tidak
memberikan sanksi atas kesalahan dan kelupaan mereka, Dia sangat memudahkan
syari’at-Nya dan tidak membebani mereka hal-hal yang berat dan sulit sebagaimana
yang dibebankan kepada orang-orang sebelum mereka serta tidak membebankan
mereka sesuatu yang di luar batas kemampuan mereka. Dia telah mengampuni,
merahmati dan menolong mereka atas orang-orang kafir (Zidniagus, 2009).

Berkaitan dengan isi penyampaian Allah dalam Al-Quran terdapat pula
batasan tentang apa yang boleh manusia ketahui dan tidak boleh diketahui manusia.

Hal ini tergambar dalam Q. S. Al-lIsra’ ayat 85, sebagai berikut:

gzltrlznizgreka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu termasuk urusan
Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit".

Ayat ini berisi tentang hukum membahas ruh. Berdasarkan ayat ini, maka
mayoritas manusia dapat mengetahui bahwa hukum membahas ruh adalah haram.
Allah SW.T menyatakan bahwa manusia tidak diperbolenkan mengkaji dan
mempertanyakan roh secara mendalam karena roh merupakan rahasia Allah SW.T
dan hanya Allah S.W.T yang benar-benar mengetahui. Sedangkan manusia cukup
diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut. Manusia dengan pengetahuan yang

sedikit yang dimilikinya, mempunyai beragam pendapat tentang hukum membahas

ruh, sebagai berikut (Kajian IKPMA, 2007):
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1. Pendapat Imam Abdul Salam al-Lagéani dan Mayoritas Muhaqqigin.
Mayoritas Muhaqqigin tidak terlalu dalam membahas tentang hakikat ruh
dengan jenis dan pasal yang berbeda, itu semua disebabkan karena tidak adanya
pengetahuan yang mereka dengar tentang ruh dan juga tidak didapati nash Syari’
(Allah S.W.T) yang menjelaskan hal itu. Maka menurut mereka alangkah lebih
baiknya kalau kita tidak terlalu jauh dalam membahas ruh, serta hukumnya makruh
(Bayjuri, 2004).

2. Imam al-Junaidi seorang sufi berpendapat bahwa ruh itu adalah rahasia Allah
S.W.T, dan menurutnya seoarang hamba tidak boleh membahas ruh terlalu jauh. Dan
perkataannya menunjukan pengharaman (Muyassar, 1988:15).

3. Menurut Syaikh as-Sahr Wardi bahwa pembahasan tentang ruh sangatlah
sulit. Manusia hanya diberi sedikit pengetahuan tentang itu. Maka tidak pantas bagi
manusia terlalu jauh dalam membahasnya (Wardi, 2004).

Dari tiga pendapat di atas dapat disimpulkan bahwa dari sudut pemikiran
Islam menolak tentang pembahasan ruh dengan alasan tidak ada adab kepada as-
Syari’, dan haram hukumnya karena ruh adalah termasuk rahasia dan urusan Tuhan.
Namun ada pendapat lain yang perlu kita perhatikan, selain bahwa para filsuf Islam
sudah pasti membolehkan dalam hal membahas ruh, mulai dari Alkindi filosof Arab
pertama dalam risalah pendeknya “Tentang Ruh”, 1bnu Sina, Ibnu Tufail, Miskawaih,
Ibnu Rusd dan lain-lain dari ulama salaf dan khalaf (Kajian IKPMA, 2007).

Didalam bukunya, DR. Mohammad Sayed Ahmad al-Musayyar (1988)

bersama mayoritas ulama berpendapat bahwa didalam firman-Nya surah al-Isra’ ayat
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85 tidak ada indikasi pengharaman tentang membahas ruh ataupun indikasi
pemakruhannya. Menurutnya para ulama yang melarang membahas ruh didasari oleh
beberapa hal, diantaranya adalah pemahaman tentang makna ruh yang diartikan
sebagai “Rahasia Allah S.W.T”, bahwa ruh termasuk alam mujarrad (murni adanya)
yang tidak bisa didapati dan adanya hadits yang menerangkan tentang Asbab an-
Nuzul ayat tersebut.

Selanjutnya, dalil-dalil ulama yang membolehkan membahas ruh adalah
sebagai berikut:

1. Para ahli tafsir tidak sepakat bahwa ruh yang dimaksud dalam ayat tersebut
adalah arwah bani adam. Imam al-Alusi dalam bukunya yang berjudul “Ruh al-
Ma’ani” berpendapat bahwa yang dimaksud adalah hakikat ruh manusia. Selain itu,
dalam beberapa riwayat sahih Bukhari dan Muslim terdapat pertanyaan tentang ruh,
salah satunya adalah hadits yang diriwayatkan dari Ibnu ‘Abbas bahwa ruh yang
dimaksud adalah Jibril a.s, serta riwayat dari Ali Bin Abi Thalib bahwa yang
dimaksud ruh adalah malaikat yang memiliki 70 ribu wajah (Katsir, 2003).

2. lbnu Qayyim berkata dalam salah satu kitabnya: bahwa mayoritas ulama salaf
bahkan semuanya berpendapat bahwa yang dimaksudkan dengan ruh dalam ayat
tersebut adalah bukan arwah Bani Adam, melainkan ruh yang Allah S.W.T beritakan
pada kitabnya, “bahwasanya ia akan ada bersama para malaikat di hari kiamat, ruh itu
adalah malaikat yang mulya” (Jauziyah, 2003).

3. Imam Ibnu Hajar berkata bahwa pendapat Imam Junaidi dan para pengikutnya

telah menyalahi pendapat mayoritas Sufi Muta’akhir karna mereka banyak membahas
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tentang ruh, bahkan sebagian dari para sufi menjelaskan hakikat ruh serta mengklaim
aib bagi orang yang melarang membahas ruh (Atsqolani, 2004).

4. Para Nabi dan ulama banyak berbicara tentang Allah S.W.T, mulai dari sifat-
sifat-Nya, Asma al-Husna-Nya, lalu membahas tentang wujud, wahdaniat, kalam al-
Ilahi dan sebagainya, dan kita tidak mendengar seorang pun yang mengharamkan
untuk membahasnya ataupun memakruhkannya, padahal sudah jelas bahwa al-Qur’an
menjelaskan bahwa Allah S.W.T itu Esa. Maka ruh derajatnya tidak lebih tinggi dari

pada semua hal yang berhubungan dengan-Nya (Muyassar, 1988:19-20).
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PEMBAHASAN

3.1 Solusi Partikulir Masalah Nilai Awal Persamaan Saint Venant 2D

Pada penyelesaian masalah nilai awal persamaan Saint Venant dua dimensi
dikerjakan dengan langkah penyelesaian di x momentum persamaan Saint Venant 2D
dan y momentum persamaan Saint Venant 2D dengan menggunakan d’Alembert
solution.

Persamaan x momentum Saint Venant 2D (2.83) dapat dinyatakan kembali

dalam bentuk

B—+BU,—+BV; — = —gB — _—1y
1 ox ! g ae i

aU, aU, aU, on, 02U, 02U, (3.1)

Bentuk persamaan Laplace di ruas kanan persamaan Saint Venant dapat

dikerjakan dengan pemisahan operator

62U1+62U1_(6+,6)<6 '6>U (3.2)
axz Ty~ \ax T gy \ax ~ 15y V10 Y)

dimisalkan

oU, AU\ _ (3.3)
<6x : 6y> =wxy)

Substitusi persamaan (3.3) ke persamaan (3.2) sehingga bentuk Laplace dapat
dinyatakan kembali menjadi

02U, 0%U; ow ow
+ ==+l
ox?  0dy? Ox ady

74
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Sehingga persamaan (3.1) menjadi

U gy, WUy Yy g0, 0w 0w
Jt 1 ox Loy 4 Vi = x !

Karena disini bekerja pada x momentum, maka BVlz—l;j diabaikan sehingga

persamaan (3.1) menjadi

BaU1+BU 6U1+ Bam i _6W+_6W
ot Tox 9% TV T 9 TGy

Sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial parsial orde 1

au .0U
(5 = 15) = weey) (33)
U, Uy an, 0w | 0w
B¥+BU1¥+QBE—VU1—§+1$ (34)

Pada kondisi awal (ketika t = 0), diasumsikan U;(x,0) = f(x) dan %Ut—l(x, 0) =

g(x), sehingga persamaan (3.4) menjadi

: 01, ol U, (3.5)

Jika pada kondisi awal gelombang adalah turbulen sin t, maka
x; =sint
sehingga U, (x4,0) = U,(sint,0) = f(sin1)

Pada persamaan (3.5) dapat disimpulkan kurva-kurva singgung persamaan diferensial

parsial, yaitu
& -1, =y, dan 2 = Bg(x) + BUf'(x) + gB 22 —vU,

sehinggat = s, x = U;s,dan U; = fss=0(Bg(x) + BU,f'(x) + gB% —vU;)ds



76

Akibat dari kesimpulan yang didapat dari persamaan (3.5) bersama kondisi awal
X, =sint + U;s

Dengan menambahkan U, s pada kedua ruas persamaan di atas, diperoleh

x, +U;s =sint + 2U;s ,Vt=s
sehingga
t2=t=S aTh
sz (Bg(x)+BU1f’(x)+gBa—le) ds
t1=0

tr,=t=s an
= [ BeG) + BU @) + gBSE — v ds + 1)
t1=0

t,=t=s 0
- f (BgCx) + BUL"(v) + gB S~ v ) de + f(y) vt =s
t1=0

ty,=t=s 0
= f (Bg(sinr) + BU,f'(sint) + gB% — vU1> dt + f(x + Ujt)
t1=0

1=

Y (x (1), y(8))

= tiz:(f:s (Bg(sin 7) + BU;f'(sint) + gB% = le) dt + f(sint + 2U,t)

t2=t=S
- J (Bg(sint) + BU,f'(sint) — vU,) dt + (anlliizgzs)
t1=0

+ f(sint + 2U;t)
diasumsikan

A=sint + 20Ut atau A = sint + 2U;s

oleh karena itu: Z—': =2U,

sehingga dt = % maka U, dt = %da :

1
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Hal ini mengakibatkan

Ay=sint+2U4t

flz=sin T+2U,t 1
Ai=sint

Ai=sint 2

UGt) = By (k) -+ Bf'(A)dA -

Lo s
f 5 51nr+2U1tvU1%+ (gBmlAz 51nr+2U1t) +f(/12)

Alzsinf /11=sinr

_ B [ Ay=sint+2U;t B rAy=sint+2Uqt
"~ 2u; JAy=sint g(ll)dl-l_ zf/11=sinr

f'(A)dA —

v Ay=sinT+2U it
20U, “A1=sintT

Uydd + (gBnyl22ime ") + £ ()
B . : B . .
= E(G(smr + 2U;t) — G(smr)) + E(f(smr + 2U,t) — f(sin t)) -
%(Ul(sinr + 2U,t) — U, (sin T)) + gB(rh(sinr + 2U;t) —
i
n1(sin7)) + f(sint + 2U,t)
= [iG(sinr 21, 6) BF Ef(sinr + 2U,t) — — U, (sinT + 2U;t) +
2U; 2 20U,
gBn,(sint + 2U;t) + f(sinT + 2U1t)] - [% G(sint) + gf(sin‘r) -
1
ZVTlUl(sin 7) + gBn,(sin T)]
Maka diperoleh
Ux,t) = [%G(sinr+2U1t) +2Bf(sint + 2U;t) — (3.6)
1

%Ul(sinr + 2U;t) + gBn,(sint + 2U1t)] -
1

B . B, . . .
[E G(sint) + Ef(sm T) — 21/71 U,(sint) + gBn,(sin r)]

Adalah nilai awal bentuk bidang pada x momentum Saint Venant 2D.
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Selanjutnya dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan bidang awal
gelombang pada persamaan y momentum persamaan Saint Venant 2D.
Persamaan y momentum Saint Venant 2D (2.87) dapat dinyatakan kembali menjadi

av, av, av, an,
— = —gB— B
6y g 6y + v,

%
+
%
<

N

(o3
+
%

o
|

0%V, 0%V, (3.7)
Fr% + 3y > + vV,

Dengan menggunakan prosedur pemisahan operator diferensial, maka bentuk

persamaan Laplace di ruas kanan dapat dinyatakan sebagai

62V2+62V2_<6+_6>(6 ,a)v (3.8)
ax?z = dy?  \ox lay 0x lay 2(%,)
dimisalkan
v, AV (3.9)
(e - 15,) = we

Substitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.8) sehingga menjadi

0%V, 0%V, ow  ow

e # dy? _ﬁﬂay

sehingga persamaan (3.7) menjadi

BaV2+BU 6V2+BV aV2+ p o2 V—6W+'8W
at % 9x Z 9y g y "Z_ax lay
Karena disini bekerja pada y momentum, maka BUZ%;E diabaikan sehingga

persamaan (3.7) menjadi
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Sehingga diperoleh PDP orde 1

—Z—i=2)=w(xy .
BZ2 4 py, 22 a"z +gB 22 6”2 —w, =2y iZ—”y” (3.11)

Pada kondisi awal di t = 0, diasumsikan V,(x,0) = f(x) dan %(x, 0) =g),

sehingga persamaan (3.11) menjadi

on, W, oV (3.12)
Bg(x) + BV, f' (x)+gBW—vV2 T +V,— %

Jika pada kondisi awal gelombang adalah turbulen sin , maka
x; =sintdant =0
sehingga V; (x,0) = V;(sint,0) = f(sin1)

Pada persamaan (3.12) dapat disimpulkan

dt d av;
e d—§=V2,dan " 2 = Bg(x) + BV,f' (x)+gB——vV2

sehinggat = s, x = V,s,dan V, = fss=0(Bg(x) + BV, f'(x) + gB% —vV,)ds

Akibat dari kesimpulan yang didapat dari persamaan (3.12) bersama kondisi awal
X, =sint + Vs

Akibatnya dengan menambahkan kedua ruas persamaan dengan V,s diperoleh
x, + Vo5 =sint + 2V,s

Untuk setiap 7 = s, maka persamaan di atas dapat dinyatakan sebagai berikut

X, + Vo5 = sint + 2V,t ,Vt=s
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sehingga
V B t2=t=s B , anz
= gx) + BV,f'(x) + gB———VvV, |ds
t1=0 ay
B t2=t=5 , anz
= | BgC)+BYaf () + 9B ~vVa) ds + f(x)
t1=0
t2=t=5 a
= | Bel) +BYS )+ gB G- de 4 fGr)  Ve=s
t1=0
t2=t=5 a
= f (Bg(sin T) + BV,f'(sint) + gB % — sz) dt + f(x + V,t)
t1=0
Y (x (@), y(0)
t2=t=S a
= J (Bg(sin 7) + BV, f'(sint) + gB % - VVZ) dt + f(sint + 2V,t)
t1=0

t2=t=S
= J (Bg(sint) + BV, f'(sint) — vV,) dt + (anzlii:f):S
t1=0

+ f(sinT + 2V,t)
Diasumsikan
A =sint + 2V,t
oleh karena itu: Z—': =2V,

sehingga dt = 22 maka V,dt = 2da
2V, 2
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Akibatnya:

Ay=sint+2V,t

J-)LZ:sin T+2V5t 1
Aq=sint

daa ,
V(y.t) = Bg(11) 2V, + A =sint EBf (A1)dA —

Ap=si i
f 2 SIHT+2VzthZ%+ (anzllz 51nr+2V2t) +F(Ay)

Aq=sint Ay=sint

B Ay=sint+2V,t B rAy=sint+2V,t
= = g)di+ 3

2V, YA =sint Aq=sint

f'(A1)dA —

Vv Ay=sinT+2V,t

V,dd + (an2|/12=sin‘r+2V2t) + f(4,)

E Ai=sint Ay=sint
B . ! B : )
= E(G(smr + 2V,t) — G(sin T)) + ;(f(sm‘r + 2V,t) — f(sin T)) _

EV72 (Vo (sinT + 2V,t) — Vo (sin 1)) + gB(n,(sint + 2V,t) —
n2(sint)) + f(sint + 2V,t)

= [iG(sinr + 2V,t) + Ef(sinr + 2V,t) — — U, (sinT + 2V,t) +
2V, 2 2V,
gBn,(sint + 2V,t) + f(sint + ZVZt)] — [%G(sin )+ gf(sin T) —
2

21/72 V,(sint) + gBn,(sin T)]
Maka diperoleh

Vy,t) = [i G(sinT + 2V,t) + > Bf (sint + 2V,t) — =V, (sin T + (3.13)
2V, % 2V,
2V,t) + gBn,(sint + 2V2t)] = [% G(sint) + gf(sin T) —
2

—_V,(sint) + gBn,(sin T)]
2V,

Adalah solusi awal bidang gelombang di y momentum Saint Venant 2D.
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3.2 Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di x Momentum
Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di x momentum
dikerjakan sebagai berikut. Pandang persamaan x momentum Saint Venant (3.1),

dengan syarat

aUl aVl aZW aZW
—4+—=0 AW =——+——
dx  0dy 00, Oy
Dimisalkan
ow ow (3.14)
U1 = E dan B —a

Sehingga berakibat

ou . av d (ow a ow
2% ()4 53
ax dy 0x \ 0y ady 0x

_ 9%w 92w
- 0xdy  0xdy
. 22w 02w -
- 0xdy  0xdy N

Substitusi (3.14) ke persamaan (3.1) sehingga menghasilkan

2 (w), gawa (ow _ow\ 9 (W) _ _ pim (& + 2) (@)
Bat(ay)+B6yax(6y)+B( ax)ay(ay)_ 9B ax+BV1 ax2+ay2 dy +

Vq 3y
Bentuk persamaan tersebut dapat ditransformasi dalam persamaan diferensial parsial

nonlinear orde empat sebagai berikut

ow 0

ow
dy 0x

4 — _gpim 7
6x)_(AW) - gB ox + Bvl (6x2 +

0
BE(AW) +B ay

(Aw) + B(

02 ow
W) (AW) +v E
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Dapat dinyatakan kembali sebagai berikut
s R bR G R b (RGO
Zyv;)] = |-9BZ2| + [Bvisaw] + |v 2|

dengan gB adalah konstan.

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan (3.15) dapat dipisah
suku per suku dengan memisalkan w = F(y,t)x + G(y,t) adalah solusi eksak
persamaan diferensial parsial orde empat. Maka dapat dinyatakan

ow OF G

— F S e
(v, 0), 3y ayx + 3y

ox
Sehingga dengan pemisahan suku per suku solusi persamaan x momentum Saint
Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut.

Suku pertama dari persamaan (3.15)
gl 0 azw °w\ 5 o(a (6w> N 0 (6w>
ot \ 0x? ay ~ “ot\ox\ox/  oay\oy

~53(Zro+ 2 (%x+3)

92F
—Bat(‘”m +a—yz)

03F 293G

=B X
dtdy? datdy?
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Suku kedua dari persamaan (3.15)

Baw 0 62W+62w _Baw o (o <6W)+ 0 (6W>
dy ox\ox2 ~ dy2) T dyadx\ox\ox/ ody\oy

oF G\ a [ o 8 (OF
—B(aﬂa)a(a—f’(% )+ (5
Y AN (W
. b% v/ 0x ay? dy?

2

=B(Zx+5)(0+1.22+0)

y y y

OF G\ 0°F
= —x+_)_

(ay v/ oy?

OF 0%F 0G 9°F
T e

Suku ketiga dari persamaan (3.15)

B( OW)O 62w+62w B B(GW)G 6(6w>+ d (aw
dx/ay\ox2 = ody?) dx)dy\dx\dx/ 0dy\dy

a (o 3
= —BF(y,t)£<£F(y,t) +£(

) 0%F 9%G
= —BF(y,t)a(O +a—yzx +6_yz)

03F 293G
5 X + ﬁ)

= —BF(y,t) (o o

03F 293G
= —BF(y, t)a_ysx — BF(y, t)6_y3

JOF

oy

)

7% =5

oy

9G

)

84
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Suku keempat dari persamaan (3.15)
Buaaw = By, (o + ) (2w 2w
ViBAW = BV1 | 52 dy?)\dx? 0y?
B 22 | a2\ [ 8 [ow a (0w
=Bvi (5 + 357) <a_ &)+ 5(5))
. 92 92 d oF 96
=7 (a—ﬁm)(a”( 945 G x+ay)>

0°F %G

o (9 9%F 0 (9 9%G 0 0 0%F 0 2 0%G
- (BRI 2RI+ B )+ 5 (352)
1\ ox \ox dy? i dx \9x 0y? + dy \0y 0y? oot dy \dy dy?

a4F it G

Suku kelima dari persamaan (3.15)

ow (aF 66) oF N oG
V1 ay ="V ay ay V1 ayx Vi ay

Sehingga persamaan (3.15) menjadi

g OF L 0% OFOF +Baaaz — )a3F - t)a3c;
atay?” " P atay?r T Cayayr ™ " 7 oy ay? Yt 5y % Yy
9*F 9*'G  OF G

=Bvla—y4x+Bvla—y4+V1@x+V1@
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Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut

g CF o gUFOF e WO OF LOE g
atay?” T Payayr T T gyt TP gat T gy
p 006 | GUCOF OG0 0G 317)

\" atayz T 8y 9y? Y H gy T PG TGy '

Persamaan (3.16) dan (3.17) saling terpisah.
Selanjutnya persamaan (3.16) dibagi dengan x dan dilakukan proses pengintegralan

terhadap y, sehingga menghasilkan

Bl () a5, T v fe
atay ay ayz = DbVy ay3 V1 fl( )

. oF
Misal — = U; maka
ay

oY L pyz _prdUi_p azUl+ F + fy(t (3.18)
ot 1 dy = bV 9y? V1 (@)

Persamaan (3.18) dibagi dengan B, sehingga menghasilkan

ou, 92U,

4 2
ot =iy U A E

dy

oU, v F (3.19)
B

Persamaan (3.19) akan bersolusi trivial jika U;* = 0 , akibatnya didapatkan PD linear

orde dua

ou 02U oU, v F 3.20
_1 = v, 1 Sl 1 - 1 ( )
ot dy? dy B

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan U, (y,t) = Y(y)T(t), F =Y (y)T(t),
sehingga persamaan (3.20) menjadi

V.
YT =viY"T+FY'T + YT (3:21)



87
Selanjutnya persamaan (3.21) dibagi dengan Y (y)T(t), sehingga
Y LY
T Y 'Y TB
Didapatkan pemisahan variabel, yaitu
T'(t) = CT(t d LAy
() = CT(t) an R
s o ¥ WA . (3.22)
Vq Y +F v + B c=0
Persamaan (3.22) dikalikan Y sehingga didapatkan PDB
WY@ +FY'@) +(2-C)Ym) =0 (323)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.23) adalah
v1m2+Fm+(%1—C) =0

dengan akar-akar karakteristiknya

—-b+VbZ%-4ac
2a

_ 2 /i AL
% Fi/F A

L 2V1

my, =

Jika 4v, (2) > F2, maka pilih F = y°(¢) = 1,v = 1,0037 ~ 1

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik m adalah

_ ’2_ 1
1+ |1 4-.1.1_

S 1
12— 2.1 -2

+ 5
2
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Sehingga solusi umum pemisahan variable Y (y) adalah

1. 43 1 43 (3.24)
Y(y) = Cie™? cos—-y + C,e 2 sinTy

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 < y < W, maka persamaan (3.24)
pada saat y = 0 adalah
Y(y) =Cicos0+ C,.sin0 =0
C.14C,.0=0
C,=0
sedangkan persamaan (3.24) pada saat y = W adalah
¥ () = Cle_%w cos?W + Cze_%W sin?W =0

il
C,e 2V sin?W =

1
Karena C,e 2" # 0, maka sin‘/2—§W = 0 dengan syarat
3
gw = nm, vn=0411,42,..

sehingga didapat solusi untuk pemisahan variabel Y (y) adalah

. 2nm (3.25)
Y(y) =a,sin—y
( ) n \/§
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Uji kesahihan solusi:

Substitusi persamaan (3.25) ke persamaan (3.23), dengan

, 2nmt  2nm
Y'(y) =a,——=cos—y

V3 V3

2nm2nm | 2nm

a Sin
"B V33

Y'(y) = -

Sehingga didapatkan

2nm2nt = 2nm L F 2nm 2nm N (V1 C) o 2nm 0
sin gL = = OGS —S—y =
A5, VB a3, AN A

—Viay,

VY a, =%fosf(x) cos%dx dan Vv :g,

N | W

5
TI.',ETI.',

Maka solusi (3.25) adalah solusi untuk persamaan (3.23).
Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel T'(t)
() =G(D)
T'(t)—CT(t) =0

Joy 2T A (3.26)
T'(t) = T(t)=0

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.26) adalah

2nm
m——=

V3
Sehingga didapatkan akar Karakteristik

nm
m=—

V3
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Sehingga solusi umum dari pemisahan variabel T'(t) adalah
2nm 3.27
T(t) = b,e V3 ' (3:27)
Uji kesahihan solusi:

Substitusi persamaan (3.27) ke persamaan (3.26) dengan

Bkl
T'(t) =b,—e V3
() Tl\/§

Sehingga didapatkan

Vb, = %f;f(x) sinnﬁgdx danvn=0,11,12,43, ..

Maka solusi (3.27) adalah solusi untuk persamaan (3.26).

Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu:

Uy (y,t) = YT (t) (3.28)

2nm

.. 2nm =
= a, smfybne V3

Selanjutnya dilakukan proses pengintegralan persamaan (3.17) terhadap y,
sehingga menghasilkan

0% L0GOF 0% . 0% G (3.29)
atdy | ° ay dy ayz = gy trigy T 10

Misal g—i = U; maka persamaan (3.29) menjadi
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gV pOF, _pplUi_p 62U1+ G+ f,(t (3.30)
ot dy 1 dy = bV dy? V1 f2()

Persamaan (3.30) di bagi dengan B sehingga menjadi

oUy_ 0%y OF - 3Ui viG (3.31)
ot~ "Yayz ay *T "3y "B

Persamaan (3.31) bersolusi trivial jika U; = 0, sehingga didapatkan PD linear orde

dua

oU, 02U, al, s G (3.32)
= Vl +
at dy? ady B

Selanjutnya digunakan metode pemisahan variabel untuk persamaan (3.32) sebagai
berikut

Misal: U;(y,t) = Y(y)T(t), G =Y (y)T(t), maka

%

Persamaan 3.33 dibagi dengan Y (y)T(t) sehingga menjadi

T'(t e Y’

():V1 ©) A CHRN

T(t) Y(y) Y(y) B
Sehingga didapatkan
T'(t) = CT(t) dan vy =X 4 p XD 1 ¢

Ly Y(y) B
Yo Y'O) Vi~ (3.34)

Vise) TEygy 5= C=0

Persamaan (3.34) dikali dengan Y (y) sehingga didapatkan PDB

VY (G) +FY' () +(2-C)Y(p) =0 (3.35)
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Persamaan karakteristik dari persamaan (3.35) adalah

v
v1m2+Fm+El—C=O

dengan akar-akar karakteristik

—-b+VbZ%-4ac

2a

— 2,4 YA,
B Fi/F 4vi5

i 2vq

my, =

Jika 4v, (22) > F2, maka pilih F = y°(t) = 1,v = 1,0037 ~ 1

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik m adalah

-1+ /12—4.1.% 3
N 14
2

2.1

~ (&

ml'z = l
Sehingga solusi umum dari pemisahan variabel Y (y) adalah:

198 23 ™ e (3.36)
Y(y) = Cie 2” cos -y + C,e 2 sinTy

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 < y < W, maka persamaan (3.36)
pada saat y = 0 adalah
Y(y) =C;cos0+ C,.sin0 =0
Coilak (5.0 =0
C, =0
Sedangkan persamaan (3.36) pada saat y = W adalah
Y(y) = Cle_%w cos?W + Cze_§W sin?W =0

1
C,e 2" sin?W =0
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1
Karena C,e 2" # 0, maka sin§w = 0, dengan syarat

3
gw = nm, vn=0+1+2,..

sehingga didapat solusi pemisahan variabel Y (y) adalah

Y y) = a sin——

Uji kesahihan solusi:
Substitusi persamaan (3.37) ke persamaan (3.35), dengan

') 2nmt  2nm
= Ay 5—=CO0SH =
y n \/§ \/§ y

2nm2nm ~ 2nm

a Sin
T A Y

ey

Sehingga didapatkan

2nm2nm | 2nm 2nm 2nm Vi 2nm

sin + Fa,—cos—y+|——-—Cla,sin—y =0
Tl e s e Nl

—Vl an

5
Va, = %fosf(x) cosn%dx danV = g,%ﬂ,zﬂ,

Maka solusi (3.37) adalah solusi untuk persamaan (3.35).
Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel T'(t)
T'(t) = CT(t)
T'(t)—CT(t) =0

sy 2nT _ (3.38)
T'(t) Ne T(t)=0
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Persamaan karakteristik dari persamaan (3.38) adalah
2nm
m— ﬁ =
Sehingga didapatkan akar karakteristik
2nm
"t
Sehingga solusi umum untuk pemisahan variabel T (t) adalah
2nm (3.39)

T(t) = bpe V3

Uji kesahihan solusi:

Substitusi persamaan (3.39) ke persamaan (3.38) dengan

2nm

2nmw %
T'(t) = by ——e V3
() n\/g

Sehingga didapatkan

13, AL T AL

Sl
b,—eV3 ——bheV3 =0
Tl\/§ \/§ n

Vb, = %fosf(x) sinn%dx danvn=0,+1,+2,+3, ..
Maka solusi (3.39) adalah solusi untuk persamaan (3.38).

Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu

U (y,t) = Y()T(t) (3.40)

2nm

.. 2nm —t
=a, smfybne V3
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3.3  Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di y Momentum

Pandang persamaan y momentum Saint Venant 2D (3.7) dengan syarat

U, N av, 5 Ay — 2w N 22w
ox oy ' VT e 0y?
Dimisalkan
ow ow (3.41)
Uz —E daan - _a

sehingga berakibat

aU2+aV2 1 0 (OW)_l_ 0 ( 6W>
L (R T ox dy dy\ 0x
_ 0w 0w
~ 0xdy 0xdy

_d*w 9w 0
~ 0xdy Oxdy

Substitusi (3.41) ke persamaan (3.7) sehingga menghasilkan
) ow ow 0 ow ow\ 0 ow\ _ an, 6_2
Bo(-50)+ B85 (-5) +B(-50) 5 (-5) = 9B 2+ Bv. (55 +

0? ow ow
) (=50 v (52
Persamaan di atas dapat diubah dalam bentuk persamaan diferensial parsial nonlinear

orde empat sebagai berikut.

0
e (—Aw) =

Ba(A ) Baw
ac " T PGy

%(AW) + B (— (;_\;V)

—gB Y2 _py, (a—z + %) (Aw) + v, (— a_w)

ax d0x2 dx
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yakni
o (9w 9%*w ow 0 (9*w 9*w (3.42)
[‘B m(axz )l [ aya(axz *a—yzﬂ ¥
[B (_ (;_‘;/) 6ay(6x2 )] [ Banz [BVZAAW H [Vz (_a_‘:c/)]

dengan —gB % adalah konstan.

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan di atas dapat dipisah suku
per suku dengan memisalkan w = F(x, t)y + G(y, t)

GW_F( 0 ow OF +0G
oy Y ox ox° ' ox

sehingga dengan pemisahan solusi suku per suku persamaan y momentum Saint
Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut.

Suku pertama dari persamaan (3.42)
o0 (9%*w , 3*w o[ o (ow a (ow
B (Gt 58 = —Ba(a(a) +$(E)>
a(a (oF aG d
= —Ba<a (Ey + a) aF EF(X, t))

=-B=(0+3 Fy+—)

dx2

03F GElE
0tox?2 Y dtox?

=—B
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Suku kedua dari persamaan (3.42)

ow 0

dy 0x

[

0w N 0w
dx? = dy?

) ow 9
- _p—_—

Jdy ox

— —BF(x,t) % (—

— —BF(x,t) (

Suku ketiga dari persamaan (3.42)

5

ow
0x

)

d
dy

[

0w N 0w
dx? = dy?

) =255+

G d
y+ E) + 2 F(x, t))

—BF(x,t) %(

3
— —BF(x, t)ZTF

d
0x
ad
0x

03F
dx3 y

3

9%F
)T

(5)

G

3G
3 ﬁ)

y — BF(x,t)

0%G
dx2

+"’(
ay

2G d
+ 5) + o F(, t))

+ 0

63
ox

d

dy

ow

dy

)

G

3

(

ow

dy

)

)
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Suku keempat dari persamaan (3.42)

0% 9%\ [9*w 0*w
—Bv,AAw = —Bv, 32 + 3y2 )\ 922 + 3y

= B, (Z+ ) (ai G+5 (%V»

ax2 ' dy x2 x?
=B (222 5) + 2 (200 + A (S ) + 2 (2 22))
=—8v,(ZEy+ a—G+0+%.0)
__BVZ(a 4y+ax4)

04F o%G
:_BV264}’ Bv,

ax*

Suku kelima dari persamaan (3.42)

( 6w> _ <6F +GG>
V2 ox/) V2 axy 0x

-y oF . G
= Zaxy Zax

Sehingga persamaan (3.42) menjadi

0°F 9°G OF 0°F dG 9%F
_Bataxzy_Bata Z_BF(xt) y BF(xt)_‘l'Baﬁ +Baﬁ_

Bv 04F Bv o%G v oF oG
252Y TBVaga T Va Y T Ve,
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Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut

( aSF 6F azF a3F 641;' aF

{—Batax2y+Baﬁy—BF(x,t)ﬁy=—szﬁy—vzay (3.43)
0%G 936G 3G dF 246 EYe

\-B3gyz  BFG o5 +Bo o5 =—Bv,o g —v, - (3.44)

Persamaan (3.43) dan (3.44) saling terpisah.
Selanjutnya persamaan (3.43) dibagi dengan x dan dilakukan proses pengintegralan
terhadap x, sehingga menghasilkan

d0%F
Jtox

+ B(aF)2 pr B i, S R (349
ox axz . 2ox3 2 fi

—-B

Misal Z—i = I/, maka persamaan (3.45) menjadi

av, y av, 92V, (3.46)
_BW-{_BVZ _BFWZ_BVZW_VZF:V-'—fl(t)

Persamaan (3.46) dibagi dengan B sehingga menjadi

v, 0%,
ot 2 9x2

oV, v,F (3.47)

T He e

Persamaan (3.47) akan mempunyai penyelesaian trivial jika V, = 0, maka didapatkan
PD orde 2

av, 0%V, oV, v,F (3.48)
e VZ — +
ot 0x? 0x B

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan: V,(x,t) = X(x)T(t), F = X(x)T(t),

sehingga persamaan (3.48) menjadi

vV
XT' = v,X"T = FX'T +—XT (3.49)
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Selanjutnya persamaan (3.49) dibagi dengan XT, sehingga

Sehingga didapatkan pemisahan variabel

'(¢) = X pX vy _
T'(t) = CT(t) dan V25 FX+B—C
2 x "

Persamaan (3.50) dikali dengan X (x) sehingga didapatkan PDB

VX" — FX'(x) + (2= €) X(x) = 0 (3.51)
Persamaan karakteristik dari persamaan (3.51) adalah

v2m2—Fm+%2—C =0

dengan akar-akar karakteristik

F+ /(—F)Z—AWZVFZ

N 2V2
Jika 4v, (2) > F?, maka pilih F = y°(t) = 1,v = 1,0037 ~ 1

Sehingga didapatkan akar-akar karaktristik m adalah

it f12—4.1.% 1
——=-%
2

2.1

i

~ | %

myz =
Sehingga solusi umum pemisahan variabel X (x) adalah

1 3 1 3 (3.52)
X(x) = C,e?” cosgy + Cye?” singy
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Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 < x < L, maka persamaan (3.52)

pada saatx = 0
X(x) =C;cos0+C,.sin0 =0

C.1+C,.0=0

C, =0
Sedangkan persamaan (3.52) pada saat x = L
Y(y) = Cle%L cos?L 4 Cze%L sin?L =0
Cze%L sin?L =0

Karena Cze%L # 0, maka singL = 0, dengan syarat

V3

— =1, vn=0,+1,+2,..

2
sehingga didapat solusi pemisahan variabel X (x) adalah

2nm
X(x) = a,sin—x

V3

Uji kesahihan solusi:

Substitusi persamaan (3.53) ke persamaan (3.51), dengan

, 2nm nm
X' (y) =a,—cos—x

V3 V3

2nm2nm | 2nm

a sin X
"V3 V33

X'(y)=-

(3.53)
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Sehingga didapatkan

2nmw2nm | 2nmw nm 2nm (vl 2nm

sin x+Fa,—cos—x+|(——-C)a,sin—x =0
V3 V3 V3 "3 V3 B )” V3

—Viay,

Y an =[5 f(x) cos—=dxdanVm =",

= E T, —T, ...

N | W
N | vl

Maka solusi (3.53) adalah solusi untuk persamaan (3.51).
Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel T (t)
TA(t).= CT(
T'(t)-CT(t) =0

2nm

V3

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.54) adalah

(3.54)

T'(t) — T(t)=0

2nm
m—f—o

Sehingga didapatkan akar karakteristiknya yaitu

2nm
m=—

V3
Sehingga solusi umum pemisahan variabel T'(t) adalah
2nm 3.55
T(t) = b,e V3 k (3.55)
Uji kesahihan solusi:
Substitusi persamaan (3.55) ke persamaan (3.54) dengan

2nmw 2T,
T'(t) = b,—e V3
V3
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Sehingga didapatkan

2nmw 2% 2nm AT

=t
b,——eV3 ———beVd =0
Tl\/g \/§ n

Vb, = %fosf(x) sin%dx danvn =0,%1,£2,43, ..

Maka solusi (3.55) adalah solusi untuk persamaan (3.54).
Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu

Vo(x, t) = X(x)T(t) (3.56)

2nm

2nm =
—xb,e V3

= a, sin e
Selanjutnya dilakukan proses pengintegralan persamaan (3.44) terhadap x,
sehingga menghasilkan

626+BaGaF 2026 _ 0% e (3.57)
dtox . .0x Dax Z1e® bl

Misal g—z = I/, maka persamaan (3.57) menjadi

v,  OF av, 92V, (3.58)
_BW—F BaVZ —BFE = —sza—xz—VZG +f2(t)

Persamaan (3.58) dibagi dengan B sehingga menjadi

v, 9%V, OF oV V,G (3.59)

W‘Vzaszr&Z_ 0x B

Persamaan (3.59) bersolusi trivial jika V, = 0, sehingga didapatkan PD orde dua

v, 92V, aV, v,G

W:"Zaxz_ 0x B
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Selanjutnya digunakan metode pemisahan variabel sebagai berikut
Misal: V, (x,t) = X(x)T(t), G = X(x)T(t), maka
XCOT'(8) = v, X" (O)T(&) = FX' ()T () — %X(x)T(t) (3.60)

Tiap-tiap ruas persamaan (3.60) dibagi dengan X (x)T (t)

"o X'(x) FX’(x) v,
() 2 X)) | Xx) B

Sehingga didapatkan pemisahan variabel

Xr1(x) u Xr(x) _ V2 _ C

T'(t) = CT(t) dan 2500 TR

X'@x) X v, (3.61)
el & VA \

Persamaan (3.61) dikali dengan X (x) sehingga didapatkan PDB
v, X" — px100 _ (% +C)X(@) =0 (3.62)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.62) adalah

V2

vzmz—Fm—E—CzO

dengan akar-akar karakteristik

—-b+VbZ%-4ac

2a

2_ )
B F+ {F vy

- 2'\/2

my, =

Jika 4v, (=2) > F?, maka pilih F = y°(t) = 1,v = 1,0037 ~ 1
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Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik m adalah
1+ [12-41 -1
_ 7 ST 1.5

Mz = 21 2772
my = 1,6 dan m, = _0,6
Sehingga solusi umum pemisahan variabel X (x) adalah

X(x) = C,e¥®* + C,e™06% (3.62)

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 < x < L, maka persamaan (3.62)
pada saat x = 0
X(x) = Cel®* + C,e™96* =0

C1.1+Cz.1:0

Sedangkan persamaan (3.62) pada saat x = L
X(x) = Ciel®L + Ce™ %L =0
—C,el6L 4 C,e™06L =0
Cy(el6L + e706Ly = 0
Karena elL 4+ ¢=%6L = 0, maka C, = 0, sehingga tidak terdapat solusi untuk X (x)
dalam separating fungsi G pada y momentum ini.

Hal ini berakibat V, (x, t) = X(x).T(t) =0
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Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai batas persamaan Saint Venant 2D

adalah

W(x,y; t) = Ul()’! t) + VZ('x’ t)

2nm

2ntm
=2 (an sinz%ﬂybneft ) +a, sin%xbneﬁt
Contoh:
Ui gy O gy O O g 62U1+62U1 +vU
ot 1 g0 gy 9 e TP gz T gy |
6U1+6V1_0 A _62W+62W
ox = dy ' W= a2 0y?

(3.63)

(3.64)

Tentukan solusi umum x momentum persamaan Saint Venant 2D (3.64) dengan,

cm?

2
B=10m, g = 10—, v = 1.0037 "= =~ 1<,
dt dt dt

Persamaan (3.64) menjadi

1029 1 100, 2% 4 1oy, 2%
at 1 ox oy
on, 02U, 02U,
=—-100—+1x 1073
X * <0x2 5 dy?

dengan —100% dianggap konstan, yaitu —100% ~ 0.

Dimisalkan

) +1x 10740,

(3.65)

(3.66)
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Substitusi (3.66) ke persamaan (3.65) sehingga menghasilkan

10 0 (OW) +10 ow 0 <6w> N 10( 6w> 0 (6w> _
at \dy dy dx \dy ax) oy \dy/)

1x107% (Z; +aa;)(2—;”)+1x10—42—”y"

Bentuk persamaan tersebut dapat ditransformasi dalam persamaan diferensial parsial

nonlinear orde empat sebagai berikut

S auile
O—(Aw) + 1056—(Aw) (— a)@(Aw) .

1x1073 (—+—)(Aw)+1x10 4‘”;

Dapat dinyatakan kembali sebagai berikut

103 (243 o2 G2+ 5o [0 (- D2 GEs O

962;”21)] = [1 x 10°AAw] + [1 x 10%* Z—‘;]

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan (3.67) dapat dipisah suku
per suku dengan memisalkan w = F(y, t)x + G(y, t) adalah solusi eksak persamaan
diferensial parsial orde empat. Maka dapat dinyatakan

ow ow O0F aG

EZF()’J), E=$x+a

Sehingga dengan pemisahan suku per suku solusi persamaan x momentum Saint

Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut
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Suku pertama dari persamaan (3.67)
10 d (0*w N °w\ 10 of(o <6W) N 0 <6W)
at\ox2  ay?) ~ot\ox\ox/ oay\oy

, ;(—< 0+ (an+3;>)

Suku kedua dari persamaan (3.67)

100W d (')ZW °w\ 106W a (o (0W>+ 0 (0W>
dy 9x \ 0x? ay T dyodx\dx\dox/ dy\dy
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Suku ketiga dari persamaan (3.67)
10( OW) d 82W+62w _ 10 <6w> o (a (OW)_I_ 0 (OW)
ox/oy\oxz = oy?) dx/ay\ox\ox/) = oay\oy

= —10F(y, ) 55 ( FO,0) + 4 (5o +ac)>

oy

2 2,
= —10F(y, t)%(o +lx+ 22

dy? ay

03F 203G
= —10F (y,t) (0 + “l ﬁ)

= —10F(y, t) x — 10F (y, t)

Suku keempat dari persamaan (3.67)

2 2 2 2
1x1073AAwW =1x 1073 % +a 6W+6W
%> WalvEEA i /i

=1x 10" ( +a—2)(x 4

0 (0 0%F d [0 9%G d (0 0%F 9 (0 9%

— -3

X o (il + -+ —(—— + —(—=——
1x10 <6x (ax dy? x) 0x (6x dy? ) dy (ay d0y? x) oy (ay 0y? )>

- -3(0+ 2.0+ 2F, 4206
=1x10° (04 2.0+ 2Ex + 22 )
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Suku kelima dari persamaan (3.67)

1x10°* aW—1x1o-4(aF +6G)—1x1o-4aF +1x10-498
dy ay* T ay) T ay ™ dy

Sehingga persamaan (3.67) menjadi

3
o3F OF 92F +100_63_F_10F(y,t) x—10F(y,t)

10
atay? 3y 0y2 ~ dy 0y2

1%x10" 3?—Fx+1><10 396 1 1x10*2Ex +1x 1072
ay dy dy

Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut

(1063—Fx+ 106F62Fx—10F(y t)a3—Fx—1><10 364—Fx+1 1074 a—Fx (3.68)
otdy? dy dy? i ay* ay '

10 0RG 106—68——10}7()/ t)63—6=1><10_3a4—6+1><10_46—G— (3.69)
otoy? dy dy? Ut & oy* oy '

Selanjutnya persamaan (3.68) dibagi dengan x dan dilakukan proses pengintegralan

terhadap y, sehingga menghasilkan

d OF (6F>2 d OF (3.70)

2

=1x10‘3a—a—F+1x10 TAF 4+ fi ()
dy? dy !

Misal g—i = U, maka persamaan (3.70) menjadi

U, 5 aU; _, 0%, Y (3.71)
10——+ 100 —10FW=1><10 57 +1x107*F + f,(0)
Persamaan (3.71) dibagi dengan 10, sehingga
au 02U au 3.72
—=1x107 ayzl—U12+Fa—yl+1><10‘5F (372)
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Persamaan (3.72) akan bersolusi trivial jika U;* = 0, akibatnya didapatkan PD linear
orde dua

(3.73)

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan U, (y,t) = Y(y)T(t), F = Y(y)T(¢t),
maka persamaan (3.73) menjadi
YT'=1x107*Y"T+FY'T+1x107°YT (3.74)

Selanjutnya persamaan (3.74) dibagi dengan Y (y)T(t), sehingga

{ n !

—=1x10*—+F—+1x107°
T 1 d Y )
Didapatkan pemisahan variabel, yaitu
T'(t) = CT() dan 1 X 10 * -+ F—-+1x 10 =

G -7 B (3.75)
1x10 7+F7+1X10 —C=0

Persamaan (3.75) dikalikan Y sehingga didapatkan PDB
1X107*Y"(Y)+FY'(y) + (1 x107°=C)Y(y) =0 (3.76)
Persamaan karakteristik dari persamaan (3.76) adalah

1xX107™*m?2+Fm+ (1x10°-C)=0
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dengan akar-akar karakteristik

—-b+Vb2-4ac

1n12 = 2a

_ —F#VF?-4x107°

2X10%
pilih F = y°(¢t) = 1.

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik m adalah

—-1+V12-4x107° 1 Vi
myp = =\ 1
’ 2x10~4 2X10~% — 2x10~%

Sehingga solusi pemisahan variabel Y (y) adalah

i A 1 Vi
Y(y) = Cie 2x10-*"2x10-% 4 C,e 2x10% 2x10-%

Vi

Karena — — — -
2x10~%  2x10~%

> 0, maka C; = 0,C, = 0, sehingga tidak terdapat solusi

untuk kasus ini.
Untuk persamaan (3.69) dilakukan proses yang sama dengan persamaan (3.68)

sehingga tidak terdapat solusi umum dalam kasus ini.

Untuk mengetahui hasil gambar solusi analitik persamaan Saint VVenant,
diinputkan source code pada MATLAB sebagai berikut:
r=2:1:5;Cn=0.00001;n=1;t=2;

y=Cn*sin(2*n*pi*r/3"(1/3))*exp(2*n*pi*t/3"(1/3));

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



113

Gambar 3.1: Grafik solusi analitik persamaan Saint Venant 2D pada MATLAB
Selanjutnya hasil pendekatannya baik secara konsep maupun grafik dapat
dilihat pada skripsi Silva Ahmad Adini yang berjudul “Solusi Numerik Persamaan

Navier-Stokes 2D dan Persamaan Saint VVenant 2D” tahun 2011.

34 Integrasi Matematika dan Al-Quran

Dalam ilmu matematika, masalah nilai awal merupakan suatu masalah dalam
menentukan persamaan diferensial F(x,y,y’,y",..,y™) =0 yang memenuhi
syarat awal yang diberikan yaitu y(xo) = yo, y'(x0) = y5, y(xo) ™Y = yi~1 pada
saat t = 0. yq, ¥4, -, y&~1 merupakan nilai-nilai awal pada persamaan diferensial
parsial. Sedangkan Masalah nilai batas merupakan suatu masalah dalam menentukan
penyelesaian persamaan diferensial atau sistem persamaan yang peubah-peubah
bebasnya memenuhi persyaratan tertentu di titik batasnya yang melibatkan batas-

batas sistem. Dalam hal ini batas-batas daerah dinyatakan dalam suatu interval
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0<x<L dan 0 <y <W . Masalah nilai batas pada ilmu matematika dapat
merepresentasikan dan memberi gambaran tentang Q. S. Al-Bagarah ayat 286 sebagai

berikut:

e ol B3 ¥ 65 S8 G gles 050 @ Lg;wjv\u;;&@lijﬁ

—n

J G GsS ¥s wwq.\n& i;u;ustﬁ\u;&.;ay,u, vl
z & PR

Tl il o Gl Wy o S Tl O 5abT (G Cadly oo G BE

]

Artinya:

Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. ia
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah
kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami
terhadap kaum yang kafir."

Batas yang dimaksud dalam ayat ini adalah batas kemampuan manusia dalam
menerima ujian dari Allah SW.T, dan Allah SW.T tidak akan memberikan ujian
yang melebihi batas kemampuan manusia. Ketika manusia diberi ujian pada daerah
0<x<Ldan 0 <y <W, maka manusia tersebut pasti mampu menjalani ujian
Allah SW.T dengan melakukan usaha yang sungguh-sungguh. Tapi ketika manusia
diberi ujian pada daerah x < 0, dan x > L, maka manusia tidak akan mampu untuk
manjalaninya, kecuali jika memang Allah S.W.T yang menghendakinya. Begitu pula

yang terjadi pada daerah y < 0, dany > W, manusia tidak akan mampu melewati
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ujian pada daerah ini. Namun, yang perlu diingat dan selalu diyakini adalah bahwa
Allah SW.T tidak akan memberi ujian pada hambanya melebihi batas kemampuan
manusia, dalam hal iniadalah0 < x < Ldan0 <y < W.

Berkaitan dengan isi penyampaian Allah S.W.T dalam Al-Quran terdapat pula
batasan tentang apa yang boleh manusia ketahui dan tidak boleh diketahui manusia.
Hal ini tergambar dalam Q. S. Al-lIsra’ ayat 85, sebagai berikut:

e 28 5 2
| \

O ol e Ths

-

29 S 1T s s, T

ggllanrsilaae.reka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu Termasuk urusan
Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit".

Ayat ini berisi tentang hukum membahas ruh. Berdasarkan ayat ini, maka
mayoritas manusia dapat mengetahui bahwa hukum membahas ruh adalah haram.
Allah SW.T menyatakan bahwa manusia tidak diperbolenkan mengkaji dan
mempertanyakan roh secara mendalam karena roh merupakan rahasia Allah SW.T
dan hanya Allah S.W.T yang benar-benar mengetahui. Sedangkan manusia cukup
diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut. Hal ini menunjukkan bahwa Allah
S.W.T telah memberikan batas tentang apa yang perlu diketahui manusia tentang
rahasia-Nya.

Contoh yang sederhana dapat dilihat pada pembahasan masalah nilai awal dan

masalah nilai batas yang telah dikaji di atas. Dalam mencari hasil solusi, dibutuhkan

beberapa kali proses yang tidak mudah dan membutuhkan waktu lama untuk
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memecahkan masalah nilai awal dan masalah nilai batas ini. Hal ini menunjukkan
keterbatasan manusia dalam segala hal, khususnya menghitung, dan ini telah
membuktikan bahwa Allah SW.T adalah Maha Segala-galanya, seperti tercantum

dalam Q. S Al-Bagarah ayat 202 sebagai berikut,

-

(e [ SR IPWp 1 \,WSLA;” gl dLdy

__y.\..

Artinya:

Mereka itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang mereka
usahakan,; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya.

sehingga dari kedua ayat diatas dapat diambil pelajaran bahwa Allah S.W.T tidak
akan memberi ujian yang melebihi batas kemampuan hamba-Nya karena
sesungguhnya manusia mempunyai kemampuan terbatas sesuai dengan ukuran

yang diberikan oleh Allah SW.T kepadanya, dan tidak ada manusia yang dapat

melebihi kemampuan Allah S.W.T dalam segala hal.



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Dari paparan pembahasan di atas dapat dikonstruksi langkah-langkah
d’Alembert solution untuk memperoleh model gelombang di sumbu x dan y sebagai

berikut:

U(x, t) = [% G(sinT + 2U3t) +> Bf (sint + 2U, t) — - Uy (sinT + 2Ust) +
1 1
gBni(sint + 2U t)] = [iG(sinT) +Ef(sinr) — ——U,(sin7) +
1 B 2U, 2 2u, 1

gBn;(sin T)]
dan

V(y,t) = [%G(sinr + 2V,t) + ;Bf(sinr + 2V,t) — %Vz(sinr + 2V,t) +
2 2

gBn,(sint + 2V2t)] — [Z_BV; G(sint) + gf(sin T) — ZVTZVZ (sint) +

9B, (sin )|
Selanjutnya, dengan splitting method dapat diselesaikan model gelombang pada

persamaan Saint Venant 2D menggunakan nilai batas dengan langkah-langkah

sebagai berikut:
1. Diberikan persamaan umum: (x,y, w, wy, Wy, Wyy, Wyy, Wy, ... ) = 0. Hal ini

digunakan untuk mencari solusi pemisahan secara umum.

117
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Didefinisikan struktur solusi sebagai berikut w = @, ()Y (y) + -+
o, ()P, (y) yang selanjutnya akan disubtitusikan ke dalam persamaan
umum.
Menulis kembali persamaan umum Saint Venant 2D yang selanjutnya
dikerjakan dengan menggunakan splitting procedure.
Menghasilkan persamaan fungsional dan sistem persamaan diferensial biasa.
Menghasilkan persamaan fungsional
w=®;(x)¥; () + - + Pp(x)Pi(y) = 0
. Subtitusikan &,, dan ¥,, yang diperoleh ke dalam sistem persamaan
diferensial biasa.
Menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa sehingga diperoleh ¢,,, dan
Y.
Menulis kembali solusi pemisahan umum dari persamaan umum.
Hasil dari splitting method pada persamaan Saint Venant 2D adalah sebagai
berikut

W(x,y,t) = U (y, t) + Vo (x, t)

2nm Zn—nt 2nm Zn—nt
=2 (an smfybne V3 ) +a, smfxbne V3

Untuk mengetahui hasil gambar solusi analitik persamaan Saint Venant 2D,
diinputkan source code pada MATLAB sebagai berikut:
r=2:1:5;Cn=0.00001;n=1;t=2,

y=Cn*sin(2*n*pi*r/3"(1/3))*exp(2*n*pi*t/3"(1/3));
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plot(r,y)

x 10

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 21 22 23 24 25 26 2T 28 29 3

Gambar 4.1: Grafik solusi analitik persamaan Saint VVenant 2D pada MATLAB

4.2  Saran
Penelitian ini dapat dilanjutkan pada justifikasi pengaruh besaran untuk

pemodelan yang terkait.
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Tabel viskositas air dan udara pada tekanan 1 Atm dalam buku karangan R. Byron

Bird yang berjudul “Transport Phenomena” halaman 8, menyebutkan bahwa:

Suhu Air (cairan) Udara
T(°C)
Viskositas Viskositas Viskositas Viskositas
u(cp) Kinematik u(cp) Kinematik
v X 10%(cm? sec™?) v X 10%(cm? sec™?)
0 1.787 1.787 0.01716 13.27
20 1.0019 1.0037 0.01813 15.05
40 0.6530 0.6581 0.01908 16.92
60 0.4665 0.4744 0.01999 18.86
80 0.3548 0.3651 0.02087 20.88
100 0.2821 0.2944 0.02173 22.98

Maka dalam kasus ini, viskositas yang dipakai adalah v = 1.0037 ~ 1
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