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ABSTRAK 

Mahmudah, Dewi Erla. 2011. Analisis Persamaan Saint Venant 2D untuk Model 
Gelombang Perairan Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai 
Batas. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas 
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari 
Kusumastuti, M.Pd (II) Dr. Munirul Abidin, M.Ag 

 
Kata Kunci: Persamaan Saint Venant 2D, Masalah Nilai Awal, Masalah Nilai Batas, 
PDP Nonlinear, fluida air. 

 

Persamaan Saint Venant adalah persamaan diferensial parsial nonlinear yang 
dapat diimplementasikan pada kasus aliran fluida. Dalam penelitian ini fluida yang 
dipilih adalah air (water). Penelitian perairan yang dimaksud adalah perairan yang 
diasumsikan sebagai perairan dangkal (shallow water) dengan batas-batas dalam dua 
dimensi. Pemecahan secara analitik dipilih dalam penelitian ini dengan menentukan 
solusi masalah nilai awal dan solusi masalah nilai batas di boundary 0 ൑ ݔ ൑  dan ܮ
0 ൑ ݕ ൑ ܹ. Solusi masalah nilai awal dikerjakan dengan menggunakan d’Alembert 
solution. Sedangkan solusi masalah nilai batas dikerjakan dengan menggunakan 
splitting method dengan tahapan-tahapannya adalah dari persamaan Saint Venant 2D 
didefinisikan solusi pemisahan persamaan fungsional sehingga menghasilkan 
persamaan diferensial biasa dan selanjutnya dikerjakan dengan pemisahan variabel 
untuk mendapatkan solusi ܷሺݔ, ,ݕሻ dan ܸሺݐ  ሻ. Selanjutnya hasil penyelesaianݐ
masalah nilai awal dan nilai batas dapat diimplementasikan pada data DAS yang 
dimiliki. 
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ABSTRACT 

Mahmudah, Dewi Erla. 2011. Analysis of Saint Venant Equations for the 2D Shallow 
Water Wave Models with Initial Value Problem and Boundary Value 
Problems. Thesis. Mathematics Department,  Faculty of Science and 
Technology, State Islamic University Maulana Malik Ibrahim of Malang. 
Advisor: (I) Ari Kusumastuti, M.Pd (II) Dr. Munirul Abidin, M.Ag 

 

Key Words: 2D Saint Venant Equation, Initial Value Problem, Boundary Value 
Problems, Non-linier PDE, Fluid Water. 

 

Saint Venant equations are nonlinear partial differential equations applicable 
for fluid flow. In this thesis, selected fluid is water. Research of waters in question is 
assume as shallow water flow in two dimensions. Exact solutions selected in this 
study by identifying the solution problem of initial value and boundary value in the 
boundary 0 ൑ ݔ ൑ dan 0 ܮ ൑ ݕ ൑ ܹ. Solution of initial value problems is performed 
using d'Alembert solution. While the solution of boundary value problems is 
performed using splitting method with the steps are defined the separable fungtional 
solutions from Saint Venant equation in order to get ordinary differential equation 
than it is work in separating variable to get ܷሺݔ, ,ݕሻ and ܸሺݐ  ሻ solutions. The resultsݐ
of the initial and boundary value problem can be implemented in watersheds of 
property data. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Suatu kajian model matematik adalah model yang menterjemahkan fakta atau 

fenomena dalam bentuk yang sistematis dan logis dan berisi variabel-variabel yang 

bersifat sampel. Model ini diuraikan dalam bentuk persamaan diferensial parsial atau 

sistem persamaan diferensial parsial yang mungkin merupakan gambaran miniatur 

untuk masalah atau fakta yang sesungguhnya. Hal ini karena tidak mungkin 

diterjemahkan keadaan secara keseluruhan, tetapi yang mampu dilakukan adalah 

membuat konstruksi sampel dari masalah. Hal ini karena sangat sesuai dengan firman 

Allah dalam Q. S. Al-Baqarah ayat 286 sebagai berikut: 

Ÿω ß#Ïk= s3ãƒ ª!$# $ ²¡øtΡ ω Î) $ yγ yè ó™ ãρ 4 $ yγ s9 $ tΒ ôM t6 |¡x. $ pκö n= tã uρ $ tΒ ôM t6 |¡tFø.$# 3 $ oΨ −/u‘ Ÿω !$ tΡõ‹Ï{# xσè? βÎ) !$ uΖŠ Å¡®Σ ÷ρ r& 

$ tΡù'sÜ÷z r& 4 $ oΨ −/u‘ Ÿω uρ ö≅Ïϑ ós s? !$ uΖøŠn= tã #\ô¹ Î) $ yϑ x. …çµ tFù= yϑ ym ’ n?tã š⎥⎪ Ï%©!$# ⎯ÏΒ $ uΖÎ= ö6 s% 4 $ uΖ−/u‘ Ÿω uρ $ oΨ ù=Ïdϑ ys è? $ tΒ Ÿω 
sπ s%$ sÛ $ oΨ s9 ⎯Ïµ Î/ ( ß#ôã$#uρ $ ¨Ψ tã öÏøî $#uρ $ oΨ s9 !$ uΖôϑ ym ö‘ $#uρ 4 |MΡr& $ uΖ9s9öθ tΒ $ tΡöÝÁΡ$$ sù ’ n?tã ÏΘöθ s)ø9$# š⎥⎪ ÍÏ≈ x6ø9$# 

∩⊄∇∉∪     

 
Artinya: 
Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. Ia 
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari 
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan 
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan 
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. Beri ma'aflah kami; ampunilah 
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kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami 
terhadap kaum yang kafir." 
 

Ayat tersebut menyatakan bahwa Allah S.W.T tidak membebani para hamba-

Nya melainkan sesuai dengan batas kemampuan mereka. Allah S.W.T menciptakan 

manusia berbeda-beda. Satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas 

dan berpotensi sedikit, satu kuat, satunya lemah dan kurus. Harus diterima bahwa 

sebagian dari perbedaan-perbedaan ini adalah kelaziman penciptaan. Agama Islam 

adalah agama yang tidak membebani manusia dengan beban yang berat dan sukar. 

Mudah, ringan dan tidak sempit adalah asas pokok dari agama Islam.  Melalui ayat 

ini Allah S.W.T menyampaikan pada manusia bahwa seseorang dibebani hanyalah 

sesuai dengan batas kesanggupannya.  

Perlu diketahui bahwa Al-Quran merupakan kalam Allah S.W.T yang benar 

tanpa ada cacat di dalamnya. Dalam penyampaiannya, Allah S.W.T tidak 

menjelaskan suatu hal secara rinci. Hal tersebut dimaksudkan agar manusia 

mempelajari dan mencari tahu apa isi kandungan Al-Quran karena Al-Quran menjadi 

dasar manusia dalam menjalani hidupnya. Dalam mempelajari isi kandungan Al-

Quran, terdapat batasan-batasan tentang apa yang perlu manusia ketahui dan yang 

tidak perlu diketahui manusia. Itu merupakan hak paten Allah karena sesungguhnya 

Allah Maha Besar dan Maha mengetahui segala sesuatu. Hal ini terdapat dalam 

firman Allah Q. S. Al-Isra’ ayat 85, sebagai berikut: 
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š tΡθ è= t↔ ó¡o„ uρ Ç⎯tã Çyρ”9$# ( È≅ è% ßyρ ”9$# ô⎯ÏΒ ÌøΒ r& ’ În1u‘ !$ tΒ uρ ΟçF Ï?ρ é& z⎯ÏiΒ ÉΟù= Ïè ø9$# ω Î) WξŠ Î= s% ∩∇∈∪     

Artinya: 
Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu termasuk urusan 

Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". 

Ayat di atas merupakan contoh firman Allah yang menyatakan bahwa 

manusia tidak diperbolehkan mengkaji dan mempertanyakan roh secara mendalam 

karena roh merupakan rahasia Allah dan hanya Allah yang benar-benar mengetahui. 

Sedangkan manusia cukup diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut.   

Dari paparan di atas, memberikan motivasi pada manusia bahwa dalam 

mempelajari sesuatu tentang ayat Allah itu sangat dianjurkan, tetapi tetap harus pada 

batasan-batasan yang diberikan Allah S.W.T.  

Q. S. Al-Baqarah ayat 286 dan Q. S. Al-Isra’ ayat 85 ini menjadi inspirasi 

bagi penulis untuk mangkaji ilmu matematika masalah persamaan diferensial parsial 

yang menggunakan nilai awal dan nilai batas pada suatu model aliran fluida. Dalam 

skripsi ini digunakan model persamaan diferensial parsial Saint Venant 2D yang 

sesuai dalam menterjemahkan masalah aliran fluida berbentuk air (water). Persamaan 

Saint Venant didapatkan dari penurunan persamaan Navier-Stokes. Persamaan ini 

dikerjakan pada perairan dangkal 2D dan diturunkan dengan asumsi bahwa distribusi 

tekanan adalah hidrostatik. Selanjutnya objek perairan di partisi dalam bentuk layer 

dengan asumsi bahwa panjang sungai sebagai sumbu ݔ dan kedalaman sungai sebagai 

sumbu ݕ . Akhirnya, persamaan-persamaan tersebut akan diintegralkan di seluruh 
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bagian dengan menggunakan kondisi batas (boundary conditions) untuk mendapatkan 

persamaan Saint Venant (Aldrighetti, 2007:1). 

Masalah aliran fluida umumnya melibatkan prediksi distribusi kuantitas yang 

berbeda, yaitu tekanan fluida, temperatur, kepadatan dan kecepatan aliran. Dengan 

tujuan ini, penulis melibatkan enam persamaan dasar, yaitu persamaan kontinuitas 

berdasarkan hukum kekekalan massa, persamaan momentum bersama tiga arah 

orthogonal (berasal dari hukum kedua Newton tentang gerak), Persamaan Energi 

termal berasal dari hukum pertama termodinamika, persamaan keadaan, yang 

merupakan hubungan empiris antara tekanan fluida, temperatur dan kepadatan 

(Aldrighetti, 2007:2). 

Masalah aliran saluran tidak membutuhkan dua persamaan terakhir dan 

karenanya dapat diselesaikan dengan persamaan kontinuitas dan persamaan 

momentum dengan asumsi suhu dan kerapatan adalah konstan. Selain itu, asumsi 

yang digunakan dalam persamaan Saint Venant mempunyai kecepatan seragam, 

penampang dan tingkat air diwakili oleh garis horizontal, aliran lengkungan kecil dan 

percepatan vertikal diabaikan sehingga tekanannya adalah hidrostatik, pengaruh 

pergeseran dan turbulensi dapat dipertanggungjawabkan melalui hukum perlawanan 

analog untuk aliran saluran dalam keadaan tenang (Aldrighetti, 2007:3). 

Asumsi fluida yang dipilih dalam penelitian ini adalah perairan dangkal 

(shallow water). Yang mana perairan dangkal yang dimaksud adalah perairan yang 

mempunyai surface (batas permukaan) dan bottom (batas dasar) (Zauderer, 2006). 
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Dalam teori fisika, terdapat sifat-sifat fluida yang penting, salah satunya yaitu 

kekentalan (viscosity). Kekentalan merupakan hasil dari gaya-gaya antara molekul 

yang timbul pada saat lapisan-lapisan fluida berusaha menggeser satu dengan yang 

lainnya. Koefisien keseimbangan disebut kekentalan dinamik, sedangkan kekentalan 

kinematis merupakan perbandingan antara koefisien kekentalan dinamik dengan 

kepadatan. Pada fluida tegangan selalu disebut komposisi yang disebut tekanan 

(Orianto, 1989:5). Jonas M.K. Dake (1985) dalam bukunya yang berjudul “Hidrolika 

Teknik” menyebutkan bahwa aliran laminar adalah suatu aliran yang teratur di mana 

partikel-partikel fluida bergerak sepanjang jalur yang halus pada lapisan-lapisan 

dimana lapisan yang satu meluncur dengan halus pada lapisan lain yang berdekatan. 

Sedangkan aliran turbulen, partikel-partikel fluida bergerak dengan arah yang tidak 

beraturan yang menyebabkan perubahan momentum, massa dan energi dari satu 

bagian fluida terhadap yang lain. 

  Suatu aliran fluida dapat juga berupa aliran tetap (steady flow) dan aliran tidak 

tetap (unsteady flow) yang mana aliran tetap terjadi apabila kecepatan tidak berubah 

terhadap waktu, sedangkan apabila kecepatan aliran tersebut berubah terhadap waktu 

maka akan menjadi aliran tidak tetap. Aliran tetap atau tidak tetap dapat dibedakan 

sebagai aliran seragam dan tidak seragam, apabila: 

1. Suatu debit fluida yang tetap mengalir di sepanjang alur terhadap luas 

penampang yang tetap disebut aliran tetap dan seragam (steady uniform flow) 

tipe aliran ini yang paling banyak digunakan dalam hidrolika fluida berbentuk 

air (water); 
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2. Suatu debit yang besarnya sama dan tetap melalui suatu alur terhadap luas 

penampang yang semakin bertambah besar atau berkurang disebut aliran tetap 

dan tidak seragam (steady non uniform flow); 

3. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkurang dalam hubungannya 

dengan waktu dan mengalir pada suatu penampang sungai yang tetap adalah 

merupakan aliran tidak tetap dan seragam (unsteady uniform flow); 

4. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkurang dalam hubungannya 

dengan waktu dan mengalir pada suatu penampang yang berubah adalah 

merupakan aliran tidak tetap dan tidak seragam (unsteady non uniform flow). 

          (Soewarno, 1991)  

  Penelitian pada model fluida adalah kajian yang sangat menarik karena sangat 

krusial. Hal ini mengingat masalah-masalah fluida dan pembahasan atas pergerakan 

fluida yang pada umumnya melibatkan gelombang fluida dapat menjawab berbagai 

permasalahan yang penting. Sebagai contoh dengan adanya deteksi fluida maka dapat 

diterjemahkan redaman hujan, dan lain-lain. 

  Dari paparan di atas, penelitian ini menjadi penting untuk dilakukan karena 

hasil penyelesaian masalah nilai awal dan nilai batas dapat diimplementasikan pada 

data yang dimiliki. Dengan demikian penulis menuangkan gagasan dalam skripsi 

yang berjudul Analisis Persamaan Saint Venant 2D untuk Model Gelombang 

Perairan Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai Batas. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berangkat dari uraian di atas, maka dalam skripsi ini difokuskan pada masalah 

bagaimana analisis persamaan Saint Venant 2D untuk memodelkan penampang 

gelombang dengan melibatkan masalah nilai awal dan masalah nilai batas di perairan 

dangkal? 

1.3 Tujuan  

Tujuan dalam skipsi ini adalah untuk manganalisis persamaan Saint Venant 

2D untuk memodelkan penampang gelombang yang melibatkan masalah nilai awal 

dan masalah nilai batasnya pada perairan dangkal. 

1.4 Batasan Masalah 

1. Persamaan yang digunakan adalah persamaan Saint Venant 2D (panjang 

sungai sebagai sumbu ݔ, dan kedalaman sungai sebagai sumbu ݕ). 

2. Model dikaji pada asumsi perairan dangkal. 

3. Solusi analitik yang dipilih adalah dengan bentuk linear yaitu 

ݓ ൌ ,ݕሺܨ ݔሻݐ ൅ ,ݕሺܩ ሻݐ  untuk ݔ  momentum, dan ݓ ൌ ,ݔሺܨ ݕሻݐ ൅ ,ݔሺܩ  ሻݐ

untuk ݕ momentum persamaan Saint Venant 2D. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah: 

1. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan 

mengenai persamaan diferensial parsial, khususnya tentang persamaan 

Saint Venant 2D dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas.  
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2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang 

matematika, khususnya penyelesaian persamaan Saint Venant 2D dengan 

masalah nilai awal dan masalah nilai batas. 

3. Bagi lembaga UIN Maulana Malik Ibrahim Malang, untuk bahan 

kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan 

khususnya di jurusan matematika untuk mata kuliah persamaan diferensial 

parsial.  

1.6 Sistematika Penulisan 

Untuk lebih mudah memahami skripsi ini, maka penulis menggunakan 

sistematika yang terdiri dari 4 bab. Tiap bab terbagi menjadi beberapa sub bab 

dengan rumusan sebagai berikut: 

 BAB I PENDAHULUAN 

 BAB I memaparkan latar belakang, rumusan masalah, tujuan, batasan 

masalah, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

 BAB II KAJIAN TEORI 

 Kajian teori yang berisi konsep, definisi, dan konstruksi persamaan Saint 

Venant 2D yang digunakan sebagai dasar teori pada pembahasan. 

 BAB III PEMBAHASAN 

 Pembahasan berisi tentang bagaimana analisis persamaan Saint Venant 2D 

untuk model gelombang perairan dangkal dengan masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas. 
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 BAB IV PENUTUP 

 Bagian ini memaparkan hasil pembahasan dan diambil kesimpulan serta saran 

untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Persamaan Diferensial Parsial 

Persamaan diferensial parsial dapat dikatakan sebagai persamaan yang 

mengandung satu atau lebih turunan-turunan parsial. Persamaan tersebut merupakan 

laju perubahan terhadap dua atau lebih variabel bebas, yang dikatakan dengan waktu 

dan jarak (ruang) (Triatmojo, 2002:199). 

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah suatu persamaan yang 

mengandung dua atau lebih derivatif parsial untuk suatu fungsi dari dua atau lebih 

variabel bebas. Tingkat derivatif parsial tertinggi merupakan tingkat persamaan 

diferensial parsial tersebut. Sedangkan pangkat tertinggi dari order tertinggi 

merupakan derajat dari persamaan diferensial tersebut (Soeharjo,1996). 

Ketika ada sebuah fungsi ݓሺݔ,  ݔ ሻ yang bergantung pada dua variabel bebasݕ

dan ݕ, dan jika diturunkan terhadap ݔ maka ݕ bernilai konstan dan jika diturunkan 

terhadap ݔ ,ݕ bernilai konstan. Adapun notasi pelambangannya secara berturut – urut 

adalah డ௪
డ௫

 dan డ௪
డ௬

, dengan simbol ߲ menunjukkan turunan parsialnya. Notasi itu dapat 

dipakai untuk pengerjaan turunan orde dua. Turunan terhadap ݔ  dari డ௪
డ௫

 

dilambangkan dengan డ
మ௪

డ௫మ  dan turunan terhadap ݕ dari డ௪
డ௫

 adalah డ
మ௪

డ௬మ  dan seterusnya. 

Turunan parsial ݔ dapat dituliskan berupa ݓ௫ (Levine, 1997:4). 
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Dalam persamaan diferensial parsial muncul turunan parsial yang menyatakan 

hukum Fisika tertentu. Misalnya, persamaan difensial parsial 

߲ଶݑ
ଶݐ߲ ൌ ܽଶ ߲ଶݑ

 ଶݔ߲

yang menggambarkan gerak bentuk gelombang, dapat berbentuk gelombang 

samudera, gelombang suara, gelombang cahaya dan gelombang yang lainnya. 

Andaikan bahwa ݂ adalah suatu fungsi dua peubah ݔ dan ݕ. Jika ݕ konstan, 

misalkan ݕ ൌ ,ݔ଴, maka ݂ሺݕ ݔ Turunannya di .ݔ ଴ሻ menjadi fungsi satu peubahݕ ൌ  ଴ݔ

disebut turunan parsial ݂ terhadap ݔ di ሺݔ଴,  ,଴ሻ. Jadiݕ

௫݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ lim
∆௫՜଴

݂ሺݔ଴ ൅ ,ݔ∆ ଴ሻݕ െ ݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ
ݔ∆  

Demikian pula, turunan parsial ݂  terhadap ݕ  di ሺݔ଴, ,଴ݔ଴ሻ dinyatakan oleh ௬݂ሺݕ  ଴ሻݕ

dan dituliskan sebagai 

௬݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ lim
∆௬՜଴

݂ሺݔ଴, ଴ݕ ൅ ሻݕ∆ െ ݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ
ݕ∆  

 Daripada menghitung ௫݂ሺݔ଴, ,଴ݔ଴ሻ dan ௬݂ሺݕ  ,଴ሻ secara langsung dari definisi di atasݕ

secara khas dicari ௫݂ሺݔ, ሻݕ  dan ௬݂ሺݔ, ሻݕ  dengan menggunakan aturan baku untuk 

turunan kemudian disubstitusikan ݔ ൌ ݕ ଴ danݔ ൌ  .଴ (Purcell & Varberg, 1987:251)ݕ

Notasi untuk turunan parsial, jika ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻ makaݕ

௫݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௫݂ ൌ
߲݂
ݔ߲ ൌ

߲
ݔ߲ ݂ ሺݔ, ሻݕ ൌ

ݖ߲
ݔ߲ ൌ ଵ݂ ൌ ଵ݂ܦ ൌ  ௫݂ܦ

௬݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ௬݂ ൌ
߲݂
ݕ߲ ൌ

߲
ݕ߲ ݂ ሺݔ, ሻݕ ൌ

ݖ߲
ݕ߲ ൌ ଶ݂ ൌ ଶ݂ܦ ൌ  ௬݂ܦ
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௫݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ
ݖ߲
ฬݔ߲

ሺ௫బ,௬బሻ
 

௬݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ
ݖ߲
ฬݕ߲

ሺ௫బ,௬బሻ
 

Dari notasi turunan tersebut di atas, maka dapat diketahui turunan dari turunan 

parsial dari ݖ ൌ ݂ሺݔ,  :ሻ yaituݕ

1. Untuk mencari ௫݂′  pandang ݕ  sebagai konstanta dan diferensialkan  ݂ሺݔ,  ሻݕ

terhadap ݔ 

2. Untuk mencari ௬݂′  pandang ݔ  sebagai konstanta dan diferensialkan  ݂ሺݔ,  ሻݕ

terhadap ݕ 

Untuk turunan yang lebih tinggi, jika ݂ adalah fungsi dari dua variabel, maka 

turunan parsialnya ௫݂  dan  ௬݂  juga fungsi dua variabel. Sehingga, dapat ditinjau 

turunan parsial dari ሺ ௫݂ሻ௫′, ሺ ௫݂ ሻ௬′, ሺ ௬݂ሻ௫Ԣ  dan  ሺ ௬݂ሻ௬Ԣ  yang disebut turunan parsial 

kedua dari ݂. Jika ݖ ൌ ݂ሺݔ,  ,ሻ, dengan menggunakan notasi tersebut makaݕ

ሺ ௫݂ሻ௫ ൌ ௫݂௫ ൌ ଵ݂ଵ ൌ
߲

ݔ߲ ൬
߲݂
൰ݔ߲ ൌ

߲ଶ݂
ଶݔ߲ ൌ

߲ଶݖ
 ଶݔ߲

ሺ ௫݂ ሻ௬ ൌ ௫݂௬ ൌ ଵ݂ଶ ൌ
߲

ݕ߲ ൬
߲݂
൰ݔ߲ ൌ

߲ଶ݂
ݔ߲ݕ߲ ൌ

߲ଶݖ
 ݔ߲ݕ߲

ሺ ௬݂ሻ௫ ൌ ௬݂௫ ൌ ଶ݂ଵ ൌ
߲

ݔ߲ ൬
߲݂
൰ݕ߲ ൌ

߲ଶ݂
ݕ߲ݔ߲ ൌ

߲ଶݖ
 ݕ߲ݔ߲

ሺ ௬݂ሻ௬ ൌ ௬݂௬ ൌ ଶ݂ଶ ൌ
߲

ݕ߲ ൬
߲݂
൰ݕ߲ ൌ

߲ଶ݂
ଶݕ߲ ൌ

߲ଶݖ
 ଶݕ߲
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Dari notasi ௫݂௬  (atau డమ௙
డ௫డ௬

) berarti bahwa dideferensialkan terhadap x kemudian 

terhadap y. Sedangkan dalam menghitung ௬݂௫ urutannya dibalik (Stewart, 2003). 

 

2.2 Persamaan Diferensial Parsial Linear dan Tak Linear  

 Persamaan diferensial (PD) diklasifikasikan menjadi PD linear dan tak linear. 

PD linear orde-n dengan variabel terikat y dan variabel bebas x yaitu suatu persamaan 

yang bisa dinyatakan sebagai: 

෍ ܽ௜ሺݔሻ
݀௜ݕ
௜ݔ݀ ൌ ܾሺݔሻ,  ܽ௡ሺݔሻ ് 0

௡

௜ୀ଴

 

PD di atas dikatakan linear jika mempunyai ciri-ciri yaitu variabel terikat y dan 

derivatifnya hanya berderajat satu, tidak ada perkalian antara y dan derivatifnya serta 

antara derivatif, dan variabel terikat y bukan fungsi transenden (Baiduri,2002:4). 

Sedangkan PD nonlinear adalah persamaan diferensial yang bukan persamaan linear 

(Ross, 1984:5). 

Bentuk umum PDP linear tingkat dua dengan dua variabel bebas adalah 

ܣ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ ൅ ܤ2

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲ ൅ ܥ

߲ଶݑ
ଶݕ߲ ൅ ܦ

ݑ߲
ݔ߲ ൅ ܧ

ݑ߲
ݕ߲ ൅ ݑܨ ൅ ܩ ൌ 0 

(2.1)

dengan A, B, C, D, E, F, dan G diberikan oleh fungsi x dan y. Dalam kasus tertentu 

fungsi tersebut merupakan fungsi konstant (Kaplan, 1963). Persamaan (2.1) 

merupakan PDP linear. Sedangkan, PDP orde kedua dalam dua variabel yang tidak 

memenuhi persamaan (2.1) adalah PDP tidak linear, perhatikan contoh berikut: 
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a.  డ௨
డ௧

ൌ ଶߙ డమ௨
డ௫మ   (Linear) 

b. డమ௨
డ௫మ ൅ డమ௨

డ௬మ ൅ ݑ ൌ sin  (Linear)  ݔ

c. ݑ డ௨
డ௫

൅ ݕ డ௨
డ௬

൅ ݑ ൌ 1  (Tidak Linear) 

d. డమ௨
డ௫మ ൅ డమ௨

డ௬మ ൅ ଶݑ ൌ 0  (Tidak Linear) 

 

2.3 Orde Persamaan Diferensial Parsial  

Orde suatu persamaan diferensial adalah orde turunan tertinggi yang muncul 

dalam persamaan tersebut (Stewart, 2003: 5). Persamaan diferensial parsial dengan 

dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi dari variabel 

terikatnya adalah satu. Bentuk umum persamaan diferensial parsial linear dan non 

linear berorde satu adalah: 

ܽሺݔ, ሻݐ
,ݔሺݒ߲ ሻݐ

ݔ߲ ൅ ܾሺݔ, ሻݐ
,ݔሺݒ߲ ሻݐ

ݐ߲ ൌ ܿሺݔ, ,ݔሺݒሻݐ ሻݐ ൅ ݀ሺݔ,  ሻݐ
(2.2)

dengan ܽ, ܾ, ܿ, dan ݀  adalah fungsi dan di setiap titik ሺݔ, ሻݐ  merupakan vektor  

ሾܽሺݔ, ,ሻݐ ܾሺݔ,  ሻሿ yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.2) dapat ditulisݐ

,ݔ൫ܨ ,ݐ ,ݔሺݒ ,ሻݐ ,ݔ௫ሺݒ ,ሻݐ ,ݔ௧ሺݒ ሻ൯ݐ ൌ 0 

dengan ݒ௫ሺݔ, ሻݐ ൌ డ௩ሺ௫,௧ሻ
డ௫

 dan ݒ௧ሺݔ, ሻݐ ൌ డ௩ሺ௫,௧ሻ
డ௧

 (Zauderer, 2006: 63). 

Demikian halnya dengan persamaan diferensial parsial dengan dua variabel 

bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde m jika turunan tertinggi dari 
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variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m. Bentuk umum persamaan 

diferensial parsial linear dan non linear berorde dua, tiga, empat dan berorde n 

a. ∑ ∑ ܽ௜௝
డమ௨

డ௫೔డ௫ೕ

௡
௝ୀଵ ൅ ∑ ܾ௜

డ௨
డ௫೔

௡
௜ୀଵ ൅ ݑܿ ൅ ݀ ൌ 0௡

௜ୀଵ   

b. ∑ ∑ ∑ ܽ௜௝௞
డయ௨

డ௫೔డ௫ೕడ௫ೖ

௡
௞ୀଵ

௡
௝ୀଵ ൅ ∑ ∑ ܾ௜௝

డమ௨
డ௫೔డ௫ೕ

௡
௝ୀଵ ൅௡

௜ୀଵ
௡
௜ୀଵ

∑ ܿ௜
డ௨
డ௫೔

௡
௜ୀଵ ൅ ݑ݀ ൅ ݁ ൌ 0  

c. ∑ ∑ ∑ ∑ ܽ௜భ௜మ௜య௜ర
డర௨

డ௫೔భడ௫೔మడ௫೔యడ௫೔ర

௡
௜ర

௡
௜యୀଵ

௡
௜మୀଵ ൅௡

௜భୀଵ

∑ ∑ ∑ ܾ௜భ௜మ௜య
డయ௨

డ௫೔భడ௫೔మడ௫೔య

௡
௜యୀଵ

௡
௜మୀଵ ൅ ∑ ∑ ܿ௜భ௜మ

డమ௨
డ௫೔భడ௫೔మ

௡
௜మୀଵ ൅௡

௜భୀଵ
௡
௜భୀଵ

∑ ݀௜భ
డ௨

డ௫೔భ

௡
௜ୀଵ ൅ ݑ݁ ൅ ݂ ൌ 0  

d. ∑ ∑ … ∑ ∑ ܽ௜భ,௜మ,௜య,…,௜೘
డ೘௨

డ௫೔భ… డ௫೔೘

௡
௜ర

௡
௜೘ୀଵ

௡
௜మୀଵ ൅ ڮ ൌ 0௡

௜భୀଵ  

 

(Zauderer, 2006: 137). 

 

2.4 Metode Pemisahan Variabel 

 Metode pemisahan variabel adalah teknik klasik yang efektif untuk 

menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan diferensial parsial. Misalnya saja solusi 

,ݔሺݑ ሻݐ  untuk persamaan diferensial parsial sebagai kombinasi linear tak hingga 

fungsi komponen sederhana ݑ௡ሺݔ, ݊   ,ሻݐ ൌ 0,1,2, … yang juga memenuhi persamaan 

dan kondisi batasnya (Nagle & Saff, 1993:536). 

 Untuk menentukan solusi komponen ݑ௡ሺݔ, ሻݐ , pertama kita misalkan 

,ݔ௡ሺݑ ሻݐ ൌ ܺ௡ሺݔሻ ௡ܶሺݐሻ. Selanjutnya dilakukan proses substitusi dari bentuk ini ke 
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persamaan diferensial dan dengan menggunakan kondisi batasnya yang nantinya 

menghasilkan dua persamaan diferensial biasa untuk fungsi ܺ௡ሺݔሻ dan ௡ܶሺݐሻ. Dengan 

cara ini akan dihasilkan solusi untuk persamaan diferensial parsial (Nagle, 1993:536). 

 

2.5 Masalah Nilai Batas 

Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persamaan diferensial parsial 

dan semua penyelesaiannya yang memenuhi syarat yang dinamakan syarat batas 

(Spiegel, 1983: 276). 

  Misal persamaan diferensial linear orde dua 

ܽଶሺݔሻݕ′′ ൅ ܽଵሺݔሻݕ′ ൅ ܽ଴ሺݔሻݕ ൌ ݂ሺݔሻ (2.3)

dengan koefisien-koefisien ܽଶሺݔሻ, ܽଵሺݔሻ, ܽ଴ሺݔሻ  dan fungsi ݂ሺݔሻ  merupakan fungsi-

fungsi yang kontinu di dalam selang ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ dengan ܽଶሺݔሻ ് 0 di dalam selang 

ini. Menentukan penyelesaian ݕሺݔሻ  dari persamaan differensial (2.3) pada sebuah 

titik ݔ ൌ ଴ݔ  di dalam selang ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ  dan memenuhi dua syarat awal yang 

diberikan 

଴ሻݔሺݕ ൌ ଴danݕ ݕ ′ሺݔ଴ሻ ൌ ଵ (2.4)ݕ

yang merupakan suatu masalah nilai awal (MNA). Dalam banyak MNA variabel 

bebas x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakan waktu, ݔ଴ 

menyatakan waktu awal dan ݕ଴ dan ݕଵ menyatakan syarat awal. Bila variabel x bebas 

merupakan variabel yang menyatakan tempat (space variabel), maka mencari suatu 



17 
 

penyelesaian ݕሺݔሻ dari persamaan diferensial yang memenuhi syarat pada titik akhir 

dari selang ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ 

ሺܽሻݕ ൌ ܣ dan ሺܾሻݕ ൌ (2.5) ܤ

dengan  ܣ  dan ܤ  dua buah konstanta, disebut syarat batas. Persamaan diferensial 

(2.3), bersama-sama dengan syarat batas (2.5), merupakan suatu masalah nilai batas 

(MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhir dapat sangat berbeda-beda (Finzio 

dan Ladas, 1982: 244). 

Ada beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi, 

yaitu 

Separated : ܽଵݕሺܽሻ ൅ ܽଶݕ′ሺܽሻ ൌ ܿଵ,     ܾଵݕሺܾሻ ൅ ܾଶݕ′ሺܾሻ ൌ ܿଶ, 

Dirichlet : ݕሺܽሻ ൌ ܿଵ, ሺܾሻݕ ൌ ܿଶ 

Neumann : ݕ′ሺܽሻ ൌ ܿଵ, ሺܾሻ′ݕ ൌ ܿଶ 

Periodic : ݕሺെܶሻ ൌ ,ሺܶሻݕ ሺെܶሻ′ݕ ൌ  ሺܶሻ′ݕ

ሺ0ሻݕ   ൌ ,ሺ2ܶሻݕ ሺ0ሻ′ݕ ൌ  ሺ2ܶሻ′ݕ

dengan periodenya adalah 2T. Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas 

yang khusus digunakan pada masalah nilai batas (Nagle & Saff, 1996: 612). 

Contoh: 

Pandang persamaan 

ݑ߲
ݐ߲

ሺݔ, ሻݐ ൌ ߚ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ ሺݔ, ,ሻݐ 0 ൏ ݔ ൏ ,ܮ ݐ ൐ 0 

(2.6)
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dengan boundary condition 

,ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,ܮሺݑ ሻݐ ൌ 0, ݐ ൐ 0 (2.7)

,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ݂ሺݔሻ, 0 ൏ ݔ ൏ (2.8) ܮ

Misal 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ 

Maka డ௨
డ௧

ൌ ܺሺݔሻܶԢሺݐሻ dan డ
మ௨

డ௫మ ൌ ܺᇱᇱሺݔሻܶሺݐሻ. (2.9)

Substitusi (2.9) ke persamaan (2.6) menghasilkan 

ܺሺݔሻܶᇱሺݐሻ ൌ  ሻݐሻܶሺݔᇱᇱሺܺߚ

dan pemisahan variabelnya menghasilkan 

ܶᇱሺݐሻ
ሻݐሺܶߚ ൌ

ܺᇱᇱሺݔሻ
ܺሺݔሻ . 

Selanjutnya  

்ᇲሺ௧ሻ
ఉ்ሺ௧ሻ ൌ dan ௑ ܭ

ᇲᇲሺ௫ሻ
௑ሺ௫ሻ ൌ  ܭ

atau 

ܶᇱሺݐሻ െ ሻݐሺܶܭߚ ൌ 0 dan ܺᇱᇱሺݔሻ െ ሻݔሺܺܭ ൌ 0 (2.10)

Karena persamaan (2.9) maka kondisi batas (2.7) menjadi  

ܺሺ0ሻܶሺݐሻ ൌ 0 dan ܺሺܮሻܶሺݐሻ ൌ ݐ   ,0 ൐ 0 

Karena ܶሺݐሻ ൌ 0, ݐ ൐ 0 maka ݑሺݔ, ሻݐ ؠ 0 atau ܺሺ0ሻ ൌ ܺሺܮሻ ൌ 0   (10) 

Dengan mengombinasi boundary condition (2.8) dan persamaan (2.10) maka 

ܺᇱᇱሺݔሻ െ ሻݔሺܺܭ ൌ 0, ܺሺ0ሻ ൌ ܺሺܮሻ ൌ 0 (2.11)
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Untuk menyelesaikan persamaan (2.11) maka dibawa ke bentuk persamaan 

diferensial biasa ݎଶ െ ܭ ൌ 0. 

Untuk penyelesaiannya maka terdapat tiga kasus, 

Kasus 1: Jika ܭ ൐ 0 , maka akar-akarnya adalah േ√ܭ . Maka solusi umum dari 

persamaan (2.11) adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁√௄௫ܥ ൅  ଶ݁ି√௄௫ܥ

Untuk menentukan ܥଵ dan ܥଶ maka dikombinasikan dengan boundary condition nya 

sehingga: 

ܺሺ0ሻ ൌ ଵܥ ൅ ଶܥ ൌ 0 

ଶܥ           ൌ െܥଵ 

ܺሺܮሻ ൌ ଵ݁√௄௅ܥ ൅ ଶ݁ି√௄௅ܥ ൌ 0 

ଵቀ݁√௄௅ܥ               െ ݁ି√௄௅ቁ ൌ 0 

ଵቀ݁ଶ√௄௅ܥ        െ 1ቁ ൌ 0 

Karena ܭ ൐ 0  maka ቀ݁ଶ√௄௅ െ 1ቁ ൐ 0  sehingga ܥଵ ൌ ଶܥ ൌ 0,  sehingga tidak ada 

solusi nontrivial untuk ܭ ൐ 0. 

Kasus 2: Jika ܭ ൌ 0, maka akar-akarnya adalah kembar, ݎ ൌ 0. Maka solusi umum 

dari persamaan (2.11) adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ଵܥ ൅  ݔଶܥ



20 
 

Boundary condition pada persamaan (2.11) menghasilkan ܥଵ ൌ 0 dan ܥଵ ൅ ܮଶܥ ൌ 0. 

Sehingga ܥଵ ൌ ଶܥ ൌ 0 . Karena ܭ ൌ 0  maka tidak ada solusi nontrivial untuk 

persamaan (2.11). 

Kasus 3: Jika ܭ ൏ 0, maka akar-akarnya adalah േ݅√െܭ . Maka solusi umum dari 

persamaan (2.11) adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ଵܥ cos √െݔܭ ൅ ଶܥ sin √െݔܭ 

Karena boundary condition pada persamaan (2.11) maka menghasilkan 

ଵܥ ൌ 0 

ଵܥ cos √െݔܭ ൅ ଶܥ sin √െݔܭ ൌ 0 

ଶܥ             sin √െݔܭ ൌ 0 

Maka ܥଶ ൌ 0 atau sin √െݔܭ ൌ 0 . sin √െݔܭ ൌ 0  hanya ketika √െݔܭ ൌ ߨ݊  atau 

ܭ ൌ െ ቀ௡గ
௅

ቁ
ଶ
, dengan ݊ ൌ 1,2,3, … 

Maka solusi nontrivial nya adalah 

ܺ௡ሺݔሻ ൌ ܽ௡ sinሺ
ݔߨ݊

ܮ ሻ 

dengan ܽ௡ adalah konstan. 

Karena kita punya ܭ ൌ െ ቀ௡గ
௅

ቁ
ଶ
maka persamaan (2.10) menjadi 

ܶᇱሺݐሻ ൅ ߚ ቀ
ߨ݊
ܮ ቁ

ଶ
ܶሺݐሻ ൌ 0 

untuk setiap ݊ ൌ 1,2,3, … 
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Maka solusi umum nya adalah 

௡ܶሺݐሻ ൌ ܾ௡݁ିఉቀ௡గ
௅ ቁ

మ
௧ 

Maka ݑ௡ሺݔ, ሻݐ ൌ ܺ௡ሺݔሻ ௡ܶሺݐሻ ൌ ܽ௡ sinሺ௡గ௫
௅

ሻ ܾ௡݁ିఉቀ೙ഏ
ಽ ቁ

మ
௧ ൌ ܿ௡݁ିఉቀ೙ഏ

ಽ ቁ
మ

௧ sinሺ௡గ௫
௅

ሻ 

dengan ܿ௡ adalah konstan (Nagle & Saff, 1996:536-539). 

 

2.6 Tipe-tipe Persamaan Diferensial Parsial 

 Pada tipe hiperbolik, ditentukan persamaan diferensial parsial homogen 

ሻݔሺߩ
߲ଶݑሺݔ, ሻݐ

ଶݐ߲ ൅ ,ݔሺݑܮ ሻݐ ൌ 0, ݔ א ,ܩ ݐ ൐ 0 
(2.12)

dengan kondisi batas 

,ݔሺݑሻݔሺߙ ሻݐ ൅ ሻݔሺߚ
,ݔሺݑ߲ ሻݐ

߲݊ ቤ
డீ

ൌ ݐ        ,0 ൐ 0 

,ሺ0ݑଵߙ ሻݐ െ ,௫ሺ0ݑଵߚ ሻݐ ൌ ,ሺ݈ݑଶߙ           ,0 ሻݐ ൅ ,௫ሺ݈ݑଶߚ ሻݐ ൌ ݐ      ,0 ൐ 0 

dan kondisi awal 

,ݔሺݑ ሻ݋ ൌ ݂ሺݔሻ,       ݑ௧ሺݔ, 0ሻ ൌ ݃ሺݔሻ,            ݔ א  .ܩ

Dengan memisalkan ݑሺݔ, ሻݐ ൌ  ሻ, maka persamaan diferensial parsial di atasݐሻܰሺݔሺܯ

menjadi bentuk ே
′′ሺ௧ሻ

ேሺ௧ሻ
ൌ െ ௅ெሺ௫ሻ

ఘሺ௫ሻெሺ௫ሻ
. Selanjutnya dihasilkan ܯܮሺݔሻ ൌ  ሻ danݔሺܯሻݔሺߩߣ

dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial di atas, yaitu ܰ ′′ሺݐሻ ൅

ሻݐሺܰߣ ൌ 0 (Zauderer, 2006:180-183). 
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Persamaan Hiperbola jika: ܤଶ െ ܥܣ4 ൐ 0 

Contoh: Persamaan Gelombang 

߲ଶݕ
ଶݐ߲ ൌ ଶܥ ߲ଶݕ

 ଶݔ߲

 Pada tipe parabolik, ditentukan persamaan diferensial parsial 

ሻݔሺߩ
,ݔሺݑ߲ ሻݐ

ݐ߲ ൅ ,ݔሺݑܮ ሻݐ ൌ ݔ                 ,0 א ݐ       ,ܩ ൐ 0 

dengan kondisi batas seperti pada tipe hiperbolik dan kondisi awal adalah 

,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ݂ሺݔሻ,              ݔ א  ܩ

Dengan memisalkan ݑሺݔ, ሻݐ ൌ  ሻ, maka persamaan diferensial parsial diatasݐሻܰሺݔሺܯ

menjadi bentuk ே
ᇲሺ௧ሻ

ேሺ௧ሻ
ൌ െ ௅ெሺ௫ሻ

ఘሺ௫ሻெሺ௫ሻ
. Selanjutnya dihasilkan ܯܮሺݔሻ ൌ  ሻ danݔሺܯሻݔሺߩߣ

dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial diatas, yaitu ܰᇱሺݐሻ ൅

ሻݐሺܰߣ ൌ 0 (Zauderer, 2006:180-183). 

Persamaan Parabola jika: ܤଶ െ ܥܣ4 ൌ 0 

Contoh: Persamaan Perambatan Panas 

߲ܶ
ݐ߲ ൌ ܭ

߲ଶܶ
 ଶݔ߲

 Pada tipe eliptik, ditentukan persamaan diferensial parsial 

ሻݔሺߩ
߲ଶݑሺݔ, ሻݐ

ଶݕ߲ ൅ ,ݔሺݑܮ ሻݕ ൌ ݔ                 ,0 א 0       ,ܩ ൏ ݕ ൏ ݈ 

dengan kondisi batas seperti pada tipe hiperbolik dan kondisi awal adalah 

,ݔሺݑ 0ሻ ൌ ݂ሺݔሻ,    ݑሺݔ, ݈ሻ ൌ ݃ሺݔሻ,          ݔ א  ܩ
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Dengan memisalkan ݑሺݔ, ሻݐ ൌ  ሻ, maka persamaan diferensial parsial di atasݐሻܰሺݔሺܯ

akan menjadi bentuk െ ேᇲᇲሺ௬ሻ
ேሺ௬ሻ

ൌ െ ௅ெሺ௫ሻ
ఘሺ௫ሻெሺ௫ሻ

. Selanjutnya dihasilkan ܯܮሺݔሻ ൌ

 ,ሻ dan dihasilkan pemisahan variabel dalam persamaan diferensial di atasݔሺܯሻݔሺߩߣ

yaitu ܰᇱᇱሺݕሻ െ ሻݕሺܰߣ ൌ 0 (Zauderer, 2006:180-183). 

Persamaan Eliptik jika: ܤଶ െ ܥܣ4 ൏ 0 

Contoh: Persamaan Poisson 

߲ଶ߮
ଶݔ߲ ൅

߲ଶ߮
ଶݕ߲ ൅ ݃ ൌ 0 

dan persamaan Laplace 

߲ଶ߮
ଶݔ߲ ൅

߲ଶ߮
ଶݕ߲ ൌ 0 

 

2.7       Metode Pemisahan Variabel Persamaan Diferensial Parsial Nonlinear 

2.7.1 Perkalian dan penjumlahan solusi-solusi terpisah 

Pemisahan dari variabel-variabel adalah pendekatan yang biasanya digunakan 

untuk menyelesaikan persamaan linear dari model matematika fisika yang dihadapi. 

Untuk persamaan-persamaan yang melibatkan dua variabel bebas ݔ,  dan variabel ݕ

tidak bebas ݓ, maka pendekatan ini merujuk pada pencarian solusi analitik dalam 

bentuk perkalian fungsi-fungsi yang bergantung pada argumen yang berbeda yaitu 

,ݔሺݓ ሻݐ ൌ ߮ሺݔሻ߰ሺݐሻ  (2.13)
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Integral untuk beberapa kelas khusus dari persamaan diferensial parsial nonlinear 

orde satu berdasarkan mencari solusi analitik dalam bentuk penjumlahan fungsi-

fungsi yang bergantung pada argumen yang berbeda. 

,ݔሺݓ ሻݐ ൌ ߮ሺݔሻ ൅ ߰ሺݐሻ  (2.14)

Untuk orde dua dan yang lebih tinggi maka solusi analitiknya boleh menggunakan 

bentuk (2.13) atau (2.14). Masing-masing solusi disebut penyelesaian-penyelesaian 

perkalian fungsi-fungsi terpisah dan penjumlahan fungsi-fungsi terpisah (Polyanin & 

Zaitsev, 2003). 

Selanjutnya, terdapat kasus-kasus sederhana dari pemisahan variabel untuk 

persamaan persamaan diferensial parsial nonlinear. Dalam kasus yang jarang terjadi, 

pemisahan variabel dalam persamaan nonlinier dilakukan dengan menggunakan 

teknik yang sama seperti persamaan linear. Secara khusus, solusi analitik adalah 

menemukan penyelesaian dalam bentuk perkalian atau penjumlahan fungsi-fungsi 

yang bergantung pada argumen yang berbeda. Solusi analitik tersebut disubtitusikan 

pada persamaan dan melakukan prosedur manipulasi aljabar dasar, diperoleh 

persamaan dengan dua variabel terikat yang berbeda (untuk persamaan dengan dua 

variabel). Kemudian disimpulkan bahwa masing-masing pihak harus sama dengan 

jumlah konstan yang sama yang disebut pemisahan konstan. Selanjutnya 

dipertimbangkan contoh-contoh konkret (Polyanin, 2003). 

 

 



25 
 

Contoh 1: 

Persamaan gelombang dengan nonlinear eksponensial 

డమ௬
డ௧మ ൌ ܽ డ

డ௫
ቀ݁ఒ௪ డ௪

డ௫
ቁ  (2.15)

mempunyai solusi pemisahan penjumlahan. Dengan mensubtitusikan (2.14) ke (2.15) 

dan dibagi dengan ݁ఒట, diperoleh persamaan: 

݁ିఒట߰௧௧
ᇱᇱ ൌ ܽ൫݁ఒఝ߮௫

ᇱ ൯௫
ᇱ
 

Kemudian tiap ruas dipisahkan dan disamadengankan konstanta (ܥ): 

݁ିఒట߰௧௧
ᇱᇱ ൌ dan    ܽ൫݁ఒఝ߮௫   ܥ

ᇱ ൯௫
ᇱ ൌ (2.16)  ܥ

Penyelesaian PDB dari bentuk (2.16) menghasilkan sebuah solusi dari persamaan 

(2.15) dengan bentuk (2.13) (Polyanin & Zaitsev, 2003). 

2.7.2 Struktur Solusi Pemisahan secara Umum 

a. Bentuk umum dari solusi-solusi 

Untuk mempermudah penjelasan, dibatasi pada kasus persamaan matematika 

fisika dalam dua variabel bebas ݔ,  Persamaan pemisahan .ݓ dan variabel dependen ݕ

linear dari matematika fisika mempunyai solusi analitik 

,ݔሺݓ ሻݕ ൌ ߮ଵሺݔሻ߰ଵሺݕሻ ൅ ߮ଶሺݔሻ߰ଶሺݕሻ ൅ ڮ ൅ ߮௡ሺݔሻ߰௡ሺݕሻ  (2.17)

dengan ݓ௜ ൌ ߮௜ሺݔሻ߰௜ሺݕሻ  adalah solusi partikulir, fungsi ߮௜ሺݔሻdan ߰ሺݕሻ  dengan i 

yang berbeda. 

Persamaan diferensial parsial nonlinear dengan nonlinear kuadratik 

ଵ݂ሺݔሻ݃ଵሺݕሻ ∏ ሾݓሿଵ ൅ ଶ݂ሺݔሻ݃ଶሺݕሻ ∏ ሾݓሿଶ ൅ ڮ ൅ (2.18)
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௠݂ሺݔሻ݃௠ሺݕሻ ∏ ሾݓሿ௠ ൌ 0  

juga mempunyai solusi analitik bentuk (2.17). Pada bentuk (2.18) ∏ ሾݓሿ௜  adalah 

bentuk-bentuk diferensial yang merupakan perkalian-perkalian bilangan bulat non 

negatif dari fungsi w dan turunan parsialnya yaitu 

߲௫ݓ, ߲௬ݓ, ߲௫௫ݓ, ߲௫௬ݓ, ߲௬௬ݓ, ߲௫௫௫ݓ dll. Lihat solusi (2.17) dari persamaan nonlinear 

(2.18) sebagai solusi pemisahan secara umum. Tidak seperti persamaan linear, pada 

persamaan nonlinear fungsi ߮௜ݔ dengan indeks ݅ yang berbeda biasanya berhubungan 

satu sama lain [dan untuk fungsi ߰௝ ሺݕሻ ]. Secara umum, fungsi 

߮௜ሺݔሻ dan ௝߰ሺݕሻ dalam (2.17) harus diidentifikasi.  

Perhatikan bahwa solusi yang paling umum dari solusi pemisahan secara 

umum adalah solusi dari bentuk khusus 

,ݔሺݓ ሻݕ ൌ ߮ሺݔሻ߰ሺݕሻ ൅ ߯ሺݔሻ; 

variabel bebas di sisi kanan dapat ditukarkan. Dalam kasus khusus ߯ሺݔሻ ൌ 0, ini 

adalah solusi pemisahan perkalian, dan jika ߯ሺݔሻ ൌ 1, ini adalah solusi pemisahan 

penjumlahan. 

b. Bentuk umum dari persamaan diferensial fungsional 

Secara umum, pada subtitusi bentuk (2.17) persamaan diferensial (2.18) 

diperoleh persamaan diferensial fungsional 

ΦଵሺܺሻΨଵሺܻሻ ൅ ΦଶሺܺሻΨଶሺܻሻ ൅ ڮ ൅ Φ௞ሺܺሻΨ௞ሺܻሻ ൌ 0  (2.19)

untuk ߮௜ሺݔሻ  dan ߰௜ሺݕሻ . Fungsional Φ௝ሺܺሻ  dan Ψ௝ሺܻሻ  masing-masing bergantung 

pada ݔ dan ݕ, 
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Φ௝ሺܺሻ ൌ Φ୨ሺݔ, ߮ଵ, ߮ᇱ
ଵ, ߮ᇱᇱ

ଵ, … , ߮௡, ߮ᇱ
௡, ߮ᇱᇱ

௡ሻ  

Ψ௝ሺܻሻ ൌ Ψ୨ሺݕ, ߰ଵ, ߰ᇱ
ଵ, ߰ᇱᇱ

ଵ, … , ߰௡, ߰ᇱ
௡, ߰ᇱᇱ

௡ሻ  
(2.20)

Sebagai penyederhanaan, rumus ini ditulis untuk kasus dari persamaan orde dua 

(2.18). Untuk persamaan orde tinggi, sisi kanan persamaan (2.20) akan berisi turunan 

orde tinggi dari  ߮௜ dan ߰௝. 

2.7.3 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional dengan Diferensiasi 

a. Penjelasan metode 

Di bawah ini, dijelaskan suatu prosedur untuk membangun solusi persamaan 

diferensial fungsional. Hal ini melibatkan tiga tahap berturut-turut 

1. Asumsikan bahwa Ψ௞ ء 0 . Persamaan (2.19) dibagi dengan Ψ௞ dan diturunkan 

terhadap y.  Ini menghasilkan persamaan yang serupa tetapi dengan bentuk yang 

lebih sederhana. Φ෩ଵሺܺሻΨ෩ଵሺܻሻ ൅ Φ෩ ଶሺܺሻΨ෩ଶሺܻሻ ൅ ڮ ൅ Φ෩ ௞ିଵሺܺሻΨ෩௞ିଵሺܻሻ ൌ 0 

Φ෩௝ሺܺሻ ൌ Φ௝ሺܺሻ, Ψ෩௝ሺܻሻ ൌ ቈ
Ψ௝ሺܻሻ
Ψ௞ሺܻሻ቉

௬

ᇱ

 

Selanjutnya diteruskan prosedur di atas sampai diperoleh dua bentuk persamaan 

pemisahan 

      Φ෡ଵሺܺሻΨ෡ଵሺܻሻ ൅ Φ෡ ଶሺܺሻΨ෡ଶሺܻሻ ൌ 0  (2.21)

Terdapat kasus nondegenerate: หΦ෡ଵሺܺሻห ൅ หΦ෡ ଶሺܺሻห ء 0  dan หΨ෡ଵሺܻሻห ൅

หΨ෡ଶሺܻሻห ء 0 . Maka persamaan (2.21) ekuivalen dengan persamaan diferensial 

biasa. 

Φ෡ଵሺܺሻ ൅ Φ෡ܥ ଶሺܺሻ ൌ 0, Ψ෡ଵሺܻሻܥ െ Ψ෡ଶሺܻሻ ൌ 0 
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dengan ܥ  adalah konstan. Persamaan Φ෡ ଶ ൌ 0  dan Ψ෡ଵ ൌ 0  sesuai dengan kasus 

limit ܥ ൌ ∞. 

Kasus two degenerate: 

Φ෡ଵሺܺሻ ؠ 0, Φ෡ ଶሺܺሻ ؠ 0  ฺ   Ψ෡ଵ,ଶሺܻሻ ܽݕ݊ܽ ݁ݎ: 

Ψ෡ଵሺܻሻ ؠ 0, Ψ෡ଶሺܻሻ ؠ 0  ฺ   Φ෡ଵ,ଶሺܺሻܽݕ݊ܽ ݁ݎ. 

2. Solusi dua bentuk persamaan (2.21) harus disubstitusikan ke persamaan 

diferensial fungsional (2.19) untuk menghilangkan konstanta yang berlebihan dari 

pengintegralan (ini muncul karena persamaan (2.21) yang diperoleh dari (2.19) 

dengan diferensiasi). 

3. Kasus Ψ௞ ؠ 0 harus diperlakukan secara terpisah (karena dilakukan pembagian 

persamaan dengan Ψ௞ ؠ 0 pada tahap pertama). Demikian juga, harus dipelajari 

semua kasus-kasus lain di mana fungsional dari persamaan diferensial fungsional 

lanjut yang telah dibagi itu menghilang. 

b. Contoh konstruksi dalam membangun pemisahan solusi analitik secara 

umum. 

Contoh 4: 

Persamaan parabolik nonlinear orde dua. 

డ௪
డ௧

ൌ ݓܽ డమ௪
డ௫మ ൅ ܾ ቀడ௪

డ௫
ቁ

ଶ
൅ (2.22)  ܥ

Dicari pemisahan solusi analitik dari persamaan (2.22) dalam bentuk 

ݓ ൌ ߮ሺݐሻ ൅ ߰ሺݐሻߠሺݔሻ  (2.23)

Subtitusikan (2.23) ke (2.22) sehingga menghasilkan  
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߮௧
ᇱ െ ܥ ൅ ߰௧

ᇱߠ ൌ ௫௫ߠ߰߮ܽ
ᇱᇱ ൅ ߰ଶሾܽߠߠ௫௫

ᇱᇱ ൅ ܾሺߠ௫
ᇱ ሻଶሿ  (2.24)

Persamaan (2.24) dibagi dengan ߰ଶ  dan diturunkan terhadap ݐ  dan ݔ  sehingga 

diperoleh ቀట೟
ᇲ

టమቁ
௧

ᇱ
௫ߠ

ᇱ ൌ ܽ ቀఝ
ట

ቁ
௧

ᇱ
௫௫௫ߠ

ᇱᇱᇱ . 

Memisahkan variabel-variabel sehingga kita mendapatkan persamaan diferential 

biasa. 

௫௫௫ߠ
ᇱᇱᇱ ൌ ௫ߠܭ

ᇱ   (2.25)

ቀట೟
ᇲ

టమቁ
௧

ᇱ
ൌ ܭܽ ቀఝ

ట
ቁ

௧

ᇱ
  (2.26)

dengan K adalah konstan. 

Solusi umum dari persamaan (2.25) diberikan  

ߠ ൌ ቐ
ଶݔଵܣ ൅ ݔଶܣ ൅ ଷܣ jika ܭ ൌ 0

ଵ݁ఒ௫ܣ ൅ ଶ݁ିఒ௫ܣ ൅ ଷܣ jika ܭ ൌ ଶߣ ൐ 0
ଵܣ sinሺݔߣሻ ൅ ଶܣ cosሺݔߣሻ ൅ ଷܣ jika ܭ ൌ െߣଶ ൏ 0

  (2.27)

dengan ܣଵ, ,ଶܣ  .ଷ konstanܣ

Persamaan (2.46) diintegralkan sehingga menghasilkan  

߰ ൌ ஻
௧ା஼భ

,         ߮ሺݐሻ sebarang        Jika ܭ ൌ 0  

߮ ൌ ߰ܤ ൅ ଵ
௔௄

ట೟
ᇲ

ట
,       ߰ሺݐሻ sebarang     jika ܭ ് 0 

(2.28)

dengan B adalah konstan. Pada proses subtitusi solusi (2.27) dan (2.28) ke (2.24) 

dapat menghilangkan konstanta yang berlebihan dan mendefinisikan fungsi ߮ dan 

߰.  
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Di bawah ini disimpulkan hasil: 

1. Solusi untuk ܽ ് െܾ dan ܽ ് െ2ܾ. 

ݓ ൌ ௖ሺ௔ାଶ௕ሻ
ଶሺ௔ା௕ሻ

ሺݐ ൅ ଵሻܥ ൅ ݐଶሺܥ ൅ ଵሻିܥ ೌ
ೌశమ್ െ ሺ௫ା஼యሻమ

ଶሺ௔ାଶ௕ሻሺ௧ା஼భሻ
  (sesuai untuk ܭ ൌ 0) 

dengan ܥଵ, ,ଶܥ  .ଷ konstanܥ

2. Solusi untuk ܾ ൌ ܽ: 

ݓ ൌ ଵ
௔ఒమ

ట೟
ᇲ

ట
൅ ߰൫ܣଵ݁ఒ௫ ൅ ܭ ଶ݁ିఒ௫൯                 (sesuai untukܣ ൌ ଶߣ ൐ 0) 

dengan fungsi ߰ ൌ ߰ሺݐሻ  adalah turunan dari persamaan diferensial biasa 

autonomous. 

ܼ௧௧
ᇱᇱ ൌ ଶߣܿܽ ൅ 4ܽଶߣସܣଵܣଶ݁ଶ௓, ߰ ൌ ݁௓ 

yang mana solusi itu dapat ditemukan dalam bentuk implicit. Pada kasus khusus, 

ଵܣ ൌ 0 atau ܣଶ ൌ 0 kita mempunyai ߰ ൌ ଵܥ exp ቀଵ
ଶ

ଶݐଶߣܿܽ ൅  .ቁݐଶܥ

3. Solusi ܾ ൌ െܽ: 

ݓ ൌ െ ଵ
௔ఒమ

ట೟
ᇲ

ట
൅ ߰ሾܣଵ sinሺݔߣሻ ൅ ଶܣ cosሺݔߣሻሿ        (sesuai untuk ܭ ൌ െߣଶ ൏ 0) 

dengan fungsi ߰ ൌ ߰ሺݐሻ  adalah turunan dari persamaan diferensial biasa 

autonomous. 

ܼ௧௧
ᇱᇱ ൌ െܽܿߣଶ ൅ ܽଶߣସሺܣଵ

ଶ ൅ ଶܣ
ଶሻ݁ଶ௓, ߰ ൌ ݁௓ 

yang mana solusi itu dapat ditemukan dalam bentuk implisit. 
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2.7.4 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional dengan Splitting. 

a. Penjelasan metode 

Penyederhanaan persamaan diferensial fungsional (2.19)-(2.20) dengan 

diferensiasi, menyebabkan adanya konstanta yang berlebihan dari pengintegralan. 

Konstanta tersebut harus dihilangkan pada saat tahap akhir. Selain itu, persamaan 

yang dihasilkan mungkin saja memiliki orde yang lebih tinggi daripada persamaan 

asli. Untuk menghindari kesulitan-kesulitan ini, harus dibawa solusi persamaan 

diferensial fungsional ke solusi persamaan fungsional bilinear dari suatu bentuk 

standar dan solusi dari sistem persamaan diferensial biasa. Dengan demikian masalah 

asli dibagi menjadi dua masalah sederhana. Di bawah ini dijelaskan langkah-langkah 

dasar metode pemisahan 

1. Pada tahap pertama diperlakukan persamaan (2.19) sebagai persamaan fungsional 

murni yang bergantung pada dua variabel X dan Y, dengan Φ௡ ൌ Φ௡ሺܺሻ dan 

Ψ௡ ൌ Ψ௡ሺܻሻ  tidak diketahui jumlahnya (n = 1, …, k). Dapat ditunjukkan bahwa 

persamaan fungsional bilinear (2.19) memiliki solusi yang berbeda untuk k-1: 

Φ௜ሺܺሻ ൌ ௜,ଵΦ௠ାଵሺܺሻܥ ൅ ௜,ଶΦ௠ାଶሺܺሻܥ ൅ ڮ ൅ ,௜,௞ି௠Φ୩ሺܺሻܥ

݅ ൌ 1, … , ݉;  

Ψ௠ା௝ሺܻሻ ൌ െܥଵ,௝Ψଵሺܻሻ െ ଶ,௝Ψଶሺܻሻܥ െ ڮ െ ,௠,௝Ψ୫ሺܻሻܥ ݆ ൌ

1, … , ݇ െ ݉;  

(2.29)

2. Pada tahap kedua, disubstitusikan Φ௜ሺܺሻ dan Ψ௝ሺܻሻ dari (2.20) ke semua solusi 

(2.29) untuk mendapatkan sistem persamaan diferensial biasa (untuk fungsi yang 
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tidak diketahui ߮௣ሺݔሻ  dan ߰௤ሺݕሻ ). Penyelesaian sistem ini didapatkan solusi 

pemisahan secara umum dari bentuk (2.17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1: Skema umum untuk mengkonstruksi solusi pemisahan secara 

umum dengan splitting method. 

Persamaan Awal: ܨ൫ݔ, ,ݕ ,ݓ ,௫ݓ ,௬ݓ ,௫௫ݓ ,௫௬ݓ ,௬௬ݓ … ൯ ൌ 0

Mencari solusi pemisahan secara umum 

Mendefinisikan solusi: ݓ ൌ ߮ଵሺݔሻ߰ଵሺݕሻ ൅ ڮ ൅ ߮௡ሺݔሻ߰௡ሺݕሻ 

Substitusikan ke persamaan awal 

Menuliskan kembali persamaan diferensial fungsional 

Memakai splitting prosedure 

Diperoleh: (i) persamaan fungsional, (ii)menentukan sistem persamaan diferensial biasa

Perlakukan persamaan fungsional (i) 

Menyelesaikan persamaan fungsional: ΦଵሺݔሻΨଵሺݕሻ ൅ ڮ ൅ Φ௞ሺݔሻΨ௞ሺݕሻ ൌ 0 

Substitusikan Φ௠Ψ୫ pada sistem yang 
telah ditentukan (ii) 

Menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa yang telah ditentukan  

Memperoleh ߮௠ dan ߰௠ dari sistem persamaan 
diferensial biasa yang telah ditentukan 

Menuliskan kembali solusi pemisahan secara umum dari persamaan awal 



33 
 

b. Solusi dari persamaan fungsional sederhana dan aplikasinya 

1. persamaan fungsional 

ΦଵΨଵ ൅ ΦଶΨଶ ൅ ΦଷΨଷ ൌ 0  (2.30)

dengan Φ௜ adalah semua fungsi dari argumen yang sama dan Ψ௜ adalah semua fungsi 

dari argumen lainnya, yang mana mempunyai dua solusi 

Φଵ ൌ ,ଵΦଷܣ Φଶ ൌ ,ଶΦଷܣ Ψଷ ൌ െܣଵΨଵ െ ଶΨଶܣ ;  

Ψଵ ൌ ,ଵΨଷܣ Ψଶ ൌ ,ଶΨଷܣ Φଷ ൌ െܣଵΦଵ െ ଶΦଶܣ ;  
(2.31)

Sebarang konstanta diubah namanya menjadi ܣଵ ൌ ଵ,ଵܥ  dan ܣଶ ൌ ଶ,ଵܥ  pada solusi 

pertama, dan pada solusi kedua ܣଵ ൌ െ ଵ
஼భ,మ

 dan ܣଶ ൌ ஼భ,భ
஼భ,మ

. Fungsi dari sisi sebelah 

kanan persamaan (2.30) diasumsikan sebarang. 

2. Persamaan fungsional 

ΦଵΨଵ ൅ ΦଶΨଶ ൅ ΦଷΨଷ ൅ ΦସΨସ ൌ 0  (2.32)

dengan Φ௜ semua fungsi dari argumen yang sama dan Ψ௜ adalah semua fungsi dari 

argumen lainnya, mempunyai solusi 

Φଵ ൌ ଵΦଷܣ ൅ ,ଶΦସܣ Φଶ ൌ ଷΦଷܣ ൅   ;ସΦସܣ

Ψଷ ൌ െܣଵΨଵ െ ,ଷΨଶܣ Ψସ ൌ െܣଶΨଵ െ ସΨଶܣ ;  
(2.33)

bergantung pada empat konstanta sebarang ܣଵ, … , .ସܣ  Lihat solusi (2.29) dengan 

݇ ൌ 4, ݉ ൌ 2, ଵ,ଵܥ ൌ ,ଵܣ ଵ,ଶܥ ൌ ,ଶܣ ଶ,ଵܥ ൌ ଶ,ଶܥ ଷ danܣ ൌ  .ସܣ

Fungsi dari sisi kanan persamaan (2.31) diasumsikan sebarang. 
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Persamaan (2.32) juga mempunyai dua solusi yang lain 

Φଵ ൌ ,ଵΦସܣ Φଶ ൌ ,ଶΦସܣ Φଷ ൌ ଷΦସܣ , Ψସ ൌ

െܣଵΨଵ െ ଶΨଶܣ െ   ; ଷΨଷܣ

Ψଵ ൌ ,ଵΨସܣ Ψଶ ൌ ,ଶΨସܣ Ψଷ ൌ , ଷΨସܣ Φସ ൌ

െܣଵΦଵ െ ଶΦଶܣ െ ଷΦଷܣ ;  

(2.34)

yang melibatkan tiga konstanta sebarang. Pada solusi pertama ܣଵ ൌ ,ଵ,ଵܥ ଶܣ ൌ

ଷܣ ଶ,ଵ, danܥ ൌ ଵܣ ଷ,ଵ dan di solusi keduaܥ ൌ െ ଵ
஼భ,య

, ଶܣ ൌ ଷܣ ଵ,ଷ danܥ/ଵ,ଵܥ ൌ ஼భ,మ
஼భ.య

. 

Solusi (2.34) terkadang disebut degenerated, untuk menegaskan fakta bahwa solusi 

(2.34) memuat lebih sedikit konstanta sebarang daripada solusi (2.33). 

Contoh 5: 

Persamaan nonlinear 

డమ௪
డ௫డ௧

൅ ቀడ௪
డ௫

ቁ
ଶ

െ ݓ డమ௪
డ௫మ ൌ ߥ డయ௪

డ௫య   (2.35)

dicari solusi analitik dari bentuk 

ݓ ൌ ߮ሺݐሻߠሺݔሻ ൅ ߰ሺݐሻ  (2.36)

Substitusi (2.36) ke dalam persamaan (2.35) sehingga menghasilkan 

߮௧
ᇱߠ௫

ᇱ െ ௫௫ߠ߰߮
ᇱᇱ ൅ ߮ଶሾሺߠ௫

ᇱ ሻଶ െ ௫௫ߠߠ
ᇱᇱ ሿ െ ௫௫௫ߠ߮ߥ

ᇱᇱᇱ ൌ 0 

Persamaan diferensial fungsional ini dapat dikurangi ke persamaan (2.32) dengan 

Φଵ ൌ ߮௧
ᇱ , Φଶ ൌ ߮߰, Φଷ ൌ ߮ଶ, Φସ ൌ ,߮ߥ   

Ψଵ ൌ ௫ߠ
ᇱ , Ψଶ ൌ െߠ௫௫

ᇱᇱ , Ψଷ ൌ ሺߠ௫
ᇱ ሻଶ െ ௫௫ߠߠ

ᇱᇱ , Ψସ ൌ െߠ௫௫௫
ᇱᇱᇱ   

(2.37)
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Substitusi (2.37) ke persamaan (2.33) diperoleh sistem persamaan 

߮௧
ᇱ ൌ ଵ߮ଶܣ ൅ ,߮ߥଶܣ ߮߰ ൌ ଷ߮ଶܣ ൅ ,߮ߥସܣ ሺߠ௫

ᇱ ሻଶ െ ௫௫ߠߠ
ᇱᇱ ൌ

െܣଵߠ௫
ᇱ ൅ ௫௫ߠଷܣ

ᇱᇱ ,    

௫௫௫ߠ
ᇱᇱᇱ ൌ ௫ߠଶܣ

ᇱ െ ௫௫ߠସܣ
ᇱᇱ   

Ini dapat ditunjukkan bahwa dua persamaan terakhir di (2.37) adalah konsisten jika 

dan hanya jika fungsi ߠ dan turunannya bergantung linear. 

௫ߠ
ᇱ ൌ ߠଵܤ ൅ ଶ  (2.38)ܤ

enam konstanta ܤଵ, ,ଶܤ ,ଵܣ ,ଶܣ ,ଷܣ dan ܣସ harus memenuhi tiga kondisi 

ଵܣଵሺܤ ൅ ଶܤ െ ଵሻܤଷܣ ൌ 0,   

ଵܣଶሺܤ ൅ ଶܤ െ ଵሻܤଷܣ ൌ 0,    

ଵܤ
ଶ ൅ ଵܤସܣ െ ଶܣ ൌ 0  

(2.39)

Integralkan (2.38) sehingga menghasilkan 

ߠ ൌ ቊ
ଷܤ expሺܤଵݔሻ െ ஻మ

஻భ
, ݆݅݇ܽ ଵܤ ് 0

ݔଶܤ ൅ ,ଷܤ ݆݅݇ܽ ଵܤ ൌ 0
  (2.40)

dengan ܤଷ adalah sebarang konstanta. 

Dua persamaan pertama di (2.38) menyebabkan ߮ dan ߰: 

߮ ൌ ቐ

஺మఔ
஼ ୣ୶୮ሺି஺మఔ௧ሻି஺భ

, ݆݅݇ܽ ଶܣ ് 0

െ ଵ
஺భ௧ା஼

, ݆݅݇ܽ ଶܣ ൌ 0
߰ ൌ ଷ߮ܣ ൅ (2.41)  ߥସܣ

dengan ܥ adalah sebarang konstanta. 

Formula (2.40), (2.41) dengan relasi (2.39) mengarahkan untuk menemukan solusi 

persamaan (2.35) dalam bentuk (2.36): 
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ݓ ൌ ௫ା஼భ
௧ା஼మ

൅ ,ଷܥ ଶܣ ݆ܽ݇݅ ൌ ଵܤ ൌ 0, ଶܤ ൌ െܣଵ  

ݓ ൌ ஼భ௘షഊೣାଵ
ఒ௧ା஼మ

൅ ,ߣߥ ଶܣ ݆ܽ݇݅ ൌ 0, ଵܤ ൌ െܣସ, ଶܤ ൌ െܣଵ െ   ସܣଷܣ

ݓ ൌ ଵ݁ିఒሺ௫ାఉఔ௧ሻܥ ൅ ߣሺߥ ൅ ,ሻߚ ଵܣ ݆ܽ݇݅ ൌ ଷܣ ൌ ଶܤ ൌ 0, ଶܣ ൌ ଵܤ
ଶ ൅   ଵܤସܣ

ݓ ൌ ఔఉା஼భ௘షഊೣ

ଵା஼మ௘^ିఔఒఉ௧
൅ ߣሺߥ െ ,ሻߚ ଵܣ ݆ܽ݇݅ ൌ ଵܤଷܣ െ ,ଶܤ ଶܣ ൌ ଵܤ

ଶ ൅   ଵܤସܣ

dengan ܥଵ, ,ଶܥ ,ଷܥ ,ߚ dan ߣ sebarang konstanta. 

Analisis dari solusi kedua persamaan (2.34) dari persamaan fungsional (2.32) 

menyebabkan solusi persamaan diferensial (2.35) lebih dari dua 

ݓ ൌ
ݔ

ݐ ൅ ଵܥ
൅ ߰ሺݐሻ, ݓ ൌ ߮ሺݐሻ݁ିఒ௫ െ

߮௧
ᇱሺݐሻ

ሻݐሺ߮ߣ ൅  ߣߥ

dengan ߮ሺݐሻ dan ߰ሺݐሻ sebarang fungsi, dan ܥଵ dan ߣ adalah sebarang konstanta. 

2.7.5 Penyederhanaan Skema untuk Mengkonstruksi Solusi Pemisahan secara 

Umum 

a.     Penjelasan penyederhanaan skema 

Untuk membangun solusi analitik dari persamaan (2.18) dengan nonlinear 

kuadratik yang tidak bergantung secara eksplisit pada x (semua ௜݂ konstan), ini masuk 

akal untuk menggunakan pendekatan yang disederhanakan berikut. Seperti 

sebelumnya, dicari solusi dalam bentuk penjumlahan terbatas (2.17). Disumsikan 

bahwa sistem koordinat fungsi ሼ߮௜ሺݔሻሽ  diatur oleh persamaan diferensial linear 

dengan koefisien konstan. Solusi yang paling umum untuk persamaan tersebut adalah 

bentuk 
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߮௜ሺݔሻ ൌ ,௜ݔ ߮௜ሺݔሻ ൌ ݁ఒ೔௫, ߮௜ሺݔሻ ൌ sinሺߙ௜ݔሻ , ߮௜ሺݔሻ ൌ

cosሺߚ௜ݔሻ   
(2.42)

Rangkaian fungsi ini terhingga (dalam berbagai kombinasi) dapat digunakan 

untuk mencari solusi pemisahan (2.17), dengan ߣ௜, ௜ߙ , dan ߚ௜  dianggap sebagai 

parameter bebas. Sistem fungsi lain ሼ߮௜ሺݕሻሽ  ditentukan dengan menyelesaikan 

persamaan nonlinear karena mengganti (2.17) ke dalam persamaan yang 

dipertimbangkan. 

b. contoh konstruksi solusi analitik persamaan orde tinggi 

contoh 6: 

Persamaan lapisan batas laminar di plat yang direduksi menjadi persamaan nonlinear 

tunggal orde tiga untuk stream function: 

ݓ߲
ݕ߲

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ െ

ݓ߲
ݔ߲  

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ൌ ߥ

߲ଷݓ
ଷݕ߲   

Selanjutnya dicari solusi pemisahan secara umum dengan bentuk  

,ݔሺݓ ሻݕ ൌ ሻݕሺ߰ݔ ൅  ሻݕሺߠ

 

2.8 Metode Pemisahan Variabel Fungsional 

2.8.1 Struktur penyelesaian terpisah fungsional 

Misalkan persamaan linear untuk ݓ ൌ ,ݔሺ ݓ ሻݕ  yang diperoleh dari 

persamaan linear matematika fisika untuk ݖ ൌ ,ݔሺ ݖ  ሻ dengan perubahan nonlinearݕ

dalam variabel ݓ ൌ ሻݖሺܨ . Kemudian jika persamaan linear untuk ݖ  mempunyai 
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solusi terpisah, persamaan nonlinear yang ditransformasikan untuk ݓ  akan 

mempunyai penyelesaian analitik dari bentuk 

,ݔሺݓ ሻݕ ൌ ݖ ሻ, dimanaݖሺܨ ൌ ∑ ߮௠ሺݔሻ߰௠ሺݕሻ.௡
௠ୀଵ   (2.43)

Perlu dicatat bahwa banyak persamaan diferensial nonlinear yang tidak dapat 

direduksi menjadi persamaan linear yang memiliki penyelesaian analitik dari bentuk 

(2.43) juga. Penyelesaian-penyelesaian tersebut disebut penyelesaian terpisah 

fungsional. Secara umum, fungsi-fungsi ߮௠ሺݔሻ, ߰௠ሺݕሻ, dan ܨሺݖሻ pada (2.64) tidak 

diketahui sebelumnya dan harus diidentifikasi. 

Persamaan diferensial fungsional yang dihasilkan dari substitusi (2.43) dalam 

persamaan diferensial parsial asli direduksi ke bentuk persamaan fungsional bilinear 

standar. Dalam pemisahan variabel fungsional, mencari solusi dalam bentuk ݓ ൌ

ሻݔሺ߮ሺܨ ൅ ߰ሺݕሻሻ dan ݓ ൌ  ሻሻ menghasilkan hasil yang setara, karena duaݕሻ߰ሺݔሺ߮ሺܨ

bentuk adalah ekivalen secara fungsional. Maka dari itu, kita punya ܨሺ߮ሺݔሻ߰ሺݕሻሻ ൌ

ሻݔሺ߮ሺܨ ൅ ߰ሺݕሻሻ , dimana ܨଵሺݖሻ ൌ ሺ݁௭ሻܨ , ߮ଵሺݔሻ ൌ ln ߮ሺݔሻ , dan ߰ଵሺݕሻ ൌ ln ߰ሺݕሻ . 

Dalam mengkonstruksi solusi pemisahan fungsional dengan bentuk ݓ ൌ ሻݔሺ߮ሺܨ ൅

߰ሺݕሻሻ , diasumsikan bahwa ߮  dan ߰  bukan konstanta. Fungsi ܨሺݖሻ  bisa dihitung 

dengan persamaan diferensial biasa atau dengan overdetermined system dari 

persamaan, keduanya mungkin dipakai. 
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2.8.2 Penyelesaian Terpisah Fungsional Khusus   

Untuk mempermudah analisis, beberapa dari fungsi di (2.43) bisa di singkat 

sebuah priori dan fungsi yang lain yang akan didefinisikan. Ini disebut sebuah 

penyelesaian pemisahan fungsional khusus. Lihat kembali pemisahan fungsional 

khusus dari bentuk (2.43) dalam kasus khusus dengan komposit argumen adalah 

linear di salah satu variabel bebas (misal: di ݔ). Disubstitusikan (2.43) ke persamaan 

yang dipelajari dan mengeliminasi ݔ  menggunakan ekspresi dari ݖ  untuk 

mendapatkan persamaan diferensial fungsional dengan dua argumen.  

Berikut adalah solusi sederhana pemisahan fungsional dari bentuk khusus (ݔ 

dan ݕ dapat ditukar) 

ݓ ൌ ݖ   ,ሻݖሺܨ ൌ ߰ଵሺݕሻݔ ൅ ߰ଶሺݕሻ   (ݖ adalah linier di ݔ); 

ݓ ൌ ݖ   ,ሻݖሺܨ ൌ ߰ଵሺݕሻݔଶ ൅ ߰ଶሺݕሻ  (ݖ adalah kuadratik di ݔ); 

ݓ ൌ ݖ   ,ሻݖሺܨ ൌ ߰ଵሺݕሻ݁ఒ௫ ൅ ߰ଶሺݕሻ   (ݖ memuat eksponensial ݔ). 

Solusi pertama disebut solusi traveling-wave umum. Dalam rumus terakhir, 

݁ఒ௫  dapat diganti dengan ݄ܿݏ݋ሺܽݔ ൅  ܾሻ, ൅ ݔሺ݄ܽ݊݅ݏ  ܾሻ, atau ݊݅ݏሺܽݔ ൅  ܾሻ untuk 

mendapatkan 3 modifikasi yang lain. 

Setelah mensubstitusikan sembarang pernyataan diatas ke persamaan dasar, 

harus dihilangkan ݔ  dengan bantuan pernyataan ݖ . Ini akan menghasilkan sebuah 

persamaan diferensial fungsional dengan dua argument, ݕ dan ݖ. 
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2.9 Persamaan Linier Homogen dengan Koefisien Konstan 

Suatu persamaan diferensial linier homogen orde dua dengan koefisien 

konstan 

ᇱᇱݕܽ ൅ ᇱݕܾ ൅ ݕܿ ൌ 0 (2.44) 

dengan ܽ, ܾ, ܿ adalah konstanta real dan ܽ ് 0, maka solusi umum dari persamaan 

(2.64) adalah 

ݕ ൌ ܿଵݕଵ ൅ ܿଶݕଶ 

dengan ܿଵdan ܿଶ konstan. 

Selanjutnya jika ݕ ൌ ݁௥௫ disubstitusikan ke persamaan (2.44) maka diperoleh 

ଶ݁௥௫ݎܽ ൅ ௥௫݁ݎܾ ൅ ܿ݁௥௫ ൌ 0  

݁௥௫ሺܽݎଶ ൅ ݎܾ ൅ ܿሻ ൌ 0 . 

Karena ݁௥௫  tidak mungkin dama dengan nol, maka persamaan diatas dapat dibagi 

dengan ݁௥௫, sehingg kita peroleh 

ଶݎܽ ൅ ݎܾ ൅ ܿ ൌ 0 (2.45) 

Akibatnya ݕ ൌ ݁௥௫  adalah solusi untuk persamaan (2.44) jika dan hanya jika ݎ 

memenuhi persamaan (2.45). Persamaan (2.45) disebut auxiliary equation  yang 

dihubungkan dengan persamaan homogen. 

Disini auxiliary equation adalah kuadratik, dan akar-akarnya adalah sebagai berikut: 

ଵݎ ൌ
െܾ ൅ √ܾଶ െ 4ܽܿ

2ܽ , dan  ݎଶ ൌ
െܾ െ √ܾଶ െ 4ܽܿ

2ܽ  
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Ketika ܾଶ െ 4ܽܿ ൐ 0, akar ݎଵ dan ݎଶ adalah real dan nyata. Jika ܾଶ െ 4ܽܿ ൌ 0, maka 

akar-akarnya real dan sama. Ketika ܾଶ െ 4ܽܿ ൏ 0  maka akar-akarnya adalah 

bilangan kompleks konjugat. 

Jika auxiliary equation mempunyai akar-akar real yang berbeda (distinct real 

roots) yaitu akar-akar real ݎଵ  dan ݎଶ , maka ݁௥భ௫ dan ݁௥మ௫  adalah solusi untuk 

persamaan (2.44). Oleh karena itu, solusi umum dari persamaan (2.44) adalah 

ሻݔሺݕ ൌ ܿଵ݁௥భ௫ ൅ ܿଶ݁௥మ௫ 

dengan ܿଵdan ܿଶ konstan. 

Jika auxiliary equation mempunyai akar kembar (repeated root) yaitu ݎ, maka 

solusi untuk persamaan (2.44) adalah  ݁௥௫ dan ݁ݔ௥௫, dan solusi umumnya adalah 

ሻݔሺݕ ൌ ܿଵ݁௥௫ ൅ ܿଶ݁ݔ௥௫ 

dengan ܿଵ dan ܿଶ konstan. 

Jika auxiliary equation mempunyai akar-akar kompleks (complex conjugate 

roots) yaitu ߙ േ  maka solusi untuk persamaan (2.45) adalah ,ߚ݅

݁ఈ௫ cos ݔߚ   dan  ݁ఈ௫ sin  ݔߚ

dan solusi umumnya adalah 

ሻݔሺݕ ൌ ܿଵ݁ఈ௫ cos ݔߚ ൅ ܿଶ݁ఈ௫ cos  ݔߚ

dengan ܿଵ dan ܿଶ konstan (Nagle, 1993:153-162). 
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2.10 Konstruksi Persamaan Saint Venant 2D 

Pandang persamaan Navier-Stokes 

ݑ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݑ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݑ߲
ݕ߲ ൌ െ

݌߲
ݔ߲ ൅ ߥ ቈ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݑ
 ଶ቉ݕ߲

(2.46)

ݒ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݒ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݒ߲
ݕ߲ ൌ െ

݌߲
ݕ߲ ൅ ߥ ቈ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݒ
 ଶ቉ݕ߲

(2.47)

dan persamaan kontinuitas 

ݑ߲
ݔ݀ ൅

ݒ߲
ݕ݀ ൌ 0 

(2.48)

Selanjutnya akan dikonstruksi kondisi kinematik permukaan perairan dengan 

fungsi permukaan perairan ݖ ൌ ,ݔሺߟ ,ݕ   .ሻݐ

 

 

 

 

 

 

     Gambar 2.2: Penampang gelombang perairan dangkal  

Erich Zauderer (2006) dalam bukunya yang berjudul “Partial Differential 

Equations of Applied Mathematics” menyebutkan bahwa: 

Distribusi probabilitas ݒሺݔ,  ሻ memenuhi persamaan diferensialݐ

,ݔሺݒ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺݒ݌ െ ,ߜ ሻݐ ൅ ݔሺݒݍ ൅ ,ߜ  ሻݐ

Free surface (ߟ)

River bottom (െ݄)
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Persamaan ini menyebutkan bahwa probabilitas partikel di ݔ  pada saat ݐ ൅ ߬ sama 

dengan probabilitas partikel di ݔ െ ߜ  pada saat ݐ  dikalikan dengan probabilitas ݌ 

yang berpindah ke kanan ditambah dengan probabilitas partikel di ݔ ൅  ݐ pada saat ߜ

dikalikan dengan probabilitas ݍ  yang berpindah ke kanan, sehingga distribusi 

probabilitas permukaan perairan ߟሺݔ, ,ݕ  ሻ dapat dinyatakan sebagai berikutݐ

,ݔሺߟ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺߟ݌ െ ,ߜ ሻݕ ൅ ݔሺߟ݃ ൅ ,ߜ  ሻݕ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ݌ ቂߟሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௫ሺߟߜ ሻݕ ൅ ଵ
ଶ

,ݔ௫௫ሺߟଶߜ ሻቃݕ ൅  

ݍ ൤ߟሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔ௫௫ሺߟଶߜ  ሻ൨ݕ

atau 

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ሺ݌ ൅ ݍ െ 1ሻߟሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݍ െ ,ݔ௫ሺߟߜሻ݌ ሻݕ ൅
1
2 ሺ݌ ൅ ,ݔ௫௫ሺߟଶߜሻݍ  ሻݕ

Dengan asumsi bahwa probabilitas ݌ ൅ ݍ ൌ 1, maka bentuk terakhir dapat ditulis  

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ሺݍ െ ,ݔ௫ሺߟߜሻ݌ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔ௫௫ሺߟଶߜ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ
ሺݍ െ ሻ݌

߬ ,ݔ௫ሺߟߜ ሻݕ ൅
1
2

ଶߜ

߬ ,ݔ௫௫ሺߟ  ሻݕ

Dengan asumsi ݍ െ ݌ ൎ 0 dan limఋ՜଴,ఛ՜଴ 
ఋ
ఛ

ൌ ߛ ൌ  maka ,ݑ

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟݑ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟݑ  ሻݕ
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Sehingga diperoleh distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel 

berada di  ݔ െ ,ߜ ݔ dan ݐ pada saat ݕ ൅ ,ߜ  yaitu ,ݐ pada saat ݕ

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟݑ ሻ (2.49)ݕ

Selanjutnya, distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel 

berada di  ݔ, ݕ െ ,ݔ dan ݐ pada saat ߜ ݕ ൅  ݐ pada saat ߜ

,ݔሺߟ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ,ݔሺߟ݌ ݕ െ ሻߜ ൅ ,ݔሺߟ݃ ݕ ൅  ሻߜ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ݌ ൤ߟሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௬ሺߟߜ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔ௬௬ሺߟଶߜ ሻ൨ݕ ൅ 

ݍ     ቂߟሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߟߜ ሻݕ ൅ ଵ
ଶ

,ݔ௬௬ሺߟଶߜ  ሻቃݕ

atau 

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ሺ݌ ൅ ݍ െ 1ሻߟሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݍ െ ,ݔ௬ሺߟߜሻ݌ ሻݕ ൅
1
2 ሺ݌ ൅ ,ݔ௬௬ሺߟଶߜሻݍ  ሻݕ

Dengan asumsi bahwa probabilitas ݌ ൅ ݍ ൌ 1, maka bentuk terakhir dapat ditulis  

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ሺݍ െ ,ݔ௬ሺߟߜሻ݌ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔ௬௬ሺߟଶߜ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ
ሺݍ െ ሻ݌

߬ ,ݔ௬ሺߟߜ ሻݕ ൅
1
2

ଶߜ

߬ ,ݔ௬௬ሺߟ  ሻݕ

Dengan asumsi ݍ െ ݌ ൎ 0 dan limఋ՜଴,ఛ՜଴ 
ఋ
ఛ

ൌ ߛ ൌ  maka ,ݒ

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺߟݒ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺߟݒ  ሻݕ
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Sehingga diperoleh distribusi probabilitas permukaan perairan pada saat partikel 

berada di  ݔ, ݕ െ ,ݔ dan ݐ pada saat ߜ ݕ ൅  yaitu ,ݐ pada saat ߜ

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺߟݒ ሻ (2.50)ݕ

Sehingga penjumlahan persamaan (2.49) dan (2.50) adalah 

,ݔ௧ሺߟ2 ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߟݒ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ
ݑ
2 ,ݔ௫ሺߟ ሻݕ ൅

ݒ
2 ,ݔ௬ሺߟ  ሻݕ

ݖ݀ ൌ ,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟ௦ݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߟ௦ݒ ሻ (2.51)ݕ

Sehingga diperoleh persamaan (2.51) yang merupakan kondisi kinematik di 

permukaan. 

Setelah kondisi kinematik di permukaan sudah didapatkan, selanjutnya akan 

dikonstruksi kondisi batas di dasar perairan dengan fungsi ݖ ൌ െ݄ሺݔ,  ሻ. Kondisiݕ

batas di dasar perairan didapatkan serupa dengan kondisi kinematik di permukaan. 

Distribusi probabilitas ݖ pada saat berada di ݔ െ ,ߜ ݐ pada saat ݕ  dan ݔ ൅ ,ߜ  pada ݕ

saat ݐ 

െ݄ሺݔ, ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ െ݌ሾ݄ሺݔ െ ,ߜ ሻሿݕ െ ݃ሾ݄ሺݔ ൅ ,ߜ  [ሻݕ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

െሾ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ݄߬௧ሺݔ, ሻሿݕ ൌ െ݌ ൤݄ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݄ߜ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔଶ݄௫௫ሺߜ ሻ൨ݕ െ 

ݍ     ቂ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺ݄ߜ ሻݕ ൅ ଵ
ଶ

,ݔଶ݄௫௫ሺߜ  ሻቃݕ
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atau 

െ݄߬௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെ݌ െ ݍ ൅ 1ሻ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ሺ݌ െ ,ݔ௫ሺ݄ߜሻݍ ሻݕ ൅
1
2 ሺെ݌ െ ,ݔଶ݄௫௫ሺߜሻݍ  ሻݕ

yakni 

െ݄߬௧ሺݔ, ሻݕ ൌ െሺݍ െ ,ݔ௫ሺ݄ߜሻ݌ ሻݕ ൅ ሺെ1ሻ
1
2 ,ݔଶ݄௫௫ሺߜ  ሻݕ

sehingga 

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ
െሺݍ െ ሻ݌

െ߬ ,ݔ௫ሺ݄ߜ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

Dengan asumsi ݍ െ ݌ ൎ 0 dan limఋ՜଴,ఛ՜଴ 
ఋ
ఛ

ൌ  maka ,(ݔ kecepatan di) ݑ

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺ݄ݑ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

yakni 

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௫ሺݑ  ሻݕ

Sehingga diperoleh distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di  

ݔ െ , ߜ ݔ dan ݐ pada saatݕ ൅ , ߜ  yaitu ,ݐ pada saatݕ

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௫ሺݑ ሻ (2.52)ݕ

Distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di  ݔ, ݕ െ   ߜ

pada saat ݐ dan ݔ , ݕ ൅  ݐ pada saat ߜ

െ݄ሺݔ, ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ െ݌ሾ݄ሺݔ, ݕ െ ሻሿߜ െ ݃ሾ݄ሺݔ, ݕ ൅  [ሻߜ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

െሾ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ݄߬௧ሺݔ, ሻሿݕ ൌ െ݌ ൤݄ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௬ሺ݄ߜ ሻݕ ൅
1
2 ,ݔଶ݄௬௬ሺߜ ሻ൨ݕ െ 

ݍ     ቂ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݄ߜ ሻݕ ൅ ଵ
ଶ

,ݔଶ݄௬௬ሺߜ  ሻቃݕ
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atau 

െ݄߬௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെ݌ െ ݍ ൅ 1ሻ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ሺ݌ െ ,ݔ௬ሺ݄ߜሻݍ ሻݕ ൅
1
2 ሺെ݌ െ ,ݔଶ݄௬௬ሺߜሻݍ  ሻݕ

yakni 

െ݄߬௧ሺݔ, ሻݕ ൌ െሺݍ െ ,ݔ௬ሺ݄ߜሻ݌ ሻݕ ൅ ሺെ1ሻ
1
2 ,ݔଶ݄௬௬ሺߜ  ሻݕ

sehingga 

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ
െሺݍ െ ሻ݌

െ߬ ,ݔ௬ሺ݄ߜ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

Dengan asumsi ݍ െ ݌ ൎ 0 dan limఋ՜଴,ఛ՜଴ 
ఋ
ఛ

ൌ  maka ,(ݕ kecepatan di) ݒ

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺ݄ݒ ሻݕ ൅  ଶሻߜሺܧ

yakni 

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௬ሺݒ  ሻݕ

Sehingga diperoleh distribusi probabilitas dasar perairan pada saat partikel berada di  

,ݔ ݕ െ ,ݔ dan ݐ pada saat ߜ ݕ ൅  yaitu ݐ pada saat ߜ

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௬ሺݒ ሻ (2.53)ݕ

Selanjutnya penjumlahan persamaan (2.52) dan (2.53) adalah 

2݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺെ݄ሻ௫ሺݑ ሻݕ ൅ ,ݔሺെ݄ሻ௬ሺݒ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௫ሺ݄ݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݄ݒ ሻݕ ൌ 0 
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Sehingga diperoleh kondisi batas di dasar perairan sebagai berikut 

௕݄௫ݑ ൅ ௕݄௬ݒ ൌ 0 (2.54)

Dalam hal ini, ݄ሺݔ,  .ሻ adalah kedalaman perairanݕ

Selanjutnya akan dilakukan pengintegralan fungsi kontinu. Dalam hal ini 

ݖ ൌ ,ݔሺߟ ,ݕ ݖ ሻ, makaݐ ൌ ,ሻݐሺݔሺߟ  ሻሻ. Selanjutnya berdasarkan kondisi kinematik diݐሺݕ

permukaan (2.51) dan kondisi batas di dasar perairan (2.54), maka 

௕݄௫ݑ ൅ ௕݄௬ݒ ൌ 0 

yakni 

֞ ௕ሺെ݄ሻ௫ݑ ൅ ௕ሺെ݄ሻ௬ݒ ൌ 0 

Pinch (1992:37) dalam buku yang berjudul “Optimal Control and The 

Calculus of Variations” menyebutkan bahwa  

න ൬ߟ
߲݂
ݔ߲ ൅ ሶߟ

߲݂
ሶ൰ݔ߲ ݐ݀

௧భ

௧బ

 

dapat diselesaikan dengan mengintegralkan masing-masing ditambahkan dengan 

kondisi batasnya sehingga 

න ሶߟ
߲݂
ሶݔ߲ ݐ݀ ൌ ൤ߟ

߲݂
൨ฬݔ߲

ଵݐ
଴ݐ

௧భ

௧బ

െ න ߟ
߲
ݐ߲ ൬

߲
ሶ൰ݔ߲ ݐ݀

௧భ

௧బ

 

Akibatnya, integral fungsi kontinu 

න
ݑ߲
ݔ݀ ൅ න

ݒ߲
ݕ݀

ఎ

ି௛

ఎ

ି௛
ൌ න 0 

ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
െ ௫ߟ௦ݑ ൅ ௕ሺെ݄ሻ௫ݑ ൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
െ ௬ߟ௦ݒ ൅ ௕ሺെ݄ሻ௬ݒ ൌ 0 
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ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
െ ௫ߟ௦ݑ െ ௬ߟ௦ݒ ൅ ௕ሺെ݄ሻ௫ݑ ൅ ௕ሺെ݄ሻ௬ݒ ൌ 0 

ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
െ ௫ߟ௦ݑ െ ௬ߟ௦ݒ ൅ 0 ൌ 0 

ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
െ ௧ߟ ൌ 0 

(2.55)

Selanjutnya ditentukan fungsi tekanan di permukaan maupun di dasar 

perairan. Tekanan di perairan di pengaruhi oleh tekanan atmosfir ሺ݌௔ሻ, gaya gravitasi 

bumi terhadap permukaan ሺ݃ሻ dan gaya gravitasi bumi terhadap dasar. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3: Ilustrasi tekanan atmosfer dan gaya gravitasi 

Dalam hal ini ݃ሺ݄ሺݔ,   ሻሻ dapat diabaikan sehinggaݕ

,ݔሺ݌ ሻݕ ൎ ,ݔ௔ሺ݌ ሻݕ ൅ ݃ሺߟሺݔ,  ሻሻݕ

Dengan ݌௔ሺݔ, ,ݔ௔ሺ݌ ሻ adalah suatu konstanta, akibatnya jika dianggapݕ ሻݕ ൌ

,଴ݔሺ݌ ଴ሻݕ ൎ 0 maka ݌ሺݔ, ሻݕ ൎ ݃ሺߟሺݔ,  ሻሻݕ

,ݔ௔ሺ݌ ሻݕ

݃ሺߟሺݔ, ሻሻݕ

݃ሺ݄ሺݔ, ሻሻݕ
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Sehingga distribusi probabilitas ݌ pada saat partikel berada di ݔ ൅ ,ߜ  ݐ pada saat ݕ

dan distribusi probabilitas ߟ  pada saat partikel berada di ݔ ൅ ,ߜ ݕ  pada saat ݐ 

dikalikan ݃ adalah sama. 

ݔሺ݌ ൅ ,ߜ ሻݕ ൌ ݃ሾߟሺݔ ൅ ,ߜ  ሻሿݕ

Bentuk di atas dapat diuraikan menjadi 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃ሾߟሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜ  ሻሿݕ

atau 

,ݔ௫ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃൫ߟሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜ݃  ሻݕ

Karena ߟሺݔ, ,ݔሺ݌ ሻ danݕ  ሻ dianggap sama, makaݕ

,ݔ௫ሺ݌ ሻݕ ൌ ݃ ൤
ߜ
ߜ ,ݔ௫ሺߟ  ሻ൨ݕ

sehingga 

,ݔ௫ሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟ݃ ሻ (2.56)ݕ

Begitu juga distribusi probabilitas ݌ pada saat partikel berada di ݔ, ݕ ൅  ݐ pada saat ߜ

dan distribusi probabilitas ߟ  pada saat partikel berada di ݔ, ݕ ൅ ߜ  pada saat ݐ 

dikalikan ݃ adalah sama. 

,ݔሺ݌ ݕ ൅ ሻߜ ൌ ݃ሾߟሺݔ, ݕ ൅  ሻሿߜ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃ሾߟሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߟߜ  ሻሿݕ

atau 

,ݔ௬ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃൫ߟሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺߟߜ݃  ሻݕ
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Karena ݃൫ߟሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌  ሻ dianggap sama, makaݕ

,ݔ௬ሺ݌ ሻݕ ൌ ݃ ൤
ߜ
ߜ ,ݔ௬ሺߟ  ሻ൨ݕ

sehingga 

,ݔ௬ሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔ௬ሺߟ݃ ሻ (2.57)ݕ

Persamaan (2.56) dan (2.57) Navier-Stokes menjadi: 

ݑ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݑ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݑ߲
ݕ߲ ൌ െ݃ߟ௫ ൅ ߥ ቈ

߲ଶݑ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݑ
 ଶ቉ݕ߲

(2.58)

ݒ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݒ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݒ߲
ݕ߲ ൌ െ݃ߟ௬ ൅ ߥ ቈ

߲ଶݒ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݒ
 ଶ቉ݕ߲

(2.59)

Selanjutnya konstruksi kondisi tangensial stress di ݔ dan di ݕ (kondisi tekanan 

permukaan). Jika diasumsikan permukaan air laminer/flat horizontal, maka bentuk 

tekanan di batas searah ݔ dan ݕ (stress boundary conditions): 

 

Gambar 2.4: Kondisi tekanan di permukaan perairan 

Akibatnya tekanan searah ݔ adalah ߟݑ௫ ൌ ௧ߟ െ  ௬ߟݒ

Artinya ݑ௫ߟ௫ ൌ ௧ߟ െ ௬ߟ௬ݒ ൌ ,ଵݔ௫ሺ݌ ଵሻݕ െ ,଴ݔ௔ሺ݌ ଴ሻݕ ൌ ௔ݑ| െ  |௦ݑ
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Sehingga diperoleh kondisi tangensial stress di ݔ 

௫ߟ௫ݑ ൌ ௔ݑ|ሺ்ߛ െ  ௦|ሻݑ

Tekanan searah ݕ adalah ߟݒ௬ ൌ ௧ߟ െ  ௫ߟݒ

artinya ݒ௬ߟ௬ ൌ ௧ߟ െ ௫ߟ௫ݑ ൌ ,ଵݔ௬ሺ݌ ଵሻݕ െ ,଴ݔ௔ሺ݌ ଴ሻݕ ൌ ௔ݒ| െ  |௦ݒ

Sehingga diperoleh kondisi tangensial stress di ݕ: 

௬ߟ௬ݒ ൌ ௔ݒ|்ߛ െ  |௦ݒ

Maka  

ߥ ቂడమ௨
డ௫మ ൅ డమ௨

డ௬మቃ ൌ ߥ ቂሺݑ௫ሻ௫ ൅ ൫ݒ௬൯
௬

ቃ  

                      ൌ ௫ሻ௫ݑሺߥ ൅ ௬൯ݒ൫ߥ
௬

  

                      ൌ ௔ݑ|ሺ்ߛ െ ௦|ሻݑ ൅ ௔ݒ|்ߛ െ  |௦ݒ

Selanjutnya ditentukan kondisi batas untuk tekanan di dasar perairan. Pada daerah 

dasar perairan, tekanan/stress hanya dipengaruhi oleh gaya gravitasi bumi. 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ݃ሺെ݄ሺݔ,  ሻሻݕ

atau 

,ݔሺ݌ ሻݕ െ  ݃൫െ݄ሺݔ, ሻ൯ݕ ൌ 0 

Sehingga stress searah ݔ dan ݕ adalah 

ݔሺ݌ ൅ ,ߜ ሻݕ ൌ ݃൫െ݄ሺݔ ൅ ,ߜ  ሻ൯ݕ

,ݔሺ݌ ݕ ൅ ሻߜ ൌ ݃൫െ݄ሺݔ, ݕ ൅  ሻ൯ߜ

Untuk stress searah sumbu ݔ: 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃ሺെ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺെ݄௫ሻሺߜ  ሻሻݕ
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atau 

,ݔ௫ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ  ݃൫െ݄ሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔሺെ݄௫ሻሺߜ  ሻݕ

Karena ݃൫െ݄ሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ 0  

Maka ݌௫ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݄௫ሺݔ,  ሻݕ

Untuk stress searah sumbu ݕ: 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ ݃ሺെ݄ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ൫െ݄௬൯ሺߜ  ሻሻݕ

atau 

,ݔ௬ሺ݌ߜ ሻݕ ൌ  ݃൫െ݄ሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݔ൫െ݄௬൯ሺߜ  ሻݕ

Karena ݃൫െ݄ሺݔ, ሻ൯ݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ 0  

maka ݌௬ሺݔ, ሻݕ ൌ െ݄௬ሺݔ,  ሻݕ

Kondisi tekanan di dasar perairan dapat diilustrasikan dalam gambar di bawah ini: 

 

Gambar 2.5: Kondisi tekanan di dasar perairan 

yaitu 

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௫ሺݑ  ሻݕ

݄௧ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔ௕݄௬ሺݒ  ሻݕ

௕݄௫ݑ ൅ ௕݄௬ݒ ൌ 0 
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Artinya stress searah sumbu ݔ di dasar hanya dipengaruhi kecepatan di dasar 

௫ݑ ൌ  ௕ݑ

sehingga fungsi stress searah ݔ adalah: 

௫݄௫ݑ ൌ  ௕ሻݑ஻ሺߛ

Selanjutnya  

௬ݒ ൌ  ௕ݒ

Artinya fungsi stress searah ݕ adalah: 

௬݄௬ݒ ൌ  ௕ሻݒ஻ሺߛ

Sehingga kondisi batas di dasar perairan 

௫݄௫ݑ ൌ ௬݄௬ݒ ௕ሻ danݑ஻ሺߛ ൌ  ௕ሻݒ஻ሺߛ

 Selanjutnya the laterally/depth shallow water equation (konstruksi persamaan 

di sepanjang ݔ dan sepanjang ݕ perairan dangkal) adalah sebagai berikut. 

a) Konstruksi persamaan lateral/searah ݔ 

 

 

 

 

 

Gambar 2.6: Pergerakan partikel pada batas kiri dan kanan 

 

 

݈ሺݔ,  ሻݕ ,ݔሺݎ  ሻݕ

,ݔሺܤ ሻݕ ൌ |݈ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔሺݎ  |ሻݕ
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Konstruksi persamaan diferensial di ݔ di kanan 

a) ݑ௥ ൌ ݔሺݎݑ ൅ ,ߜ ሻݕ ൅ ,ݔሺݎݒ ݕ ൅  ሻߜ

yakni 

௥ݑ ൌ ,ݔ௫ሺݎݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ  ሻ......................kondisi kecepatan ke kananݕ

b) ݑ௟ ൌ ݔሺ݈ݑ െ ,ߜ ሻݕ ൅ ,ݔሺݎݒ ݕ െ  ሻߜ

yakni 

௟ݑ ൌ ,ݔ௫ሺ݈ݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݈ݒ  ሻ..........................kondisi kecepatan ke kiriݕ

b) Kondisi batas kekentalan di kiri dan kanan 

௫݈௫ݑ൫ߥ െ ௬൯ݑ ൌ  kondisi batas kekentalan di kanan.........................................ݑ௟ߛ

െߥ൫ݑ௫ݎ௫ െ ௬൯ݑ ൌ  kondisi batas kekentalan di kiri.........................................ݑ௥ߛ

c) Integral Persamaan Momentum Navier-Stokes terhadap batas kanan dan kiri 

Dengan mengasumsikan bahwa ݔଵ ൌ ,ݔሺݎ ଶݔ ሻ danݕ ൌ ݈ሺݔ, ,ݔሺܤ ,ሻݕ ሻݕ ൌ

ଶݔ| െ |ଵݔ ൌ |݈ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔሺݎ ׬ ሻ|, dan integral percepatan=kecepatan, yaituݕ డ௨
డ௫

ݖ݀ ൌ  ݑ

dan ׬ డ௨
డ௫

ݖ݀ ൌ ሾ׬  ,ሿ௫ݖ݀ݑ

Sehingga rata-rata kecepatan sepanjang ݔ adalah: 

ଵܷ ൌ
1
ܤ න ݔ݀ݑ

௫మୀ௟

௫భୀ௥
 

ܷଶ ൌ
1
ܤ න ݕ݀ݑ

௫మୀ௟

௫భୀ௥
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Rata-rata permukaan ߟ: 

ଵߟ ൌ
1
ܤ න ݔ݀ߟ

௫మ

௫భ

 

ଶߟ ൌ
1
ܤ න ݕ݀ߟ

௫మ

௫భ

 

Rata-rata kecepatan searah sumbu ݕ: 

ଵܸ ൌ
1
ܤ න ݔ݀ݒ

௟

௥
 

ଶܸ ൌ
1
ܤ න ݕ݀ݒ

௟

௥
 

Selanjutnya adalah integral ruas kiri ݔ momentum Navier-Stokes (2.58) adalah 

׬ ቂడ௨
డ௧

൅ ݑ డ௨
డ௫

൅ ݒ డ௨
డ௬

ቃ௫మୀ௟
௫భୀ௥   ݔ݀

ൌ ቀ׬ ௫మୀ௟ݔ݀ ݑ
௫భୀ௥ ቁ

௧
൅ ቀ׬ ௟ݔ݀ ݑݑ

௥ ቁ
௫

൅ ቀ׬ ௟ݔ݀ ݑݒ
௥ ቁ

௬
൅ ݈|ݑ

ݎ ቀ׬ ௟ݔ݀ ݑ
௥ ቁ

௫
൅ ݈|ݒ

ݎ ቀ׬ ௟ݔ݀ ݑ
௥ ቁ

௬
  

Karena ݒ|݈
ݎ ቀ׬ ௟ݔ݀ ݑ

௥ ቁ
௬

 diabaikan maka: 

න ൤
ݑ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݑ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݑ߲
൨ݕ߲

௫మୀ௟

௫భୀ௥

 ݔ݀

ൌ ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺ ଵܷܤ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൅ ,ݔ௫ሺݎݑ௥ൣݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ ሻݕ െ ௥൧ݑ െ

,ݔ௫ሺ݈ݑ௟ൣݑ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݈ݒ ሻݕ െ   ௟൧ݑ

ൌ ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺܤ ଵܷ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൅ ሺݑ௥ሾݎݑ௫ሺݔ, ሻݕ െ ௥ሿݑ െ ,ݔ௫ሺ݈ݑ௟ሾݑ ሻݕ െ ௟ሿሻݑ ൅

,ݔ௬ሺݎݒ௥ሾݑ ሻሿݕ െ ,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ሾݑ   ሻሿݕ
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ൌ ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺܤ ଵܷ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൅ ሾݑሺݑ௥ݎ௫ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௟݈௫ሺݑ ሻሻሿݕ െ ௥ݑ௥ݑ ൅ ௟ݑ௟ݑ ൅

,ݔ௬ሺݎݒ௥ݑൣ ሻ൧ݕ െ ,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ݑൣ   ሻ൧ݕ

ൌ ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺܤ ଵܷ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൅ ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻ݀ݔ௟
௥ ቃ

௫
൅

                 ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻሺݒ െ ଵܸሻ݀ݔ௟
௥ ቃ

௬
  

(2.60)

Selanjutnya adalah integral gradient tekanan barotropik pada ruas kanan ݔ 

momentum Navier-Stokes (2.58) adalah 

 

ݔ௟݈ሺߟ െ ,ߜ ,ݔሺߟ              ሻݕ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ               ߟ௥ݎሺݔ ൅ ,ߜ  ሻݕ

Gambar 2.7: Pergerakan partikel di ݔ momentum 

sehingga: 

,ݔሺሺߟ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺ݈ߟ െ ,ߜ ሻݕ ൅ ݔሺݎߟ ൅ ,ߜ  ሻݕ

Bentuk diatas dapat diuraikan kembali sebagai berikut: 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሾ݈ሺߟ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜ ሻሿݕ ൅ ,ݔሺݎሾߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜ  ሻሿݕ

atau 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሾ݈ሺߟ ሻݕ െ ,ݔሺݎ ሻሿݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜߟ  ሻݕ

yakni 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሺߟ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜߟ  ሻݕ

atau 

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ െ݈ߟߜ௫ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߟߜ  ሻݕ
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yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ
െߜ
߬ ,ݔ௫ሺ݈ߟ ሻݕ ൅

ߜ
߬ ,ݔ௫ሺݎߟ  ሻݕ

atau 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺ݈ߟߛ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߟߛ ׊, ሻݕ lim ఋ ՜଴
ఛ՜଴

ఋ
ఛ

ൌ  ߛ

sehingga: 

׬ ݔ݀ ௫ߟ ൌ ቀ׬ ௟ݔ݀ ߟ
௥ ቁ

௫

௟
௥ ൅ ,ݔ௧ሺߟ   ሻݕ

׬ ݔ݀ ௫ߟ ൌ ቀ׬ ௟ݔ݀ ߟ
௥ ቁ

௫

௟
௥ െ ,ݔ௟݈௫ሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎ௥ߟ   ሻݕ

               ൌ ሺߟܤଵሻ௫ െ ሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ ௫ (2.61)ݎଵሻߟ

Selanjutnya integral kekentalan pada ruas kanan ݔ momentum Navier-Stokes 

(2.60) dari kiri ke kanan adalah  

න ߥ ቈ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݑ
ଶ቉ݕ߲

௟

௥

ݔ݀  ൌ න ሾሺݑߥ௫ሻ௫ ൅ ൫ݑߥ௬൯
௬

ሿ
௟

௥
 ݔ݀

Dengan menggunakan asumsi kondisi batas kekentalan di sepanjang sumbu ݔ yaitu: 

௫݈௫ݑ൫ߥ െ ௬൯ݑ ൌ  ݑ௟ߛ

௫ݎ௫ݑሺߥ െ ௬ሻݑ ൌ  ݑ௥ߛ

Dalam hal ini 

,ݔሺݑߥ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺݎݑߥ ൅ ,ߜ ሻݕ ൅ ݔሺ݈ݑߥ െ ,ߜ  ሻݕ

Bentuk diatas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݑ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔሺݎݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔሺ݈ݑߥ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜݑߥ  ሻݕ
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atau 

,ݔሺݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݑ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔሺݎ൫ݑߥ ሻݕ െ ݈ሺݔ, ሻ൯ݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜݑߥ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜݑߥ  ሻݕ

yakni 

,ݔሺݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݑ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔሺݑߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜݑߥ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜݑߥ  ሻݕ

sehingga 

,ݔ௧ሺݑ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺݎߜݑߥ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜݑߥ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௧ሺݑߥ ሻݕ ൌ ݑߥ
ߜ
߬ ,ݔ௫ሺݎ ሻݕ െ ݑߥ

ߜ
߬ ݈௫ሺݔ,  ሻݕ

sehingga 

,ݔ௧ሺݑߥ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺݎݑߥ  ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ݑߥ  ሻݕ

Sehingga integral ruas kiri pada kekentalan Navier-Stokes adalah  

න ሺݑߥ௫ሻ௫݀ݔ ൅
௟

௥
න ൫ݑߥ௬൯

௬
ݔ݀

௟

௥
 

ൌ ቆන ݔ௫݀ݑߥ
௟

௥
ቇ

௫
൅ ቆන ݔ௬݀ݑߥ

௟

௥
ቇ

௬
൅ ௫݈௫ݑ൫ߥ െ ௬൯ݑ െ ௫ݎ௫ݑ൫ߥ െ  ௬൯ݑ

ൌ ቆන ݔ௫݀ݑߥ
௟

௥
ቇ

௫
൅ ቆන ݔ௬݀ݑߥ

௟

௥
ቇ

௬
൅ ௫݈௫ݑሺߥ െ ௫ሻݎ௫ݑ ൅ ௬ݑ൫ߥ െ  ௬൯ݑ

ൌ ሺ ଵܸܤሺ ଵܷሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ ଵܸܤሺ ଵܷሻ௬൯
௬

൅ ௫݈௫ݑሺߥ െ  ௫ሻݎ௫ݑ

ൌ ሺ ଵܸܤሺ ଵܷሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ ଵܸܤሺ ଵܷሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଵܷ (2.62)
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Sehingga diperoleh kesimpulan umum integral ݔ momentum Navier-Stokes sebagai 

berikut: 

1. Ruas kiri Navier-Stokes (2.60) 

ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺܤ ଵܷ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൅ ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻ݀ݔ௟
௥ ቃ

௫
൅

                          ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻሺݒ െ ଵܸሻ݀ݔ௟
௥ ቃ

௬
  

dengan ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻ݀ݔ௟
௥ ቃ

௫
൅ ቂ׬ ሺݑ െ ଵܷሻሺݒ െ ଵܸሻ݀ݔ௟

௥ ቃ
௬

diabaikan karena terlalu 

kecil 

2. Integral tekanan (2.61) 

ሺߟܤଵሻ௫ െ ሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ  ௫ݎଵሻߟ

dengan െሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ  ௫ diabaikan karena terlalu kecilݎଵሻߟ

3. Integral kekentalan (2.62) 

ሺߥଵܤሺ ଵܷሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଵܤሺ ଵܷሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଵܷ 

Sehingga persamaan ݔ momentum Saint Venant 2D adalah: 

ሺܤ ଵܷሻ௧ ൅ ሺܤ ଵܷ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸ ଵܷሻ௬ ൌ 

െ݃ሺߟܤଵሻ௫ ൅ ሺߥଵܤሺ ଵܷሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଵܤሺ ଵܷሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଵܷ  

(2.63)

Dengan cara yang analog, maka dapat dikonstruksi ݕ momentum Saint 

Venant dengan integral Navier – Stokes. 
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Maka integral ruas kiri ݕ momentum Navier-Stokes (2.47) adalah 

න ൤
ݒ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݒ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݒ߲
൨ݕ߲

௫మୀ௟

௫భୀ௥

 ݕ݀

ൌ ቌ න ݕ݀ ݒ

௫మୀ௟

௫భୀ௥

ቍ

௧

൅ ቌන ݕ݀ݒݑ
௟

௥

ቍ

௫

൅ ቌන ݕ݀ݒݒ
௟

௥

ቍ

௬

൅ ݈|ݒ
ݎ ቌන ݕ݀ݒ

௟

௥

ቍ

௫

൅ ݈|ݒ
ݎ ቌන ݕ݀ݒ

௟

௥

ቍ

௬

 

Dengan menggunakan kondisi batas di kiri dan di kanan 

,ݔ௫ሺݎݑሺߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ ሻݕ െ ௥ሻݑ ൌ  ݑ௥ߛ

െߥሺ݈ݑ௫ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݈ݒ ሻݕ െ ௟ሻݑ ൌ  ݑ௟ߛ

maka 

න ൤
ݒ߲
ݐ߲ ൅ ݑ

ݒ߲
ݔ߲ ൅ ݒ

ݒ߲
൨ݕ߲

௫మୀ௟

௫భୀ௥

 ݕ݀

ൌ ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ ൅ ,ݔ௫ሺݎݑ௥ൣݒ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ ሻݕ െ ௥൧ݒ

െ ,ݔ௫ሺ݈ݑ௟ൣݒ ሻݕ ൅ ,ݔ௬ሺ݈ݒ ሻݕ െ  ௟൧ݒ

ൌ ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ ൅ ሺݒ௥ሾݎݑ௫ሺݔ, ሻݕ െ ௥ሿݒ െ ,ݔ௫ሺ݈ݑ௟ሾݒ ሻݕ െ ௟ሿሻݒ

൅ ,ݔ௬ሺݎݒ௥ሾݒ ሻሿݕ െ ,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ሾݒ  ሻሿݕ

ൌ ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ ൅ ሾݑሺݒ௥ݎ௫ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௟݈௫ሺݒ ሻሻሿݕ െ ௥ݒ௥ݒ ൅ ௟ݒ௟ݒ

൅ ,ݔ௬ሺݎݒ௥ݒൣ ሻ൧ݕ െ ,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ݒൣ  ሻ൧ݕ

ൌ ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ (2.64)
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Selanjutnya integral gradient tekanan barotropik pada ruas kanan ݕ 

momentum Navier-Stokes (2.59) adalah  

 

ݔ௟݈ሺߟ െ ,ߜ ,ݔሺߟ              ሻݕ ,ݕ ݐ ൅ ݔሺݎ௥ߟ               ሻߣ ൅ ,ߜ  ሻݕ

Gambar 2.8: Pergerakan partikel di ݕ momentum 

sehingga 

,ݔሺሺߟ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺ݈ߟ െ ,ߜ ሻݕ ൅ ݔሺݎߟ ൅ ,ߜ  ሻݕ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሾ݈ሺߟ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜ ሻሿݕ ൅ ,ݔሺݎሾߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜ  ሻሿݕ

atau 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሾ݈ሺߟ ሻݕ െ ,ݔሺݎ ሻሿݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜߟ  ሻݕ

sehingga 

,ݔሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ ,ݔሺߟ ሻݕ െ ,ݔ௫ሺ݈ߜߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߜߟ  ሻݕ

didapatkan 

,ݔ௧ሺߟ߬ ሻݕ ൌ െ݈ߟߜ௫ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߟߜ  ሻݕ

yakni 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ
െߜ
߬ ,ݔ௫ሺ݈ߟ ሻݕ ൅

ߜ
߬ ,ݔ௫ሺݎߟ  ሻݕ

atau 

,ݔ௧ሺߟ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺ݈ߟߛ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎߟߛ ׊, ሻݕ lim ఋ ՜଴
ఛ՜଴

ఋ
ఛ

ൌ  ߛ
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sehingga 

׬ ݕ݀ ௬ߟ ൌ ቀ׬ ௟ݕ݀ ߟ
௥ ቁ

௬

௟
௥ ൅ ,ݔ௧ሺߟ   ሻݕ

න ݔ݀ ௫ߟ ൌ ቌන ݕ݀ ߟ
௟

௥

ቍ

௬

௟

௥

െ ,ݔ௟݈௫ሺߟ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺݎ௥ߟ  ሻݕ

ൌ ሺߟܤଶሻ௬ െ ሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ ௫ (2.65)ݎଵሻߟ

Selanjutnya integral persamaan kontinu dengan batas ݈ሺݔ, ሻߟ  dan ݎሺݔ,  ሻߟ

adalah 

න
ݑ߲
ݔ݀ ݖ݀ ൅ න

ݒ߲
ݕ݀ ݖ݀

௟

௥

௟

௥
ൌ 0 

ቆන ݑ
௟

௥
ቇݖ݀

௫
െ ௫݈ݑ ൅ ௫ݎݑ ൅ ቆන ݒ

௟

௥
ቇݖ݀

௬
െ ௟ݒ ൅ ௥ݒ ൌ 0 

ቆන ݑ
௟

௥
ቇݖ݀

௫
൅ ቆන ݒ

௟

௥
ቇݖ݀

௬
െ ௫݈ݑ െ ௟ݒ ൅ ௫ݎݑ ൅ ௥ݒ ൌ 0 

ሺܤ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸሻ௬ െ ௫݈ݑ െ ௟ݒ ൅ ௫ݎݑ ൅ ௥ݒ ൌ 0 

ሺܤ ଵܷሻ௫ ൅ ሺܤ ଵܸሻ௬ ൌ 0 

Selanjutnya integral persamaan kontinu sepanjang ݕ adalah  

න
ݑ߲
ݔ݀ ൅ න

ݒ߲
ݕ݀

ఎ

ି௛

ఎ

ି௛
ൌ 0 

ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
െ ௧ߟ ൌ 0 

න ൭െߟ௧ ൅ ቈන ݖ݀ݑ
ఎ

ି௛
቉

௫
൅ ቈන ݖ݀ݒ

ఎ

ି௛
቉

௬
൱ ݔ݀ ൌ 0

௟ሺ௫,ఎሻ

௥ሺ௫,ఎሻ
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ቀെ ׬ ௟ݔ݀ߟ
௥ ቁ ௧ െ ௫݈ߟ ൅ ௫ݎߟ ൅ ቂ׬ ௟ݔ݀

௥ ׬ ఎݖ݀ݑ
ି௛ ቃ

௫
െ ൫׬ ఎݖ݀ݑ

ି௛ ൯ሺ݈௫ሻ ൅ ൫׬ ఎݖ݀ݑ
ି௛ ൯ሺݎ௫ሻ ൅

ቂ׬ ௟ݔ݀
௥ ׬ ఎݖ݀ݑ

ି௛ ቃ
௬

െ ׬ ఎݖ௟݀ݒ
ି௛ ൅ ׬ ఎݖ௥݀ݒ

ି௛ ൌ 0  

ቀെ ׬ ௟ݔ݀ܪ
௥ ቁ ௧ െ ௫݈ܪ ൅ ௫ݎܪ ൅ ቂ׬ ௟ݔ݀

௥ ׬ ఎݖ݀ݑ
ି௛ ቃ

௫
െ ൫׬ ఎݖ݀ݑ

ି௛ ൯ሺ݈௫ሻ ൅

൫׬ ఎݖ݀ݑ
ି௛ ൯ሺݎ௫ሻ ൅ ቂ׬ ௟ݔ݀

௥ ׬ ఎݖ݀ݑ
ି௛ ቃ

௬
െ ׬ ఎݖ௟݀ݒ

ି௛ ൅ ׬ ఎݖ௥݀ݒ
ି௛ ൌ 0  

௧௢௧௔௟ܣ ൅ ቆන ଶܷܤ

ఎ

ି௛
ቇ

௫
ൌ 0 

Selanjutnya integral kekentalan pada ruas kanan ݕ momentum Navier-Stokes dari 

kiri ke kanan adalah  

න ߥ ቈ
߲ଶݒ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݒ
ଶ቉ݕ߲

௟

௥

ݕ݀  ൌ න ሾሺݒߥ௫ሻ௫ ൅ ൫ݒߥ௬൯
௬

ሿ
௟

௥
 ݕ݀

Dengan menggunakan asumsi kondisi batas kekentalan di sepanjang sumbu ݕ  

௫ߟ௫ݒ൫െߥ െ ௬൯ߟ௬ݒ ൌ ௔ݒሺ்ߛ െ  ௦ሻݒ

Dalam hal ini 

,ݔሺݒߥ ,ݕ ݐ ൅ ߬ሻ ൌ ݔሺߟݒߥ ൅ ,ߜ ሻݕ ൅ ݔሺെ݄ሺݒߥ െ ,ߜ  ሻሻݕ

Bentuk di atas dapat diuraikan kembali menjadi 

,ݔሺݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݒ߬ߥ ሻݕ

ൌ ,ݔሺߟݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔሺെ݄ሺݑߥ ሻሻݕ െ ,ݔሺെ݄௫ሺߜݒߥ  ሻሻݕ

atau 

,ݔሺݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݒ߬ߥ ሻݕ

ൌ ,ݔሺߟሺݒߥ ሻݕ െ ሺെ݄ሺݔ, ሻሻሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜݒߥ ሻݕ െ ,ݔെሺ݄௫ሺߜݒߥ  ሻሻݕ
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sehingga 

,ݔሺݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௧ሺݒ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔሺݒߥ ሻݕ ൅ ,ݔ௫ሺߟߜݒߥ ሻݕ െ ,ݔሺെ݄௫ሺߜݒߥ  ሻሻݕ

atau 

,ݔ௧ሺݒ߬ߥ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟߜݒߥ ሻݕ െ ,ݔሺെ݄௫ሺߜݒߥ  ሻሻݕ

sehingga 

,ݔ௧ሺݒߥ ሻݕ ൌ ݒߥ
ߜ
߬ ,ݔ௫ሺߟ ሻݕ െ ݒߥ

ߜ
߬ ሺെ݄௫ሺݔ,  ሻሻݕ

didapatkan 

,ݔ௧ሺݒߥ ሻݕ ൌ ,ݔ௫ሺߟݒߥ  ሻݕ െ ,ݔሺെ݄௫ሺݒߥ  ሻሻݕ

Sehingga integral ruas kiri pada kekentalan Navier-Stokes adalah 

׬ ሺݒߥ௫ሻ௫݀ݕ ൅௟
௥ ׬ ൫ݒߥ௬൯

௬
௟ݕ݀

௥  

ൌ ቆන ݕ௫݀ݒߥ
௟

௥
ቇ

௫
൅ ቆන ݕ௬݀ݒߥ

௟

௥
ቇ

௬
൅ ௫ߟ௫ݒ൫െߥ െ  ௬൯ߟ௬ݒ

ൌ ቆන ݕ௫݀ݒߥ
௟

௥
ቇ

௫
൅ ቆන ݕ௬݀ݒߥ

௟

௥
ቇ

௬
൅ ௫ߟ௫ݒ൫െߥ െ  ௬൯ߟ௬ݒ

ൌ ሺߥଶܤሺ ଶܸሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଶܤሺ ଶܸሻ௬൯
௬

൅ ௫ߟ௫ݒ൫െߥ െ  ௬൯ߟ௬ݒ

ൌ ሺߥଶܤሺ ଶܸሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଶܤሺ ଶܸሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଶܸ (2.66)
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Diperoleh kesimpulan umum integral ݕ momentum Navier-Stokes sebagai berikut: 

1. Ruas Kiri Navier-Stokes (2.64) 

ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ ൅ ቂݑቀݒ௥ݎ௫ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௟݈௫ሺݒ ሻቁቃݕ െ ௥ݒ௥ݒ ൅ 

௟ݒ௟ݒ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ௥ݒൣ ሻ൧ݕ െ ,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ݒൣ  ሻ൧ݕ

dengan ሾݑሺݒ௥ݎ௫ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔ௟݈௫ሺݒ ሻሻሿݕ െ ௥ݒ௥ݒ ൅ ௟ݒ௟ݒ ൅ ,ݔ௬ሺݎݒ௥ݒൣ ሻ൧ݕ െ

,ݔ௬ሺ݈ݒ௟ݒൣ  ሻ൧ diabaikan karena terlalu kecilݕ

2. Integral Tekanan (2.65) 

ሺߟܤଶሻ௬ െ ሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ  ௫ݎଵሻߟ

dengan െሺߟ௟ െ ଵሻ݈௫ߟ ൅ ሺߟ௥ െ  ௫ diabaikan karena terlalu kecilݎଵሻߟ

3. Integral Kekentalan (2.66) 

ሺߥଶܤሺ ଶܸሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଶܤሺ ଶܸሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଶܸ 

Sehingga persamaan ݕ momentum Saint Venant 2D adalah: 

ሺܤ ଶܸሻ௧ ൅ ሺܷଶܤ ଶܸሻ௫ ൅ ሺܤ ଶܸ ଶܸሻ௬ ൌ 

െ݃ሺߟܤଶሻ௬ ൅ ሺߥଶܤሺ ଶܸሻ௫ሻ௫ ൅ ൫ߥଶܤሺ ଶܸሻ௬൯
௬

൅ ߥ ଶܸ  

 

 

 

 

 

 

(2.67)
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2.11 Kajian Batas dalam Al-Quran 

Perhatikan Q. S. Al-Baqarah ayat 286 
 

Ÿω ß#Ïk= s3ãƒ ª!$# $ ²¡øtΡ ωÎ) $ yγ yè ó™ãρ 4 $ yγ s9 $ tΒ ôM t6 |¡x. $ pκö n= tã uρ $ tΒ ôM t6 |¡tFø.$# 3 $ oΨ−/u‘ Ÿω !$ tΡõ‹Ï{# xσè? βÎ) !$ uΖŠ Å¡®Σ ÷ρ r& 

$ tΡù'sÜ÷z r& 4 $ oΨ −/u‘ Ÿω uρ ö≅ Ïϑós s? !$ uΖøŠn= tã #\ô¹ Î) $ yϑ x. …çµ tFù= yϑ ym ’ n?tã š⎥⎪ Ï%©!$# ⎯ÏΒ $ uΖÎ= ö6 s% 4 $ uΖ−/u‘ Ÿω uρ $ oΨ ù=Ïdϑ ys è? $ tΒ Ÿω 
sπ s%$ sÛ $ oΨ s9 ⎯Ïµ Î/ ( ß#ôã $#uρ $ ¨Ψtã öÏøî $#uρ $ oΨs9 !$ uΖôϑ ym ö‘ $#uρ 4 |MΡr& $ uΖ9s9öθ tΒ $ tΡöÝÁΡ$$ sù ’ n?tã ÏΘöθ s)ø9$# š⎥⎪ ÍÏ≈ x6ø9$# 

∩⊄∇∉∪     

 

Artinya: 
Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. ia 
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari 
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan 
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan 
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah 
kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, maka tolonglah kami 
terhadap kaum yang kafir." 
 

Ayat tersebut menyatakan bahwa Allah S.W.T tidak membebani para hamba-

Nya melainkan sesuai dengan batas kemampuan mereka. Allah S.W.T menciptakan 

manusia berbeda-beda. Satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas 

dan berpotensi sedikit, satu kuat, satunya lemah dan kurus. Harus diterima bahwa 

sebagian dari perbedaan-perbedaan ini adalah kelaziman penciptaan (IRIB, 2010). 

Dengan ayat ini Allah S.W.T menyatakan bahwa seseorang dibebani hanyalah 

sesuai dengan batas kesanggupannya. Agama Islam adalah agama yang tidak 

membebani manusia dengan beban yang berat dan sukar. Mudah, ringan dan tidak 
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sempit adalah asas pokok dari agama Islam (Tafsir DEPAG RI, 2009). Sesuai dengan 

firman Allah S.W.T dalam Q. S. Al-Hajj ayat 78 sebagai berikut:  

 $ tΒ uρ... Ÿ≅ yèy_ ö/ä3ø‹n= tæ ’Îû È⎦⎪Ïd‰9$# ô⎯ÏΒ 8l tym 4 ...  

Artinya: 
...dan Dia sekali-kali tidak menjadikan untuk kamu dalam agama suatu kesempitan... 

Begitu pula firman Allah S.W.T dalam Q. S. An-Nisa’ ayat 28:  

ß‰ƒ Ìãƒ ª!$# β r& y#Ïesƒ ä† öΝä3Ψ tã 4 t,Î= äz uρ ß⎯≈ |¡ΡM}$# $ Z‹Ïè |Ê ∩⊄∇∪     

Artinya: 
Allah hendak memberikan keringanan kepadamu, dan manusia dijadikan bersifat 
lemah. 
 
Yaitu dalam syari'at di antaranya boleh menikahi budak bila telah cukup syarat-

syaratnya. 

Firman-Nya pula dalam Q. S. Al-Baqarah ayat 185:  

ß‰ƒ Ìãƒ... ª!$# ãΝà6Î/ tó¡ãŠø9$# Ÿω uρ ß‰ƒ Ìãƒ ãΝà6Î/ uô£ãè ø9$# ...  

Artinya: 
...Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki kesukaran 
bagimu...  

Kemudian Allah S.W.T menerangkan hasil beban yang telah dibebankan dan 

dilaksanakan oleh manusia, yaitu amal saleh yang dikerjakan mereka, maka 

balasannya akan diterima dan dirasakan oleh mereka berupa pahala dan surga. 
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Sebaliknya perbuatan dosa yang dikerjakan oleh manusia, maka hukuman karena 

mengerjakan perbuatan itu akan dirasakan dan ditanggung pula oleh mereka, yaitu 

siksa dan azab di neraka (Tafsir DEPAG RI, 2009).  

Ayat ini mendorong manusia agar mengerjakan perbuatan yang baik serta 

menunaikan kewajiban-kewajiban yang telah ditetapkan oleh agama.  

Ayat ini memberi pengertian bahwa perbuatan baik itu adalah perbuatan yang mudah 

dikerjakan manusia karena sesuai dengan watak dan tabiatnya, sedang perbuatan yang 

jahat adalah perbuatan yang sukar dikerjakan manusia karena tidak sesuai dengan 

watak dan tabiatnya (Tafsir DEPAG RI, 2009).  

Manusia dilahirkan dalam keadaan fitrah yang suci dan telah tertanam dalam 

hatinya jiwa ketauhidan. Sekalipun manusia oleh Allah S.W.T diberi persediaan 

untuk menjadi baik dan persediaan menjadi buruk, tetapi dengan adanya jiwa tauhid 

yang telah tertanam dalam hatinya sejak ia masih dalam rahim ibunya, maka tabiat 

ingin mengerjakan kebajikan itu lebih nyata dalam hati manusia dibanding dengan 

tabiat ingin mengerjakan kejahatan. Adanya keinginan yang tertanam pada diri 

seseorang untuk mengerjakan suatu pekerjaan yang baik akan memberikan 

kemungkinan baginya untuk mendapat jalan yang mudah dalam mengerjakan 

pekerjaan itu apalagi bila ia berhasil dan dapat menikmati usahanya itu, maka 

dorongan dan semangat untuk mengerjakan pekerjaan baik yang lain semakin 

bertambah pada dirinya (Tafsir DEPAG RI, 2009). 

 Setiap jiwa akan mendapat pahala kebaikan yang dilakukannya dan dosa atas 

kejahatan yang dilakukannya, Allah S.W.T mengampuni keterbatasan mereka dalam 
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mengemban kewajiban-kewajiban dan hal-hal haram yang dilanggar, tidak 

memberikan sanksi atas kesalahan dan kelupaan mereka, Dia sangat memudahkan 

syari’at-Nya dan tidak membebani mereka hal-hal yang berat dan sulit sebagaimana 

yang dibebankan kepada orang-orang sebelum mereka serta tidak membebankan 

mereka sesuatu yang di luar batas kemampuan mereka. Dia telah mengampuni, 

merahmati dan menolong mereka atas orang-orang kafir (Zidniagus, 2009).  

Berkaitan dengan isi penyampaian Allah dalam Al-Quran terdapat pula 

batasan tentang apa yang boleh manusia ketahui dan tidak boleh diketahui manusia. 

Hal ini tergambar dalam Q. S. Al-Isra’ ayat 85, sebagai berikut: 

š tΡθ è= t↔ ó¡o„ uρ Ç⎯tã Çyρ”9$# ( È≅ è% ßyρ ”9$# ô⎯ÏΒ ÌøΒ r& ’ În1u‘ !$ tΒ uρ ΟçF Ï?ρ é& z⎯ÏiΒ ÉΟù= Ïè ø9$# ω Î) WξŠ Î= s% ∩∇∈∪    

Artinya: 
Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu termasuk urusan 
Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". 
 

Ayat ini berisi tentang hukum membahas ruh. Berdasarkan ayat ini, maka 

mayoritas manusia dapat mengetahui bahwa hukum membahas ruh adalah haram. 

Allah S.W.T menyatakan bahwa manusia tidak diperbolehkan mengkaji dan 

mempertanyakan roh secara mendalam karena roh merupakan rahasia Allah S.W.T 

dan hanya Allah S.W.T yang benar-benar mengetahui. Sedangkan manusia cukup 

diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut. Manusia dengan pengetahuan yang 

sedikit yang dimilikinya, mempunyai beragam pendapat tentang hukum membahas 

ruh, sebagai berikut (Kajian IKPMA, 2007): 
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1. Pendapat Imam Abdul Salam al-Laqâni dan Mayoritas Muhaqqiqin. 

Mayoritas Muhaqqiqin tidak terlalu dalam membahas tentang hakikat ruh 

dengan jenis dan pasal yang berbeda, itu semua disebabkan karena tidak adanya 

pengetahuan yang mereka dengar tentang ruh dan juga tidak didapati nash Syari’ 

(Allah S.W.T) yang menjelaskan hal itu. Maka menurut mereka alangkah lebih 

baiknya kalau kita tidak terlalu jauh dalam membahas ruh, serta hukumnya makruh 

(Bayjuri, 2004). 

2. Imam al-Junaidi seorang sufi berpendapat bahwa ruh itu adalah rahasia Allah 

S.W.T, dan menurutnya seoarang hamba tidak boleh membahas ruh terlalu jauh. Dan 

perkataannya menunjukan pengharaman (Muyassar, 1988:15). 

3. Menurut Syaikh as-Sahr Wardi bahwa pembahasan tentang ruh sangatlah 

sulit. Manusia hanya diberi sedikit pengetahuan tentang itu. Maka tidak pantas bagi 

manusia terlalu jauh dalam membahasnya (Wardi, 2004). 

Dari tiga pendapat di atas dapat disimpulkan bahwa dari sudut pemikiran 

Islam menolak tentang pembahasan ruh dengan alasan tidak ada adab kepada as-

Syari’, dan haram hukumnya karena ruh adalah termasuk rahasia dan urusan Tuhan. 

Namun ada pendapat lain yang perlu kita perhatikan, selain bahwa para filsuf Islam 

sudah pasti membolehkan dalam hal membahas ruh, mulai dari Alkindi filosof Arab 

pertama dalam risalah pendeknya “Tentang Ruh”, Ibnu Sina, Ibnu Tufail, Miskawaih, 

Ibnu Rusd dan lain-lain dari ulama salaf dan khalaf (Kajian IKPMA, 2007). 

Didalam bukunya, DR. Mohammad Sayed Ahmad al-Musayyar (1988) 

bersama mayoritas ulama berpendapat bahwa didalam firman-Nya surah al-Isra’ ayat 
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85 tidak ada indikasi pengharaman tentang membahas ruh ataupun indikasi 

pemakruhannya. Menurutnya para ulama yang melarang membahas ruh didasari oleh 

beberapa hal, diantaranya adalah pemahaman tentang makna ruh yang diartikan 

sebagai “Rahasia Allah S.W.T”, bahwa ruh termasuk alam mujarrad (murni adanya) 

yang tidak bisa didapati dan adanya hadits yang menerangkan tentang Asbab an-

Nuzul ayat tersebut. 

Selanjutnya, dalil-dalil ulama yang membolehkan membahas ruh adalah 

sebagai berikut: 

1. Para ahli tafsir tidak sepakat bahwa ruh yang dimaksud dalam ayat tersebut 

adalah arwah bani adam. Imam al-Alusi dalam bukunya yang berjudul “Ruh al-

Ma’ani” berpendapat bahwa yang dimaksud adalah hakikat ruh manusia. Selain itu, 

dalam beberapa riwayat sahih Bukhari dan Muslim terdapat pertanyaan tentang ruh, 

salah satunya adalah hadits yang diriwayatkan dari Ibnu ‘Abbas bahwa ruh yang 

dimaksud adalah Jibril a.s, serta riwayat dari Ali Bin Abi Thalib bahwa yang 

dimaksud ruh adalah malaikat yang memiliki 70 ribu wajah (Katsir, 2003). 

2. Ibnu Qayyim berkata dalam salah satu kitabnya: bahwa mayoritas ulama salaf 

bahkan semuanya berpendapat bahwa yang dimaksudkan dengan ruh dalam ayat 

tersebut adalah bukan arwah Bani Adam, melainkan ruh yang Allah S.W.T beritakan 

pada kitabnya, “bahwasanya ia akan ada bersama para malaikat di hari kiamat, ruh itu 

adalah malaikat yang mulya” (Jauziyah, 2003). 

3.  Imam Ibnu Hajar berkata bahwa pendapat Imam Junaidi dan para pengikutnya 

telah menyalahi pendapat mayoritas Sufi Muta’akhir karna mereka banyak membahas 
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tentang ruh, bahkan sebagian dari para sufi menjelaskan hakikat ruh serta mengklaim 

aib bagi orang yang melarang membahas ruh (Atsqolani, 2004). 

4. Para Nabi dan ulama banyak berbicara tentang Allah S.W.T, mulai dari sifat-

sifat-Nya, Asma al-Husna-Nya, lalu membahas tentang wujud, wahdaniat, kalam al-

Ilahi dan sebagainya, dan kita tidak mendengar seorang pun yang mengharamkan 

untuk membahasnya ataupun memakruhkannya, padahal sudah jelas bahwa al-Qur’an 

menjelaskan bahwa Allah S.W.T itu Esa. Maka ruh derajatnya tidak lebih tinggi dari 

pada semua hal yang berhubungan dengan-Nya (Muyassar, 1988:19-20). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Solusi Partikulir Masalah Nilai Awal Persamaan Saint Venant 2D 

Pada penyelesaian masalah nilai awal persamaan Saint Venant dua dimensi 

dikerjakan dengan langkah penyelesaian di ݔ momentum persamaan Saint Venant 2D 

dan ݕ  momentum persamaan Saint Venant 2D dengan menggunakan d’Alembert 

solution. 

Persamaan ݔ momentum Saint Venant 2D (2.83) dapat dinyatakan kembali 

dalam bentuk  

ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅ ܤ ଵܸ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൌ െ݃ܤ
ଵߟ߲

ݔ߲ ൅ ܤଵߥ ቆ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ቇ ൅ ߥ ଵܷ 
(3.1)

Bentuk persamaan Laplace di ruas kanan persamaan Saint Venant dapat 

dikerjakan dengan pemisahan operator  

߲ଶ
ଵܷ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൌ ൬
߲

ݔ߲ ൅ ݅
߲

൰ݕ߲ ൬
߲

ݔ߲ െ ݅
߲

൰ݕ߲ ଵܷሺݔ,  ሻݕ
(3.2)

dimisalkan 

൬
߲ ଵܷ

ݔ߲ െ ݅
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൰ ൌ ,ݔሺݓ  ሻݕ
(3.3)

Substitusi persamaan (3.3) ke persamaan (3.2) sehingga bentuk Laplace dapat 

dinyatakan kembali menjadi 

߲ଶ
ଵܷ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  
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Sehingga persamaan (3.1) menjadi 

ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅ ܤ ଵܸ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  

Karena disini bekerja pada ݔ  momentum, maka ܤ ଵܸ
డ௎భ
డ௬

 diabaikan sehingga 

persamaan (3.1) menjadi 

ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  

Sehingga diperoleh sistem persamaan diferensial parsial orde 1 

ቐ
ቀడ௎భ

డ௫
െ ݅ డ௎భ

డ௬
ቁ ൌ ,ݔሺݓ ሻ                                                                                           ሺ3.3ሻݕ

ܤ డ௎భ
డ௧

൅ ܤ ଵܷ
డ௎భ
డ௫

൅ ܤ݃ డఎభ
డ௫

െ ߥ ଵܷ ൌ డ௪
డ௫

൅ ݅ డ௪
డ௬

                                                    ሺ3.4ሻ
  

Pada kondisi awal (ketika ݐ ൌ 0ሻ , diasumsikan ଵܷሺݔ, 0ሻ ൌ ݂ሺݔሻ  dan డ௎భ
డ௧

ሺݔ, 0ሻ ൌ

݃ሺݔሻ, sehingga persamaan (3.4) menjadi 

ሻݔሺ݃ܤ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷ ൌ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲  
(3.5)

Jika pada kondisi awal gelombang adalah turbulen sin ߬, maka 

ଵݔ ൌ sin ߬  

sehingga ଵܷሺݔଵ, 0ሻ ൌ ଵܷሺsin ߬ , 0ሻ ൌ ݂ሺsin ߬ሻ 

Pada persamaan (3.5) dapat disimpulkan kurva-kurva singgung persamaan diferensial 

parsial, yaitu 

ௗ௧
ௗ௦

ൌ 1,  ௗ௫
ௗ௦

ൌ ଵܷ, dan ௗ௎భ
ௗ௦

ൌ ሻݔሺ݃ܤ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃ డఎభ
డ௫

െ ߥ ଵܷ 

sehingga ݐ ൌ ݔ ,ݏ ൌ ଵܷݏ, dan ଵܷ ൌ ׬ ሺ݃ܤሺݔሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃ డఎభ
డ௫

െ ߥ ଵܷሻ௦
௦ୀ଴  ݏ݀
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Akibat dari kesimpulan yang didapat dari persamaan (3.5) bersama kondisi awal 

ଶݔ ൌ sin ߬ ൅ ଵܷݏ 

Dengan menambahkan ଵܷݏ pada kedua ruas persamaan di atas, diperoleh 

ଶ ൅ݔ ଵܷݏ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଵܷݏ                      , ݐ ׊ ൌ   ݏ

sehingga 

ܷ ൌ න ൬݃ܤሺݔሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷ൰
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
 ݏ݀

      ൌ න ሺ݃ܤሺݔଵሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔଵሻ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݏ݀ ൅ ݂ሺݔଶሻ 

      ൌ න ሺ݃ܤሺݔଵሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺݔଵሻ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݔ߲ െ ߥ ଵܷሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ݂ሺݔଶሻ   , ݐ ׊ ൌ  ݏ

      ൌ න ൬݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺsin ߬ሻ ൅ ܤ݃
ଵߟ߲

ݐ߲ െ ߥ ଵܷ൰
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ݂ሺݔ ൅ ଵܷݐሻ   

                                                                                                                      , ,ሻݐሺݔሺߟ׊  ሻሻݐሺݕ

      ൌ ׬ ቀ݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺsin ߬ሻ ൅ ܤ݃ డఎభ
డ௧

െ ߥ ଵܷቁ௧మୀ௧ୀ௦
௧భୀ଴ ݐ݀ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ  

      ൌ න ሺ݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଵܷ݂ᇱሺsin ߬ሻ െ ߥ ଵܷሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ൫݃ߟܤଵ|௧భୀ଴

௧మୀ௧ୀ௦൯

൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ 

diasumsikan 

ߣ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଵܷݐ atau ߣ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଵܷݏ 

oleh karena itu: ௗఒ
ௗ௧

ൌ 2 ଵܷ 

sehingga ݀ݐ ൌ  ௗఒ
ଶ௎భ

  maka ଵܷ݀ݐ ൌ ଵ
ଶ

  . ߣ݀
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Hal ini mengakibatkan 

ܷሺݔ, ሻݐ ൌ ׬  ଵሻߣሺ݃ܤ ௗఒ
ଶ௎భ

൅ ׬ ଵ
ଶ

ߣଵሻ݀ߣᇱሺ݂ܤ െఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ

ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ

׬                     ߥ ଵܷ
ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ
ௗఒ

ଶ௎భ
൅ ቀ݃ߟܤଵ|ఒభୀୱ୧୬ ఛ

ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧ቁ ൅ ݂ሺߣଶሻ  

= ஻
ଶ௎భ

׬ ݃ሺߣଵሻ݀ߣ ൅   ஻
ଶ ׬ ݂ᇱሺߣଵሻ݀ߣ െఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ
ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ

           ఔ
ଶ௎భ

׬ ଵܷ݀ߣఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ ൅ ቀ݃ߟܤଵ|ఒభୀୱ୧୬ ఛ

ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௎భ௧ቁ ൅ ݂ሺߣଶሻ  

            ൌ ஻
ଶ௎భ

൫ܩሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ ሺsinܩ ߬ሻ൯ ൅ ஻
ଶ

൫݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ ݂ሺsin ߬ሻ൯ െ

                  ఔ
ଶ௎భ

൫ ଵܷሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ ଵܷሺsin ߬ሻ൯ ൅ ଵሺsinߟ൫ܤ݃ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ

ଵሺsinߟ                   ߬ሻ൯ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ 

             ൌ ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅

ଵሺsinߟܤ݃                  ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻቃ െ ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ

                 ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ሻ ൅ ଵሺsinߟܤ݃ ߬ሻቃ  

Maka diperoleh 

ܷሺݔ, ሻݐ ൌ ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅ ଷ
ଶ

ሺsin݂ܤ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ

                   ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅ ଵሺsinߟܤ݃ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻቃ െ

                   ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ሻ ൅ ଵሺsinߟܤ݃ ߬ሻቃ  

 

(3.6)

Adalah nilai awal bentuk bidang pada x momentum Saint Venant 2D. 
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Selanjutnya dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan bidang awal 

gelombang pada persamaan ݕ momentum persamaan Saint Venant 2D.  

Persamaan ݕ momentum Saint Venant 2D (2.87) dapat dinyatakan kembali menjadi 

ܤ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ଶܷܤ
߲ ଶܸ

ݔ߲ ൅ ܤ ଶܸ
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൌ െ݃ܤ
ଶߟ߲

ݕ߲ ൅ ܤଶߥ ቆ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶܸ

ଶݕ߲ ቇ ൅ ߥ ଶܸ 
(3.7)

Dengan menggunakan prosedur pemisahan operator diferensial, maka bentuk 

persamaan Laplace di ruas kanan dapat dinyatakan sebagai  

߲ଶ
ଶܸ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶܸ

ଶݕ߲ ൌ ൬
߲

ݔ߲ ൅ ݅
߲

൰ݕ߲ ൬
߲

ݔ߲ െ ݅
߲

൰ݕ߲ ଶܸሺݔ,  ሻݕ
(3.8)

dimisalkan 

൬
߲ ଶܸ

ݔ߲ െ ݅
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൰ ൌ ,ݔሺݓ  ሻݕ
(3.9)

Substitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.8) sehingga menjadi 

߲ଶ
ଶܸ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶܸ

ଶݕ߲ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  

sehingga persamaan (3.7) menjadi 

ܤ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ଶܷܤ
߲ ଶܸ

ݔ߲ ൅ ܤ ଶܸ
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  

Karena disini bekerja pada ݕ  momentum, maka ܷܤଶ
డ௏మ
డ௫

 diabaikan sehingga 

persamaan (3.7) menjadi 

ܤ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ܤ ଶܸ
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸ ൌ
ݓ߲
ݔ߲ ൅ ݅

ݓ߲
ݕ߲  
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Sehingga diperoleh PDP orde 1 

ቐ
ቀడ௏మ

డ௫
െ ݅ డ௏మ

డ௬
ቁ ൌ ,ݔሺݓ ሻ                                                                                              ሺ3.10ሻݕ

ܤ డ௏మ
డ௧

൅ ܤ ଶܸ
డ௏మ
డ௬

൅ ܤ݃ డఎమ
డ௬

െ ߥ ଶܸ ൌ డ௪
డ௫

൅ ݅ డ௪
డ௬

                                                       ሺ3.11ሻ
  

Pada kondisi awal di ݐ ൌ 0 , diasumsikan ଶܸሺݔ, 0ሻ ൌ ݂ሺݔሻ  dan డ௏మ
డ௧

ሺݔ, 0ሻ ൌ ݃ሺݔሻ , 

sehingga persamaan (3.11) menjadi 

ሻݔሺ݃ܤ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸ ൌ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ଶܸ
߲ ଶܸ

ݔ߲  
(3.12)

Jika pada kondisi awal gelombang adalah turbulen sin ߬, maka 

ଵݔ ൌ sin ߬ dan ݐ ൌ 0 

sehingga ଵܸሺݔ, 0ሻ ൌ ଵܸሺsin ߬ , 0ሻ ൌ ݂ሺsin ߬ሻ 

Pada persamaan (3.12) dapat disimpulkan 

ௗ௧
ௗ௦

ൌ 1,  ௗ௫
ௗ௦

ൌ ଶܸ, dan ௗ௏మ
ௗ௦

ൌ ሻݔሺ݃ܤ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃ డఎమ
డ௬

െ ߥ ଶܸ 

sehingga ݐ ൌ ݔ ,ݏ ൌ ଶܸݏ, dan ଶܸ ൌ ׬ ሺ݃ܤሺݔሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃ డఎమ
డ௬

െ ߥ ଶܸሻ௦
௦ୀ଴  ݏ݀

Akibat dari kesimpulan yang didapat dari persamaan (3.12) bersama kondisi awal 

ଶݔ ൌ sin ߬ ൅ ଶܸݏ 

Akibatnya dengan menambahkan kedua ruas persamaan dengan  ଶܸݏ diperoleh 

ଶݔ ൅ ଶܸݏ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଶܸݏ 

Untuk setiap t = s, maka persamaan di atas dapat dinyatakan sebagai berikut 

ଶݔ ൅ ଶܸݏ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଶܸݐ                        , ݐ ׊ ൌ   ݏ
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sehingga 

ܸ ൌ න ൬݃ܤሺݔሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸ൰
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
 ݏ݀

     ൌ න ሺ݃ܤሺݔሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݏ݀ ൅ ݂ሺݔଶሻ 

     ൌ න ሺ݃ܤሺݔଵሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺݔଵሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݕ߲ െ ߥ ଶܸሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ݂ሺݔଶሻ           , ݐ ׊ ൌ  ݏ

     ൌ න ൬݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺsin ߬ሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݐ߲ െ ߥ ଶܸ൰
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ݂ሺݔ ൅ ଶܸݐሻ 

                                                                                                       , ,ሻݐሺݔሺߟ ׊  ሻሻݐሺݕ

    ൌ න ൬݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺsin ߬ሻ ൅ ܤ݃
ଶߟ߲

ݐ߲ െ ߥ ଶܸ൰
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ 

   ൌ න ሺ݃ܤሺsin ߬ሻ ൅ ܤ ଶܸ݂ᇱሺsin ߬ሻ െ ߥ ଶܸሻ
௧మୀ௧ୀ௦

௧భୀ଴
ݐ݀ ൅ ൫݃ߟܤଶ|௧భୀ଴

௧మୀ௧ୀ௦൯

൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ 

Diasumsikan 

ߣ ൌ sin ߬ ൅ 2 ଶܸݐ  

oleh karena itu: ௗఒ
ௗ௧

ൌ 2 ଶܸ 

sehingga ݀ݐ ൌ  ௗఒ
ଶ௏మ

  maka ଶܸ݀ݐ ൌ ଵ
ଶ

  ߣ݀
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Akibatnya: 

ܸሺݕ, ሻݐ ൌ ׬ ଵሻߣሺ݃ܤ ௗఒ
ଶ௏మ

൅   ׬ ଵ
ଶ

ߣଵሻ݀ߣᇱሺ݂ܤ െఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ

ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ

׬                   ߥ ଶܸ
ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ
ௗఒ
ଶ௏మ

൅ ቀ݃ߟܤଶ|ఒభୀୱ୧୬ ఛ
ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧ቁ ൅ ݂ሺߣଶሻ  

              ൌ    ஻
ଶ௏మ

׬ ݃ሺߣଵሻ݀ߣ ൅ ஻
ଶ ׬ ݂ᇱሺߣଵሻ݀ߣ െఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ
ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧

ఒభୀୱ୧୬ ఛ

                     ఔ
ଶ௏మ

׬ ଶܸ݀ߣఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧
ఒభୀୱ୧୬ ఛ ൅ ቀ݃ߟܤଶ|ఒభୀୱ୧୬ ఛ

ఒమୀୱ୧୬ ఛାଶ௏మ௧ቁ ൅ ݂ሺߣଶሻ  

                    ൌ ஻
ଶ௏మ

൫ܩሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ሺsinܩ ߬ሻ൯ ൅ ஻
ଶ

൫݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ݂ሺsin ߬ሻ൯ െ

                        ఔ
ଶ௏మ

൫ ଶܸሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ଶܸሺsin ߬ሻ൯ ൅ ଶሺsinߟ൫ܤ݃ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ

ଶሺsinߟ                         ߬ሻ൯ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ  

      ൌ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ఔ
ଶ௏మ

ଵܷሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅

ଶሺsinߟܤ݃                 ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅ ݂ሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻቃ െ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ

                ఔ
ଶ௏మ

ଶܸሺsin ߬ሻ ൅ ଶሺsinߟܤ݃ ߬ሻቃ 

Maka diperoleh 

ܸሺݕ, ሻݐ ൌ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅ ଷ
ଶ

ሺsin݂ܤ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ఔ
ଶ௏మ

ଶܸሺsin ߬ ൅

2 ଶܸݐሻ ൅ ଶሺsinߟܤ݃ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻቃ െ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ

ఔ
ଶ௏మ

ଶܸሺsin ߬ሻ ൅ ଶሺsinߟܤ݃ ߬ሻቃ  

(3.13)

 

Adalah solusi awal bidang gelombang di y momentum Saint Venant 2D. 
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3.2 Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di ࢞ Momentum 

Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di ݔ  momentum 

dikerjakan sebagai berikut. Pandang persamaan ݔ  momentum Saint Venant (3.1), 

dengan syarat 

߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅
߲ ଵܸ

ݕ߲ ൌ 0              , ݓ∆ ൌ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲  

Dimisalkan 

ଵܷ ൌ
ݓ߲
ݕ߲ dan ଵܸ ൌ െ

ݓ߲
ݔ߲  

(3.14)

Sehingga berakibat 

డ௎
డ௫

൅ డ௏
డ௬

ൎ డ
డ௫

ቀడ௪
డ௬

ቁ ൅ డ
డ௬

ቀെ డ௪
డ௫

ቁ  

             ൌ డమ௪
డ௫డ௬

െ డమ௪
డ௫డ௬

 

             ൌ డమ௪
డ௫డ௬

െ డమ௪
డ௫డ௬

ൌ 0 

Substitusi (3.14) ke persamaan (3.1) sehingga menghasilkan 

ܤ డ
డ௧

ቀడ௪
డ௬

ቁ ൅ ܤ డ௪
డ௬

డ
డ௫

ቀడ௪
డ௬

ቁ ൅ ܤ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀడ௪
డ௬

ቁ ൌ െ݃ܤ డఎభ
డ௫

൅ ଵߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቀడ௪
డ௬

ቁ ൅

ଵߥ  డ௪
డ௬

  

Bentuk persamaan tersebut dapat ditransformasi dalam persamaan diferensial parsial 

nonlinear orde empat sebagai berikut 

ܤ డ
డ௧

ሺ∆ݓሻ ൅ ܤ డ௪
డ௬

డ
డ௫

ሺ∆ݓሻ ൅ ܤ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ሺ∆ݓሻ ൌ െ݃ܤ డఎభ
డ௫

൅ ଵߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅

డమ

డ௬మቁ ሺ∆ݓሻ ൅ డ௪ ߥ
డ௬
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Dapat dinyatakan kembali sebagai berikut 

ቂܤ డ
డ௧

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁቃ ൅ ቂܤ డ௪
డ௬

డ
డ௫

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁቃ ൅ ቂܤ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀడమ௪
డ௫మ ൅

డమ௪
డ௬మ ቁቃ ൌ ቂെ݃ܤ డఎభ

డ௫
ቃ ൅ ሾߥܤଵ∆∆ݓሿ ൅ ቂߥ డ௪

డ௬
ቃ  

dengan െ݃ܤ డఎభ
డ௫

 adalah konstan. 

(3.15)

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan (3.15) dapat dipisah 

suku per suku dengan memisalkan ݓ ൌ ,ݕሺܨ ݔሻݐ ൅ ,ݕሺܩ ሻݐ  adalah solusi eksak 

persamaan diferensial parsial orde empat. Maka dapat dinyatakan 

ݓ߲
ݔ߲ ൌ ,ݕሺܨ ,ሻݐ

ݓ߲
ݕ߲ ൌ

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅

ܩ߲
 ݕ߲

Sehingga dengan pemisahan suku per suku solusi persamaan ݔ  momentum Saint 

Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut. 

Suku pertama dari persamaan (3.15) 

ܤ
߲
ݐ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ ܤ

߲
ݐ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

   ൌ ܤ డ
డ௧

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

   ൌ ܤ డ
డ௧

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

   ൌ ܤ డయி
డ௧డ௬మ ݔ ൅ ܤ డయீ

డ௧డ௬మ 
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Suku kedua dari persamaan (3.15) 

ܤ
ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ ܤ

ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

   ൌ ܤ ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డ
డ௫

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

   ൌ ܤ ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డ
డ௫

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

   ൌ ܤ ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ ቀ0 ൅ 1. డమி
డ௬మ ൅ 0ቁ  

   ൌ ܤ ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డమி
డ௬మ  

   ൌ ܤ డி
డ௬

డమி
డ௬మ ݔ ൅ ܤ డீ

డ௬
డమி
డ௬మ  

Suku ketiga dari persamaan (3.15) 

ܤ ൬െ
ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ െܤ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

    ൌ െܨܤሺݕ, ሻݐ డ
డ௬

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

    ൌ െܨܤሺݕ, ሻݐ డ
డ௬

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

    ൌ െܨܤሺݕ, ሻݐ ቀ0 ൅ డయி
డ௬య ݔ ൅ డయீ

డ௬యቁ  

    ൌ െܨܤሺݕ, ሻݐ డయி
డ௬య ݔ െ ,ݕሺܨܤ ሻݐ డయீ

డ௬య  
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Suku keempat dari persamaan (3.15) 

ݓ∆∆ଵߥܤ ൌ ଵߥܤ ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶቇݕ߲ ቆ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ 

 ൌ ଵߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

ቀడ௪
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

ቀడ௪
డ௬

ቁቇ  

 ൌ ଵߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

 ൌ ଵߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

 ൌ ଵߥܤ ቆ డ
డ௫

ቀ డ
డ௫

డమி
డ௬మ ቁݔ ൅ డ

డ௫
ቀ డ

డ௫
డమீ
డ௬మ ቁ ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమி
డ௬మ ቁݔ  ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమீ
డ௬మ ቁቇ  

 ൌ ଵߥܤ ቀ0 ൅ డ
డ௫

. 0 ൅ డరி
డ௬ర ݔ ൅ డరீ

డ௬ర ቁ  

 ൌ ଵߥܤ ቀడరி
డ௬ర ݔ ൅ డరீ

డ௬రቁ  

 ൌ ଵߥܤ
డరி
డ௬ర ݔ ൅ ଵߥܤ

డరீ
డ௬ర  

Suku kelima dari persamaan (3.15) 

ଵߥ  
ݓ߲
ݕ߲ ൌ ଵߥ ൬

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅

ܩ߲
൰ݕ߲ ൌ ଵߥ

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅ ଵߥ

ܩ߲
 ݕ߲

Sehingga persamaan (3.15) menjadi 

ܤ
߲ଷܨ

ଶݕ߲ݐ߲ ݔ ൅ ܤ
߲ଷܩ

ଶݕ߲ݐ߲ ൅ ܤ 
ܨ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ ݔ ൅ ܤ

ܩ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ െ ,ݕሺܨܤ ሻݐ

߲ଷܨ
ଷݕ߲ ݔ െ ,ݕሺܨܤ ሻݐ

߲ଷܩ
ଷݕ߲

ൌ ଵߥܤ
߲ସܨ
ସݕ߲ ݔ ൅ ଵߥܤ

߲ସܩ
ସݕ߲ ൅ ଵߥ

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅ ଵߥ

ܩ߲
 ݕ߲
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Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut 

ە
ۖ
۔

ۖ
ܤۓ

߲ଷܨ
ଶݕ߲ݐ߲ ݔ ൅ ܤ 

ܨ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ ݔ െ ,ݕሺܨܤ ሻݐ

߲ଷܨ
ଷݕ߲ ݔ ൌ ଵߥܤ

߲ସܨ
ସݕ߲ ݔ ൅ ଵߥ

ܨ߲
ݕ߲ ሺ3.16ሻ        ݔ

ܤ
߲ଷܩ

ଶݕ߲ݐ߲ ൅ ܤ
ܩ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ െ ,ݕሺܨܤ ሻݐ

߲ଷܩ
ଷݕ߲ ൌ ଵߥܤ

߲ସܩ
ସݕ߲ ൅ ଵߥ

ܩ߲
ݕ߲                          ሺ3.17ሻ

 

Persamaan (3.16) dan (3.17) saling terpisah. 

Selanjutnya persamaan (3.16) dibagi dengan ݔ dan dilakukan proses pengintegralan 

terhadap ݕ, sehingga menghasilkan 

ܤ
߲ଶܨ
ݕ߲ݐ߲ ൅ ܤ  ൬

ܨ߲
൰ݕ߲

ଶ

െ ܨܤ
߲ଶܨ
ଶݕ߲ ൌ ଵߥܤ

߲ଷܨ
ଷݕ߲ ൅ ܨଵߥ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 

Misal డி
డ௬

ൌ ଵܷ maka 

ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ ଵܷ
ଶ  െ ܨܤ

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൌ ଵߥܤ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ ܨଵߥ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 
(3.18)

Persamaan (3.18) dibagi dengan ܤ, sehingga menghasilkan 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ ଵߥ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ െ ଵܷ
ଶ ൅ ܨ

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅
ܨଵߥ
ܤ  

(3.19)

Persamaan (3.19) akan bersolusi trivial jika ଵܷ
ଶ ൌ 0 , akibatnya didapatkan PD linear 

orde dua 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ ଵߥ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ ܨ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅
ܨଵߥ

ܤ  
(3.20) 

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan ଵܷሺݕ, ሻݐ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ,   ܨ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ, 

sehingga persamaan (3.20) menjadi 

ܻܶᇱ ൌ ଵܻᇱᇱܶߥ ൅ ᇱܻܶܨ ൅
ଵߥ

ܤ ܻܶ (3.21)
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Selanjutnya persamaan (3.21) dibagi dengan ܻሺݕሻܶሺݐሻ, sehingga 

ܶᇱ

ܶ ൌ ଵߥ
ܻᇱᇱ

ܻ ൅ ܨ
ܻᇱ

ܻ ൅
ଵߥ

ܤ  

Didapatkan pemisahan variabel, yaitu 

ܶᇱሺݐሻ ൌ ଵߥ               ሻ           danݐሺܶܥ
௒ᇲᇲ

௒
൅ ܨ ௒ᇲ

௒
൅ ఔభ

஻
ൌ  ܥ

ଵߥ                  
ܻᇱᇱ

ܻ ൅ ܨ
ܻᇱ

ܻ ൅
ଵߥ

ܤ െ ܥ ൌ 0 
(3.22)

Persamaan (3.22) dikalikan ܻ sehingga didapatkan PDB 

ሻݕଵܻᇱᇱሺߥ ൅ ሻݕᇱሺܻ ܨ ൅ ቀఔభ
஻

െ ቁܥ ܻሺݕሻ ൌ 0 (3.23)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.23) adalah 

ଵ݉ଶߥ ൅ ݉ܨ ൅ ቀఔభ
஻

െ ቁܥ ൌ 0  

dengan akar-akar karakteristiknya 

݉ଵ,ଶ ൌ ି௕േ√௕మିସ௔௖
ଶ௔

  

        ൌ
ିிേටிమିସఔభ

ഌభ
ಳ

ଶఔభ
  

Jika 4ߥଵ ቀఔభ
஻

ቁ ൐ ܨ ଶ, maka pilihܨ ൌ ሻݐ଴ሺݕ ൌ ߥ ,1 ൌ 1,0037 ൎ 1 

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik ݉ adalah 

݉ଵ,ଶ ൌ
ିଵേටଵమିସ.ଵ.భభ

ଶ.ଵ
ൌ െ ଵ

ଶ
േ √ଷ

ଶ
݅  
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Sehingga solusi umum pemisahan variable ܻሺݕሻ adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ିଵܥ
ଶ௬ cos

√3
2 ݕ ൅ ଶ݁ିଵܥ

ଶ௬ sin
√3
2  ݕ

(3.24) 

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 ൑ ݕ ൑ ܹ, maka persamaan (3.24) 

pada saat ݕ ൌ 0 adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵܥ cos 0 ൅ .ଶܥ sin 0 ൌ 0  

.ଵܥ   1 ൅ .ଶܥ 0 ൌ 0  

ଵܥ        ൌ 0  

sedangkan persamaan (3.24) pada saat ݕ ൌ ܹ adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ିభܥ
మௐ cos √ଷ

ଶ
ܹ ൅ ଶ݁ିభܥ

మௐ sin √ଷ
ଶ

ܹ ൌ 0  

ଶ݁ିభܥ            
మௐ sin √ଷ

ଶ
ܹ ൌ 0  

Karena ܥଶ݁ିభ
మௐ ് 0, maka sin √ଷ

ଶ
ܹ ൌ 0 dengan syarat 

√3
2 ܹ ൌ ,ߨ݊ ݊׊ ൌ 0, േ1, േ2, … 

sehingga didapat solusi untuk pemisahan variabel ܻሺݕሻ  adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

(3.25) ݕ
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Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.25) ke persamaan (3.23), dengan 

ܻԢሺݕሻ ൌ ܽ௡
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

 ݕ

ܻԢԢሺݕሻ ൌ െܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

 ݕ

Sehingga didapatkan 

െߥଵܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

ݕ ൅ ௡ܽܨ
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

ݕ ൅ ቀ
ଵߥ

ܤ െ ቁܥ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

ݕ ൌ 0 

, ௡ܽ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ cos ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ߨ ׊ ൌ గ
ଶ

, ଷ
ଶ

,ߨ ହ
ଶ

,ߨ …  

Maka solusi (3.25) adalah solusi untuk persamaan (3.23). 

Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel ܶሺݐሻ 

  ܶᇱሺݐሻ ൌ  ሻݐሺܶܥ

          ܶᇱሺݐሻ െ ሻݐሺܶܥ ൌ 0 

ܶᇱሺݐሻ െ
ߨ2݊
√3

ܶሺݐሻ ൌ 0 (3.26)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.26) adalah  

݉ െ
ߨ2݊
√3

ൌ 0 

Sehingga didapatkan akar karakteristik 

݉ ൌ
ߨ2݊
√3
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Sehingga solusi umum dari pemisahan variabel ܶሺݐሻ adalah 

ܶሺݐሻ ൌ ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
 

(3.27)

Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.27) ke persamaan (3.26) dengan 

ܶԢሺݐሻ ൌ ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
 

Sehingga didapatkan 

ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
െ

ߨ2݊
√3

ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
ൌ 0 

௡ܾ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ sin ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ׊ ݊ ൌ 0, േ1, േ2, േ3, … 

Maka solusi (3.27) adalah solusi untuk persamaan (3.26). 

Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu: 

ଵܷሺݕ, ሻݐ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ  

   ൌ ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݕ
మ೙ഏ
√య

௧  

(3.28)

 

Selanjutnya dilakukan proses pengintegralan persamaan (3.17) terhadap ݕ , 

sehingga menghasilkan 

ܤ
߲ଶܩ
ݕ߲ݐ߲ ൅ ܤ

ܩ߲
ݕ߲

ܨ߲
ݕ߲ െ ܨܤ

߲ଶܩ
ଶݕ߲ ൌ ଵߥܤ

߲ଷܩ
ଷݕ߲ ൅ ଵߥ

ܩ߲
ݕ߲ ൅ ଶ݂ሺݐሻ 

(3.29)

Misal డீ
డ௬

ൌ ଵܷ maka persamaan (3.29) menjadi 
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ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ
ܨ߲
ݕ߲ ଵܷ െ ܨܤ

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൌ ଵߥܤ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ ܩଵߥ ൅ ଶ݂ሺݐሻ 
(3.30) 

Persamaan (3.30) di bagi dengan B sehingga menjadi 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ ଵߥ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ െ
ܨ߲
ݕ߲ ଵܷ ൅ ܨ

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅
ܩଵߥ

ܤ  
(3.31)

Persamaan (3.31) bersolusi trivial jika ଵܷ ൌ 0, sehingga didapatkan PD linear orde 

dua 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ ଵߥ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ ܨ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅
ܩଵߥ

ܤ  
(3.32)

Selanjutnya digunakan metode pemisahan variabel untuk persamaan (3.32) sebagai 

berikut 

Misal: ଵܷሺݕ, ሻݐ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ, ܩ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ, maka 

ܻሺݕሻܶᇱሺݐሻ ൌ ሻݐሻܶሺݕଵܻᇱᇱሺߥ ൅ ሻݐሻܶሺݕᇱሺܻܨ ൅
ଵߥ

ܤ ܻሺݕሻܶሺݐሻ (3.33)

Persamaan 3.33 dibagi dengan ܻሺݕሻܶሺݐሻ sehingga menjadi 

ܶᇱሺݐሻ
ܶሺݐሻ ൌ ଵߥ

ܻᇱᇱሺݕሻ
ܻሺݕሻ ൅ ܨ

 ܻᇱሺݕሻ
ܻሺݕሻ ൅

ଵߥ

ܤ  

Sehingga didapatkan 

ܶᇱሺݐሻ ൌ ଵߥ ሻ danݐሺܶܥ
௒ᇲᇲሺ௬ሻ
௒ሺ௬ሻ

൅ ܨ  ௒ᇲሺ௬ሻ
௒ሺ௬ሻ

൅ ఔభ
஻

ൌ  .ܥ

ଵߥ
௒ᇲᇲሺ௬ሻ
௒ሺ௬ሻ

൅ ܨ  ௒ᇲሺ௬ሻ
௒ሺ௬ሻ

൅ ఔభ
஻

െ ܥ ൌ 0  (3.34)

Persamaan (3.34) dikali dengan ܻሺݕሻ sehingga didapatkan PDB 

ሻݕଵܻᇱᇱሺߥ ൅ ሻݕᇱሺܻ ܨ ൅ ቀఔభ
஻

െ ቁܥ ܻሺݕሻ ൌ 0 (3.35)
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Persamaan karakteristik dari persamaan (3.35) adalah 

ଵ݉ଶߥ ൅ ݉ܨ ൅
ଵߥ

ܤ െ ܥ ൌ 0 

dengan akar-akar karakteristik 

݉ଵ,ଶ ൌ ି௕േ√௕మିସ௔௖
ଶ௔

  

        ൌ
ିிേටிమିସఔభ

ഌభ
ಳ

ଶఔభ
  

Jika 4ߥଵ ቀఔభ
஻

ቁ ൐ ܨ ଶ, maka pilihܨ ൌ ሻݐ଴ሺݕ ൌ ߥ ,1 ൌ 1,0037 ൎ 1 

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik ݉ adalah 

݉ଵ,ଶ ൌ
ିଵേටଵమିସ.ଵ.భభ

ଶ.ଵ
ൌ െ ଵ

ଶ
േ √ଷ

ଶ
݅  

Sehingga solusi umum dari pemisahan variabel ܻሺݕሻ adalah: 

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ିଵܥ
ଶ௬ cos

√3
2 ݕ ൅ ଶ݁ିଵܥ

ଶ௬ sin
√3
2  ݕ

(3.36)

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 ൑ ݕ ൑ ܹ, maka persamaan (3.36) 

pada saat ݕ ൌ 0 adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵܥ cos 0 ൅ .ଶܥ sin 0 ൌ 0  

.ଵܥ   1 ൅ .ଶܥ 0 ൌ 0  

ଵܥ        ൌ 0  

Sedangkan persamaan (3.36) pada saat ݕ ൌ ܹ adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ିభܥ
మௐ cos √ଷ

ଶ
ܹ ൅ ଶ݁ିభܥ

మௐ sin √ଷ
ଶ

ܹ ൌ 0  

ଶ݁ିభܥ            
మௐ sin √ଷ

ଶ
ܹ ൌ 0  
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Karena ܥଶ݁ିభ
మௐ ് 0, maka sin √ଷ

ଶ
ܹ ൌ 0, dengan syarat 

√3
2 ܹ ൌ ,ߨ݊ ݊׊ ൌ 0, േ1, േ2, … 

sehingga didapat solusi pemisahan variabel ܻሺݕሻ adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

(3.37) ݕ

Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.37) ke persamaan (3.35), dengan 

ܻԢሺݕሻ ൌ ܽ௡
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

 ݕ

ܻԢԢሺݕሻ ൌ െܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

 ݕ

Sehingga didapatkan 

െߥଵܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

ݕ ൅ ௡ܽܨ
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

ݕ ൅ ቀ
ଵߥ

ܤ െ ቁܥ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

ݕ ൌ 0 

, ௡ܽ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ cos ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ߨ ׊ ൌ గ
ଶ

, ଷ
ଶ

,ߨ ହ
ଶ

,ߨ …  

Maka solusi (3.37) adalah solusi untuk persamaan (3.35). 

Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel ܶሺݐሻ 

  ܶᇱሺݐሻ ൌ  ሻݐሺܶܥ

          ܶᇱሺݐሻ െ ሻݐሺܶܥ ൌ 0 

ܶᇱሺݐሻ െ
ߨ2݊
√3

ܶሺݐሻ ൌ 0 (3.38)
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Persamaan karakteristik dari persamaan (3.38) adalah 

݉ െ
ߨ2݊
√3

ൌ 0 

Sehingga didapatkan akar karakteristik 

݉ ൌ
ߨ2݊
√3

 

Sehingga solusi umum untuk pemisahan variabel ܶሺݐሻ adalah 

ܶሺݐሻ ൌ ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
 

(3.39)

Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.39) ke persamaan (3.38) dengan 

ܶԢሺݐሻ ൌ ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
 

Sehingga didapatkan 

ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
െ

ߨ2݊
√3

ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
ൌ 0 

௡ܾ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ sin ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ׊ ݊ ൌ 0, േ1, േ2, േ3, … 

Maka solusi (3.39) adalah solusi untuk persamaan (3.38). 

Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu 

ଵܷሺݕ, ሻݐ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ  

   ൌ ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݕ
మ೙ഏ
√య

௧  

(3.40)

 



95 
 

3. 3 Solusi Masalah Nilai Batas Persamaan Saint Venant 2D di ࢟ Momentum   

 Pandang persamaan y momentum Saint Venant 2D (3.7) dengan syarat 

߲ܷଶ

ݔ߲ ൅
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൌ 0, ݓ∆ ൌ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲  

Dimisalkan 

ܷଶ ൌ
ݓ߲
ݕ߲  dan ଶܸ ൌ െ

ݓ߲
ݔ߲  

(3.41)

sehingga berakibat 

߲ܷଶ

ݔ߲ ൅
߲ ଶܸ

ݕ߲ ൎ
߲

ݔ߲ ൬
ݓ߲
ݕ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬െ

ݓ߲
ݔ߲ ൰ 

ൌ
߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ െ

߲ଶݓ
 ݕ߲ݔ߲

ൌ
߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ െ

߲ଶݓ
ݕ߲ݔ߲ ൌ 0 

Substitusi (3.41) ke persamaan (3.7) sehingga menghasilkan 

ܤ డ
డ௧

ቀെ డ௪
డ௫

ቁ ൅ ܤ డ௪
డ௬

డ
డ௫

ቀെ డ௪
డ௫

ቁ ൅ ܤ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀെ డ௪
డ௫

ቁ ൌ െ݃ܤ డఎమ
డ௫

൅ ଶߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅

డమ

డ௬మቁ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ ൅ ଶߥ  ቀെ డ௪
డ௫

ቁ  

Persamaan di atas dapat diubah dalam bentuk persamaan diferensial parsial nonlinear 

orde empat sebagai berikut. 

െܤ
߲
ݐ߲

ሺ∆ݓሻ െ ܤ
ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲

ሺ∆ݓሻ ൅ ܤ ൬െ
ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲

ሺെ∆ݓሻ ൌ 

െ݃ܤ డఎమ
డ௫

െ ଶߥܤ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ሺ∆ݓሻ ൅ ଶߥ  ቀെ డ௪
డ௫

ቁ  
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yakni 

ቈെܤ
߲
ݐ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ቉ െ ቈܤ

ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ቉ ൅ 

ቂܤ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁቃ ൌ ቂെ݃ܤ డఎమ
డ௫

ቃ െ ሾߥܤଶ∆∆ݓሿ ൅ ቂߥଶ ቀെ డ௪
డ௫

ቁ ቃ  

(3.42)

dengan െ݃ܤ డఎమ
డ௫

 adalah konstan. 

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan di atas dapat dipisah suku 

per suku dengan memisalkan ݓ ൌ ,ݔሺܨ ݕሻݐ ൅ ,ݕሺܩ  ሻݐ

ݓ߲
ݕ߲ ൌ ,ݔሺܨ ,ሻݐ

ݓ߲
ݔ߲ ൌ

ܨ߲
ݔ߲ ݕ ൅

ܩ߲
ݔ߲  

sehingga dengan pemisahan solusi suku per suku persamaan ݕ momentum Saint 

Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut. 

Suku pertama dari persamaan (3.42) 

 െܤ డ
డ௧

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁ ൌ െܤ డ
డ௧

ቆ డ
డ௫

ቀడ௪
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

ቀడ௪
డ௬

ቁቇ 

             ൌ െܤ డ
డ௧

ቆ డ
డ௫

ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

,ݔሺܨ   ሻቇݐ

             ൌ െܤ డ
డ௧

ቀ0 ൅ డమி
డ௫మ ݕ ൅ డమீ

డ௫మቁ  

             ൌ െܤ డయி
డ௧డ௫మ ݕ െ ܤ డయீ

డ௧డ௫మ 
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Suku kedua dari persamaan (3.42)  

െܤ
ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ െܤ

ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

       ൌ െܨܤሺݔ, ሻݐ డ
డ௫

ቆ డ
డ௫

ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

,ݔሺܨ   ሻቇݐ

       ൌ െܨܤሺݔ, ሻݐ డ
డ௫

ቀడమி
డ௫మ ݕ ൅ డమீ

డ௫మ ൅ 0ቁ  

       ൌ െܨܤሺݔ, ሻݐ ቀడయி
డ௫య ݕ ൅ డయீ

డ௫యቁ  

       ൌ െܨܤሺݔ, ሻݐ డయி
డ௫య ݕ െ ,ݔሺܨܤ ሻݐ డయீ

డ௫య 

Suku ketiga dari persamaan (3.42) 

ܤ ൬
ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ ܤ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

         ൌ ܤ ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቆ డ
డ௫

ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

,ݔሺܨ   ሻቇݐ

         ൌ ܤ ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀడమி
డ௫మ ݕ ൅ డమீ

డ௫మ ൅ 0ቁ  

         ൌ ܤ ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ ቀ1. డమி
డ௫మ ൅ 0 ൅ 0ቁ  

         ൌ ܤ డி
డ௫

డమி
డ௬మ ݕ ൅ ܤ డீ

డ௫
డమி
డ௫మ  
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Suku keempat dari persamaan (3.42) 

െߥܤଶ∆∆ݓ ൌ െߥܤଶ ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶቇݕ߲ ቆ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ 

           ൌ െߥܤଶ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

ቀడ௪
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

ቀడ௪
డ௬

ቁቇ  

           ൌ െߥܤଶ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

ቀడி
డ௫

ݕ ൅ డீ
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

,ݔሺܨ   ሻቇݐ

           ൌ െߥܤଶ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቀడమி
డ௫మ ݕ ൅ డమீ

డ௫మ ൅ 0ቁ  

           ൌ െߥܤଶ ቆ డ
డ௫

ቀ డ
డ௫

డమி
డ௫మ ቁݕ  ൅ డ

డ௫
ቀ డ

డ௫
డమீ
డ௫మ ቁ ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమி
డ௫మ ቁݕ  ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమீ
డ௫మ ቁቇ  

           ൌ െߥܤଶ ቀడరி
డ௫ర ݕ ൅ డరீ

డ௫ర ൅ 0 ൅ డ
డ௬

. 0ቁ  

           ൌ െߥܤଶ ቀడరி
డ௫ర ݕ ൅ డరீ

డ௫రቁ  

           ൌ െߥܤଶ
డరி
డ௫ర ݕ െ ଶߥܤ

డరீ
డ௫ర  

Suku kelima dari persamaan (3.42) 

ଶߥ   ൬െ
ݓ߲
ݔ߲ ൰  ൌ െߥଶ ൬

ܨ߲
ݔ߲ ݕ ൅

ܩ߲
 ൰ݔ߲

  ൌ െߥଶ
డி
డ௫

ݕ െ ଶߥ
డீ
డ௫

 

Sehingga persamaan (3.42) menjadi 

െܤ డయி
డ௧డ௫మ ݕ െ ܤ డయீ

డ௧డ௫మ െ ,ݔሺܨܤ ሻݐ డయி
డ௫య ݕ െ ,ݔሺܨܤ ሻݐ డయீ

డ௫య ൅ ܤ డி
డ௫

డమி
డ௫మ ݕ ൅ ܤ డீ

డ௫
డమி
డ௫మ ൌ

െߥܤଶ
డరி
డ௫ర ݕ െ ଶߥܤ

డరீ
డ௫ర െ ଶߥ

డி
డ௫

ݕ െ ଶߥ
డீ
డ௫
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Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut 

ە
۔

ܤെۓ
߲ଷܨ

ଶݔ߲ݐ߲ ݕ ൅ ܤ
ܨ߲
ݔ߲

߲ଶܨ
ଶݔ߲ ݕ െ ,ݔሺܨܤ ሻݐ

߲ଷܨ
ଷݔ߲ ݕ ൌ െߥܤଶ

߲ସܨ
ସݔ߲ ݕ െ ଶߥ

ܨ߲
ݔ߲ ሺ3.43ሻ                   ݕ

െܤ
߲ଷܩ

ଶݔ߲ݐ߲ െ ,ݔሺܨܤ ሻݐ
߲ଷܩ
ଷݔ߲ ൅ ܤ

ܩ߲
ݔ߲

߲ଶܨ
ଶݔ߲ ൌ െߥܤଶ

߲ସܩ
ସݔ߲ െ ଶߥ

ܩ߲
ݔ߲                                    ሺ3.44ሻ

 

Persamaan (3.43) dan (3.44) saling terpisah. 

Selanjutnya persamaan (3.43)  dibagi dengan ݔ dan dilakukan proses pengintegralan 

terhadap ݔ, sehingga menghasilkan 

െܤ
߲ଶܨ
ݔ߲ݐ߲ ൅ ܤ  ൬

ܨ߲
൰ݔ߲

ଶ

െ ܨܤ
߲ଶܨ
ଶݔ߲ ൌ െߥܤଶ

߲ଷܨ
ଷݔ߲ െ ܨଶߥ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 

(3.45)

Misal డி
డ௫

ൌ ଶܸ maka persamaan (3.45) menjadi 

െܤ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ܤ ଶܸ
ଶ  െ ܨܤ

߲ ଶܸ

ݔ߲ ൌ െߥܤଶ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ െ ݕܨଶߥ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 
(3.46)

 Persamaan (3.46) dibagi dengan ܤ sehingga menjadi 

߲ ଶܸ

ݐ߲ ൌ ଶߥ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ ൅ ଶܸ
ଶ െ ܨ

߲ ଶܸ

ݔ߲ ൅
ܨଶߥ

ܤ  
(3.47)

Persamaan (3.47) akan mempunyai penyelesaian trivial jika ଶܸ ൌ 0, maka didapatkan 

PD orde 2 

߲ ଶܸ

ݐ߲ ൌ ଶߥ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ െ ܨ
߲ ଶܸ

ݔ߲ ൅
ܨଶߥ

ܤ  
(3.48)

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan: ଶܸሺݔ, ሻݐ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ, ܨ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ, 

sehingga persamaan (3.48) menjadi 

ܺܶᇱ ൌ ଶܺᇱᇱܶߥ െ ᇱܶܺܨ ൅
ଶߥ

ܤ ܺܶ (3.49)
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Selanjutnya persamaan (3.49) dibagi dengan ܺܶ, sehingga 

ܶᇱ

ܶ ൌ ଶߥ
ܺԢԢ
ܺ െ ܨ

ܺᇱ

ܺ ൅
ଶߥ

ܤ  

Sehingga didapatkan pemisahan variabel 

ܶᇱሺݐሻ ൌ ଶߥ                 ሻ                danݐሺܶܥ
௑ᇱᇱ
௑

െ ܨ ௑ᇲ

௑
൅ ఔమ

஻
ൌ  ܥ

ଶߥ                                                       
௑ᇱᇱ
௑

െ ܨ ௑ᇲ

௑
൅ ఔమ

஻
െ ܥ ൌ 0 (3.50)

Persamaan (3.50) dikali dengan ܺሺݔሻ sehingga didapatkan PDB 

ଶܺᇱᇱሺ௫ሻߥ െ ሻݔԢሺܺܨ ൅ ቀఔమ
஻

െ ቁܥ ܺሺݔሻ ൌ 0  (3.51)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.51) adalah 

ଶ݉ଶߥ െ ݉ܨ ൅ ఔమ
஻

െ ܥ ൌ 0  

dengan akar-akar karakteristik 

݉ଵ,ଶ ൌ ି௕േ√௕మିସ௔௖
ଶ௔

  

        ൌ
ிേටሺିிሻమିସఔమ

ഌమ
ಳ

ଶఔమ
  

Jika 4ߥଶ ቀఔమ
஻

ቁ ൐ ܨ ଶ, maka pilihܨ ൌ ሻݐ଴ሺݕ ൌ ߥ ,1 ൌ 1,0037 ൎ 1 

Sehingga didapatkan akar-akar karaktristik ݉ adalah 

݉ଵ,ଶ ൌ
ଵേටଵమିସ.ଵ.భభ

ଶ.ଵ
ൌ ଵ

ଶ
േ √ଷ

ଶ
݅  

Sehingga solusi umum pemisahan variabel ܺሺݔሻ adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁ܥ
ଵ
ଶ௬ cos

√3
2 ݕ ൅ ଶ݁ܥ

ଵ
ଶ௬ sin

√3
2  ݕ

(3.52)
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Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 ൑ ݔ ൑   maka persamaan (3.52) ,ܮ

pada saat ݔ ൌ 0 

ܺሺݔሻ ൌ ଵܥ cos 0 ൅ .ଶܥ sin 0 ൌ 0  

.ଵܥ   1 ൅ .ଶܥ 0 ൌ 0  

ଵܥ        ൌ 0  

Sedangkan persamaan (3.52) pada saat ݔ ൌ  ܮ

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ܥ
భ
మ௅ cos √ଷ

ଶ
ܮ ൅ ଶ݁ܥ

భ
మ௅ sin √ଷ

ଶ
ܮ ൌ 0  

ଶ݁ܥ            
భ
మ௅ sin √ଷ

ଶ
ܮ ൌ 0  

Karena ܥଶ݁
భ
మ௅ ് 0, maka sin √ଷ

ଶ
ܮ ൌ 0, dengan syarat 

√3
2 ܮ ൌ ,ߨ݊ ݊׊ ൌ 0, േ1, േ2, … 

sehingga didapat solusi pemisahan variabel ܺሺݔሻ adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

(3.53) ݔ

Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.53) ke persamaan (3.51), dengan 

ܺԢሺݕሻ ൌ ܽ௡
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

 ݔ

ܺԢԢሺݕሻ ൌ െܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

 ݔ
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Sehingga didapatkan 

െߥଵܽ௡
ߨ2݊
√3

ߨ2݊
√3

sin
ߨ2݊
√3

ݔ ൅ ௡ܽܨ
ߨ2݊
√3

cos
ߨ2݊
√3

ݔ ൅ ቀ
ଵߥ

ܤ െ ቁܥ ܽ௡ sin
ߨ2݊
√3

ݔ ൌ 0 

, ௡ܽ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ cos ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ߨ ׊ ൌ గ
ଶ

, ଷ
ଶ

,ߨ ହ
ଶ

,ߨ …  

Maka solusi (3.53) adalah solusi untuk persamaan (3.51). 

Selanjutnya untuk solusi pemisahan variabel ܶሺݐሻ 

  ܶᇱሺݐሻ ൌ  ሻݐሺܶܥ

          ܶᇱሺݐሻ െ ሻݐሺܶܥ ൌ 0 

ܶᇱሺݐሻ െ
ߨ2݊
√3

ܶሺݐሻ ൌ 0 (3.54)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.54) adalah 

 ݉ െ ଶ௡గ
√ଷ

ൌ 0 

Sehingga didapatkan akar karakteristiknya yaitu 

݉ ൌ
ߨ2݊
√3

 

Sehingga solusi umum pemisahan variabel ܶሺݐሻ adalah 

ܶሺݐሻ ൌ ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
 

(3.55)

Uji kesahihan solusi: 

Substitusi persamaan (3.55) ke persamaan (3.54) dengan 

ܶԢሺݐሻ ൌ ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
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Sehingga didapatkan 

ܾ௡
ߨ2݊
√3

݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
െ

ߨ2݊
√3

ܾ௡݁
ଶ௡గ
√ଷ

௧
ൌ 0 

௡ܾ ׊ ൌ ଵ
஻ ׬ ݂ሺݔሻ sin ௡గ௫

஻
௦ݔ݀

଴  dan ׊ ݊ ൌ 0, േ1, േ2, േ3, … 

Maka solusi (3.55) adalah solusi untuk persamaan (3.54). 

Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai awal dan masalah nilai batas yaitu 

ଶܸሺݔ, ሻݐ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ  

   ൌ ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݔ
మ೙ഏ
√య

௧  

(3.56)

 

Selanjutnya dilakukan proses pengintegralan persamaan (3.44) terhadap ݔ, 

sehingga menghasilkan 

െܤ
߲ଶܩ
ݔ߲ݐ߲ ൅ ܤ

ܩ߲
ݔ߲

ܨ߲
ݔ߲ െ ܨܤ

߲ଶܩ
ଶݔ߲ ൌ െߥܤଶ

߲ଷܩ
ଷݔ߲ െ ܩଶߥ ൅ ଶ݂ሺݐሻ 

(3.57)

Misal డீ
డ௫

ൌ ଶܸ maka persamaan (3.57) menjadi 

െܤ
߲ ଶܸ

ݐ߲ ൅ ܤ
ܨ߲
ݔ߲ ଶܸ – ܨܤ

߲ ଶܸ

ݔ߲ ൌ െߥܤଶ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ െ ܩଶߥ ൅ ଶ݂ሺݐሻ 
(3.58)

Persamaan (3.58) dibagi dengan ܤ sehingga menjadi 

߲ ଶܸ

ݐ߲ ൌ ଶߥ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ ൅
ܨ߲
ݔ߲ ଶܸ െ ܨ

߲ ଶܸ

ݔ߲ െ
ܩଶߥ

ܤ  
(3.59)

Persamaan (3.59) bersolusi trivial jika ଶܸ ൌ 0, sehingga didapatkan PD orde dua 

߲ ଶܸ

ݐ߲ ൌ ଶߥ
߲ଶ

ଶܸ

ଶݔ߲ െ ܨ
߲ ଶܸ

ݔ߲ െ
ܩଶߥ

ܤ  
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Selanjutnya digunakan metode pemisahan variabel sebagai berikut 

Misal: ଶܸሺݔ, ሻݐ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ, ܩ ൌ ܺሺݔሻܶሺݐሻ, maka 

ܺሺݔሻܶᇱሺݐሻ ൌ ሻݐሻܶሺݔଶܺᇱᇱሺߥ െ ሻݐሻܶሺݔᇱሺܺܨ െ
ଶߥ

ܤ ܺሺݔሻܶሺݐሻ (3.60)

Tiap-tiap ruas persamaan (3.60) dibagi dengan ܺሺݔሻܶሺݐሻ 

ܶᇱሺݐሻ
ܶሺݐሻ ൌ ଶߥ

ܺԢԢሺݔሻ
ܺሺݔሻ െ ܨ

ܺԢሺݔሻ
ܺሺݔሻ െ

ଶߥ

ܤ  

Sehingga didapatkan pemisahan variabel 

ܶᇱሺݐሻ ൌ ଶߥ            ሻ     danݐሺܶܥ
௑ᇱᇱሺ௫ሻ
௑ሺ௫ሻ

െ ܨ ௑ᇱሺ௫ሻ
௑ሺ௫ሻ

െ ఔమ
஻

ൌ  .ܥ

ଶߥ
ܺᇱᇱሺݔሻ
ܺሺݔሻ െ ܨ

ܺᇱሺݔሻ
ܺሺݔሻ െ

ଶߥ

ܤ െ ܥ ൌ 0 
(3.61)

Persamaan (3.61) dikali dengan ܺሺݔሻ sehingga didapatkan PDB 

ଶܺᇱᇱሺ௫ሻߥ െ ᇱሺ௫ሻܺܨ െ ቀ
ଶߥ

ܤ ൅ ቁܥ ܺሺݔሻ ൌ 0 (3.62)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.62) adalah 

ଶ݉ଶߥ െ ݉ܨ െ ఔమ
஻

െ ܥ ൌ 0  

dengan akar-akar karakteristik 

݉ଵ,ଶ ൌ ି௕േ√௕మିସ௔௖
ଶ௔

  

        ൌ
ிേටிమିସఔమ

షഌమ
ಳ

ଶఔమ
  

Jika 4ߥଶ ቀିఔమ
஻

ቁ ൐ ܨ ଶ, maka pilihܨ ൌ ሻݐ଴ሺݕ ൌ ߥ ,1 ൌ 1,0037 ൎ 1 

 

 



105 
 

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik ݉ adalah 

݉ଵ,ଶ ൌ
1 േ ට1ଶ െ 4.1. െ1

1
2.1 ൌ

1
2 േ

√5
2  

݉ଵ ൌ 1,6 dan ݉ଶ ൌ െ0,6  

Sehingga solusi umum pemisahan variabel ܺሺݔሻ adalah 

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁ଵ,଺௫ܥ ൅ ଶ݁ି଴,଺௫ (3.62)ܥ

Bersama dengan boundary condition nya yaitu 0 ൑ ݔ ൑  maka persamaan (3.62) ,ܮ

pada saat ݔ ൌ 0 

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁ଵ,଺௫ܥ ൅ ଶ݁ି଴,଺௫ܥ ൌ 0  

.ଵܥ   1 ൅ .ଶܥ 1 ൌ 0  

ଵܥ        ൌ െܥଶ 

Sedangkan persamaan (3.62) pada saat ݔ ൌ  ܮ

ܺሺݔሻ ൌ ଵ݁ଵ,଺௅ܥ ൅ ଶ݁ି଴,଺௅ܥ ൌ 0  

          െܥଶ݁ଵ,଺௅ ൅ ଶ݁ି଴,଺௅ܥ ൌ 0  

ଶሺ݁ଵ,଺௅ܥ               ൅ ݁ି଴,଺௅ሻ ൌ 0 

Karena ݁ଵ,଺௅ ൅ ݁ି଴,଺௅ ് 0, maka  ܥଶ ൌ 0, sehingga tidak terdapat solusi untuk ܺሺݔሻ 

dalam separating fungsi ܩ pada ݕ momentum ini. 

Hal ini berakibat ଶܸሺݔ, ሻݐ ൌ ܺሺݔሻ. ܶሺݐሻ =0 
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Sehingga didapatkan solusi umum masalah nilai batas persamaan Saint Venant 2D 

adalah 

ܹሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ଵܷሺݕ, ሻݐ ൅ ଶܸሺݔ,  ሻݐ

       ൌ 2 ൬ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݕ
మ೙ഏ
√య

௧ ൰ ൅ ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݔ
మ೙ഏ
√య

௧  

(3.63)

Contoh: 

ܤ
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ ܤ ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅ ܤ ଵܸ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൌ െ݃ܤ
ଵߟ߲

ݔ߲ ൅ ܤଵߥ ቆ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ቇ ൅ ߥ ଵܷ 
(3.64)

߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅
߲ ଵܸ

ݕ߲ ൌ 0              , ݓ∆ ൌ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲  

Tentukan solusi umum ݔ momentum persamaan Saint Venant 2D (3.64) dengan, 

ܤ ൌ 10݉,   ݃ ൌ 10 ௠
ௗ௧

, ߥ ൌ 1.0037 ௖௠మ

ௗ௧
ൎ 1 ௖௠మ

ௗ௧
. 

Persamaan (3.64) menjadi 

10
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ 10 ଵܷ
߲ ଵܷ

ݔ߲ ൅ 10 ଵܸ
߲ ଵܷ

ݕ߲

ൌ െ100
ଵߟ߲

ݔ߲ ൅ 1 ൈ 10ିଷ ቆ
߲ଶ

ଵܷ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଵܷ

ଶݕ߲ ቇ ൅ 1 ൈ 10ିସ
ଵܷ 

(3.65)

dengan െ100 డఎభ
డ௫

 dianggap konstan, yaitu െ100 డఎభ
డ௫

ൎ 0. 

Dimisalkan 

ଵܷ ൌ
ݓ߲
ݕ߲ dan ଵܸ ൌ െ

ݓ߲
ݔ߲  

(3.66)
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Substitusi (3.66) ke persamaan (3.65) sehingga menghasilkan 

10
߲
ݐ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰ ൅ 10

ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰ ൅ 10 ൬െ

ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰ ൌ 

1 ൈ 10ିଷ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቀడ௪
డ௬

ቁ ൅ 1 ൈ 10ିସ  డ௪
డ௬

  

Bentuk persamaan tersebut dapat ditransformasi dalam persamaan diferensial parsial 

nonlinear orde empat sebagai berikut 

10
߲
ݐ߲

ሺ∆ݓሻ ൅ 10
ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲

ሺ∆ݓሻ ൅ 10 ൬െ
ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲

ሺ∆ݓሻ ൌ 

1 ൈ 10ିଷ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ሺ∆ݓሻ ൅ 1 ൈ 10ିସ డ௪
డ௬

  

Dapat dinyatakan kembali sebagai berikut 

ቂ10 డ
డ௧

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁቃ ൅ ቂ10 డ௪
డ௬

డ
డ௫

ቀడమ௪
డ௫మ ൅ డమ௪

డ௬మ ቁቃ ൅ ቂ10 ቀെ డ௪
డ௫

ቁ డ
డ௬

ቀడమ௪
డ௫మ ൅

డమ௪
డ௬మ ቁቃ ൌ ሾ1 ൈ 10ଷ∆∆ݓሿ ൅ ቂ1 ൈ 10ൈସ డ௪

డ௬
ቃ  

(3.67)

Dengan menggunakan splitting method, maka persamaan (3.67) dapat dipisah suku 

per suku dengan memisalkan ݓ ൌ ,ݕሺܨ ݔሻݐ ൅ ,ݕሺܩ  ሻ adalah solusi eksak persamaanݐ

diferensial parsial orde empat. Maka dapat dinyatakan 

ݓ߲
ݔ߲ ൌ ,ݕሺܨ ,ሻݐ

ݓ߲
ݕ߲ ൌ

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅

ܩ߲
 ݕ߲

Sehingga dengan pemisahan suku per suku solusi persamaan ݔ  momentum Saint 

Venant orde empat dapat dinyatakan sebagai berikut 
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Suku pertama dari persamaan (3.67) 

10
߲
ݐ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ 10

߲
ݐ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

   ൌ 10 డ
డ௧

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

   ൌ 10 డ
డ௧

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

   ൌ 10 డయி
డ௧డ௬మ ݔ ൅ 10 డయீ

డ௧డ௬మ  

Suku kedua dari persamaan (3.67) 

10
ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ 10

ݓ߲
ݕ߲

߲
ݔ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

   ൌ 10 ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డ
డ௫

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

   ൌ 10 ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డ
డ௫

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

   ൌ 10 ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ ቀ0 ൅ 1. డమி
డ௬మ ൅ 0ቁ  

   ൌ 10 ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁ డమி
డ௬మ  

   ൌ 10 డி
డ௬

డమி
డ௬మ ݔ ൅ 10 డீ

డ௬
డమி
డ௬మ  
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Suku ketiga dari persamaan (3.67) 

10 ൬െ
ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ቆ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ ൌ െ10 ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰

߲
ݕ߲ ൭

߲
ݔ߲ ൬

ݓ߲
ݔ߲ ൰ ൅

߲
ݕ߲ ൬

ݓ߲
ݕ߲ ൰൱ 

    ൌ െ10ܨሺݕ, ሻݐ డ
డ௬

ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

    ൌ െ10ܨሺݕ, ሻݐ డ
డ௬

ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

    ൌ െ10ܨሺݕ, ሻݐ ቀ0 ൅ డయி
డ௬య ݔ ൅ డయீ

డ௬యቁ  

    ൌ െ10ܨሺݕ, ሻݐ డయி
డ௬య ݔ െ ,ݕሺܨ10 ሻݐ డయீ

డ௬య 

Suku keempat dari persamaan (3.67) 

1 ൈ 10ିଷ∆∆ݓ ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቆ
߲ଶ

ଶݔ߲ ൅
߲ଶ

ଶቇݕ߲ ቆ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ ൅

߲ଶݓ
ଶݕ߲ ቇ 

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

ቀడ௪
డ௫

ቁ ൅ డ
డ௬

ቀడ௪
డ௬

ቁቇ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቆ డ
డ௫

,ݕሺܨ ሻݐ ൅ డ
డ௬

ቀడி
డ௬

ݔ ൅ డீ
డ௬

ቁቇ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቀ డమ

డ௫మ ൅ డమ

డ௬మቁ ቀ0 ൅ డమி
డ௬మ ݔ ൅ డమீ

డ௬మቁ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቆ డ
డ௫

ቀ డ
డ௫

డమி
డ௬మ ቁݔ  ൅ డ

డ௫
ቀ డ

డ௫
డమீ
డ௬మ ቁ ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమி
డ௬మ ቁ ݔ ൅ డ

డ௬
ቀ డ

డ௬
డమீ
డ௬మ ቁቇ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቀ0 ൅ డ
డ௫

. 0 ൅ డరி
డ௬ర ݔ ൅ డరீ

డ௬ర ቁ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ ቀడరி
డ௬ర ݔ ൅ డరீ

డ௬రቁ  

 ൌ 1 ൈ 10ିଷ డరி
డ௬ర ݔ ൅ 1 ൈ 10ିଷ డరீ

డ௬ర  
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Suku kelima dari persamaan (3.67) 

1 ൈ 10ିସ  
ݓ߲
ݕ߲ ൌ 1 ൈ 10ିସ ൬

ܨ߲
ݕ߲ ݔ ൅

ܩ߲
൰ݕ߲ ൌ 1 ൈ 10ିସ ܨ߲

ݕ߲ ݔ ൅ 1 ൈ 10ିସ ܩ߲
 ݕ߲

Sehingga persamaan (3.67) menjadi 

10 డయி
డ௧డ௬మ ݔ ൅ 10 డయீ

డ௧డ௬మ ൅  10 డி
డ௬

డమி
డ௬మ ݔ ൅ 10 డீ

డ௬
డమி
డ௬మ െ ,ݕሺܨ10 ሻݐ డయி

డ௬య ݔ െ ,ݕሺܨ10 ሻݐ డయீ
డ௬య ൌ

1 ൈ 10ିଷ డరி
డ௬ర ݔ ൅ 1 ൈ 10ିଷ డరீ

డ௬ర ൅ 1 ൈ 10ିସ డி
డ௬

ݔ ൅ 1 ൈ 10ିସ డீ
డ௬

  

Sehingga diperoleh persamaan-persamaan terpisah berikut 

ە
ۖ
۔

ۖ
10ۓ

߲ଷܨ
ଶݕ߲ݐ߲ ݔ ൅  10

ܨ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ ݔ െ ,ݕሺܨ10 ሻݐ

߲ଷܨ
ଷݕ߲ ݔ ൌ 1 ൈ 10ିଷ ߲ସܨ

ସݕ߲ ݔ ൅ 1 ൈ 10ିସ ܨ߲
ݕ߲ ሺ3.68ሻ  ݔ

10
߲ଷܩ

ଶݕ߲ݐ߲ ൅ 10
ܩ߲
ݕ߲

߲ଶܨ
ଶݕ߲ െ ,ݕሺܨ10 ሻݐ

߲ଷܩ
ଷݕ߲ ൌ 1 ൈ 10ିଷ ߲ସܩ

ସݕ߲ ൅ 1 ൈ 10ିସ ܩ߲
ݕ߲                   ሺ3.69ሻ

 

Selanjutnya persamaan (3.68) dibagi dengan ݔ dan dilakukan proses pengintegralan 

terhadap ݕ, sehingga menghasilkan 

10
߲
ݐ߲

ܨ߲
ݕ߲ ൅  10 ൬

ܨ߲
൰ݕ߲

ଶ

െ ܨ10
߲

ݕ߲
ܨ߲
ݕ߲

ൌ 1 ൈ 10ିଷ ߲ଶ

ଶݕ߲
ܨ߲
ݕ߲ ൅ 1 ൈ 10ିସܨ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 

(3.70)

Misal డி
డ௬

ൌ ଵܷ maka persamaan (3.70) menjadi 

10
߲ ଵܷ

ݐ߲ ൅ 10 ଵܷ
ଶ  െ ܨ10

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൌ 1 ൈ 10ିଷ ߲ଶ
ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ 1 ൈ 10ିସܨ ൅ ଵ݂ሺݐሻ 
(3.71)

Persamaan (3.71) dibagi dengan 10, sehingga 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ 1 ൈ 10ିସ ߲ଶ
ଵܷ

ଶݕ߲ െ ଵܷ
ଶ ൅ ܨ

߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅ 1 ൈ 10ିହܨ 
(3.72)
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Persamaan (3.72) akan bersolusi trivial jika ଵܷ
ଶ ൌ 0 , akibatnya didapatkan PD linear 

orde dua 

߲ ଵܷ

ݐ߲ ൌ 1 ൈ 10ିସ ߲ଶ
ଵܷ

ଶݕ߲ ൅ ܨ
߲ ଵܷ

ݕ߲ ൅ 1 ൈ 10ିହܨ 
(3.73)

 

 

Dengan pemisahan variabel dapat dinyatakan ଵܷሺݕ, ሻݐ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ,   ܨ ൌ ܻሺݕሻܶሺݐሻ, 

maka persamaan (3.73) menjadi 

ܻܶᇱ ൌ 1 ൈ 10ିସܻᇱᇱܶ ൅ ᇱܻܶܨ ൅ 1 ൈ 10ିହܻܶ (3.74)

Selanjutnya persamaan (3.74) dibagi dengan ܻሺݕሻܶሺݐሻ, sehingga 

ܶᇱ

ܶ ൌ 1 ൈ 10ିସ ܻᇱᇱ

ܻ ൅ ܨ
ܻᇱ

ܻ ൅ 1 ൈ 10ିହ 

Didapatkan pemisahan variabel, yaitu 

ܶᇱሺݐሻ ൌ ሻ dan 1ݐሺܶܥ ൈ 10ିସ ௒ᇲᇲ

௒
൅ ܨ ௒ᇲ

௒
൅ 1 ൈ 10ିହ ൌ  ܥ

1 ൈ 10ିସ ܻᇱᇱ

ܻ ൅ ܨ
ܻᇱ

ܻ ൅ 1 ൈ 10ିହ െ ܥ ൌ 0 
(3.75)

Persamaan (3.75) dikalikan ܻ sehingga didapatkan PDB 

1 ൈ 10ିସܻᇱᇱሺݕሻ ൅ ሻݕᇱሺܻ ܨ ൅ ሺ1 ൈ 10ିହ െ ሻݕሻܻሺܥ ൌ 0   (3.76)

Persamaan karakteristik dari persamaan (3.76) adalah 

1 ൈ 10ିସ݉ଶ ൅ ݉ܨ ൅ ሺ1 ൈ 10ିହ െ ሻܥ ൌ 0  

 

 



112 
 

dengan akar-akar karakteristik 

݉ଵ,ଶ ൌ ି௕േ√௕మିସ௔௖
ଶ௔

  

        ൌ ିிേ√ிమିସൈଵ଴షవ

ଶൈଵ଴షర   

pilih ܨ ൌ ሻݐ଴ሺݕ ൌ 1. 

Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik ݉ adalah 

݉ଵ,ଶ ൌ ିଵേ√ଵమିସൈଵ଴షవ

ଶൈଵ଴షర ൌ െ ଵ
ଶൈଵ଴షర േ √ଵ

ଶൈଵ଴షర  

 

Sehingga solusi pemisahan variabel ܻሺݕሻ adalah 

ܻሺݕሻ ൌ ଵ݁ିܥ ଵ
ଶൈଵ଴షరା √ଵ

ଶൈଵ଴షర௬ ൅ ଶ݁ିܥ ଵ
ଶൈଵ଴షరି √ଵ

ଶൈଵ଴షర௬ 

Karena െ ଵ
ଶൈଵ଴షర െ √ଵ

ଶൈଵ଴షర ൐ 0, maka ܥଵ ൌ 0, ଶܥ ൌ 0, sehingga tidak terdapat solusi 

untuk kasus ini.  

Untuk persamaan (3.69) dilakukan proses yang sama dengan persamaan (3.68) 

sehingga tidak terdapat solusi umum dalam kasus ini.  

 

Untuk mengetahui hasil gambar solusi analitik persamaan Saint Venant, 

diinputkan source code pada MATLAB sebagai berikut: 

r=2:1:5;Cn=0.00001;n=1;t=2; 

y=Cn*sin(2*n*pi*r/3^(1/3))*exp(2*n*pi*t/3^(1/3)); 

plot(r,y) 
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0 ൑ ݔ ൑ ܮ  dan 0 ൑ ݕ ൑ ܹ . Masalah nilai batas pada ilmu matematika dapat 

merepresentasikan dan memberi gambaran tentang Q. S. Al-Baqarah ayat 286 sebagai 

berikut: 

 

Ÿω ß#Ïk= s3ãƒ ª!$# $ ²¡øtΡ ω Î) $ yγ yè ó™ ãρ 4 $ yγ s9 $ tΒ ôM t6 |¡x. $ pκö n= tã uρ $ tΒ ôM t6 |¡tFø.$# 3 $ oΨ −/u‘ Ÿω !$ tΡõ‹Ï{# xσè? βÎ) !$ uΖŠ Å¡®Σ ÷ρ r& 

$ tΡù'sÜ÷z r& 4 $ oΨ −/u‘ Ÿω uρ ö≅Ïϑ ós s? !$ uΖøŠn= tã #\ô¹ Î) $ yϑ x. …çµ tFù= yϑ ym ’ n?tã š⎥⎪ Ï%©!$# ⎯ÏΒ $ uΖÎ= ö6 s% 4 $ uΖ−/u‘ Ÿω uρ $ oΨ ù=Ïdϑ ys è? $ tΒ Ÿω 
sπ s%$ sÛ $ oΨ s9 ⎯Ïµ Î/ ( ß#ôã$#uρ $ ¨Ψ tã öÏøî $#uρ $ oΨ s9 !$ uΖôϑ ym ö‘ $#uρ 4 |MΡr& $ uΖ9s9öθ tΒ $ tΡöÝÁΡ$$ sù ’ n?tã ÏΘöθ s)ø9$# š⎥⎪ ÍÏ≈ x6ø9$# 

∩⊄∇∉∪    

Artinya: 
Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. ia 
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari 
kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami, janganlah 
Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau bebankan 
kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau pikulkan 
kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah 
kami; dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami 
terhadap kaum yang kafir." 
 

Batas yang dimaksud dalam ayat ini adalah batas kemampuan manusia dalam 

menerima ujian dari Allah S.W.T, dan Allah S.W.T tidak akan memberikan ujian 

yang melebihi batas kemampuan manusia. Ketika manusia diberi ujian pada daerah 

0 ൑ ݔ ൑ ܮ  dan 0 ൑ ݕ ൑ ܹ , maka manusia tersebut pasti mampu menjalani ujian 

Allah S.W.T dengan melakukan usaha yang sungguh-sungguh. Tapi ketika manusia 

diberi ujian pada daerah ݔ ൏ 0, dan ݔ ൐  maka manusia tidak akan mampu untuk ,ܮ

manjalaninya, kecuali jika memang Allah S.W.T yang menghendakinya. Begitu pula 

yang terjadi pada daerah ݕ ൏ 0, dan ݕ ൐ ܹ, manusia tidak akan mampu melewati 
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ujian pada daerah ini. Namun, yang perlu diingat dan selalu diyakini adalah bahwa 

Allah S.W.T tidak akan memberi ujian pada hambanya melebihi batas kemampuan 

manusia, dalam hal ini adalah 0 ൑ ݔ ൑ dan 0 ܮ ൑ ݕ ൑ ܹ. 

Berkaitan dengan isi penyampaian Allah S.W.T dalam Al-Quran terdapat pula 

batasan tentang apa yang boleh manusia ketahui dan tidak boleh diketahui manusia. 

Hal ini tergambar dalam Q. S. Al-Isra’ ayat 85, sebagai berikut: 

š tΡθ è= t↔ ó¡o„ uρ Ç⎯tã Çyρ”9$# ( È≅ è% ßyρ ”9$# ô⎯ÏΒ ÌøΒ r& ’ În1u‘ !$ tΒ uρ ΟçF Ï?ρ é& z⎯ÏiΒ ÉΟù= Ïè ø9$# ω Î) WξŠ Î= s% ∩∇∈∪    

Artinya: 
Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: "Roh itu Termasuk urusan 
Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan melainkan sedikit". 
 

Ayat ini berisi tentang hukum membahas ruh. Berdasarkan ayat ini, maka 

mayoritas manusia dapat mengetahui bahwa hukum membahas ruh adalah haram. 

Allah S.W.T menyatakan bahwa manusia tidak diperbolehkan mengkaji dan 

mempertanyakan roh secara mendalam karena roh merupakan rahasia Allah S.W.T 

dan hanya Allah S.W.T yang benar-benar mengetahui. Sedangkan manusia cukup 

diberi sedikit pengetahuan mengenai roh tersebut. Hal ini menunjukkan bahwa Allah 

S.W.T telah memberikan batas tentang apa yang perlu diketahui manusia tentang 

rahasia-Nya. 

Contoh yang sederhana dapat dilihat pada pembahasan masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas yang telah dikaji di atas. Dalam mencari hasil solusi, dibutuhkan 

beberapa kali proses yang tidak mudah dan membutuhkan waktu lama untuk 
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memecahkan masalah nilai awal dan masalah nilai batas ini. Hal ini menunjukkan 

keterbatasan manusia dalam segala hal, khususnya menghitung, dan ini telah 

membuktikan bahwa Allah S.W.T adalah Maha Segala-galanya, seperti tercantum 

dalam Q. S Al-Baqarah ayat 202 sebagai berikut, 

y7 Í×¯≈ s9'ρ é& óΟßγ s9 Ò=ŠÅÁ tΡ $ £ϑ ÏiΒ (#θ ç7|¡x. 4 ª!$#uρ ßìƒ Î|  É>$ |¡Ït ø: $# ∩⊄⊃⊄∪        

Artinya: 
Mereka itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang mereka 
usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya. 
 

sehingga dari kedua ayat diatas dapat diambil pelajaran bahwa Allah S.W.T tidak 

akan memberi ujian yang melebihi batas kemampuan hamba-Nya karena 

sesungguhnya manusia mempunyai kemampuan terbatas  sesuai  dengan  ukuran 

yang  diberikan oleh Allah S.W.T kepadanya, dan tidak ada manusia yang dapat 

melebihi kemampuan Allah S.W.T dalam segala hal.  
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Dari paparan pembahasan di atas dapat dikonstruksi langkah-langkah 

d’Alembert solution untuk memperoleh model gelombang di sumbu ݔ dan ݕ sebagai 

berikut: 

 ܷሺݔ, ሻݐ ൌ ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅ ଷ
ଶ

ሺsin݂ܤ ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ െ ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻ ൅

ଵሺsinߟܤ݃                    ߬ ൅ 2 ଵܷݐሻቃ െ ቂ ஻
ଶ௎భ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ ఔ
ଶ௎భ

ଵܷሺsin ߬ሻ ൅

ଵሺsinߟܤ݃                   ߬ሻቃ  

dan 

ܸሺݕ, ሻݐ ൌ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅ ଷ
ଶ

ሺsin݂ܤ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ െ ఔ
ଶ௏మ

ଶܸሺsin ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻ ൅

ଶሺsinߟܤ݃ ߬ ൅ 2 ଶܸݐሻቃ െ ቂ ஻
ଶ௏మ

ሺsinܩ ߬ሻ ൅ ஻
ଶ

݂ሺsin ߬ሻ െ ఔ
ଶ௏మ

ଶܸሺsin ߬ሻ ൅

ଶሺsinߟܤ݃ ߬ሻቃ  

Selanjutnya, dengan splitting method dapat diselesaikan model gelombang pada 

persamaan Saint Venant 2D menggunakan nilai batas dengan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

1. Diberikan persamaan umum: ൫ݔ, ,ݕ ,ݓ ,௫ݓ ,௬ݓ ,௫௫ݓ ,௫௬ݓ ,௬௬ݓ … ൯ ൌ 0 . Hal ini 

digunakan untuk mencari solusi pemisahan secara umum. 
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2. Didefinisikan struktur solusi sebagai berikut ݓ ൌ φଵሺݔሻψଵሺݕሻ ൅ ڮ ൅

φ୬ሺݔሻψ୬ሺݕሻ  yang selanjutnya akan disubtitusikan ke dalam persamaan 

umum. 

3. Menulis kembali persamaan umum Saint Venant 2D yang selanjutnya 

dikerjakan dengan menggunakan splitting procedure. 

4. Menghasilkan persamaan fungsional dan sistem persamaan diferensial biasa. 

5. Menghasilkan persamaan fungsional 

ݓ ൌ ΦଵሺݔሻΨଵሺݕሻ ൅ ڮ ൅ Φ୩ሺݔሻΨ୩ሺݕሻ ൌ 0   

6. Subtitusikan Φ௠  dan Ψ௠  yang diperoleh ke dalam sistem persamaan 

diferensial biasa. 

7. Menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasa sehingga diperoleh φ௠ dan 

ψ௠. 

8. Menulis kembali solusi pemisahan umum dari persamaan umum. 

Hasil dari splitting method pada persamaan Saint Venant 2D adalah sebagai 

berikut  

  ܹሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ଵܷሺݕ, ሻݐ ൅ ଶܸሺݔ,   ሻݐ

                ൌ 2 ൬ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݕ
మ೙ഏ
√య

௧ ൰ ൅ ܽ௡ sin ଶ௡గ
√ଷ

௡ܾ݁ݔ
మ೙ഏ
√య

௧  

Untuk mengetahui hasil gambar solusi analitik persamaan Saint Venant 2D, 

diinputkan source code pada MATLAB sebagai berikut: 

r=2:1:5;Cn=0.00001;n=1;t=2; 

y=Cn*sin(2*n*pi*r/3^(1/3))*exp(2*n*pi*t/3^(1/3)); 
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Lampiran 1 

Tabel viskositas air dan udara pada tekanan 1 Atm dalam buku karangan R. Byron 

Bird yang berjudul “Transport Phenomena” halaman 8, menyebutkan bahwa:  

Suhu 

ܶሺԨሻ 

Air ሺcairanሻ Udara 

 Viskositas 

 (cp)ߤ

Viskositas 

Kinematik 

ߥ ൈ 10ଶ(cmଶ secିଵሻ 

Viskositas 

 (cp)ߤ

Viskositas 

Kinematik 

ߥ ൈ 10ଶ(cmଶ secିଵሻ 

0 1.787 1.787 0.01716 13.27 

20 1.0019 1.0037 0.01813 15.05 

40 0.6530 0.6581 0.01908 16.92 

60 0.4665 0.4744 0.01999 18.86 

80 0.3548 0.3651 0.02087 20.88 

100 0.2821 0.2944 0.02173 22.98 

 

Maka dalam kasus ini, viskositas yang dipakai adalah ߥ ൌ 1.0037 ൎ 1 

 

 

   



  KEMENTERIAN AGAMA RI  
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK 
IBRAHIM MALANG 
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI  
Jl. Gajayana No. 50 Dinoyo Malang (0341) 551345    
Fax. (0341)572533 

 
BUKTI KONSULTASI SKRIPSI 

  
Nama   : Dewi Erla Mahmudah 
Nim   : 07610038 
Fakultas/ jurusan : Sains dan Teknologi/ Matematika 
Judul skripsi  : ANALISIS PERSAMAAN SAINT VENANT 2D UNTUK 

MODEL GELOMBANG PERAIRAN DANGKAL DENGAN 
MASALAH NILAI AWAL DAN MASALAH NILAI BATAS 

Pembimbing I : Ari Kusumastuti, M.Pd 
Pembimbing II : Dr.  H. Munirul Abidin, M.Ag 
 

No Tanggal HAL Tanda Tangan 
1 30 Oktober 2010 Konsultasi BAB III 1.  
2 9 November 2010  Konsultasi BAB I dan II   2. 
3 17 November 2010 Revisi BAB I dan II 3  
4 19 November 2010 Konsultasi BAB III  4. 
5 19 November 2010 ACC seminar proposal  5.   
6 15 Januari 2011 Konsultasi BAB III   6. 
7 6 Januari 2011  Konsultasi Kajian Agama 7.  

 
 
 
9.  

 
 
8.  
 

8 15 Januari 2011 Konsultasi BAB I dan II 

9 14 Januari 2011 Revisi Kajian Agama 

10 14 Januari 2011 Konsultasi Keseluruhan  10. 
11 25  Januari 2011 ACC Keseluruhan 11.  

 
 

Malang, 4 Februari 2011 
Mengetahui, 

Ketua Jurusan Matematika 
 
 

 
Abdussakir, M.Pd 
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