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ABSTRAK 

 

 

Fahcruddin, Imam. 2010. Spectrum Graf Hasilkali Kartesius. Skripsi, Jurusan 

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: I.  Abdussakir, M.Pd.  

                                  II. Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

 

Himpunan nilai eigen dari reperesentasi graf dalam matriks 

terhubung langsung adalah spectrum dari graf tersebut. 

Spectrum dari graf G dengan n titik biasanya dinotasikan 

dengan Sp(G). Terdapat beberapa cara untuk membentuk dari 

dua graf menjadi sebuah graf baru yang mana himpunan 

titiknya merupakan hasilkali kartesius antara dua graf 

tersebut. Pada skripsi ini akan dikaji spectrum hasilkali 

kartesius dari dua graf sederhana. Dengan menggunakan 

teorema spectrum graf hasilkali kartesius, diperoleh 

1. spectrum dari graf tangga ( )nL  adalah 

( )
( ) ( )

1 2cos , 1 2cos
1 1

n

k k
Sp L

n n

π π    
= + − +       + +     

 

2. spectrum dari graf buku ( )2 1,nP K×  adalah 

( )2 1, [ 1, 1 ,1 ,1]nSp P K n n× = − − ± ±  

3. spectrum dari graf jaring-jaring ( )m nP P×  adalah 

( )
( ) ( )

[2 cos cos ].
1 1

m n

k l
Sp P P

m n

π π    
× = +        + +    

 

 

 

Kata Kunci: Spectrum, Matriks Terhubung Langsung, Graf 

Hasilkali Kartesius. 
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ABSTRACT 

 

 

Fahcruddin, Imam. 2010. The Spectrum Cartesian Product of Graph. Theses. 

Mathematics Programme Faculty of Science and Technology The 

State of Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Promotor: I.  Abdussakir, M.Pd. 

    II. Ach. Nashichuddin, M.A.  

 

 

The set of graph eigenvalues of the adjacency matrix is called 

the spectrum of the graph. The spectrum of a graph G with n 

vertices is commonly denoted Sp(G). There are also several 

ways of forming from two graphs a new graph whose vertex 

set is the Cartesian product of their vertex sets. In this theses 

we study spectrum of Cartesian product of two simple 

graphs. Utilizing the theorem about spectrum of Cartesian 

product of two simple graph, we prove that 

1. the spectrum of the ladder graph ( )nL  is 

( )
( ) ( )

1 2cos , 1 2cos
1 1

n

k k
Sp L

n n

π π    
= + − +       + +     

 

2. the spectrum of the book graph ( )2 1,nP K×  is 

( )2 1, [ 1, 1 ,1 ,1]nSp P K n n× = − − ± ±  

3. the spectrum of the grid graph ( )m nP P×  is 

( )
( ) ( )

[2 cos cos ].
1 1

m n

k l
Sp P P

m n

π π    
× = +        + +    

 

Key words: Spectrum, adjacency matrix, Cartesian product 

of graph 

 

 



BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Iqra` merupakan perintah Allah yang pertama kali disampaikan Jibril kepada 

nabi Muhammad SAW, “Ma aqra`?” demikian pertanyaan nabi setelah berulang-

ulang Jibril menyampaikan perintah tersebut. Mungkin mengherankan ketika 

perintah tersebut ditujukan kepada seseorang yang tidak pernah membaca suatu 

kitab sebelum turunnya Al-Quran dan tidak pernah menulis kitab dengan tangan 

kanannya (QS 29: 48). Namun, keheranan ini akan sirna jika kita sadari bahwa 

perintah iqra` yang berarti membaca, menelaah, meneliti, menghimpun dan 

sebagainya dikaitkan dengan “bi ismi Rabbika”, suatu tindakan yang didasari 

keimanan pada Allah SWT, ikhlas hanya mengharapkan ridha Allah yang Maha 

Pencipta. Kemudian “Wa rabbuka Al-Akram” mengandung pengertian bahwa 

Allah dapat menganugerahkan puncak dari segala yang terpuji bagi hamba-Nya 

yang membaca (M.Quraish Shihab, 2007:260) . Sungguh motivasi yang luar biasa 

yang dijanjikan Allah kepada hamba-Nya, yang menjadi niat dan keyakinan untuk 

selalu meneliti, menelaah dan mengkaji terutama disiplin ilmu yang ditekuni. 

Segala fenomena yang sering kita alami sehari-hari, sebenarnya sudah terpola 

dengan rapi, tersusun dari beberapa aturan-aturan yang saling berkaitan, ada 

langkah-langkahnya, perhitungannya bahkan formulanya. Ahli matematika, atau 

ilmuwan secara umum tidak membuat suatu rumus sedikitpun, tetapi mereka 

menangkap fenomena yang terjadi, kemudian meneliti dan merumuskan dalam 

1 
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bentuk bahasa mereka sendiri sehingga ditemukan rumus-rumus atau teori-teori 

yang bisa dikategorikan ilmiah. Pencipta dari segala ciptaan hanyalah Allah SWT, 

sebagaimana firman Allah: 

“Ï% ©!$# …çµ s9 à7 ù= ãΒ ÏN≡ uθ≈yϑ ¡¡9 $# ÇÚö‘ F{$#uρ óΟs9 uρ õ‹ Ï‚−G tƒ #Y‰ s9 uρ öΝs9 uρ ä3 tƒ …ã& ©! Ô7ƒÎ
Ÿ° ’ Îû Å7 ù=ßϑ ø9$# 

t, n=yz uρ ¨≅à2 & óx« … çνu‘ £‰ s) sù # \�ƒ Ï‰ ø) s? ∩⊄∪                

Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak 

mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan (Nya), 

dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-

ukurannya dengan serapi-rapinya. (QS. 25:2). 

 

Pengetahuan mengenai ilmu ukur, perhitungan dan bilangan tidak akan lepas 

dari matematika. Teori graf dan aljabar merupakan cabang dari matematika. 

Kajian mengenai konsep-konsep aljabar dalam teori graf merupakan suatu hal 

yang penting untuk dilakukan karena dari hasil penelitiannya nanti, akan diperoleh 

beberapa pola atau karakteristik graf yang memiliki keteraturan dalam perspektif 

aljabar. Dari pola-pola yang ditemukan inilah, kemudian dijadikan dasar untuk 

mengklasifikasikan berbagai macam sifat-sifat dan karakteristik suatu graf dikaji 

dari sisi aljabarnya.     

Konteks klasifikasi atau pengelompokkan ini juga berperan penting dalam 

strategi ketika berperang. Misalnya pasukan yang mahir dalam memanah, maka 

masuk dalam kategori pemanah, dan pasukan yang ahli dalam memainkan 

pedang, masuk dalam kategori pasukan berpedang, diklasifikasikan sesuai dengan 

kemampuan dan karakteristik dari pasukan tersebut, untuk berperang bersama-

sama di jalan Allah, sebagaimana firman-Nya: 
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$ pκš‰r' ¯≈tƒ tÏ% ©!$# (#θãΨ tΒ#u (#ρä‹ è{ öΝà2u‘ õ‹ Ïm (#ρ ã�Ï�Ρ $$ sù BN$t6 èO Íρr& (#ρã�Ï�Ρ$# $ Yè‹Ïϑ y_ ∩∠⊇∪     

Hai orang-orang yang beriman, bersiap siagalah kamu, dan majulah (ke 

medan pertempuran) berkelompok-kelompok, atau majulah bersama-sama! 

(QS. 4:71). 

 

Kemudian kajian mengenai golongan atau kelompok (firqah) pada umat Islam 

nanti, juga akan terbagi menjadi 73 golongan, dan diklasifikasikan lagi menjadi 

dua kelompok, ada yang menjelaskan bahwa kelompok pertama adalah penghuni 

neraka yang terdiri dari 72 golongan dan kelompok kedua adalah penghuni surga 

yang terdiri dari satu golongan, sebagaimana sabda nabi: 

��������	�
�� ����� ����� ����� ��� �������� ����� ������������,   !���� ����� ���� �" #���� �$��% �$�� ����& ���'������ ���'���� �(�)�&
*+���,�-��, �.���/  0���1�2 ���� �������� ��3 �$��4��, ����� �5�6�	�7�� ��������	�
�� �8�� 9$�� �(*+9��� �����'�:�
 �( ���������;,  <�	���7�� �(

*+9��� �����'�:�
 �( =>�-�; ����� ��������,*?�@�&��( *+9��� 9A�� �B����� ��3 �" #C��%: ��E����6: FG� �HE 
�B ��2 ���I ���� �(J 
�H��6: ������K�L�� �( �!������ ��,�� ���) .O)�	��� P�(B(  

 “Sungguh akan terjadi pada umatku apa yang pernah terjadi antara Bani 

Israil, bagaikan sepasang sandal. Jika di antara mereka ada yang menggauli 

ibunya secara terang-terangan, maka pada umatku pun akan ada orang yang 

berbuat demikian. Sesungguhnya Bani Israil telah terpecah menjadi tujuh 

puluh tiga aliran; semuanya akan masuk neraka, kecuali satu.” Para sahabat 

bertanya, “Siapakah golongan itu, wahai Rasulullah?”, beliau menjawab, 

“Yakni mereka yang mengikuti jalan hidupku dan para sahabatku.” 

(HR. Turmudzi).   

 

Penelitian aljabar dalam teori graf merupakan topik dari matematika yang 

mengkaji graf melalui sifat-sifat aljabar dari representasi graf dalam matriks. 

Lebih spesifik lagi, teori spectra graf membahas sifat-sifat graf yang berhubungan 

dengan polinomial karakteristik, nilai eigen, dan vektor eigen dari representasi 

graf dalam matriks terhubung langsung atau matriks Laplacian. 
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Secara historis, teori spectra graf mulai dirintis pada tahun 1950-an dan 1960-

an. Salah satu topik dalam teori spectra graf yang banyak diteliti adalah spectrum. 

Kajian tentang spectrum pada monograf telah diperkenalkan oleh Dragoš M. 

Cvetković, Michael Doob, dan Horst Sachs dalam karya ilmiahnya yang berjudul 

Spectra of Graph pada tahun 1980, kemudian direvisi dan diterbitkan dalam 

sebuah buku yang berjudul Recent Results in the Theory of Graph Spectra pada 

tahun 1988. (http://en.wikipedia.org/wiki/Spectral_Graph_Theory). 

  Pada umumnya, studi tentang spectrum graf didasari pada nilai eigen dari 

representasi matriks terhubung langsung atau Laplacian pada graf yang memiliki 

sifat-sifat matematika yang menarik dan memiliki pola tertentu. Studi tentang 

aplikasinya juga telah dilakukan, yaitu penerapan spectrum matriks Laplace dalam 

menentukan banyaknya pohon merentang pada suatu graf (Geir Agnarsson, 

2007:98), penerapan polinomial karakteristik graf pada indeks topologi ZG untuk 

identifikasi struktur molekul pada ikatan kimia (Haruo Hosoya, 2007:239) dan 

aplikasi spectrum Laplacian graf pada segmentasi gambar.  

Salah satu kendala dalam penelitian tentang spectrum graf adalah menentukan 

nilai eigen dari persamaan karakteristik matriks terhubung langsung pada jenis-

jenis graf yang sulit ditemukan bentuk umum matriks segitiga, sehingga tidak 

diperoleh bentuk umum nilai eigen dari graf tersebut. Kemudian sulitnya 

memperoleh bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali 

kartesius. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibahas penerapan polinomial 

Chebyshev untuk menentukan nilai eigen dari graf yang sulit ditemukan bentuk 
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umum matriks segitiga, dan penerapan hasilkali Kronecker untuk menentukan 

bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius. 

Dari hasil kajian literatur, spectrum graf yang telah teliti meliputi graf 

komplit ( )nK , graf komplit bipartisi ( ),m nK , graf sikel ( )nC , graf lintasan ( )nP , 

graf triangular ( )( )nL K , dan graf Lattice ( ),( ), 2m mL K m ≥ . Jenis-jenis graf yang 

belum ada penelitian sebelumnya adalah graf hasilkali kartesius, yaitu graf tangga 

( )2 nP P× , graf jaring-jaring ( )m nP P× , dan graf buku ( )2 1,nP K× . Oleh sebab itu, 

dalam penelitian ini, penulis tertarik untuk meneliti spectrum graf hasilkali 

kartesius dengan judul penelitian “Spectrum Graf Hasilkali Kartesius”.  

1.2 Rumusan Masalah 

Masalah yang ingin diselesaikan dalam skripsi ini adalah menentukan bentuk 

umum spectrum jenis-jenis graf hasilkali kartesius. 

1.3  Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka penelitian yang dibahas dalam 

skripsi ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum spectrum jenis-jenis graf 

hasilkali kartesius.  

1.4  Batasan Masalah 

Pada skripsi ini, masalah yang dikaji dibatasi pada graf sederhana dan graf 

yang diperoleh dari operasi hasilkali kartesius, yaitu graf tangga ( )2 nP P× , graf 

jaring-jaring ( )m nP P× , dan graf buku ( )2 1,nP K× . 

 

 



 

6

1.5   Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dalam penulisan skripsi ini adalah: 

1. Bagi Penulis 

Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan tentang teori spectrum graf, khususnya spectrum graf 

hasilkali kartesius. 

2. Bagi Lembaga 

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan kepustakaan yang 

dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan 

matematika untuk mata kuliah aljabar linier dan teori graf. 

3. Bagi Pengembangan Ilmu 

 Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan kajian keilmuan untuk 

menambah wawasan keilmuan. 

  

1.6  Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian 

kepustakaan, yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai 

sumber seperti buku, jurnal, atau prosiding seminar nasional atau internasional. 

Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji teorema-teorema spectra graf dari 

literatur yang diperoleh, kemudian diterapkan pada jenis graf yang lain yang 

belum ada penelitian mengenai graf tersebut.  

Prosedur perhitungan dan pencarian pola dilakukan dengan menggunakan 

program komputer, yaitu Matlab 6.5 untuk perhitungan matriks dengan entri 
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numerik, Maple 12 untuk perhitungan matriks dengan entri simbol dan Wolfram 

Mathematica 7.0 untuk perhitungan hasilkali Kronecker pada matriks terhubung 

langsung dan spectrum dari graf hasilkali kartesius.  

Diberikan dua graf sederhana G dan H, maka langkah-langkah yang 

dilakukan dalam menentukan spectrum dari hasilkali kartesius graf G dan H 

adalah: 

1. menentukan matriks terhubung langsung dari graf G dan H. 

2. menentukan matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius G 

dan H. 

3. mencari bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali 

kartesius G dan H. 

4. menghitung spectrum dari graf G dan H. 

5. menghitung spectrum hasilkali kartesius graf G dan H. 

6. mengamati ada tidaknya hubungan spectrum graf G dan H dengan 

spectrum hasilkali kartesius graf G dan H. 

7. menentukan bentuk umum spectrum hasilkali kartesius graf G dan H, jika 

masing-masing spectrum dari graf tersebut sudah diketahui. 

8. Rumus yang diperoleh dari langkah 7, masih dapat dianggap sebagai 

dugaan (konjektur). Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan 

dengan terlebih dahulu merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema 

yang dilengkapi dengan bukti-bukti. 

9. Menerapkan teorema pada langkah 8 ke jenis-jenis graf hasilkali kartesius, 

kemudian membuktikan teorema yang diperoleh.  
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1.7 Sistematika Penulisan 

Skripsi ini terdiri dari empat bab dengan sistematika penulisan sebagai 

berikut: 

BAB I. PENDAHULUAN 

Bab ini mendeskripsikan secara umum mengenai isi skripsi. Pembagian 

bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, 

batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II  KAJIAN PUSTAKA 

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung 

bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas 

tentang analisis matriks, polinomial Chebyshev, teori graf dan teori 

spectra graf beserta hasil-hasil penelitian sebelumnya, serta kajian 

keagamaan. 

BAB III  PEMBAHASAN 

Pada bab ini disajikan hasil yang diperoleh dari penelitian ini, yaitu 

matriks terhubung langsung graf hasilkali kartesius, teorema spectrum 

matriks terhubung langsung graf hasilkali kartesius, bukti spectrum graf 

lintasan ( )nP , graf tangga ( )2 nP P× , graf jaring-jaring ( )m nP P× , dan 

graf buku ( )2 1, .nP K×  

BAB IV PENUTUP 

 Bab ini memuat kesimpulan dari penulisan skripsi ini dan beberapa 

gagasan untuk penelitian selanjutnya. 



BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1 Analisis Matriks 

2.1.1 Matriks 

Definisi 1.  

Suatu susunan dari bilangan (atau simbol) yang terdiri dari m baris dan n 

kolom adalah matriks m n× . (S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:17). 

Dari definisi diatas, yang terdiri dari baris dan kolom adalah susunannya 

saja, misalkan A adalah matriks dengan ukuran m baris dan n kolom, m dan n 

merupakan bilangan bulat positif, maka matriks A dapat ditulis: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

mxn

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
  
 

…

…

� � � �

…

 atau 

11 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

mxn

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
  

…

…

� � � �

…

 

Definisi 2.  

Suatu matriks yang terdiri dari n baris dan 1 kolom disebut sebagai vektor 

kolom dengan ukuran n atau vektor, sedangkan matriks yang terdiri dari 1 baris 

dan n kolom disebut sebagai vektor baris dengan ukuran n. Matriks yang 

berukuran 1 n×  atau 1n×  dinotasikan sebagai R
n
 . (S.K. Jain dan A.D. 

Gunawardena, 2004:62). 

Contoh 3.  Vektor kolom dan vektor baris yang dibentuk oleh matriks :mxnA  

( )
( )

( )

11 12 1 1 11 12 1

21 22 2 2 21 22 2

1 2 1

1 2 3 1 2

, ,..., ,

n n

n n

m m mn m m mn

a a a r a a a

a a a r a a a
c c c

a a a r a a a

=     
      =     = = =
     
           =     

�

�

� � � �

�
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Teorema 4.  

Diberikan matriks ,r m m nA B× ×  dan m nC × , maka dari sifat-sifat aritmatika 

matriks diperoleh ( )A B C AB AC+ = +  (Hukum distributif kiri). 

(Anton dan Rorres, 2004:42)
 

  

Bukti. 

Misalkan entri-entri dari matriks ,r m m nA B× ×  dan m nC ×  adalah: 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2

, ,

m n n

m n n

r m m n m n

r r rm m m mn m m mn

a a a b b b c c c

a a a b b b c c c
A B C

a a a b b b c c c

× × ×

     
     
     = = =
     
          
     

� � �

� � �

� � � � � � � � � � � �

� � �

 

akan ditunjukkan bahwa ( ) .A B C AB AC+ = +   

( )

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

m n n

m n n

r r rm m m mn m m mn

m

m

r r rm

a a a b b b c c c

a a a b b b c c c
A B C

a a a b b b c c c

a a a

a a a

a a a

      
      
      + = +
      
                  



=

� � �

� � �

� � � � � � � � � � � �

� � �

�

�

� � � �

�

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 1

, 1 , 1 , 1

2 1 1 2 2 2

, 1 , 1

n n

n n

m m m m mn mn

m m m

j i i j i i j in in

i j i j i j

m m

j i i j i i

i j i j

b c b c b c

b c b c b c

b c b c b c

a b c a b c a b c

a b c a b c a

= = =

= =

 + + +  
    + + +    
    
        + + +    

+ + +

+ +
=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

�

�

� � � �

�

�

� ( )

( ) ( ) ( )

2

, 1

1 1 2 2

, 1 , 1 , 1

m

j in in

i j

m m m

rj i i rj i i rj in in

i j i j i j

b c

a b c a b c a b c

=

= = =

 
 
 
 

+ 
 
 
 
 

+ + +  
 

∑

∑ ∑ ∑

� � � �

�
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

, 1 , 1 , 1

2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

, 1 , 1 , 1

1 1 2 2

, 1 , 1 , 1

m m m

j i j i j i j i j in j in

i j i j i j

m m m

j i j i j i j i j in j in

i j i j i j

m m m

rj i rj i rj i rj i rj in rj in

i j i j i j

a b a c a b a c a b a c

a b a c a b a c a b a c

a b a c a b a c a b a c

= = =

= = =

= = =


+ + +




+ + +
= 




+ + +


∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

�

� � � �

�













1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1

2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1

1 1

, 1 , 1

m m m m m m

j i j i j i j i j in j in

i j i j i j i j i j i j

m m m m m m

j i j i j i j i j in j in

i j i j i j i j i j i j

m m

rj i rj i rj

i j i j

a b a c a b a c a b a c

a b a c a b a c a b a c

a b a c a b

= = = = = =

= = = = = =

= =

+ + +

+ + +
=

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

�

�

� � � �

2 2

, 1 , 1 , 1 , 1

m m m m

i rj i rj in rj in

i j i j i j i j

a c a b a c
= = = =

 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ +  
 

∑ ∑ ∑ ∑�

1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1

2 1 2 2 2 2 1

, 1 , 1 , 1 ,

1 2

, 1 , 1 , 1

m m m m m m

j i j i j in j i j i j in

i j i j i j i j i j i j

m m m

j i j i j in j i

i j i j i j i j

m m m

rj i rj i rj in

i j i j i j

a b a b a b a c a c a c

a b a b a b a c

a b a b a b

= = = = = =

= = = =

= = =

 
 
 
 
 

= + 
 
 
 
  
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

� �

�

� � � �

�

2 2 2

1 , 1 , 1

1 2

, 1 , 1 , 1

m m m

j i j in

i j i j

m m m

rj i rj i rj in

i j i j i j

a c a c

a c a c a c

AB AC

= =

= = =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

� � � �

�

 

2.1.2 Determinan  

 Permutasi merupakan penyusunan  unsur-unsur sesuai dengan aturan 

tertentu tanpa adanya penghilangan atau pengulangan dari unsur tersebut. 

Misalkan permutasi dari bilangan riil ( )1 2, ,..., na a a , suatu inversi (pembalikan) 

dikatakan terjadi dalam suatu permutasi ( )1 2, ,..., na a a  jika terdapat bilangan yang 

lebih besar mendahului bilangan yang lebih kecil. Jumlah total inversi yang terjadi 

dalam permutasi dapat diperoleh sebagai berikut: 
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1. Tentukan banyaknya bilangan yang lebih kecil dari 
1a  dan yang mengikuti 

1a  dalam permutasi. 

2. Tentukan banyaknya bilangan yang lebih kecil dari 2a  dan yang mengikuti 

2a  dalam permutasi. 

3. Lanjutkan proses perhitungan ini untuk 3 1,..., na a − . Jumlah dari banyaknya 

perhitungan diatas adalah jumlah total inversi dari permutasi tersebut. 

Contoh 5. Tentukan jumlah total inversi pada permutasi-permutasi berikut: 

a. (6, 5, 4, 3, 2, 1)  

b. (1, 2, 3, 4, 5, 6)  

c. (0, 8, 1, 7, 9, 6, 0, 5, 6, 7, 2) 

Penyelesaian. 

a. Bilangan pertama dari permutasi tersebut adalah 6, karena 5 adalah 

bilangan yang lebih kecil dari 6, maka kita hitung 1 inversi, hal ini terjadi 

juga pada bilangan 4, 3, 2, 1 sehingga dari masing-masing bilangan 

tersebut kita hitung 1 inversi, jadi total inversi untuk bilangan 6 dalam 

permutasi tersebut adalah 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5. Kemudian langkah yang 

sama kita gunakan untuk menghitung total inversi pada bilangan 

selanjutnya, sehingga diperoleh total inversi untuk  5, 4, 3, 2 berturut-turut 

adalah 4, 3, 2, 1. Jadi jumlah total inversi pada permutasi tersebut adalah 

5 + 4 + 3 + 2 + 1= 15.  

b. Tidak ada inversi untuk permutasi ini. 

c. Jumlah total inversi adalah 0 + 8 + 1 + 5 + 5 + 3 + 0 + 1 + 1 + 1 = 25.  
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Definisi 6.  

Suatu permutasi dikatakan genap jika jumlah total inversi adalah bilangan 

genap, dan dikatakan ganjil jika jumlah total inversi adalah bilangan ganjil.  

Definisi 7.  

Suatu hasilkali elementer dari suatu matriks 
nxnA  adalah hasilkali n entri dari A, 

yang tidak satu pun berasal dari baris atau kolom yang sama. (Anton dan 

Rorres, 2004:92). 

Hasilkali elementer tersebut adalah hasilkali berbentuk 
1 21 2, ,...,

nj j nja a a  

dimana ( )1 2, ,..., nj j j  adalah permutasi dari suatu himpunan secara umum. 

Hasilkali elementer bertanda dari A adalah hasilkali elementer 
1 21 2, , ...,

nj j nja a a  

dikalikan dengan +1  jika ( )1 2, ,..., nj j j  adalah permutasi genap atau -1 jika  

adalah permutasi ganjil. 

Definisi 8.   

Misalkan 
nxnA  adalah matriks bujursangkar, determinan dari matriks 

nxnA  

dinotasikan ( )det A  atau nxnA  adalah jumlah dari semua hasilkali elementer 

bertanda dari A, atau secara simbolis dapat ditulis sebagai 

( )
1 21 2det ...

nj j njA a a a= ±∑  

Dimana Σ  adalah penjumlahan suku-suku untuk semua permutasi 

( )1 2, ,..., nj j j  dan tanda + dipilih untuk permutasi genap dan – dipilih untuk 

permutasi ganjil. (Anton dan Rorres, 2004:94).  
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Gambar 2.1.2.A.1: Pohon Permutasi {1,2,3,4} 

Contoh 9. 

Hitunglah determinan dari matriks berikut ini: 

11 12 13 14

21 22 23 24

4 4

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a
A

a a a a

a a a a

×

 
 
 =
 
  
 

  

Penyelesaian. 

Matriks A berukuran 4 baris dan 4 kolom, maka berdasarkan definisi 7, ada 4 entri 

hasilkali elementer pada matriks A yang masing-masing berasal dari baris yang 

berbeda. Hasilkali elementernya dapat ditulis dalam bentuk 
1_ 2 _ 3 _ 4 _ ,a a a a dimana 

titik-titik kosong menunjukkan nomor kolom. Karena pada hasilkali elementer 

mensyaratkan perkalian pada entri matriks yang berasal dari kolom yang berbeda, 

maka nomor-nomor kolom tersebut merupakan permutasi dari himpunan 

{1,2,3,4}. Untuk memudahkan menyusun daftar permutasi secara sistematis, kita 

gunakan pohon permutasi dari himpunan {1,2,3,4}.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

15

 

Dari gambar diatas, dapat kita susun tabel berikut ini: 

Hasilkali 

Elementer 

Permutasi  Jumlah  

Total Inversi 

Kategori 

Permutasi 

Hasilkali Elementer 

Bertanda 

11 22 33 44a a a a
 

( )1, 2,3, 4
 

0 Genap 
11 22 33 44a a a a

 

11 22 34 43a a a a
 

( )1, 2, 4,3
 

1 Ganjil 
11 22 34 43a a a a−

 

11 23 32 44a a a a
 

( )1,3, 2, 4
 

1 Ganjil 
11 23 32 44a a a a−

 

11 23 34 42a a a a
 

( )1,3, 4, 2
 

2 Genap 
11 23 34 42a a a a

 

11 24 32 43a a a a
 

( )1, 4, 2,3
 

2 Genap 
11 24 32 43a a a a

 

11 24 33 42a a a a
 

( )1, 4,3, 2
 

3 Ganjil 
11 24 33 42a a a a−

 

12 21 33 44a a a a
 

( )2,1,3, 4
 

1 Ganjil 
12 21 33 44a a a a−

 

12 21 34 43a a a a
 

( )2,1, 4,3
 

2 Genap 
12 21 34 43a a a a

 

12 23 31 44a a a a
 

( )2,3,1, 4
 

2 Genap 
12 23 31 44a a a a

 

12 23 34 41a a a a
 

( )2,3, 4,1
 

3 Ganjil 
12 23 34 41a a a a−

 

12 24 31 43a a a a
 

( )2, 4,1,3
 

3 Ganjil 
12 24 31 43a a a a−

 

12 24 33 41a a a a
 

( )2, 4,3,1
 

4 Genap 
12 24 33 41a a a a

 

13 21 32 44a a a a
 

( )3,1, 2, 4
 

2 Genap 
13 21 32 44a a a a

 

13 21 34 42a a a a
 

( )3,1, 4, 2
 

3 Ganjil 
13 21 34 42a a a a−

 

13 22 31 44a a a a
 

( )3, 2,1, 4
 

3 Ganjil 
13 22 31 44a a a a−

 

13 22 34 41a a a a
 

( )3, 2, 4,1
 

4 Genap 
13 22 34 41a a a a

 

13 24 32 41a a a a
 

( )3, 4, 2,1
 

5 Ganjil 
13 24 32 41a a a a−

 

13 24 31 42a a a a
 

( )3, 4,1, 2
 

4 Genap 
13 24 31 42a a a a

 

14 21 32 43a a a a
 

( )4,1, 2,3
 

3 Ganjil 
14 21 32 43a a a a−

 

14 21 33 42a a a a
 

( )4,1,3, 2
 

4 Genap 
14 21 33 42a a a a

 

14 22 31 43a a a a
 

( )4, 2,1,3
 

4 Genap 
14 22 31 43a a a a

 

14 22 33 41a a a a
 

( )4, 2,3,1
 

5 Ganjil 
14 22 33 41a a a a−

 

14 23 31 42a a a a
 

( )4,3,1, 2
 

5 Ganjil 
14 23 31 42a a a a−

 

14 23 32 41a a a a
 

( )4,3, 2,1
 

6 Genap 
14 23 32 41a a a a

 

Tabel 2.1.2.B.1: Hasilkali Elementer Bertanda  
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Sesuai dengan definisi 8, maka determinan dari matriks 
4 4A ×  adalah  

( )

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

11 22 33 44 11 22 34 43 11 23 32 44 11 23 34 42 11 24 32 43 11 24 33 42

12 21 33 44 12 21 34 43 12 23 31 44 12 23 34 41 1

det

a a a a

a a a a
A

a a a a

a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a

 
 
 =
 
  
 

= − − + + −

− + + − −
2 24 31 43 12 24 33 41

13 21 32 44 13 21 34 42 13 22 31 44 13 22 34 41 13 24 32 41 13 24 31 42

14 21 32 43 14 21 33 42 14 22 31 43 14 22 33 41 14 23 31 42 14 23 32 41

a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

+

+ − − + − +

− + + − − +
 

Definisi 10.  

Jika A adalah suatu matriks bujursangkar, maka minor dari entri mna  

dinyatakan sebagai Mmn  dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks 

yang tersisa setelah baris ke-m dan kolom ke-n dihilangkan dari A. Bilangan 

( )1 m n

mnM
+

−  dinyatakan sebagai mnC  dan disebut sebagai kofaktor dari entri 

mna . (Anton dan Rorres, 2004:115). 

Contoh 11.  

Kofaktor baris pertama pada matriks 4 4A ×  dalam contoh 9 adalah 

( )
22 23 24 21 23 24 21 22 24 21 23 23

11 32 33 34 12 31 33 34 13 31 32 34 14 31 33 33

42 43 44 41 43 44 41 42 44 41 43 43

det

a a a a a a a a a a a a

A a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

= − + −  
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2.1.3 Nilai Eigen, Vektor Eigen, dan Diagonalisasi Matriks 

Definisi 12.  

Jika A adalah sebuah matriks n n× , maka sebuah vektor taknol x pada R
n
  

disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x; 

jelasnya, Ax xλ=  untuk  skalar  sebarang λ . Skalar λ  disebut nilai eigen dari 

A, dan x disebut sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan λ . (Anton 

dan Rorres, 2004:384).  

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks n n× , kita menuliskan 

kembali Ax xλ=  sebagai Ax I xλ=  yang ekuivalen dengan ( ) 0I A xλ − = . Agar 

λ  menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi taknol dari ( ) 0I A xλ − =  dan 

memiliki solusi taknol apabila ( )det 0I A xλ − = , sehingga diperoleh persamaan 

karakteristik dari matriks A , skalar-skalar yang memenuhi persamaan ini adalah 

nilai–nilai eigen dari A . 

Definisi 13.  

Misalkan D  adalah matriks dengan ukuran n n× , matriks n nD ×  dikatakan 

matriks diagonal jika setiap entri yang tidak terletak pada diagonal utama 

adalah nol. (S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:42). 

Definisi 14.  

Matriks bujursangkar yang semua entri diatas diagonal utamanya adalah nol 

disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua entri 

dibawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu 

matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas disebut matriks segitiga. (Anton 

dan Rorres, 2004:76). 
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Contoh 15. Tentukan nilai eigen dari matriks diagonal berikut ini: 

11

22

0 0

0

0

0 0

nxn

nn

a

a
A

a

 
 
 =
 
  
 

…

� �

� � �

…

 

Penyelesaian. 

Untuk mengetahui nilai eigen dari matriks diatas, maka 

( )

11

22

0 0

0
det det

0

0 0 nn

a

a
I A

a

λ
λ

λ

λ

− 
 − − =
 
  − 

…

� �

� � �

…

  

Satu-satunya hasilkali elementer dari nxnA  yang bisa berupa bilangan taknol adalah 

( )( ) ( )11 22 ... nna a aλ λ λ− − − , kemudian diperoleh persamaan karakteristik: 

( ) ( )( ) ( )11 22det ... 0nnI A a a aλ λ λ λ− = − − − =  

Sehingga nilai-nilai eigennya adalah kkaλ =  dengan k = 1, 2, …, n.   

Definisi 16.  

Diberikan 
nxnA  dan 

nxnB  sedemikian rupa sehingga ( ) ( ) nxnnxn nxn
AB BA I= =  

dimana Inxn adalah matriks identitas, maka nxnA  disebut dapat dibalik 

(invertible) dan nxnB  disebut invers dari nxnA . Untuk selanjutnya matriks nxnB  

ditulis 1

nxnA
− . (Anton dan Rorres, 2004:46).   

Definisi 17.  

Sebuah matriks nxnA  dikatakan dapat didiagonalisasi jika terdapat sebuah 

matriks invertible nxnP  sedemikian hingga ( )1

nxn
P AP−

 adalah matriks diagonal. 

(S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:174). 
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Langkah-langkah yang dilakukan untuk mendiagonalisasikan sebuah matriks A: 

1. Tentukan n vektor eigen dari A, misalkan 1 2, ,..., .np p p    

2. Bentuklah sebuah matriks P dengan 1 2, ,..., np p p  sebagai vektor-vaktor 

kolomnya. 

3. Matriks ( )1
P AP

−
 kemudian akan menjadi diagonal dengan 1 2, ,..., nλ λ λ  

sebagai entri-entri diagonalnya secara berurutan, dimana iλ  adalah nilai 

eigen yang terkait dengan ip , untuk i = 1, 2, …, n. 

Definisi 18.  

Misalkan 
nxnA , 

nxnB
 
adalah matriks bujursangkar, matriks 

nxnA  dan 
nxnB  

dikatakan serupa (similar) jika terdapat matriks non-singular 
nxnX  sedemikian 

hingga ( )1 .n n
n n

X AX B−
××

=
 
Karena matriks nxnA  dan nxnB  serupa, maka nilai 

eigen pada matriks nxnA  merupakan elemen matriks diagonal dari matriks nxnB . 

(Cvetković dan Doob, 1980:20). 

Contoh 19.   

Tentukan diagonalisasi dari matriks 
2 2

0 1

1 0
A ×

 
=  
 

. 

Penyelesaian. 

Langkah 1. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 2 2A × . 

2

2 2 1 2

1
1 0 1 1

1
I A

λ
λ λ λ λ

λ×

−
− = = − = → = ∨ = −

−
 

untuk 1 1λ = , maka solusi nontrivial dari ( )1 2 2 0I A xλ ×− =
 
adalah  
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1 1 2

2 1 2

01 1 0

01 1 0

x x x

x x x

− =−     
= →     − + =−    

            

misalkan 
2 0x s= ≠  diperoleh 

1 2x x s= =  kemudian 
1

2

1

1

x s
s

x s

     
= =     
    

. 

untuk 2 1λ = − , maka solusi taknol dari ( )2 2 2 0I A xλ ×− =
 
adalah 

1 1 2

2 1 2

01 1 0

01 1 0

x x x

x x x

− − =− −     
= →     − − =− −    

            

misalkan 
2 0x s= ≠  diperoleh 

1x s= −  kemudian 
1

2

1

1

x s
s

x s

− −     
= =     
    

. 

Jadi vektor eigen untuk 1 1λ =  adalah 
1

1

1
p

 
=  
 

, 2 1λ = −  adalah 
2

1

1
p

− 
=  
 

. 

Langkah 2. Menentukan matriks P  dan 1P− . 

Dari langkah 1, dapat dibentuk matriks P dengan 1p  dan 2p  sebagai vektor-

vektor kolomnya, sehingga 
1 1

.
1 1

P
− 

=  
 

 

( )
( )1

1 1

1 11 1 2 2
.

1 1 1 1det 2

2 2

P adj P
P

−

 
  

= = =   −    − 
 

 

Langkah 3. Misalkan ( )AJ  adalah matriks diagonal dari A, maka ( )
1 .

A
J P AP−=    

( )
1

1 1

0 1 1 1 1 02 2
.

1 1 1 0 1 1 0 1

2 2

A
J P AP−

 
  −    

= = =     −     − 
 

 

Jadi matriks ( )AJ  serupa dengan matriks 2 2A × .  
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2.1.4 Hasilkali Kronecker 

Definisi 20.  

Hasilkali Kronecker atau hasilkali tensor dari matriks m nA ×  
dengan 

p qB ×  adalah 

matriks dengan mp baris dan nq kolom, yang dinotasikan dengan ( )
mp nq

A B
×

⊗  

didefinisikan sebagai: 

( )

11 12 1

21 22 2

1 2

.

p q p q n p q

p q p q n p q

mp nq

m p q m p q mn p q

a B a B a B

a B a B a B
A B

a B a B a B

× × ×

× × ×

×

× × ×

 
 
 ⊗ =
 
  
 

�

�

� � � �

�

 

(Carl D. Meyer, 2000:380). 

Yang perlu kira perhatikan dalam hasilkali Kronecker dari matriks 
m nA ×  

dengan 

p qB ×   adalah setiap entri pada matriks 
m nA ×  dikalikan dengan matriks 

p qB × . 

Contoh 21. 

Tentukan hasilkali Kronecker dari matriks 
2 2

0 1

1 0
A ×

 
=  
   

dengan 
3 1

1

0

1

B ×

 
 =  
 
 

. 

( )
6 2

1 1 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1
.

1 01 1

0 01 0 0 0

1 01 1

A B
×

      
      
      

          ⊗ = =  
      

      
                 
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Teorema 22.  

Misalkan m nA × , p qB × , dan p qC ×  
adalah matriks sebarang, kemudian m mE ×  

dan 

n nF ×   adalah matriks nonsingular, 
m mG ×  

dan 
n nH ×  adalah matriks bujursangkar 

maka operasi hasilkali Kronecker pada matriks memenuhi beberapa sifat-sifat 

berikut ini: 

a. ( ) ( ) ( )m n p q mp nq mp nq
A B C A B A C× × × ×

⊗ + = ⊗ + ⊗  

b. ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '

mn mn mn mn m m n n
G H G H GG HH

× × × ×
⊗ ⊗ = ⊗  

c. ( ) 1 1 1

m m n nmn mn
E F E F

− − −
× ××

⊗ = ⊗  

(Carl D. Meyer, 2000:598) 

Bukti. 

a. ( ) ( ) ( )m n p q mp nq mp nq
A B C A B A C× × × ×

⊗ + = ⊗ + ⊗  

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

np q p q p q

np q p q p q

m n p q

m m mnp q p q p q

a B C a B C a B C

a B C a B C a B C
A B C

a B C a B C a B C

× × ×

× × ×
× ×

× × ×

 + + +
 

+ + + 
⊗ + =  

 
  + + + 

�

�

� � � �

�

 

                    

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

11 12 1

21 22 2

p q p q p q p q n p q n p q

p q p q p q p q n p q n p q

m p q m p q m p q m p q mn p q mn p q

p q p q n p q

p q p q n p

a B a C a B a C a B a C

a B a C a B a C a B a C

a B a C a B a C a B a C

a B a B a B

a B a B a B

× × × × × ×

× × × × × ×

× × × × × ×

× × ×

× ×

+ + + 
 + + + =
 
  + + + 

=

�

�

� � � �

�

�

�

( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2 1 2

p q p q n p q

q p q p q n p q

m p q m p q mn p q m p q m p q mn p q

mp nq mp nq

a C a C a C

a C a C a C

a B a B a B a C a C a C

A B A C

× × ×

× × × ×

× × × × × ×

× ×

   
   
   +
   
      
   

= ⊗ + ⊗

�

�

� � � � � � � �

� �
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b. ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '

mn mn mn mn m m n n
G H G H GG HH

× × × ×
⊗ ⊗ = ⊗  

( )( )

' ' '
11 12 1 11 12 1

' ' '
21 22 2' ' 21 22 2

' ' '
1 2 1 2

' ' '

' ' '

' ' '

n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n

m n n m n n mn n n m n n m n n mn n n

g H g H g H g H g H g H

g H g H g H g H g H g H
G H G H

g H g H g H g H g H g H

× × × × × ×

× × × × × ×

× × × × × ×

  
  
  ⊗ ⊗ =
  
      

� �

� �

� � � � � � � �

� �

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' ' '

1 1 1 2 1

1 1 1

' ' '

2 1 2 2 2

1 1 1

' '

1 2

1 1 1

' ' '

' ' '

' ' '

m m m

i i i i i in
n n n n n n

i i i

m m m

i i i i i in
n n n n n n

i i i

m m m

mi i mi i mi inn n n n n n
i i i

g g HH g g HH g g HH

g g HH g g HH g g HH

g g HH g g HH g g HH

× × ×
= = =

× × ×
= = =

× × ×
= = =

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

�

� � � �

�

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

' ' '

1 1 1 2 1

1 1 1

' ' '

2 1 2 2 2

1 1 1

' '

1 2

1 1

' ' '

' ' '

' '

m m m

i i i i i in
n n n n n n

i i i

m m m

i i i i i in
n n n n n n

i i i

m m

mi i mi i
n n n n

i i

g g HH g g HH g g HH

g g HH g g HH g g HH

g g HH g g HH

× × ×
= = =

× × ×
= = =

× ×
= =

     
     
     

     
     =      

   
   
   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

�

�

� � � �

� ( )

( ) ( )

'

1

' '

'
m

mi in
n n

i

m m n n

g g HH

GG HH

×
=

× ×

 
 
 
 
 
 
 
 
  
     

= ⊗

∑

 

c. ( ) 1 1 1

m m n nmn mn
E F E F

− − −
× ××

⊗ = ⊗  

Berdasarkan definisi 16, akan ditunjukkan ( ) ( )1 1

m m n n mn mnmn mn
E F E F I− −

× × ××
⊗ ⊗ =

maka kita dapat membuktikan bahwa matriks ( )
mn mn

E F
×

⊗  dapat dibalik, 

sehingga ( ) 1 1 1

m m n nmn mn
E F E F

− − −
× ××

⊗ = ⊗ .
 

     
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

m m n nmn mn mn mn mn mn
E F E F E F E F− − − −

× ×× × ×
⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

   
… T.25.b 

    
( ) ( )1 1

m m n n mn mn
m m n n

EE FF I I I− −
× × ×× ×

= ⊗ = ⊗ =  
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2.2 Polinomial Chebyshev 

Definisi 23. (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.1) 

Polinomial Chebyshev jenis kesatu adalah deret polinomial ( )nT x  sedemikian 

hingga: 

( ) ( )( ) ( )cos cosn nT x T nθ θ= =
   

 

untuk n = 0, 1, 2, …  dimana ( )cos ,x θ=
 

[ ]: 0,θ π= dan [ ]: 1,1x = − . 

Contoh 24.Tentukan deret polinomial Chebyshev jenis kesatu untuk n = 0,1,2,3,4. 

( ) ( )( ) ( )0 0 cos cos 0 1T x T θ θ= = =
 

 

( ) ( )( ) ( )1 1 cos cosT x T xθ θ= = =
 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2 2 cos cos 2 2cos 1 2 1T x T xθ θ θ= = = − = −  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 3 cos cos 3 4cos 3cos 4 3T x T x xθ θ θ θ= = = − = −
 

( ) ( )( ) ( ) ( )4 2 4 2

4 4 cos 8cos 8cos 1 8 8 1T x T x xθ θ θ= = − + = − +  

( ) 2 3 4 21 2 1 4 3 8 8 1nT x x x x x x x= + + − + − + − + , untuk n = 0,1,2,3,4.  

Teorema 25. (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.1) 

Misalkan ( )nT x  adalah polinomial Chebyshev jenis kesatu, maka ( )nT x  dapat 

juga dinyatakan dalam bentuk 

( )0 1T x =  

( )1T x x=  

( ) ( ) ( )1 22 ,n n nT x xT x T x− −= −   untuk 2,3,...n =   
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Bukti.  

Untuk 0n =  diperoleh ( ) ( )( ) ( )0 0 cos cos 0 1T x T θ θ= = =  

Untuk 1n =  diperoleh ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 cos cos 1 cosT x T xθ θ θ= = = =  

Akan ditunjukkan bahwa untuk 2n ≥  , maka ( ) ( ) ( )1 22n n nT x xT x T x− −= −  

Berdasarkan sifat penjumlahan fungsi-fungsi trigonometri, diketahui bahwa: 

( ) ( )1 1
cos cos 2cos cos

2 2
A B A B A B+ = + −  

Misalkan A nθ=
 
dan ( )2B n θ= − , untuk 2,3,...n =  maka 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1
cos cos 2 2cos 2 cos 2

2 2

1 1
cos cos 2 2cos 2 2 cos 2

2 2

cos cos 2 2cos 1 cos .

n n n n n n

n n n

n n n

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ − = + − − −

+ − = −

+ − = −

 

Kemudian diperoleh 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )cos 2cos cos 1 cos 2 .n n nθ θ θ θ= − − −  

Berdasarkan definisi 23, subsitusi ( ) ( )cosnT x nθ=  didapatkan  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2cos 2cos cos cos .n n nT T Tθ θ θ θ− −= −  

Untuk ( )cosx θ=  terbukti bahwa 

( ) ( ) ( )1 22n n nT x xT x T x− −= −  dengan 2,3,...n =  
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Definisi 26.  

Polinomial Chebyshev jenis kedua adalah deret polinomial ( )nU x  sedemikian 

hingga 

( ) ( )( )
( )( )sin 1

cos
sin

n n

n
U x U

θ
θ

θ

+
= =

   
 

untuk n = 0, 1, 2, …  dimana ( )cos ,x θ=
 

[ ]: 0,θ π= dan [ ]: 1,1x = − .   

(J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.2) 

Contoh 27. Tentukan deret polinomial Chebyshev jenis kedua untuk n = 0,1,2,3. 

( ) ( )( )0 0 cos 1U x U θ= =
 

 

( ) ( )( ) ( )1 1 cos 2cos 2U x U xθ θ= = =
 
 

( ) ( )( ) ( )2 2

2 2 cos 4cos 1 4 1U x U xθ θ= = − = −  

( ) ( )( ) ( ) ( )3 3

3 3 cos 8cos 4cos 8 4U x U x xθ θ θ= = − = −
 

( ) 2 31 2 4 1 8 4nU x x x x x= + + − + − , untuk n = 0,1,2,3.  

Teorema 28.  (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.2) 

Misalkan ( )nU x  adalah polinomial Chebyshev jenis kedua, maka ( )nU x  dapat 

juga dinyatakan dalam bentuk: 

( )0 1U x =  

( )1 2U x x=  

( ) ( ) ( )1 22 ,n n nU x xU x U x− −= −   untuk 2,3,...n =   
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Bukti. 

Untuk 0n =  diperoleh ( )( )
( )( )

0

sin 0 1 sin
cos 1.

sin sin
U

θ θ
θ

θ θ

+
= = =  

Untuk 1n =  diperoleh 

 ( )( )
( )( ) ( )

1

sin 1 1 sin 2 2sin cos
cos 2cos 2

sin sin sin
U x

θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ

+
= = = = =  

Akan ditunjukkan bahwa untuk 2n ≥  , maka ( ) ( ) ( )1 22 .n n nU x xU x U x− −= −  

Berdasarkan sifat penjumlahan fungsi-fungsi trigonometri, diketahui bahwa 

( ) ( )1 1
sin sin 2sin cos .

2 2
A B A B A B+ = + −  

Misalkan ( )1A n θ= +
 
dan ( )1B n θ= − , untuk 2,3,...n =  maka 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

1 1
sin 1 sin 1 2sin 1 1 cos 1 1

2 2

1 1
sin 1 sin 1 2sin 2 cos 2

2 2

sin 1 sin 1 2sin cos

sin 1 sin 1 2sin cos

sin sin sin

sin 2 1 2cos sin 1 1sin 1
.

sin sin sin

n n n n n n

n n n

n n n

n n n

n nn

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θθ

θ θ θ

+ + − = + + − + − −

+ + − =

+ + − =

+ −
+ =

− + + −+
+ =

 

Kemudian diperoleh 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )2cos sin 1 1 sin 2 1sin 1
.

sin sin sin

n nn θ θ θθ

θ θ θ

+ − − ++
= −  

Berdasarkan definisi 26, didapatkan  

( ) ( ) ( )1 22 ,n n nU x xU x U x− −= −
 

( )cosx θ=  dimana 2.n ≥  
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2.3 Teori Graf 

2.3.1 Pendahuluan Graf 

Definisi 29.  

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dimana V adalah himpunan tak 

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex), dan E adalah 

himpunan dari pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda di V yang disebut 

sisi (edge). Himpunan titik di graf G ditulis V(G) dan himpunan sisi di graf G 

dilambangkan dengan E(G). (Chartrand dan Lesniak, 1986 : 4) 

Contoh 30. 

Misalkan ( ): ,G V E  dengan ( ) { }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,V G v v v v v v v v v v=  dan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4 3 5 5 6 5 7 7 8 8 9 9 10 10 8, , , , , , , , , , , , , , , , ,E G v v v v v v v v v v v v v v v v v v= . 

Jadi graf G digambar sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.1.1: Sebuah Graf 

Dari keterangan diatas, suatu graf yang tidak mempunyai sisi rangkap 

(multiple edges) dan loop merupakan graf sederhana. Sisi rangkap dari suatu graf 

adalah jika dua titik yang dihubungkan lebih dari satu sisi. Sedangkan yang 

disebut dengan loop adalah suatu sisi yang menghubungkan suatu titik dengan 

dirinya sendiri. Graf yang mempunyai sisi rangkap dan loop disebut multigraf. 
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Contoh 31. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.1.2: Multigraf dan Graf  

Pada Gambar 2.3.1.2, 2G  
merupakan graf yang memuat himpunan titik ( )2V G

dan sisi ( )2E G  atau dapat ditulis ( ) { }2 1 2 3 4, , ,V G v v v v=
 
dan ( ) { }2 1 2 3, ,E G e e e= .  

Kemudian untuk graf 
1

G  merupakan multigraf  karena mengandung loop, yaitu 

pada sisi 
9 10 11
, ,e e e dan 

12
e , selain itu dalam graf 

1
G  terdapat sisi ganda yaitu sisi 

( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6, , , , ,e e e e e e  dan ( )7 8,e e .  

Definisi 32.  

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v.  Jika e = (u, v) adalah 

sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e 

serta v dan e disebut terkait langsung (incident). (Chartrand dan Lesniak, 

1986:4). 

Untuk selanjutnya, jika sisi e menghubungkan titik u dan v, maka dapat 

ditulis u v∼ , dibaca titik u terhubung langsung dengan v, tanda ∼menyatakan 

terdapat sisi yang menghubungkan dua titik dalam suatu graf. Dalam graf 
2
,G
 
sisi 

( )1 1 2,e v v=  dikatakan menghubungkan titik ( )1 2,v v  ditulis 1 2v v∼ . 
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Definisi 33.  

Derajat suatu titik v pada sebuah graf G, ditulis dengan ( )deg v  adalah 

banyaknya sisi yang terkait langsung pada v. Dengan kata lain, banyaknya sisi 

yang memuat v sebagai titik ujung. (Chartrand dan Lesniak, 1986:7). 

Pada Gambar 2.3.1.2, derajat dari setiap titik dalam graf 2G  adalah:  

( )1deg 1,v =
 

( )2deg 2,v = ( )3deg 2,v =
 
dan ( )4deg 1.v =  

Definisi 34.  

Dua graf G  dan H  dikatakan isomorfis, ditulis G H≅  jika terdapat fungsi 

bijektif ( ) ( ):f V G V H→  dan ( ) ( ):k E G E H→  sedemikian hingga u dan v 

terhubung oleh e jika dan hanya jika ( )f u  dan ( )f v  terhubung oleh ( )k e    

( ),u v V G∀ ∈  dan ( ).e E G∈  (Bondy dan Murty, 2008:12). 

 Dari definisi isomorfisma graf diatas, dengan mengabaikan label pada sisi 

yang menghubungkan dua titik pada graf, dapat dipahami bahwa dua graf G  dan 

H dikatakan isomorfis ( ) ,G H≅
 
apabila terdapat minimal satu fungsi bijektif, 

yaitu ( ) ( ):f V G V H→  yang memenuhi  

( ) ( ) ,u v f u f v↔∼ ∼ ( ),u v V G∀ ∈  dan ( ) ( ) ( ), .f u f v V H∈
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2.3.2 Operasi Pada Graf 

Definisi 35. (Chartrand dan Lesniak, 1986:11). 

Hasilkali kartesius dari graf 1G  dan 2G  adalah graf yang dinotasikan

1 2G G G= ×  dan mempunyai himpunan titik ( ) ( ) ( )1 2V G V G V G= × , dan dua 

titik ( )1 2,u u  dan ( )1 2,v v  dari graf G terhubung langsung jika dan hanya jika 

1 1u v=  dan ( )2 2 2u v E G∈∼  atau 2 2u v=
 
dan ( )1 1 1u v E G∈∼ .  

Contoh 36. 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.2.1: Hasil operasi perkalian kartesius graf 1P  dengan ( )1,4
K    

Diketahui bahwa ( ) { }1 1 2,V P u u=  dan ( )( ) { }1 2 3 4 51,4
, , , , .V K v v v v v=  

( )( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 3 4 51,4
, , , , ,V P K u u v v u v v× = ×  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 2 1 2 2 2 3 2 4 2 5, , , , , , , , , , , , , , , , , , , .u v u v u v u v u v u v u v u v u v u v=  

( ) ( )1 1 1 2 1, , ,e u v u v= ∼
  ( ) ( )5 1 5 2 5, , ,e u v u v= ∼

  ( ) ( )9 1 1 1 5, , ,e u v u v= ∼
 

( ) ( )2 1 2 2 2, , ,e u v u v= ∼
  ( ) ( )6 1 1 1 2, , ,e u v u v= ∼

  ( ) ( )10 2 1 2 2, , ,e u v u v= ∼  

( ) ( )3 1 3 2 3, , ,e u v u v= ∼
  ( ) ( )7 1 1 1 3, , ,e u v u v= ∼

  ( ) ( )11 2 1 2 3, , ,e u v u v= ∼
 

( ) ( )4 1 4 2 4, , ,e u v u v= ∼
  ( ) ( )8 1 1 1 4, , ,e u v u v= ∼

  ( ) ( )12 2 1 2 4, , ,e u v u v= ∼  

( ) ( )13 2 1 2 5, , ,e u v u v= ∼
  ( )( ) { }1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 131,4

, , , , , , , , , , , , .E P K e e e e e e e e e e e e e× =
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2.3.3 Jenis-Jenis Graf  

Definisi 37.  

Graf komplit adalah graf dengan setiap dua titik yang berbeda dari graf tersebut 

saling terhubung. Graf komplit dengan n titik dinotasikan dengan Kn. 

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 9). 

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.1: Graf Komplit K8. 

Definisi 38.  

Graf bipartisi komplit adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi X dan Y 

sehingga masing-masing titik di X dihubungkan dengan masing-masing titik di 

Y oleh tepat satu sisi. Jika |X| = m dan |Y| = n, maka graf bipartisi tersebut 

dinyatakan dengan K(m,n). (Bondy dan Murty, 2008:4) 

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.2: Graf Bipartisi  K(m,n). 

Definisi 39.  

Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf lintasan dengan n 

titik dinotasikan dengan nP . (Wilson dan Watkins, 1990:37). 
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Gambar 2.3.3.3: Graf nP  

Definisi 40.  

Graf Sikel ( )nC  ialah graf terhubung beraturan 2 yang mempunyai n titik (n

3≥ ) dan n sisi. (Chartrand dan Lesniak, 1986:28) 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.4: Graf nC  

Definisi 41. 

Graf tangga ( )nL  adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf 

lintasan dengan dua titik dan graf lintasan dengan n titik atau dapat ditulis 

2 .n nL P P= × . (Gallian, 2007:14).  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.5: Graf Tangga ( )nL .  

 

 



 

 

 

 

 

34

 

Definisi 42.  

Graf jaring–jaring adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara 

graf lintasan dengan m titik dan graf lintasan dengan n titik atau dapat ditulis 

( ).m nP P×
 
(Bondy dan Murty, 2008:30). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.6: Graf Jaring-Jaring. 

Definisi 43. 

Graf buku adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf 

lintasan dengan 2 titik dan graf bipartisi komplit dengan banyaknya himpunan 

partisi |X| = 1 dan |Y| = n atau dapat ditulis ( )2 1, .nP K×  

 

 

 

 

Gambar 2.3.3.7: Graf Buku. 
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2.4 Teori Spectra Graf 

2.4.1 Representasi Graf dalam Matriks  

Definisi 44.  

Diberikan suatu graf G  dengan himpunan titik ( ) { }1 2, ,..., nV G v v v=  dan 

himpunan sisi ( )E G , ( )A G
 
dikatakan sebagai matriks terhubung langsung 

nxn  dari graf G  apabila elemennya terdiri dari 1ija =
 
jika iv  dan 

jv  

terhubung langsung, 0 untuk yang lainnya. (Harary, 1969:150). 

Dari definisi diatas, dapat disimpulkan bahwa suatu matriks ( ) ( )ijA G a=
 

dengan indeks ( ) ( )V G V G×
 
dikatakan sebagai matriks terhubung langsung dari 

graf ( ),G V E=  jika 

1,

0,

ija




= 

 .

i jv v

lainnya

∼

 

Kajian mengenai matriks dalam teori spectra graf lebih menekankan pada 

konstruksi entri dari matriks dengan suatu fungsi, jadi misalkan diberikan dua 

sebarang himpunan terhingga ( ) { }1 2, , ..., mV G x x x=  dan ( ) { }1 2, , ..., nV H y y y= ,  

fungsi ( ) ( ):f V G V H R× →  dapat dipandang sebagai matriks A dengan indeks 

( ) ( )V G V H×  yang elemenya dinotasikan dengan 

( ) ( ) ( ),
i ji j x ym n m n

A a x y a+ × + = =
 

dengan 1, 2,...,i m=  dan 1, 2,...,j n= , .m n N∀ ∈  
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Contoh 45.  

Misalkan 3P  adalah graf lintasan yang himpunan titiknya adalah 

( ) { }3 1 2 3, ,V P u u u= . Matriks terhubung langsung dari graf tersebut adalah: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 3 1 2

2 1 2 2 2 3 2 1 2 3

3 1 3 2 3 3 3 2

, , , 0 0 0 1 0

, , , 0 1 0 1

, , , 0 0 0 1 0

a u u a u u a u u u u

a u u a u u a u u u u u u

a u u a u u a u u u u

     
     = =     

         

∼

∼ ∼

∼
( )3A P =

1u 2u 3u

1u

2u

3u

( )3P∈

( )3P∈f

      

Diberikan graf G  dengan himpunan titik ( ) { }1 2, ,..., nV G v v v= , himpunan 

sisi ( )E G , ( )I G
 
dinotasikan sebagai matriks identitas n n× , yang mana ukuran 

dari matriks tersebut adalah banyaknya titik pada graf G . Dari keterangan 

tersebut menegaskan bahwa entri diagonal utama matriks identitas ( )I G  pasti 

bernilai 1, atau dapat ditulis  

( ) ( ), 1,i jI G i v v= =
 

,i j∀ =  dimana i, j = 1, 2, … n. 
 

Contoh 46.  

Misalkan 3P  adalah graf lintasan yang himpunan titiknya adalah 

( ) { }3 1 2 3, ,V P v v v= . Maka: 

1 1

2 2

3 3

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 .

0 0 0 0 1

v v

v v

v v

=   
   = =   
   =   

( )3I P =

1v 2v 3v

1v

2v

3v

( )3V P∈

( )3V P∈
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2.4.2 Spectrum Graf 

Definisi 47.  

Misalkan ( ) ( )( )detnf I A Gλ λ= −  adalah polinomial karakteristik dari 

matriks terhubung langsung graf G, maka spectrum dari graf G dengan n titik 

yang dinotasikan dengan ( )Sp G  adalah ( ) 1 2[ , ,..., ]iSp G λ λ λ=
 
dimana 

iλ  

merupakan akar-akar dari ( ) 0nf λ = . ( iλ  adalah nilai-nilai eigen dari matriks 

( )A G ). (Cvetković dan Doob, 1980:22). 

Contoh 48. 

Diberikan graf komplit bipartisi ( )1, , .nK n N∀ ∈  Tentukan spectrum dari 

graf tersebut?  

Misalkan ( )1,nA K  adalah matriks terhubung langsung dari graf tersebut, maka 

( )1,

0 1 1

1 0 0

1 0 0

nA K

 
 
 =
 
  
 

�

�

� � � �

�

 . 

 Polinomial karakteristik dari matriks terhubung langsung graf 
1,nK  

diperoleh dengan cara ( ) ( )( )1,det nf I A Kλ λ= − . 

1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

det 0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

λ
λ

λ λ

λ

  − − −     
      −      
      − = −
      
      

       −      

� � �

� � �

� � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � �

 

Secara umum, untuk mempemudah dalam menentukan determinan dari matriks 

terhubung langsung dari graf komplit bipartisi ( )( )1,nA K , maka kita reduksi 
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matriks ( )( )1,nI A Kλ −  dengan operasi baris elementer menjadi matriks segitiga 

atas, sehingga didapatkan: 

( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )

2

2

2

2 2 2 2

2

2 2 2

2

2

2

2

2

1 1 1 1 1

( 1) 1 1 1 1
0

2
0 0

1 1 1 1

3
0 0 0

2 2 2

4
0 0 0

3

0
2

0 0 0 0 0
1

n

n

n

λ

λ λ

λ λ λ λλ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ

λ

λ

λ

λ λ

λ

− − − − − 
 

− − − − − 
 

− 
− − − 

− − − − 
 

− 
− − 

− − − 
 

− 
 − 
 
 −

− − 
 
 −
 
 − −  

…

…

…

…

… � �

� � � … �

…
 

Kemudian ( )( )1,det nI A Kλ −  merupakan perkalian entri diagonal dari matriks 

segitiga atas ( )( )1,nI A Kλ − , sehingga diperoleh 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 1 2

1 2

1, 2
det

n

n

n

n
f I A K n

λ λ λ
λ λ λ λ

λ

−

−
−

= − = = −  

kemudian persamaan karakteristik diperoleh dengan 

( ) ( )( )1,det 0nf I A Kλ λ= − =  

( )1 2 0n nλ λ− − =  

1 10n nλ − −=  sehingga 0λ =  untuk 1n ≠  atau 2 0nλ − =  

( )( )
1 2

0

, .

n n

n n n N

λ λ

λ λ

− + =

= ∨ = − ∀ ∈
 

jadi spectrum graf 1,nK  adalah ( ) 1

1, 0 , .
n

nSp K n
− = ±   
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2.4.3 Hasil–Hasil Penelitian Sebelumnya 

Teorema 49. (Cvetković, 1973:51) 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf komplit sederhana dengan n titik 

( ) ( ) ( )1 1
[ 1 , 1 ].

n

nSp K n
−

= − −  

Teorema 50. (Cvetkovic, 1973:51) 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf bipartisi komplit ( ),m nK  adalah 

( ) 2

, [0 , ].m n

m nSp K mn+ −= ±
 

Teorema 51. (Cvetkovic dan Gutman, 1975:40) 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf lintasan dengan n titik adalah 

( )
( )

2cos
1

n

k
Sp P

n

π  
=    +   

, dimana 1, 2, ..., .k n=  

Teorema 52. (Cvetković dan Gutman, 1975:40) 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf sikel dengan n titik adalah 

( ) 2
2cos ,n

j
Sp C

n

π  =   
  

 dimana 0,1, ..., 1.j n= −   

Teorema 53. (Cvetković, 1973:51) 

Spectrum matriks terhubung langsung graf garis dari graf komplit dengan 2n ≥  

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )3

1 1
22 2 , 4 , 2 .

n n
n

nSp L K n n
−

− 
= − − − 
 

 

Teorema 54. (Cvetković, 1973:51) 

Spectrum matriks terhubung langsung graf garis bipartisi komplit 2m ≥  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 2

, 2 2 , 2 , 2 .
m m

m mSp L K m m
− − = − − −

   
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2.5 Isyarat Matematika dalam Al-Quran 

 Kebenaran dalam ilmu pengetahuan tidak bersifat kekal seperti Al-Quran, 

apa yang dianggap salah dimasa  silam, dapat diakui kebenarannya diabad 

modern. Teori–teori ilmiah juga silih berganti, qawanin  al-thabi`ah (natural law) 

yang dahulu dianggap pasti, dapat diragukan kebenarannya pada masa akan 

datang (M. Quraish Shihab, 2007:64). Sehingga sikap kehati-hatian ketika al-

fikrah al-Qur`aniyyah (ide yang dibawa Al-Quran) bersinergi kedalam ilmu 

pengetahuan perlu kita sadari. 

 Dalam `Ulum Al-Quran, ada pembahasan mengenai I`jaz Al-Quran. 

Dalam bahasa arab, tidak mampu itu `ajiza, membuat tidak mampu adalah a`jaza. 

Sesuatu yang membuat orang tidak mampu disebut mu`jizat. Proses “men-tidak-

mampukan” disebut i`jaz. Dalam i`jaz Al-Quran, para ulama Al-Quran membahas 

keistimewaan-keistimewaan Al-Quran yang membuat siapapun tidak bisa 

menyamainya. (An-Najdi, 1996:10)  

Salah satu i`jaz dalam Al-Quran yang berhubungan dengan jumlah berupa 

bilangan adalah i`jaz `adadi. Abdurrazaq Nawfal, dalam Al-I`jaz Al-Adabiy fi Al-

Qur`an Al-Karim yang terdiri dari tiga jilid, mengemukakan beberapa contoh 

tentang keseimbangan yang sangat serasi antara kata-kata yang ada dalam Al-

Quran. Diantaranya: 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

41

 

1.  keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan antonimnya, seperti 

No Kata Antonim  Pengulangan 

1. Al-hayah (hidup) Al-mawat (mati) 145 kali  

2. Al-naf` (manfaat) Al-madharrah (mudarat) 50 kali 

3. Al-har (panas) Al-bard (dingin) 4 kali 

4. Al-shalihat (kebajikan) Al-sayyi`at (keburukan) 167 kali 

5. Al-thumaninah 

(kelapangan/ketenangan) 

Al-dhiq 

(kesempitan/kesesalan) 

13 kali 

6. Al-rahbah (cemas/takut) Al-raghbah (harap/ingin) 8 kali 

7. Al-kufr (kekufuran) Al-iman (iman, definite) 17 kali 

8. Kufr (kekufuran) Iman (iman, indifinite) 18 kali 

9. Al-shafy (musim panas) Al-syita` (musim dingin) 1 kali 

Tabel 2.5.1: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Antonimnya. 

2. keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan kata penyebabnya, seperti 

No Kata Antonim  Pengulangan 

1. Al-israf (pemborosan) Al-sur`ah (ketergesaan) 23 kali  

2. Al-maw`izhah (nasehat) Al-lisan (lidah) 25 kali 

3. Al-asra (tawanan) Al-harb (perang) 6 kali 

4. Al-salam (kedamian) Al-tayyibat (kebajikan) 60 kali 

Tabel 2.5.2: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Kata Penyebabnya. 

3. keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan jumlah kata yang 

menunjuk pada akibatnya, seperti 

No Kata Antonim  Pengulangan 

1. Al-infaq (infak) Al-ridha (kerelaan) 73 kali  

2. Al-bukhl (kekikiran) Al-hasarah (penyesalan) 12 kali 

3. Al-kafirun (orang-orang 

kafir) 

Al-nar/Al-ahraq 

(neraka/pembakaran) 

154 kali 

4. Al-zakah 

(zakat/penyucian) 

Al-barakat (kebajikan 

yang banyak) 

32 kali 

5. Al-fahisyah (kekejian) Al-ghadhb (murka) 26 kali 

Tabel 2.5.3: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan yang menunjuk pada akibatnya. 
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4. keseimbangan jumlah bilangan kata dengan sinonimnya/makna yang 

dikandungnya, seperti 

No Kata Antonim  Pengulangan 

1. Al-harts (membajak) Al-zira`ah (bertani) 14 kali  

2. Al-`ushb 

(membanggakan diri) 

Al-dhurur (angkuh) 27 kali 

3. Al-dhallun (orang sesat) Al-mawta (mati jiwanya) 17 kali 

4. Al-Quran (kebajikan) Al-wahyu (wahyu) 70 kali 

5. Al-`aql (akal) Al-nur (cahaya) 49 kali 

6. Al-jahr (nyata) Al-`alaniyah (nyata) 16 kali 

Tabel 2.5.4: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Sinonimnya. 

 

disamping keseimbangan-keseimbangan tersebut, ditemukan juga keseimbangan 

khusus, diantaranya 

1. kata yawm (hari) dalam bentuk tunggal sejumlah 365 kali, sebanyak hari-

hari dalam setahun. Sedangkan kata hari yang menunjuk kepada bentuk 

plural (ay-yam) atau dua (yawmayni), jumlah keseluruhannya hanya tiga 

puluh, sama dengan jumlah hari dalam sebulan. Disi lain, kata yang berarti 

“bulan” (syahr) hanya terdapat dua belas kali, sama dengan jumlah bulan 

dalam setahun. 

2. Al-Quran menjelaskan bahwa langit ada “tujuh”. Penjelasan ini diulangi 

sebanyak tujuh kali pula. (QS. 2:29, QS. 17:44, QS. 23:86, QS. 41:12, QS. 

65:12, QS. 71:15). 

3. Kata-kata yang menunjuk kepada utusan Tuhan, baik rasul (rasul), atau 

nabiyy (nabi), atau basyir (pembawa berita gembira), atau nadzir (pemberi 

peringatan) keseluruhannya berjumlah 518 kali. Jumlah ini seimbang 
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dengan jumlah penyebutan nama-nama nabi, rasul, dan pembawa berita 

tersebut, yakni 518 kali. (M. Quraish Shihab, 2007:40-43). 

Seperti telah diketahui, seringkali Al-Quran “turun” secara spontan, guna 

menjawab pertanyaan atau mengomentari suatu peristiwa. Kejadian atau 

pertanyaan dijawab dan dijelaskan secara langsung dalam Al-Quran, dan tentunya 

spontanitas tidak memberi peluang untuk berpikir dan menyusun jawaban dengan 

redaksi yang indah apalagi teliti. Namun, setelah Al-Quran selesai diturunkan dan 

dilakukan analisis serta perhitungan tentang redaksi-redaksinya. Ditemukan hal-

hal yang sangat menakjubkan. Ditemukan adanya pasangan kata-kata yang 

frekuensi penyebutannya sama dalam Al-Quran. Dan ini merupakan suatu hal 

yang unik, sudah terpola dengan rapi, tersusun secara sistematis sehingga 

keotentikan Al-Quran terjaga, sebagaimana firman Allah: 

$ ¯Ρ Î) ßøt wΥ $uΖø9 ¨“tΡ t�ø. Ïe%!$# $̄Ρ Î)uρ … çµ s9 tβθ ÝàÏ�≈ptm: ∩∪     

Sesungguhnya Kami-lah yang menurunkan Al Quran, dan Sesungguhnya 

Kami benar-benar memeliharanya. (QS. 15:9). 

 

 

2.6 Kajian 73 Golongan pada Umat Islam 

 Allah Azza wa Jalla menyuruh pengikut dinul Islam ini agar bersatu di 

atas kebenaran serta memperingatkan mereka agar tidak berpecah belah dan 

berselisih seperti yang terjadi pada umat-umat terdahulu. Allah berfirman: 

ρuωŸ ?s3äθΡçθ#( .x%$!©%Ït ?s�x�§%èθ#( ρu#$z÷Ft=n�àθ#( ΒÏ. /tè÷‰Ï Βt$ ỳ%!uεèΛæ #$9ø6t�iÉΨo≈Mà 4 ρu&éρ'9s≈×̄Í7y ;mλçΝö 
ë>#x‹tã ÒΟŠ Ïà tã ∩⊇⊃∈∪     
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Dan janganlah kamu menyerupai orang-orang yang bercerai-berai dan 

berselisih sesudah datang keterangan yang jelas kepada mereka. Mereka 

itulah orang-orang yang mendapat siksa yang berat. (QS. 3:105). 

 
 

Namun, kebanyakan manusia tetap berselisih dan berpecah belah, kecuali 

orang-orang yang diberi rahmat oleh Allah. Mereka bertengkar dan terpecah-

pecah menjadi berbagai kelompok dan golongan. Mereka menjadikan Al-Quran 

terpilah-pilah, dan memilah-milah semua kitab yang diturunkan kepada mereka, 

mengimani sebagian dan mengkafiri sebagian. Setelah datang ilmu dan 

keterangan yang jelas kepada mereka, tetapi mereka berlaku dengki, saling 

memukul dan saling sengketa mengenai kebenaran. Sebagaimana firman Allah: 

öθ s9 uρ u !$x© y7•/ u‘ Ÿ≅yè pg m: }̈ $ ¨Ζ9$# Zπ ¨Βé& Zο y‰Ïn≡ uρ ( Ÿωuρ tβθ ä9#t“tƒ šÏ�Î=tG øƒ èΧ ∩⊇⊇∇∪   �ωÎ) tΒ zΜ Ïm§‘ 

y7 •/ u‘ 4 y7 Ï9≡ s%Î!uρ óΟßγ s) n=yz 3 ôM £ϑ s?uρ èπ yϑ Î=x. y7 În/u‘ ¨β V|øΒ V{ zΟ̈Ψ yγ y_ zÏΒ Ïπ̈Ψ Éf ø9$# Ä¨$ ¨Ζ9$#uρ 

tÏè uΗødr& ∩⊇⊇∪     

Jikalau Tuhanmu menghendaki, tentu Dia menjadikan manusia umat yang 

satu, tetapi mereka senantiasa berselisih pendapat. Kecuali orang-orang 

yang diberi rahmat oleh Tuhanmu. dan untuk itulah Allah menciptakan 

mereka. Kalimat Tuhanmu (keputusan-Nya) telah ditetapkan: 

sesungguhnya aku akan memenuhi neraka Jahannam dengan jin dan 

manusia (yang durhaka) semuanya. (QS. 11:118-119) 
 

 Ada banyak sekali hadist nabi yang menjelaskan akan adanya perpecahan 

umat Islam sepeninggal beliau. Umat ini, menurut hadist, akan terpecah menjadi 

tujuh puluh tiga golongan. Semuanya akan masuk neraka, kecuali satu, yang 

disebut sebagai al-Firqah an-Najiyah (golongan yang selamat). Untuk redaksi 

selengkapnya, dapat kita lihat pada hadist riwayat Turmudzi nomor 2465, yaitu: 
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Mahmud bin Ghoilan meriwayatkan kepada kami, dari Abu Daud Al-

Hafari, dari Sofian Al-Tsauri, dari Abdurrahman Bin Ziyad Al-Afriqi, 

dari Abdullah Bin Yazid, dari Abdullah Bin Amr berkata, Rasulullah saw 

bersabda, “Sungguh akan terjadi pada umatku apa yang pernah terjadi 

atas Bani Israil, bagaikan sepasang sandal. Jika di antara mereka ada 

yang menggauli ibunya secara terang-terangan, maka pada umatku pun 

akan ada orang yang berbuat demikian. Sesungguhnya Bani Israil 

terpecah menjadi tujuh puluh tiga golongan. Semuanya akan masuk 

neraka, kecuali satu. Dan umatku pun akan terpecah menjadi tujuh 

puluh tiga golongan, semuanya masuk neraka kecuali satu.” Para 

sahabat bertanya, “Siapakah golongan itu wahai Rasulullah?”, Beliau 

menjawab, “Yakni mereka yang mengikuti jalan hidupku dan para 

sahabatku.” Abu Isa berkata hadist ini hasan yang asing dikalangan 

ahli tafsir, tidak ada hadist lain yang seperti ini, kecuali hadist ini. (HR. 

Turmudzi, 2465). 

 

Dalam hadist tersebut terdapat kata millatan yang berarti aliran, yang 

lebih menekankan pada kelompok agama atau golongan dari suatu agama. Nah, 

dalam konteks bahasa, kata firqah lebih luas cakupannya dari pada kata millatan, 

sehingga millatan dalam hadist tersebut, agar lebih luas maknannya, maka  

penulis memahami maknanya sama dengan firqah.   Mengenai kedudukan hadist 

tersebut, Turmudzi menilainya hasan, sedangkan Al-Iraqi dan Ibnu Taimiyah 

menukilnya dari Turmudzi serta menjadikan hadist tersebut sebagai hujjah. 

 (Al Mishri, 1992:53).  



BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai bagaimana menentukan matriks 

terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius, bukti teorema spectrum graf 

hasilkali kartesius. Kemudian dari teorema yang diperoleh, diterapkan ke dalam 

jenis-jenis graf hasilkali kartesius, yaitu graf tangga ( )2 nP P× , graf jaring-jaring 

( )m nP P× , dan graf buku ( )2 1,nP K× .       

3.1 Matriks Terhubung Langsung Graf Hasilkali Kartesius 

Diberikan graf lintasan dengan dua titik ( )2P  dan graf bipartisi komplit  

dengan empat titik ( )1,3
K  yang mana titik-titiknya terdiri dari ( ) { }2 1 2,V P u u=

 

dan ( ) { }1,3 1 2 3 4, , , .V K v v v v=  Matriks terhubung langsung dari graf 2P  dan 1,4K  

dan matriks identititas ( )2I P  dan ( )1,3
I K  adalah  

1 2

2 1

0 0 1
,

0 1 0

u u

u u

   
=   
  

∼

∼

( )2A P =

1u 2u

1u

2u

( )2V P∈

( )2V P∈

1 1

2 2

0 1 0
,

0 0 1

u u

u u

=   
=   =   

( )2I P =

1u 2u

1u

2u

( )2V P∈

( )2V P∈
 

1 2 1 3 1 4

2 1

.3 1

4 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0
,

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

v v v v v v

v v

v v

v v

   
   
   =
   
     

  

∼ ∼ ∼

∼

∼

∼

( )1,3A K =

1v 2v 3v 4v

1v

2v

3v

4v

( )1,3V K∈

( )1,3V K∈
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1 1

2 2

3 3

4 4

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0
.

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

v v

v v

v v

v v

=   
   =   =
   =
     =   

( )1,3I K =

1v 2v 3v 4v

1v

2v

3v

4v

( )1,3V K∈

( )1,3V K∈
 

Kemudian dari ( ) ( )1,3 2
A K I P⊗  diperoleh 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 3 1 4

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

.3 1

2 2

0 0 0 0
0

0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0
0

0 0

u u u u u u u u
v v v v v v

u u u u u u u u

u u u u u u u u
v v

u u u u u u u u

u u u u
v v

u u

= = = =       
       = = = =       

= = = =       
       = = = =       

= = 
 = 

∼ ∼ ∼

∼

∼
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

4 1

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
0 0

0 0

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

u u u u

u u u u u u

u u u u u u u u
v v

u u u u u u u u

 
 
 
 
 
 
 

= =      
      = = =      

 = = = =       
         = = = =        
∼

  

Sehingga didapatkan 

( ) ( )1,3 2

0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

A K I P

 
 
 
 
 
 ⊗ =  
 
 
 
  
 

. 

Yang perlu diperhatikan dari matriks diatas adalah entri yang diberi garis merah 

selalu bernilai nol untuk sebarang graf sederhana. Dari penjelasan tersebut, 

diketahui bahwa matriks ( ) ( )1,3 2
A K I P⊗  akan bernilai 1, ketika terdapat sisi 

yang menghubungkan titik iv dengan titik jv  pada graf 1,3K  dan i ju u=  pada 

graf 2P , kemudian bernilai 0 untuk yang lainya. Atau sederhananya dapat ditulis: 
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( ) ( )1,3 2

1,

0,
i j i jv v u uA K I P a i




⊗ = = 



i jv v

lainnya

∧∼ ,i ju u= ( ) ( )2 1,3, ,i j i ju u V P v v V K∀ ∈ ∧∀ ∈
 

dengan i, j adalah baris dan kolom dari martiks ( )1,3
A K  dan ( )2I P .  

Untuk ( ) ( )1,3 2
I K A P⊗ didapatkan 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 2

3

2 1 2 1

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

0 0
0 0

0 0

u u u u u u u u
v v

u u u u u u u u

u u u u u u u u
v v

u u u u u u u u

u u u u
v

u u u u

       
=        

       

       
=       

       

   
   
   

∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼

1 2 1 2

3

2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2

4 4

2 1 2 1 2 1 2 1

0 0
0

0 0

0 0 0 0
0 0 0

0 0 0 0

u u u u
v

u u u u

u u u u u u u u
v v

u u u u u u u u

 
 
 
 
 
 
 

    =         
        

=                 

∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

∼ ∼ ∼ ∼

 

Kemudian diperoleh  

( ) ( )1,3 2

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

I K A P

 
 
 
 
 
 ⊗ =  
 
 
 
  
 

. 

Dari matriks tersebut terlihat bahwa entri matriks yang diberi garis biru selalu 

bernilai 1 ketika terdapat sisi yang menghubungkan titik 
iu  dengan titik 

ju  pada 

graf 2P  dan i jv v= , dimana ( )1,3
,

i j
v v V K∈ . Kemudian entri yang lain pasti 

selalu bernilai nol, atau sederhananya dapat ditulis: 

( ) ( )1,3 2

1,

0,
i j i jv v u uI K A P i a




⊗ = = 

 .

i jv v

lainnya

= ∧ ,i ju u∼ ( ) ( )2 1,3, ,i j i ju u V P v v V K∀ ∈ ∧∀ ∈
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Dari keterangan diatas, dapat diketahui bahwa matriks ( ) ( )1,3 2
A K I P⊗  dan 

( ) ( )1,3 2
I K A P⊗  akan bernilai 1 jika memenuhi dua syarat, yaitu: 

i. i ju u=  dan i jv v∼ ,   

ii. i ju u∼  dan i jv v= .  

Kemudian kita jumlahkan matriks ( ) ( )1,3 2A K I P⊗  dengan matriks ( ) ( )1,3 2I K A P⊗  

agar kedua syarat diatas terpenuhi dalam satu bentuk matriks: 

( ) ( ) ( ) ( )1,3 2 1,3 2

0 1 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

A K I P I K A P

 
 
 
 
 
 ⊗ + ⊗ =  
 
 
 
  
 

. 

Yang perlu kita cermati adalah entri dari  matriks ( ) ( ) ( ) ( )1,3 2 1,3 2A K I P I K A P⊗ + ⊗  

sama dengan ( ) ( )1,3 2
A K I P⊗  dimana entri yang diberi garis merah diganti 

dengan entri yang diberi garis biru pada matriks ( ) ( )1,3 2
,I K A P⊗  sehingga 

entrinya pasti selalu bernilai 1 dan 0. Dan hal ini dijamin oleh definisi matriks 

terhubung langsung dari graf sederhana  1,3K  dan 2P  dan juga matriks identitas 

( )2I P  dan ( )1,3
I K  yang entrinya selalu bernilai 1 dan 0. Kemudian operasi 

hasilkali kronecer yang berfungsi untuk menggabungkan kedua syarat diatas, atau 

sederhananya dapat ditulis: 
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( ) ( ) ( ) ( )1,3 2 1,3 2A K I P I K A P⊗ + ⊗ =

1,

0,
i j i j i j i jv v u u v v u ua i i a




+ = 



( ) ( ), ,

.

i i j ju v u v

lainnya

∼

 

Dari pernyataan diatas, diketahui bahwa ( ) ( ) ( ) ( )1,3 2 1,3 2A K I P I K A P⊗ + ⊗  akan 

bernilai 1 ketika dua titik ( ),i iu v  dan ( ),
j j

u v  terhubung langsung jika dan 

hanya jika i ju u=  dan i jv v∼
 
atau i jv v=  dan ,i ju u∼  ( )2,i ju u V P∀ ∈  dan 

( )1,3
,

i j
v v V K∈ , dan bernilai nol untuk yang lainya. Dan kedua kondisi tersebut 

merupakan definisi dari hasilkali kartesius antara graf 1,3K  dengan 2P .  

Jadi ( ) ( ) ( ) ( )1,3 2 1,3 2A K I P I K A P⊗ + ⊗  adalah matriks terhubung langsung untuk 

graf 2 3P S× . 

Teorema 55.  

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan himpunan titik–titik 

( ) { }1 2, ,..., mV G u u u=  dan ( ) { }1 2, ,..., nV H v v v= .
 

( )A G  dan ( )A H
 

berturut-turut adalah matriks terhubung langsung dari graf G dan H. ( )I G  dan 

( )I H
 
adalah matriks identitas dengan ukuran m m×  dan n n× , maka matriks 

terhubung langsung dari hasilkali kartesius graf G dan H adalah  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A G H A H I G I H A G× = ⊗ + ⊗ .  

 (Gago, 2008:31) 
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Bukti. 

Diketahui bahwa matriks ( ) ( )A H I G⊗  akan bernilai 1 ketika terdapat sisi yang 

menghubungkan titik iv  dengan jv  pada graf H dimana i,j adalah baris dan 

kolom dari matriks A(H) dan 
i ju u=  pada graf G dimana i,j adalah baris dan 

kolom dari matriks I(G) . Kemudian 0 untuk lainnya, atau dapat ditulis:   

( ) ( )
1,

0,
i j i jv v u uA H I G a i




⊗ = = 



  

.

i jv v

lainnya

∧∼ ,i ju u= ( ) ( ), ,i j i ju u V G v v V H∀ ∈ ∧ ∀ ∈

 

Begitupun juga dengan matriks ( ) ( )I H A G⊗  akan bernilai 1 ketika i jv v=  

pada graf H dengan i,j adalah baris dan kolom dari matriks I(H), dan terdapat sisi 

yang menghubungkan titik 
iu  dengan titik 

ju  dimana i,j adalah baris dan kolom 

dari matriks A(G). Kemudian 0 untuk lainnya, atau sederhananya dapat ditulis:        

( ) ( )
1,

0,
i j i jv v u u

I H A G i a




⊗ = = 



  

i jv v

lainnya

= ∧ ,i ju u∼ ( ) ( ), ,i j i ju u V G v v V H∀ ∈ ∧ ∀ ∈

 

Kedua matriks diatas akan bernilai 1 ketika memenuhi dua kondisi, yaitu:  

i. i ju u=  dan i jv v∼ ,   

ii. i ju u∼  dan i jv v= . 

Kemudian kita jumlahkan kedua matriks tersebut, sehingga entri dari matriks  

( ) ( ) ( ) ( )A H I G I H A G⊗ + ⊗  akan bernilai 1 ketika dua titik ( ),i iu v  dan 

( ),
j j

u v  terhubung langsung jika dan hanya jika i ju u=  dan i jv v∼
 
atau i jv v=  
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dan ,i ju u∼  ( ),i ju u V G∀ ∈  dan ( ),i jv v V H∈ , dan bernilai nol untuk yang 

lainya. Atau dapat ditulis:  

( ) ( ) ( ) ( )
1,

0,
i j i j i j i jv v u u v v u uA H I G I H A G a i i a




⊗ + ⊗ = + = 



( ) ( ), ,i i j ju v u v

lainnya

∼

 

Dan pernyataan diatas merupakan definisi dari hasilkali kartesius antara graf G 

dengan H.  Jadi ( ) ( ) ( ) ( )A H I G I H A G⊗ + ⊗  adalah matriks terhubung langsung 

dari graf G H× . 

 

3.2 Spectrum Matriks Terhubung Langsung pada Graf Hasilkali Kartesius 

 Kita dapat menggunakan konsep dalam matriks untuk menentukan 

spectrum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius. Dari penjelasan 

subbab 3.1 telah diperoleh bentuk umum matriks terhubung langsung dari 

hasilkali kartesius dua graf sederhana, taruhlah graf G dan H. Apabila masing-

masing matriks terhubung langsung dari graf tersebut, yaitu G dan H dapat 

didiagonalisasi, maka spectrum graf hasilkali kartesius G dengan H merupakan 

penjumlahan dari setiap spectrum graf G dengan graf H. Adapun konsep 

mengenai spectrum graf hasilkali kartesius akan disajikan dalam teorema berikut.      

Teorema 56. (Gago, 2008:31) 

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan ( ) [ ]1 2, ,..., mSp G ξ ξ ξ=  dan 

( ) [ ]1 2, ,..., ,nSp H µ µ µ=  maka spectrum matriks terhubung langsung dari 

hasilkali kartesius graf G dan H adalah 

( ) ,1 ,1 .i jSp G H i m j nξ µ × = + ≤ ≤ ≤ ≤    
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Bukti. 

Diketahui bahwa ( ) ( ) ( ) ,m m n nA G H A H I I A G× ×× = ⊗ + ⊗  akan ditunjukkan 

bahwa  ( ) ( )m m n nA H I I A G× ×⊗ + ⊗  serupa dengan ( ) ( ) ,m m n nA H A G
J I I J× ×⊗ + ⊗  

dimana ( ) ( )1

A G
J P A G P−=  dan ( ) ( )1

A H
J Q A H Q−=  adalah matriks diagonal dari 

matriks ( )A G  dan ( )A H  maka ( ) ,1 ,1 .i jSp G H i m j nξ µ × = + ≤ ≤ ≤ ≤   

Misalkan ( )1

m m
I P IP−

× =  dan ( )1

n n
I Q IQ−

× = , sehingga 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1

m m n nA H A G
J I I J Q A H Q P IP Q IQ P A G P− − − −

× ×⊗ + ⊗ = ⊗ + ⊗
 

     ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1Q P A H I Q P Q P I A H Q P− − − −= ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗     … (T.22.b) 

     ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1
Q P A H I I A H Q P

− −  = ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗          … (T.4) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1

m m n nA H A G
J I I J Q P A H I I A H Q P

−

× ×
 ⊗ + ⊗ = ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗      … (T.22.c) 

Yang berarti bahwa matriks ( ) ( ) ,m m n nA H A G
J I I J× ×⊗ + ⊗  merupakan 

matriks diagonal yang diperoleh dengan cara mendiagonalisasikan matriks 

( ) ( )m m n nA H I I A G× ×⊗ + ⊗ . 

Karena 
( )

1

2

0 0

0

0

0 0

A H

j

J

µ
µ

µ

 
 
 =
 
  
 

�

� �

� � �

�

dan
( )

1

2

0 0

0

0

0 0

A G

i

J

ξ
ξ

ξ

 
 
 =
 
  
 

�

� �

� � �

�

, maka diperoleh 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1

2

0 0

0

0

0 0

m m m m m m

m m m m

m m n nA H A G

m m

m m m m j m m mn mn

I I I

I I
J I I J

I

I I I

µ
µ

µ

× × ×

× ×
× ×

×

× × × ×

 
 
 ⊗ + ⊗ = + 
  
 

�

� �

� � �

�
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 0

0 1

0

0 0 1

A G A G A G

A G A G

A G

A G A G A G
mn mn

J J J

J J

J

J J J
×

 
 
 
 
 
  
 

�

� �

� � �

�

 

( ) ( )

1 1

2 2

0 0

0

0

0 0

m m n nA H A G

j i mn mn

J I I J

µ ξ
µ ξ

µ ξ

× ×

×

+ 
 + ⊗ + ⊗ =
 
  + 

�

� �

� � �

�

 

Persamaan karakteristik dari matriks ( ) ( )( )m m n nA H A G
J I I J× ×⊗ + ⊗  adalah 

( ) ( )( ) 0m m n nA H A G
I J I I Jλ × ×− ⊗ + ⊗ =  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 2 2 2 ... 0mn i jλ ξ µ λ ξ µ λ ξ µ− + − + − + =  

Jadi ( ) ,1 ,1 .i jSp G H i m j nξ µ × = + ≤ ≤ ≤ ≤   

 

3.3 Kajian Spectrum pada Graf Lintasan 

Teorema 57. 

Misalkan ( )nf λ  adalah polinomial karakteristik graf 
nP .  Maka :

 
( )1f λ λ=

    
 

( ) 2

2 1f λ λ= −
   

 

( ) ( ) ( )1 2 ,n n nf f fλ λ λ λ− −= −
 

3n ≥   

dimana 1nf −  dan 2nf −  adalah kofaktor kolom satu dan dua dari matriks ( )( )nI A Pλ− . 

Bukti. 

Misalkan ( )nA P  adalah matriks terhubung langsung dari 
nP , maka 

untuk 1n = , diperoleh ( ) ( ) ( )( )1 1 10 detA P f I A Pλ λ λ= → = − =  
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untuk 2n = , diperoleh ( ) ( ) ( )( ) 2

2 2 2

0 1
det 1

1 0
A P f I A Pλ λ λ

 
= → = − = − 
 

   

( )

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0
3 ,

0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 1 0

nn A P

 
 
 
 

≥ → =  
 
 
  
 

…

…

� � �

� � �

� …

…     

( )( )

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1
.

0 1 0

0 1 1

0 0 0 1

nI A P

λ
λ

λ
λ

λ
λ

− 
 − − 
 −

− =  
− 

 − −
  − 

…

…

� � �

� � �

� …

…

 

Dari hasil ekspansi kofaktor  kolom pada matriks diatas, kita dapatkan: 

( ) ( )

1 0 0 1 1 0 0

1 0

1 00 1 0 0 1 1 0

1 1 1

0 0 1 0 0 1

nI A P

λ
λ λ

λ λ λ λ

λ λ

− − −

−

− = + − +− − −

− − −

− −

… …

� � � � � �

�

� � � � � � �

… …

 

( ) ( ) ( )1 2 ,n n nI A P f fλ λ λ λ− −− = − 3.n ≥  

Teorema 58. 

Diberikan ( )nf λ  adalah polinomial karakteristik dari graf lintasan ( )n
P  dan 

( )nU x  adalah polinomial Chebyshev jenis kedua, maka 

( ) ( ) ,n nf U xλ =
 
untuk .

2
x

λ
=   

Bukti. 

Misalkan ( )n
A P  adalah matriks terhubung langsung dari graf ( )n

P , R  adalah 

himpunan bilangan riil, : [ 1,1]I = − , ( ): ,n nf A P R→  dan :nU I R→  untuk n N∈   

Akan ditunjukkan dengan induksi matematika bahwa ( ) ( ).n nf U xλ =  
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(i). Untuk n = 1, diperoleh  ( )1 .f λ λ=       … T.57 

       
1 2 ,

2 2
U

λ λ
λ   = =   

   
 untuk .

2
x

λ
=   … T.28 

Jadi ( ) ( )1 1f Uλ λ=  benar. 

(ii). Asumsikan ( ) ( )n nf U xλ =  benar untuk n k= , akan ditunjukkan bahwa 

( ) ( )1 1k kf U xλ+ +=  untuk 1n k= +   juga benar.   

 ( ) ( ) ( )1 2n n nf f fλ λ λ λ− −= −     … T.57   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2k k k
f f fλ λ λ λ+ + − + −= −     … subsitusi 1n k= +   

 ( ) ( ) ( )1 1k k kf f fλ λ λ λ+ −= −  

 ( ) ( ) ( )1 12k k kf xU x U xλ+ −= −      … ( ) ( ) ,n nf U x n kλ = =     

 ( ) ( )1 1k kf U xλ+ +=       … T.28   

Terbukti bahwa ( ) ( )1 1k kf U xλ+ +=  benar untuk 1n k= + , sehingga dapat 

disimpulkan bahwa ( ) ( )n nf U xλ =
 
untuk .

2
x

λ
=  

Pada bab pembahasan ini, juga dikaji bukti teorema 51, yaitu misalkan 
nP

 

adalah 

graf lintasan dengan n N∈ , maka spectrum matriks terhubung langsung dari graf 

lintasan ( )nP  adalah 

( )
( )

2cos
1

n

k
Sp P

n

π  
=    +   

, untuk k = 1,2,3, …, n. 
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Bukti. 

Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks terhubung langsung graf lintasan, 

setelah kita reduksi matriks ( )( )n
I A Pλ −  dengan operasi baris elementer, kita 

tidak dapat menemukan bentuk umum matriks segitiga dari matriks terhubung 

langsung graf ( )n
P , sehingga untuk memperoleh nilai eigen dari matriks 

terhubung langsung graf lintasan, kita gunakan teorema 58. 

Persamaan karakteristik diperoleh ketika ( ) ( ) 0.n nf U xλ = =  

( ) ( )( )
( )( )sin 1

cos 0
sin

n n

n
U x U

θ
θ

θ

+
= = =

 

 

sehingga sin 0θ ≠  dan ( )( )sin 1 0n θ+ =   

( ) ( )1 arcsin 0n θ+ =    

( )1n kθ π+ =  dengan 1, 2,...,k n=  

( )1
k

n

π
θ =

+
, untuk 

2
x

λ
=  maka cos

2

λ
θ = , akhirnya 

( )
2cos

1

k

n

π
λ

 
=   + 

 
dengan 1, 2,..., .k n=  

Jadi spectrum matriks terhubung langsung dari graf lintasan ( )nP  adalah 

( )
( )

2cos
1

n

k
Sp P

n

π  
=    +   

, untuk k = 1,2,3, …, n. 
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3.4 Beberapa Hasil Spectrum Jenis-Jenis Graf Hasilkali Kartesius  

3.4.1 Spectrum Graf Tangga ( )nL   

 Diberikan dua graf lintasan 2P  dan 3P  dengan himpunan titik-titik 

( ) { }2 1 2,V P u u=  dan ( ) { }3 1 2 3, ,V P v v v= , maka langkah-langkah untuk 

menentukan spectrum hasilkali kartesius dari kedua graf tersebut adalah  

Cara 1. Diketahui bahwa 

( )2
0 1

,
1 0

A P
 

=  
 

( )2

1 0
,

0 1
I P

 
=  
 

( )3
0 1 0

1 0 1 ,

0 1 0

A P

 
 =  
 
   

( )3
1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

A P

 
 =  
 
   

Langkah 1. Mendiagonalisasi matriks ( )2A P . 

( ) 2

2 1 2

1
1 0 1 1

1
I A P

λ
λ λ λ λ

λ
−

− = = − = → = ∨ = −
−

 

untuk 
1 1λ = , maka solusi nontrivial dari ( )( )1 2 0I A P xλ − =

 
adalah  

1 1 2

2 1 2

01 1 0

01 1 0

x x x

x x x

− =−     
= →     − + =−    

            

misalkan 
2x s=  diperoleh 

1 2x x s= =  kemudian 
1

2

1

1

x s
s

x s

     
= =     
    

. 

untuk 
2 1λ = − , maka solusi nontrivial dari ( )( )2 2 0I A P xλ − =

 
adalah 

1 1 2

2 1 2

01 1 0

01 1 0

x x x

x x x

− − =− −     
= →     − − =− −    

            

misalkan 
2x s=  diperoleh 

1x s= −  kemudian 
1

2

1

1

x s
s

x s

− −     
= =     
    

. 

vektor eigen untuk 
1 1λ =  adalah 

1

1

 
 
 

, 
2 1λ = −  adalah 

1

1

− 
 
 

, dan 
1 1

.
1 1

P
− 

=  
 

  

jadi 
( ) ( )

2

1

2

1 1

1 0 0 1 1 12 2

0 1 1 1 1 0 1 1

2 2

A P
J P A P P−

 
  −     

= → =       −       − 
 

. 
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Langkah 2. Mendiagonalisasi matriks ( )3A P . 

( ) ( )2

3 1 2 3

1 0

1 1 1 0 2 2 0

0 1

I A P

λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
λ

−

− = − − = − − = → = ∨ = − ∨ =

−

 

untuk 
1 2λ = , maka solusi nontrivial dari ( )( )1 3 0I A P xλ − =

 
adalah  

1 21

2 1 2 3

3 2 3

2 1 0 2 00

1 2 1 0 2 0

00 1 2 2 0

x xx

x x x x

x x x

 − − =       − − = → − + − =         − − + =    

            

misalkan 
1x s=  diperoleh 

2 2x s=  dan 
3x s=  kemudian 

1

2

3

1

2

1

x

x s

x

  
   =   

   
   

. 

untuk 
2 2λ = − , maka solusi nontrivial dari ( )( )2 3 0I A P xλ − =

 
adalah  

1 21

2 1 2 3

3 2 3

2 1 0 2 00

1 2 1 0 2 0

00 1 2 2 0

x xx

x x x x

x x x

 − − − − =       − − − = → − − − =         − − − − =    

            

misalkan 
1x s=  diperoleh 

2 2x s= −  dan 
3x s=  kemudian 

1

2

3

1

2

1

x

x s

x

  
   = −  

   
   

. 

untuk 
3 0λ = , maka solusi nontrivial dari ( )( )3 3 0I A P xλ − =

 
adalah  

1 2

2 1 3

3 2

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

x x

x x x

x x

− − =    
    − − = → − − =    
    − − =    

            

misalkan 
3x s=  diperoleh 

2 0x =  dan 
1x s= −  kemudian 

1

2

3

1

0

1

x

x s

x

−   
   =   
   
   

. 

Dari vektor-vektor eigen diatas diperoleh matriks 

1 1 1

2 2 0 .

1 1 1

Q

− 
 

= − 
 
 
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Jadi ( ) ( )
3

1

3A P
J Q A P Q−=  adalah 

1 2 1

4 4 42 0 0 1 1 10 1 0
1 2 1

0 2 0 1 0 1 2 2 0
4 4 4

0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1

0
2 2

 
 

    −        − = − −                     −  
 

. 

Langkah 3. Menghitung ( ) ( ) ( ) ( )23
2 3 A PA P

J I P I P J⊗ + ⊗ . 

( ) ( ) ( ) ( )23
2 3

2 1 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0 0

0 0 2 1 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

A PA P
J I P I P J

 +
 

− 
 

− + ⊗ + ⊗ =
 − − 
 
  − 

 

 

Langkah 4. Menentukan nilai eigen dari ( ) ( ) ( ) ( )23
2 3 A PA P

J I P I P J⊗ + ⊗ . 

( ) ( ) ( ) ( )23
2 3 0

A PA P
I J I P I P Jλ − ⊗ + ⊗ =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 0λ λ λ λ λ λ− + − − − − + − − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 , 1 , 2 1 , 2 1 ,1, 2 1 .Sp P P  × = − − − − + − +
 

 
Cara 2. 

Misalkan himpunan titik-titik ( ) { }2 1 2,V P u u=  dan ( ) { }3 1 2 3, ,V P v v v= . Maka 

himpunan titik dan sisi dari graf tersebut adalah 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3 1 2 1 2 3 1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3, , , , , , , , , , , , , , .V P P u u v v v u v u v u v u v u v u v× = × =

( ) ( )1 1 1 2 1, , ,e u v u v= ∼ ( ) ( )5 1 2 1 3, ,e u v u v= ∼
 

( ) ( )2 1 2 2 2, , ,e u v u v= ∼ ( ) ( )6 2 1 2 2, ,e u v u v= ∼  

( ) ( )3 1 3 2 3, , ,e u v u v= ∼ ( ) ( )7 2 2 2 3, , .e u v u v= ∼  

( ) ( )4 1 1 1 2, ,e u v u v= ∼
 

Sehingga diperoleh 
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( )2 3

0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1
,

1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0

A P P

 
 
 
 

× =  
 
 
  
 

 ( )2 3

1 0 1 0 0

1 1 0 1 0

0 1 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1

I A P P

λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

− −

− − −

− −
− × =

− −

− − −

− −

 

Untuk mempermudah dalam menghitung determinan, kita reduksi matriks 

( )( )2 3
I A P Pλ − ×  menjadi matriks segitiga atas dengan menggunakan operasi 

baris elementer, sehingga diperoleh 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

2

2

2 2 2

4 2 2

2 2 2

4 2 4 2

4 2 4 2

6 4 2

4 2

1 0 1 0 0

1 1
0 1 1 0

2 1
0 0 1

1 1 1

3 1 1 1
0 0 0

2 2 2

5 2 2 1
0 0 0 0

3 1 3 1

7 7 1
0 0 0 0 0

5 2

λ

λ
λ λ

λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

− −

−
− − −

−
− − −

− − −

− + − −
−

− − −

− + − +
−

− + − +
− + −

− +

.
 

Kemudian diperoleh persamaan karakteristik dari matriks ( )2 3A P P×  adalah 

( ) 6 4 27 7 1 0f λ λ λ λ= − + − =  

Dari cara 1  diketahui bahwa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 4 2

1 1

6 4 2

2 2

6 4 2

3 3

6 4 2

4 4

6 4 2

5 5

6 4 2

6 6

2 1 2 1 7 2 1 7 2 1 1 0

1 1 7 1 7 1 1 0

2 1 2 1 7 2 1 7 2 1 1 0

2 1 2 1 7 2 1 7 2 1 1 0

1 1 7 1 7 1 1 0

2 1 2 1 7 2 1 7 2 1 1 0

f

f

f

f

f

f

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

= − − → = − − − − − + − − − =

= − → = − − − + − − =

= − + → = − + − − + + − + − =

= − → = − − − + − − =

= → = − + − =

= + → = + − + + + − =

  

Jadi ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 , 1 , 2 1 , 2 1 ,1, 2 1 .Sp P P  × = − − − − + − +
 
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Dengan menggunakan metode yang sama, untuk spectrum graf 
2 nP P×  

yang lain, disajikan dalam tabel dibawah ini: 

n Spectrum Graf 

( )2Sp P

 

( )n
Sp P  ( )2 n

Sp P P×  

1 [ 1,1]−  [0]  [ 1,1]−  

2 [ 1,1]−  [ 1,1]−  [ 2,2,0,0]−  

3 [ 1,1]−  [ 2, 2,0]−  ( ) ( )
( ) ( )
[ 1 2 , 1 2 , 1,1,

1 2 , 1 2 ]

− − + −

− − +
 

4 [ 1,1]−  ( ) ( )

( ) ( )

1 1
[ 1 5 , 1 5 ,
2 2

1 1
1 5 , 1 5 ]

2 2

− − +

− − +

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
[ 3 5 , 3 5 , 1 5 , 1 5 ,
2 2 2 2

1 1 1 1
1 5 , 1 5 , 3 5 , 3 5 ]

2 2 2 2

− − + − − +

− − + − + −

 

5 [ 1,1]−  [ 3, 3, 1,1,0]− −  [ 1 3,1 3, 2,2, 1,1,1 3, 1 3,0,0]− − + − − − − +
 

k [ 1,1]−  
1 2[ , ,..., ]nγ γ γ  

1 1 2 2 1

1

[ 1, 1, 1, 1,..., 1,

1, 1, 1]

n

n n n

γ γ γ γ γ

γ γ γ
−

−

+ − + − +

− + −
 

Tabel 3.4.1.1: Beberapa Spectrum Graf Tangga 

Teorema 59. 

Misal ( )2n nL P P= ×
 

adalah graf tangga dengan n N∈ , maka spectrum matriks 

terhubung langsung dari graf tangga ( )nL  adalah 

( )
( ) ( )

1 2cos , 1 2cos
1 1

n

k k
Sp L

n n

π π    
= + − +       + +     

, untuk k = 1,2,3, …, n. 

Bukti. 

Diketahui bahwa ( ) [ ]2 1, 1Sp P = − , ( )
( )

2cos
1

n

k
Sp P

n

π  
=    +   

, ( )2

1 0

0 1
A P

J
 

=  − 
. 

Misalkan matriks diagonal yang diperoleh dari matriks terhubung langsung graf 

lintasan ( )nP  adalah ( )

1

2

0 0

0

0

0 0

nA P

n

J

γ
γ

γ

 
 
 =
 
  
 

�

� �

� � �

�

, maka  
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( ) ( )

1 1

1

2 2

2 2

1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1
0 0 0 0

1 0 1 0
0 0 0

0 1 0 1
0

1 0
0 00

0 1
0 0 0 0

1 0 1 0
0 0 0 00 0

0 1 0 1

nA P

n

nn

J I P

γ γ
γ

γ γ
γ

γ
γγ

      
       

       
          
     

⊗ = =  
       

    
         

� � �

� �

� � � � � �

� � � � �

� � � � �� � �

� �

� ��









 
 
 



 

( ) ( )2

1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1

0 1 0 0 0
1 0 1 0

0 1 0 0 1
0 1 0 1

0 1
1 0

0 00
0 1

0 0 0 1 0
1 0 1 0

0 0 0 0 10 0 1
0 1 0 1

nA P
I J P

      
       −        −          −     

⊗ = = −  
         

      −     −    

� � �

� �

� � � � � �

� � � � �

� � � � �� � �

� �

� ��













 

sehingga diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

2

2 2 2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1

0 1

0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

n nA P A P

n

n

J I P I J P

γ
γ

γ
γ

γ
γ

+ 
 − 
 +
 

⊗ + ⊗ = − 
 
 

+ 
 − 

� �

� �

� � � �

� � � � �

� � � � �

� �

� �

 

Persamaan karakteristik dari matriks ( ) ( )( )
2

2 2
n

n n A PA P
J I I J× ×⊗ + ⊗  adalah 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) [ ]

2
2 2

1 1 2 1 2 1 2

0

1 1 ... 1 1 0

1, 1,1 .

n
n nA P A P

n i n i

n i i

I J I I J

Sp L i n

λ

λ γ λ γ λ γ λ γ

γ γ

× ×

−

− ⊗ + ⊗ =

− + − − − + − − =

= + − ≤ ≤

 

Jadi ( )
( ) ( )

2cos 1, 2 cos 1
1 1

n

k k
Sp L

n n

π π    
= + −       + +     

, untuk k = 1,2,3, …, n. 
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3.4.2 Spectrum Graf Buku ( )2 1,nP K×  

 Dengan menggunakan metode yang sama pada subbab 3.4.1, beberapa 

spectrum graf buku akan disajikan dalam tabel berikut ini: 

N Spectrum Graf 

( )2Sp P

 

( )1,n
Sp K  ( )2 1,n

Sp P K×  

1 [ 1,1]−  [ 1,1]−  [ 2, 2,0,0]−  

2 [ 1,1]−  [ 2, 2,0]−  [ 1 2,1 2, 1,1,1 2, 1 2]− − + − − − +  

3 [ 1,1]−  [ 3, 3,0,0]−  [ 1 3,1 3, 1, 1,1,1,1 3, 1 3]− − + − − − − +  

4 [ 1,1]−  [ 2, 2,0,0,0]−  [ 3,3, 1, 1, 1, 1,1,1,1,1]− − − − −  

5 [ 1,1]−  [ 5, 5,0,0,0]−
 

[ 1 5,1 5,1 5, 1 5, 1, 1, 1, 1,1,1,1,1]− − + − − + − − − −
 

N [ 1,1]−  [0, ]n±  [ 1, 1 ,1 ,1]n n− − ± ±  

Tabel 3.4.2.1: Beberapa Spectrum Graf Buku. 

 

Teorema 60. 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf buku ( )2 1,nP K× , dengan 

n N∈  adalah 

( )2 1, [ 1, 1 ,1 ,1].nSp P K n n× = − − ± ±
 

Bukti. 

Cara 1. 

Dari contoh 48 dan teorema 51 diketahui bahwa ( ) 1 2

1, 0 , ,n

nSp K n+ − = ±    dan 

( ) [ ]2
1,1 ,Sp P = −   maka berdasarkan teorema 56 diperoleh 

1 1 0 1,λ = − + = −

  

3 1 ,nλ = − −

 

5 1 ,nλ = +  

2 1 ,nλ = − +

      

4 1 0 1,λ = + =

 

6 1 .nλ = −  

Jadi ( )2 1, [ 1, 1 ,1 ,1].nSp P K n n× = − − ± ±  

Cara 2. 

Diketahui ( ) [ ]2
1,1Sp P = −  dan ( ) 1 2

1, 0 ,n

nSp K n+ − = ±  , misalkan 
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( )2

1 0

0 1
A P

J
− 

=  
 

, dan ( )

( ) ( )

1,

1 1

0 0

0 0

0

0 0 0

n

n n

n

J K

+ × +

 ±
 
 =  
  
 

�

� �

� � �

�

maka  

( ) ( )
2

1,

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0
1 0

0 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 01 0 0 1 0 0

0 1 0 1
0 1

0 0

0 0 1 0 0 1

nA P
J I K

     −
    

−    −
    
        −    

⊗ = =                            

� � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � � �

� �

� � � �

� � � � � �

� �

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0

0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

� �

� � � �

� � � � � �

� �

( ) ( )
2 1,

0 0 00 0 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0 0
1 0

00 0 0

0 00 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
0 1

0 0

0 0 0 0 0 0

nA P

n n n

I J K
n n

    ± ± ±
    
    
    
           

⊗ = = 
   ± ± 
    
    
    
            

�� � �

� �� � � � � �

� � �� � � � � � � � �

�� � �

� �

� � � �

� � � � � �

� �

0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0

n

 
 
 
 
 
 
 

± 
 
 
 
  
 

� �

� � � �

� � � � � �

� �

 

Sehingga ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1, 1,n nA P A P
J I K I J K⊗ + ⊗  adalah 

( ) ( )2 2 2 2

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0

0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1

0 0

0 0 0 0 0 1
n n

n

n

+ × +

 − ±
 

− 
 
 

− 
 

± 
 
 
 
  
 

� �

� � � �

� � � � � �

� �

� �

� � � �

� � � � � �

� �

 

Persamaan karakteristik dari matriks ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1, 1,n nA P A P
J I K I J K⊗ + ⊗  adalah 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

( )

2
2 2

2 1,

0

1 1 ... 1 1 1 ... 1 0

[ 1, 1 ,1 ,1].

n
n nA P A P

n

I J I I J

n n

Sp P K n n

λ

λ λ λ λ λ λ

× ×− ⊗ + ⊗ =

− − ± − − − − − ± − − =

× = − − ± ±
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3.4.3 Spectrum Graf Jaring-Jaring ( )m nP P×    

Teorema 61. 

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf jaring-jaring ( )m nP P×  dengan 

,m n N∈  adalah 

( )
( ) ( )

[2 cos cos ],
1 1

m n

k l
Sp P P

m n

π π    
× = +        + +    

  

untuk k = 1,2,3, …, n dan l = 1,2,3, …, m. 

 

Bukti. 

Dari teorema 51 diketahui bahwa ( )
( )

2cos
1

m

l
Sp P

m

π  
=    +   

 untuk l = 1,2,3, …, m 

dan ( )
( )

2cos
1

n

k
Sp P

n

π  
=    +   

 untuk k = 1,2,3, …, n  maka berdasarkan teorema 56 

diperoleh 

( )
( ) ( )

[2cos 2cos ],
1 1

m n

k l
Sp P P

n m

π π   
× = +      + +   

 

untuk  k = 1,2,3, …, n dan l = 1,2,3, …, m.  
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3.5 Klasifikasi dan Perhitungan Redaksi Firqah dalam Al-Quran 

 Pada skripsi ini, objek penelitiannya adalah graf yang dikaji dalam 

perspektif aljabar. Misalnya berbagai macam matriks yang berbeda dari sisi 

aljabarnya, karena entri-entri dari matriks tersebut berbeda, tetapi dikatakan sama 

atau isomorfis pada grafnya, sehingga terdapat klasifikasi dari berbagai macam 

matriks yang berbeda dalam aljabarnya namun memiliki kesamaan dalam teori 

grafnya. Begitupun sebaliknya, ada beberapa graf yang berbeda, baik dari 

banyaknya sisi maupun titik, namun memiliki kesamaan spectrum pada kedua graf 

tersebut (isospectral atau cospectral).  

Graf-graf yang telah diteliti dari sisi konsep aljabarnya akhirnya 

mempunyai bentuk umum spectrum graf, sehingga dari bentuk umum itulah 

dengan mudah dapat kita tentukan spectrum graf tersebut dengan banyaknya titik 

yang nilainya sebarang. Klasifikasi graf yang dikaji dalam perspektif aljabar 

sangat bermanfaat untuk perkembangan keilmuan matematika, terutama teori graf 

dan aljabar.  

Dalam konteks Islam, klasifikasi dan perhitungan frekuensi pengulangan 

redaksi dari beberapa kata dalam Al-Quran, anehnya mempunyai kesamaan dan 

keserasian dalam nilai pengulangannya. Kajian mengenai i`jaz `adadi telah 

dijelaskan pada bab-bab sebelumnya. Sekarang, adakah keserasian dalam 

penggunaan kata firqah beserta turunannya dalam Al-Quran, yang mana firqah 

atau kelompok merupakan salah satu aspek yang dilakukan dalam penelitian ini.  

Klasifikasi tentang ayat-ayat Al-Quran yang memuat kata firqah dan 

turunanya akan disajikan dalam tabel dibawah ini : 
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No Redaksi Keterangan 

1. 
… Ÿωuρ (#θçΡθä3 s? tÏ% ©! $%x. (####θθθθ èè èè%%%% §§ §§���� xx xx���� ss ss???? (#θà� n=tF÷z$# uρ (QS. Ali Imran: 105) 

2. 
ρuΒt$ ????ss ss����xx xx����§§ §§%%%%èè èèθθθθþ#( )Îω	 ΒÏ. /tè÷‰Ï Βt$ ỳ%!uδèΝã #$9øèÏ=ùΝã …                   

(QS. Al-Syura:14) 

3. 
…ρuωŸ ?sF−7Îèãθ#( #$9¡�6ç≅Ÿ ùùùùss ssGGGGtt tt����xx xx����§§ §§−−−−s /Î3äΝö ãt ™y7Î‹#Î&…  

(QS. Al-Anam:153) 

4. 
ρu#$ãôGtÁÅϑßθ#( 2¿tp7ö≅È #$!« _yϑÏ‹èY$ ρuωŸ ????ss ss����xx xx����§§ §§%%%%èè èèθθθθ####(( (( …                   

(QS. Ali-Imran:103) 

5. 
… &rβ÷ &r%ÏŠΚãθ#( #$!$eÏt ρuωŸ ????ss ssGGGGtt tt����xx xx����§§ §§%%%%èè èèθθθθ####(( (( ùÏŠµÏ …         

(QS. Al-Syura:13) 

6. 
ρu)Îβ ƒƒƒƒtt ttGGGGtt tt����xx xx����§§ §§%%%%ss ss$$$$ ƒãóøÇ #$!ª 2àξy ΒiÏ ™yèyGÏµÏ … 

(QS. An-Nisa:130) 

7. 
ρu)ÎŒø ùùùùss ss����tt tt%%%%øø øøΖΖΖΖuu uu$$$$ /Î3äΝã #$9ø7tsó�t ùs'rΥgpŠøΖu≈6àΝö … 

(QS. Al-Baqarah:50) 

8. 
ρu%è�öu#ΡZ$ ùùùùss ss����tt tt%%%%øø øøΨΨΨΨoo oo≈≈≈≈µµµµçç çç 9ÏGt)ø�t&rνç…… 

(QS. Al-Isra:106) 

9. 
…ρu9s≈3ÅΖγ̈ßΝö %sθöΠ× ƒtt tt����øø øø����tt tt%%%%èè èèθθθθχχχχš (QS. Al-Taubah:56) 

10. 
…ùs$$$ $$ùùùùøø øø����ãã ãã−−−−ø /t(÷ΨoΨs$ ρu/t÷š #$9ø)sθöΘÏ #$9ø�x≈¡Å)Ét (QS. Al-Maidah:25) 

11. 
…)ÎΤoÎ’ zy±ÏŠMà &rβ ?s)àθΑt ùùùùss ss����§§ §§%%%%øø øøMMMM| … 

(QS. Thaha:94) 

12. 
ùÏ/κp$ ƒƒƒƒãã ãã����øø øø����tt tt−−−−ä .ä≅‘ &rΒø�@ my3ÅŠΟA (QS. Al-Dukhan:4) 

13. 
)Îβ¨ #$!©%Ït ùùùùss ss����§§ §§%%%%èè èèθθθθ####( ŠÏƒ]sκåΝö ρu.x%Ρçθ#( … 

(QS. Al-An`am:159) 

14. 
ΒÏz #$!©%Ïš ùùùùss ss����§§ §§%%%%èè èèθθθθ####( ŠÏƒΖuγßΝö ρu2Ÿ%Ρçθ#( ©Ï‹uèY$ … 

(QS. Al-Rum:32) 

15. 
…ωŸ ΡΡΡΡçç çç����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ−−−−ä /t÷t &rnt‰7 ΒiÏΨ÷γßΟó ρuΥwtøß 9sµç… … 

(QS. Al-Baqarah:136) 

16. 
…ωŸ ΡΡΡΡçç çç����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ−−−−ä /t÷š &rmy‰7 ΒiÏ ‘•™ß#Î&Ï 4 … 

(QS. Al-Baqarah:285) 

17. 
…ωŸ ΡΡΡΡçç çç����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ−−−−ää ää /t÷t &rmy‰7 ΒiÏΨ÷γßΟó ρuΡtsóß 9sµç… Βã¡ó=Îϑßθβt (QS. Ali Imran:84) 

18. 
…ρuƒã�Ìƒ‰ßρχš &rβ ƒƒƒƒãã ãã����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ%%%%èè èèθθθθ####( /t÷t #$!« ρu‘â™ß#Î&Ï … 

(QS. Al-Nisa`:150) 

19. 
…ρu9sΟó ƒƒƒƒãã ãã����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ%%%%èè èèθθθθ#( /t÷t &rnt‰7 ΒiÏ]÷κåΝö &éρ'9s≈×̄Í7y … 

(QS. Al-Nisa`:152) 

20. 
…ùsŠuGtèy=¯ϑßθβt ΒÏΨ÷γßϑy$ Βt$ ƒƒƒƒãã ãã����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ%%%%èè èèθθθθχχχχš /ÎµÏ … 

(QS. Al-Baqarah:102) 
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21. 
…ùùùùss ss$$$$‘‘‘‘ÍÍ ÍÍ%%%%èè èèθθθθδè£ /Îϑyè÷�ãρ∃7 ρu&r−ôκÍ‰ßρ#( Œsρu“ô … 

(QS. Al-Thalaq:2) 

22. 
ρuΒt$ ????ss ss����xx xx����§§ §§−−−−s #$!©%Ït &éρ?èθ#( #$9ø3ÅGt≈=| … 

(QS. Al-Bayyinah:4) 

23. 
ρuƒtθöΠt ?s)àθΠã #$9¡¡$ãtπè ƒtθöΒt×Í‹7 ƒƒƒƒtt ttGGGGtt tt����xx xx����§§ §§%%%%èè èèθθθθχχχχšš šš (QS. Al-Rum:14) 

24. 
ùs$$9ø����xx xx≈≈≈≈����ÌÌ ÌÌ%%%%ss ss≈≈≈≈MMMMÏ ùs�ö%]$ (QS. Al-Mursalat:4) 

25. 
…ùs$$Ρ�x=n,t ùs3s%βt .ä≅‘ ùùùùÏÏ ÏÏ����öö öö−−−−5 .x%$9Ü©θöŠÏ #$9øèyàÏŠΟÉ (QS. Al-Syu`ara:63) 

26. 
…ùs=nθöωŸ Ρt�x�t ΒÏ .ä≅eÈ ùùùùÏÏ ÏÏ����öö öö%%%%ss ssππππ77 77 ΒiÏ]÷κåΝö Ûs$!←Í�xπ× … 

(QS. Al-Taubah:122) 

27. 
%s$Αt δy≈‹x# ùùùùÏÏ ÏÏ����tt tt####−−−−ä /tŠø_Í ρu/t(÷ΖÏ7y … 

(QS. Al-Kahfi:78) 

28. 
ρußs£ &rΡ̄µç #$$ $$9999øø øø����ÏÏ ÏÏ����tt tt####−−−−ä (QS. Al-Qiamah:28) 

29. 
ùs$$9ø�x≈�Ì%s≈MÏ ùùùùss ss����öö öö%%%%]] ]]$$$$ (QS. Al-Mursalat:4) 

30. 
…&rùsGtÜôϑyèãθβt &rβ ƒãσ÷ΒÏΖãθ#( 9s3äΝö ρu%s‰ô .x%βt ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏΨ÷γßΝö … 

(QS.Al-Baqarah:75 ) 

31. 
&rρu2à=ϑ̄y$ ãt≈γy‰ßρ#( ãtγô‰Y# Ρ6̄t‹xνç… ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏΨ÷γßΝ … 

(QS.Al-Baqarah:100) 

32. 
…‘u™ßθΑ× ΒiÏô ãÏΨ‰Ï #$!« ΒãÁ|‰dÏ−× 9jÏϑy$ ΒtèyγßΝö Ρt6t‹x ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,×… 

(QS.Al-Baqarah:101 ) 

33. 
…OèΟ¢ ƒtGtθu<¯’4 ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏΨ÷γßΟó ρuδèΝ Β•è÷�ÌÊàθβt (QS.Al-Imran:23 ) 

34. 
…)ÎŒs# ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏ]÷κåΝö †sƒø±tθöβt #$9Ζ̈$}̈ … 

(QS. Al-Nisa`:77) 

35. 
…ƒt“Ìƒ3à %è=èθ>Ü ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,9 ΒiÏΨ÷γßΟó OèΟ¢ ?s$>z æt=nŠøγÎΟó … 

(QS. Al-Taubah:117) 

36. 
OèΟ¢ )ÎŒs# .x±t#y #$9Ø‘7§ ãtΖ3äΟó )ÎŒs# ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏΖ3ä/ ö… 

(QS. Al-Nahl:54) 

37. 
…)ÎΡ¯µç… .x%βt ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏô ãÏ6t$ŠÏ“ ƒt)àθ9äθχš… 

(QS. Al-Mukminun:109) 

38. 
…ρu&rÛsè÷Ζu$ OèΟ¢ ƒtGtθu<’̄4 ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏ]÷κåΝ ΒiÏ. /tè÷‰Ï Œs≡9Ï7y …   

(QS. Al-Nur:47) 

39. 
…9ÏŠusó3äΝz /t(÷ΖuηæΝö )ÎŒs# ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏ]÷κåΝ Β•è÷�ÌÊàθβt (QS. Al-Nur:48) 

40. 
…)ÎŒs# ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏ]÷κåΝ /Î�t/nÎγÎΜô „ç³ô7Î.äθβt (QS. Al-Rum:33) 
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41. 
…ρu„o¡óGt↔ø‹Éβã ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ΒiÏ]÷κåΝã #$9Ζ̈<É¢ … 

(QS. Al-Ahzab:13) 

42. 
…ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ûÎ’ #$:øgpΨ¨πÏ ρuùs�Ìƒ,× ûÎ’ #$9¡¡èÏF7Î (QS. Al-Syuura:7) 

43. 
…ùs�Ìƒ,× ûÎ’ #$:øgpΨ¨πÏ ρρρρuu uuùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ,,,,× ûÎ’ #$9¡¡èÏF7Î (QS. Al-Syuura:7) 

44. 
…δy≈¯σàωIÏ ?s)øGç=èθχš &rΡ�à¡|3äΝö ρuBéƒø�Ì_ãθβt ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$… 

(QS. Al-Baqarah:85) 

45. 
…&rΡ�à¡Ý3äΝ #$™óFt3õ9y7÷näΛ÷ ùùùùss ss����xx xx����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ .x‹¤/öäΛ÷ ρuùs�Ìƒ)Z$ ?s)øGç=èθχš (QS. Al-Baqarah:87) 

46. 
…&rΡ�à¡Ý3äΝ #$™óFt3õ9y7÷näΛ÷ ùs�x�Ìƒ)Z$ .x‹¤/öäΛ÷ ρuùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ?s)øGç=èθχš (QS. Al-Baqarah:87) 

47. 
…ρu)Îβ¨ ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ΒiÏΖ÷γßΝö 9s‹u3õGçϑßθβt #$9øsy,¨ ρuδèΝö ƒtèô=nϑßθβt (QS. Al-Baqarah:146) 

48. 
… ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ΒiÏô &rΒøθu≡ΑÉ #$9Ψ̈$¨Ä /Î$$}MOøΟÉ ρu&rΡFçΟó ?sè÷=nϑßθβt (QS. Al-Baqarah:188) 

49. 
ρu)Îβ¨ ΒÏΖ÷γßΟó 9s����xx xx����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ƒt=ùθâ…βt &r9ø¡Å⊥tFtγßΟ /Î$$9ø3ÅFt≈=É… 

(QS. Al-Imran:78) 

50. 
ƒt≈¯'r‰šκp$ #$!©%Ït u#ΒtΨãθþ#( )Îβ ?èÜÏ‹èãθ#( ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$… 

(QS. Al-Imran:100) 

51. 
…ωŸ ?sγôθu“# &rΡ�à¦ßκåΝö ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ 2Ÿ‹¤/çθ#( ρuùs�Ìƒ)Z$ ƒt)øGç=èθβt (QS. Maidah:70) 

52. 
…&rΡ�à¦ßκåΝö ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ 2Ÿ‹¤/çθ#( ρuùs�Ìƒ)Z$ ƒt)øGç=èθβt (QS. Al-Maidah:70) 

53. 
…ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))̧¸ ¸$̧$$$ δy‰y“3 ρuùs�Ìƒ)̧$ my,¨ ãt=n/öκÍΝã #$9Ò	=n≈#s'ä (QS. Al-A`raf:30) 

54. 
…ùs�Ìƒ)̧$ δy‰y“3 ρρρρuu uuùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))̧¸ ¸$̧$$$ my,¨ ãt=n/öκÍΝã #$9Ò	=n≈#s'ä (QS. Al-A`raf:30) 

55. 
.xϑy$! &rz÷�t_y7y ‘u/•7y ΒÏ. /t(÷GÏ7y /Î$$9øsy,dÈ ρu)Îβ ̈ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$… 

(QS. Al-Anfal:5) 

56. 
…%è=èθ/ÎγÎΝ #$9�”ãô=| ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ?s)øGç=èθχš ρu?s'ù Å7çρχš ùs�Ìƒ)Z$ (QS. Al-Ahzab:26) 

57. 
…%è=èθ/ÎγÎΝ #$9�”ãô=| ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ?s)øGç=èθχš ρu?s'ù Å7çρχš ùs�Ìƒ)Z$ (QS. Al-Ahzab:26) 

58. 
…ùs$$?7̈tèãθνç )Îω	 ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ZZ ZZ$$$$ ΒiÏz #$9øϑßσ÷ΒÏΖÏt (QS. Saba`:20) 

59. 
…&rβÈ #$ãô7ç‰ßρ#( #$!© ùs*ÎŒs# δèΝö ùùùùss ss����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ss ss$$$$ββββÈ †sƒøGtÁÅϑßθχš (QS. Al-Naml:45) 

60. 
…ùs'r“‘ #$$ $$9999øø øø����xx xx����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ss ss÷÷ ÷÷È &rmy,‘ /Î$${FΒøÇ ( )Îβ .äΖäΛ÷ ?sè÷=nϑßθχš (QS. Al-An`am:81) 
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61. 
ΒtWs≅ã #$9øø øø����xx xx����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ss ss÷÷ ÷÷È 2Ÿ%${Fãôϑy‘4 ρu#${F¹|ΟdÉ… 

(QS. Hud:24) 

62. 
…u#ΒtΖãθþ#( &r“‘ ####$$ $$9999øø øø����xx xx����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))ss ss÷÷ ÷÷È zyFö7× Β)̈s$ΒY$ ρu&rmô¡|ß Ρt‰Ïƒw$ (QS. Maryam:73) 

63. 
ρu)ÎŒø u#?s(÷Ψo$ Βãθ›y #$9ø3ÅGt≈=| ρu#$9øø øø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββt 9sèy=ª3äΝö EsκöGt‰ßρβt (QS. Al-Baqarah:53) 

64. 
…δè‰W” 9jÏ=Ψ̈$¨Ä ρu/t(iÉΨo≈M; ΒiÏz #$9øγß‰y“3 ρu#$9øø øø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββÈ… 

(QS. Al-Baqarah:185) 

65. 
ΒÏ %s7ö≅ã δè‰W“ 9jÏ=Ψ̈$¨Ä ρu&rΡ“tΑt #$9øø øø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββt… 

(QS. Ali-Imran:4) 

66. 
…ãt6ö‰ÏΡt$ ƒtθöΠt #$9ø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββÈ ƒtθöΠt #$9øGt)s‘ #$9øfyϑôèy$βÈ… 

(QS. Al-Anfal:41) 

67. 
ρu9s)s‰ô u#?s(÷Ψo$ Βãθ›y4 ρuδy≈�ãρβt #$9øø øø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββt ρuÊÅ‹u$![ (QS. Al-Anbiya:48) 

68. 
?s6t$‘u8x #$!©%Ï“ Ρt“̈Αt #$9øø øø����àà àà����öö öö%%%%ss ss$$$$ββββt ãt?n’4 ãt6ö‰ÏνÍ… 

(QS. Al-Furqan:1) 

69. 
… )Îβ ?sG−)àθ#( #$!© †sgøèy≅ 9©3äΝö ùùùùèè èè����öö öö%%%%ss ss$$$$ΡΡΡΡZZ ZZ$$$$ ρuƒã3s�eÏ�ö… 

(QS. Al-Anfal:29) 

70. 
… ÑÅ7u#‘Y# ρu2à�ø�\# ρuu uu????ss ss����øø øø����ÌÌ ÌÌƒƒƒƒ))))KK KK$$$$ /t÷š #$9øϑßσ÷ΒÏΖÏš… 

(QS. Al-Taubah:107) 

71. 
… #$9¡bÅfôÇ u&r‘ö/t$>Ò ΒΒΒΒ•• ••GGGGtt tt����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ%%%%èè èèθθθθχχχχš zyFö7î &rΘÏ #$!ª… 

(QS. Yusuf:39) 

72. 
…ΒÏ. /t$>5 ρu≡nÏ‰7 ρu#$Š÷zä=èθ#( ΒÏô &r/öθu≡>5 ΒΒΒΒ•• ••GGGGtt tt����xx xx����hh hh ÌÌ ÌÌ%%%%ss ssππππ7… 

(QS. Yusuf:67) 

Tabel 3.5.1: Tabel pengulangan kata firqah dan turunannya dalam Al-Quran. 

(An-Najdi, 1996:108-113). 

 

 Dari tabel 3.5.1 diatas, dapat diketahui bahwa pengulangan kata firqah dan 

turunannya dalam Al-Quran sebanyak 72 kali, dan nilai tersebut sama dengan 

jumlah firqah yang masuk neraka yang ada pada hadist nabi. Jadi sesuai dengan 

banyaknya firqah yang menyimpang dari agama yang benar, yang diajarkan oleh 

Rasulullah saw.  
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Tidak ada redaksi hadist yang menyatakan bahwa angka 72 golongan 

tersebut diambil dari banyaknya pengulangan kata firqah dan turunannya dalam 

Al-Quran. Dan hal tersebut pasti tidak terjadi dengan sendirinya, keserasian yang 

tampak tak lain merupakan kekuasaan Allah swt yang Maha Matematis. Bahkan, 

segala keteraturan dan keserasian yang ada dalam alam semesta ini sudah 

direncanakan, diperhitungkan dan diatur oleh-Nya, dan bukan merupakan suatu 

kebetulan.     

 Nah, begitu mengeharankan keseimbangan atau keteraturan itu terjadi, dan 

mengenai penafsiran akan keteraturan tersebut terserah kepada yang memahami, 

yang jelas sudah ditunjukkan bahwa adanya penyebutan satu kata dalam Al-Quran 

memberikan petunjuk (isyarat) tentang makna tertentu. Namun yang perlu 

diperhatikan bahwa apa yang dilakukan dalam penelitian ini adalah upaya untuk 

membuktikan Al-Quran sebagai mukjizat abadi dan bukan merupakan sebuah 

penafsiran dari Al-Quran (walaupun nantinya terdapat hubungan antara makna 

dengan bilangan tersebut). 

 Adapun jalan (manhaj) kelompok yang selamat adalah: 

1. Golongan yang setia mengikuti manhaj Rasulullah saw dalam hidupnya, 

serta manhaj para sahabat-sahabatnya. 

2. Golongan yang kembali merujuk kepada Kalamullah dan Rasul tatkala 

terjadi perselisihan dan pertentangan diantara mereka. 

3. Golongan yang tidak mendahulukan perkataan seseorang atas Kalamullah 

dan Rasul. 

4. Golongan yang selalu menjaga kemurnian tauhid. 
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5. Golongan yang senang menghidupkan sunnah-sunnah Rasulullah, baik 

dalam ibadah, perilaku dan dalam segenap hidupnya. 

6. Golongan yang tidak berpegang kecuali kepada Kalamullah dan kalam 

Rasul yang maksum, yang berbicara tidak mengikuti hawa nafsunya. 

7. Golongan para ahli hadist. 

8.  Golongan yang menghormati para imam mujtahidin, tidak fanatik 

terhadap salah seorang diantara mereka. 

9. Golongan yang menyeru kepada yang ma`ruf dan mencegah dari yang 

munkar. 

10. Golongan yang mengajak seluruh umat Islam agar berpegang teguh 

kepada sunnah Rasul dan para sahabatnya. (Zainu, 1998:5-9). 

Dari keterangan diatas dapat diketahui, bahwa golongan yang selamat itu 

mempunyai beberapa indikator. Mengenai nama jenis aliran atau golongan yang 

selamat tidak menutup kemungkinan lebih dari satu, karena al-Firqah an-Najiyah 

ini merupakan himpunan dari berbagai macam golongan yang tetap memegang 

teguh pada sunnah nabi dan para sahabat. Wallahu `alam. 



BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan mengenai spectrum dari graf hasilkali kartesius, 

maka dapat diperoleh kesimpulan bahwa: 

1. Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan himpunan titik–titik 

( ) { }1 2, ,..., mV G u u u=  dan ( ) { }1 2, ,..., nV H v v v= .
 

( )A G  dan ( )A H
 

berturut-turut adalah matriks terhubung langsung dari graf G dan H. ( )I G  

dan ( )I H
 
adalah matriks identitas dengan ukuran m m×  dan n n× , 

maka matriks terhubung langsung dari hasilkali kartesius graf G dan H 

adalah ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).A G H A H I G I H A G× = ⊗ + ⊗   

2. Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan ( ) [ ]1 2, ,..., mSp G ξ ξ ξ=  dan 

( ) [ ]1 2, ,..., ,nSp H µ µ µ=  maka bentuk umum spectrum dari hasilkali 

kartesius graf G dan H adalah 

( ) ,1 ,1 .i jSp G H i m j nξ µ × = + ≤ ≤ ≤ ≤   

3. Misal ( )2n nL P P= ×

 

adalah graf tangga dengan n N∈ , maka bentuk 

umum spectrum graf tangga ( )nL  adalah  

( )
( ) ( )

1 2cos , 1 2cos
1 1

n

k k
Sp L

n n

π π    
= + − +       + +     

, untuk k = 1,2,3, …, n. 
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4. Bentuk umum spectrum graf jaring-jaring ( )m nP P×  dengan ,m n N∈  

adalah 

( )
( ) ( )

[2 cos cos ],
1 1

m n

k l
Sp P P

m n

π π    
× = +        + +    

 

untuk k = 1,2,3, …, n dan l = 1,2,3, …, m. 

5. Bentuk umum spectrum graf buku ( )2 1,nP K× , dengan n N∈  adalah  

( )2 1, [ 1, 1 ,1 ,1].nSp P K n n× = − − ± ±  

4.2 Saran 

 Ada banyak sekali merepresentasikan graf dalam matriks yang diterapkan 

dalam bidang kimia selain matriks terhubung langsung, seperti matriks Laplacian, 

matriks edge-adjacency, matriks reciprocal distance, matriks resistance distance, 

matriks deteour, matriks wiener, matriks combinatorial, matriks Szeged, matriks 

Hosoya, matriks lintasan, dan matriks Cluj. Dalam penelitian selanjutnya, 

diharapkan dari setiap representasi graf dalam matriks tersebut dapat ditemukan 

bentuk umum spectrum graf dari matriks tersebut, spectrum dari hasil operasinya 

dan terapan dalam topik-topik bidang kimia. 
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