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ABSTRAK

Fahcruddin, Imam. 2010. Spectrum Graf Hasilkali Kartesius. Skripsi, Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: I. Abdussakir, M.Pd.
II. Ach. Nashichuddin, M. A.

Himpunan nilai eigen dari reperesentasi graf dalam matriks
terhubung langsung adalah spectrum dari graf tersebut.
Spectrum dari graf G dengan n titik biasanya dinotasikan
dengan Sp(G). Terdapat beberapa cara untuk membentuk dari
dua graf menjadi sebuah graf baru yang mana himpunan
titiknya merupakan hasilkali kartesius antara dua graf
tersebut. Pada skripsi ini akan dikaji spectrum hasilkali
kartesius dari dua graf sederhana. Dengan menggunakan
teorema spectrum graf hasilkali kartesius, diperoleh

1. spectrum dari graf tangga (Ln) adalah

Sp(L,) =[1+20"{(:3)}_1+2COS(("kf1)H

2. spectrum dari graf buku (P2 X Kl,n) adalah
Sp(P,xK,, ) =[-1,~1£n,14/n,1]

3. spectrum dari graf jaring-jaring (P, x P, ) adalah

Sp(P, xP, )= [2[005((;ZI)J+ cos{(nlfl)n].

Kata Kunci: Spectrum, Matriks Terhubung Langsung, Graf
Hasilkali Kartesius.
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ABSTRACT

Fahcruddin, Imam. 2010. The Spectrum Cartesian Product of Graph. Theses.
Mathematics Programme Faculty of Science and Technology The
State of Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Promotor: I. Abdussakir, M.Pd.
II. Ach. Nashichuddin, M.A.

The set of graph eigenvalues of the adjacency matrix is called
the spectrum of the graph. The spectrum of a graph G with n
vertices is commonly denoted Sp(G). There are also several
ways of forming from two graphs a new graph whose vertex
set is the Cartesian product of their vertex sets. In this theses
we study spectrum of Cartesian product of two simple
graphs. Utilizing the theorem about spectrum of Cartesian
product of two simple graph, we prove that

1. the spectrum of the ladder graph (L, ) is

AN

2. the spectrum of the book graph (P2 X Kl,n) is
Sp(P,xK,, ) =[-1~1£n,14/n,1]

3. the spectrum of the grid graph (P, x P, ) is

Sp(P, xP,)= [2[005[(;ZI)J+ cos{(nlfl)n].

Key words: Spectrum, adjacency matrix, Cartesian product
of graph

viii
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Igra” merupakan perintah Allah yang pertama kali disampaikan Jibril kepada
nabi Muhammad SAW, “Ma aqra’?” demikian pertanyaan nabi setelah berulang-
ulang Jibril menyampaikan perintah tersebut. Mungkin mengherankan ketika
perintah tersebut ditujukan kepada seseorang yang tidak pernah membaca suatu
kitab sebelum turunnya Al-Quran dan tidak pernah menulis kitab dengan tangan
kanannya (QS 29: 48). Namun, keheranan ini akan sirna jika kita sadari bahwa
perintah igra’ yang berarti membaca, menelaah, meneliti, menghimpun dan
sebagainya dikaitkan dengan “bi ismi Rabbika”, suatu tindakan yang didasari
keimanan pada Allah SWT, ikhlas hanya mengharapkan ridha Allah yang Maha
Pencipta. Kemudian “Wa rabbuka Al-Akram” mengandung pengertian bahwa
Allah dapat menganugerahkan puncak dari segala yang terpuji bagi hamba-Nya
yang membaca (M.Quraish Shihab, 2007:260) . Sungguh motivasi yang luar biasa
yang dijanjikan Allah kepada hamba-Nya, yang menjadi niat dan keyakinan untuk
selalu meneliti, menelaah dan mengkaji terutama disiplin ilmu yang ditekuni.

Segala fenomena yang sering kita alami sehari-hari, sebenarnya sudah terpola
dengan rapi, tersusun dari beberapa aturan-aturan yang saling berkaitan, ada
langkah-langkahnya, perhitungannya bahkan formulanya. Ahli matematika, atau
ilmuwan secara umum tidak membuat suatu rumus sedikitpun, tetapi mereka

menangkap fenomena yang terjadi, kemudian meneliti dan merumuskan dalam



bentuk bahasa mereka sendiri sehingga ditemukan rumus-rumus atau teori-teori
yang bisa dikategorikan ilmiah. Pencipta dari segala ciptaan hanyalah Allah SWT,

sebagaimana firman Allah:
% 420 8 Y A Z < P JE //1.,}’ - LG
T 38l é ) 553051005 dsd 5 e e dliell ) o Al

Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya dalam kekuasaan (Nya),
dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya. (OS. 25:2).

Pengetahuan mengenai ilmu ukur, perhitungan dan bilangan tidak akan lepas
dari matematika. Teori graf dan aljabar merupakan cabang dari matematika.
Kajian mengenai konsep-konsep aljabar dalam teori graf merupakan suatu hal
yang penting untuk dilakukan karena dari hasil penelitiannya nanti, akan diperoleh
beberapa pola atau karakteristik graf yang memiliki keteraturan dalam perspektif
aljabar. Dari pola-pola yang ditemukan inilah, kemudian dijadikan dasar untuk
mengklasifikasikan berbagai macam sifat-sifat dan karakteristik suatu graf dikaji
dari sisi aljabarnya.

Konteks klasifikasi atau pengelompokkan ini juga berperan penting dalam
strategi ketika berperang. Misalnya pasukan yang mahir dalam memanah, maka
masuk dalam kategori pemanah, dan pasukan yang ahli dalam memainkan
pedang, masuk dalam kategori pasukan berpedang, diklasifikasikan sesuai dengan

kemampuan dan karakteristik dari pasukan tersebut, untuk berperang bersama-

sama di jalan Allah, sebagaimana firman-Nya:



[

N Py njxum) (ER VR P VI B PR e O
20 2 5o

Hai orang-orang yang beriman, bersiap siagalah kamu, dan majulah (ke
medan pertempuran) berkelompok-kelompok, atau majulah bersama-sama!

(0S. 4:71).

Kemudian kajian mengenai golongan atau kelompok (firgah) pada umat Islam
nanti, juga akan terbagi menjadi 73 golongan, dan diklasifikasikan lagi menjadi
dua kelompok, ada yang menjelaskan bahwa kelompok pertama adalah penghuni
neraka yang terdiri dari 72 golongan dan kelompok kedua adalah penghuni surga

yang terdiri dari satu golongan, sebagaimana sabda nabi:

ﬁiét;;;;;o\fogéwuwsj» ysﬂ;wgﬁ@\ w\g&;ﬁi-

za N
P

dﬁj,“bwJw&wﬂ&‘ﬂ‘@d‘ﬁ,JJMww‘@d‘g e

&2 zae

Qd:\)\dj.w) g;hu"j\ﬁjb ab\jdlﬁ‘}”)u‘ &wa;u%&w‘
(e Al ol ) u)\-;moi g fa.l.; Gl G :JLE

“Sungguh akan terjadi pada umatku apa yang pernah terjadi antara Bani
Israil, bagaikan sepasang sandal. Jika di antara mereka ada yang menggauli
ibunya secara terang-terangan, maka pada umatku pun akan ada orang yang
berbuat demikian. Sesungguhnya Bani Israil telah terpecah menjadi tujuh
puluh tiga aliran; semuanya akan masuk neraka, kecuali satu.” Para sahabat
bertanya, “Siapakah golongan itu, wahai Rasulullah?”, beliau menjawab,
“Yakni mereka yang mengikuti jalan hidupku dan para sahabatku.”
(HR. Turmudzi).

Penelitian aljabar dalam teori graf merupakan topik dari matematika yang
mengkaji graf melalui sifat-sifat aljabar dari representasi graf dalam matriks.
Lebih spesifik lagi, teori spectra graf membahas sifat-sifat graf yang berhubungan
dengan polinomial karakteristik, nilai eigen, dan vektor eigen dari representasi

graf dalam matriks terhubung langsung atau matriks Laplacian.



Secara historis, teori spectra graf mulai dirintis pada tahun 1950-an dan 1960-
an. Salah satu topik dalam teori spectra graf yang banyak diteliti adalah spectrum.
Kajian tentang spectrum pada monograf telah diperkenalkan oleh Drago$ M.
Cvetkovi¢, Michael Doob, dan Horst Sachs dalam karya ilmiahnya yang berjudul
Spectra of Graph pada tahun 1980, kemudian direvisi dan diterbitkan dalam
sebuah buku yang berjudul Recent Results in the Theory of Graph Spectra pada

tahun 1988. (http://en.wikipedia.org/wiki/Spectral Graph Theory).

Pada umumnya, studi tentang spectrum graf didasari pada nilai eigen dari
representasi matriks terhubung langsung atau Laplacian pada graf yang memiliki
sifat-sifat matematika yang menarik dan memiliki pola tertentu. Studi tentang
aplikasinya juga telah dilakukan, yaitu penerapan spectrum matriks Laplace dalam
menentukan banyaknya pohon merentang pada suatu graf (Geir Agnarsson,
2007:98), penerapan polinomial karakteristik graf pada indeks topologi Z; untuk
identifikasi struktur molekul pada ikatan kimia (Haruo Hosoya, 2007:239) dan
aplikasi spectrum Laplacian graf pada segmentasi gambar.

Salah satu kendala dalam penelitian tentang spectrum graf adalah menentukan
nilai eigen dari persamaan karakteristik matriks terhubung langsung pada jenis-
jenis graf yang sulit ditemukan bentuk umum matriks segitiga, sehingga tidak
diperoleh bentuk umum nilai eigen dari graf tersebut. Kemudian sulitnya
memperoleh bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali
kartesius. Oleh karena itu, dalam skripsi ini dibahas penerapan polinomial

Chebyshev untuk menentukan nilai eigen dari graf yang sulit ditemukan bentuk



umum matriks segitiga, dan penerapan hasilkali Kronecker untuk menentukan
bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius.

Dari hasil kajian literatur, spectrum graf yang telah teliti meliputi graf

komplit (K, ), graf komplit bipartisi (Km,” ), graf sikel (C,), graf lintasan (P,),

graf triangular (L(K,)), dan graf Lattice (L(Km’m ), m > 2). Jenis-jenis graf yang
belum ada penelitian sebelumnya adalah graf hasilkali kartesius, yaitu graf tangga
(P, x P,), graf jaring-jaring (P, x P, ), dan graf buku (P2 xK,, ) Oleh sebab itu,

dalam penelitian ini, penulis tertarik untuk meneliti spectrum graf hasilkali
kartesius dengan judul penelitian “Spectrum Graf Hasilkali Kartesius”.
1.2 Rumusan Masalah

Masalah yang ingin diselesaikan dalam skripsi ini adalah menentukan bentuk
umum spectrum jenis-jenis graf hasilkali kartesius.
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka penelitian yang dibahas dalam
skripsi ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum spectrum jenis-jenis graf
hasilkali kartesius.
1.4 Batasan Masalah

Pada skripsi ini, masalah yang dikaji dibatasi pada graf sederhana dan graf

yang diperoleh dari operasi hasilkali kartesius, yaitu graf tangga (P2 xP ) , graf

jaring-jaring (P, x P, ), dan graf buku (P2 xK,, )



1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dalam penulisan skripsi ini adalah:

1. Bagi Penulis
Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan
pengetahuan tentang teori spectrum graf, khususnya spectrum graf
hasilkali kartesius.

2. Bagi Lembaga
Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan kepustakaan yang
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan
matematika untuk mata kuliah aljabar linier dan teori graf.

3. Bagi Pengembangan [Imu
Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan kajian keilmuan untuk

menambah wawasan keilmuan.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian
kepustakaan, yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai
sumber seperti buku, jurnal, atau prosiding seminar nasional atau internasional.
Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji teorema-teorema spectra graf dari
literatur yang diperoleh, kemudian diterapkan pada jenis graf yang lain yang
belum ada penelitian mengenai graf tersebut.

Prosedur perhitungan dan pencarian pola dilakukan dengan menggunakan

program komputer, yaitu Matlab 6.5 untuk perhitungan matriks dengan entri



numerik, Maple 12 untuk perhitungan matriks dengan entri simbol dan Wolfram
Mathematica 7.0 untuk perhitungan hasilkali Kronecker pada matriks terhubung
langsung dan spectrum dari graf hasilkali kartesius.

Diberikan dua graf sederhana G dan H, maka langkah-langkah yang
dilakukan dalam menentukan spectrum dari hasilkali kartesius graf G dan H

adalah:

1. menentukan matriks terhubung langsung dari graf G dan H.

2. menentukan matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius G
dan H.

3. mencari bentuk umum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali
kartesius G dan H.

4. menghitung spectrum dari graf G dan H.

5. menghitung spectrum hasilkali kartesius graf G dan H.

6. mengamati ada tidaknya hubungan spectrum graf G dan H dengan
spectrum hasilkali kartesius graf G dan H.

7. menentukan bentuk umum spectrum hasilkali kartesius graf G dan H, jika
masing-masing spectrum dari graf tersebut sudah diketahui.

8. Rumus yang diperoleh dari langkah 7, masih dapat dianggap sebagai
dugaan (konjektur). Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan
dengan terlebih dahulu merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema
yang dilengkapi dengan bukti-bukti.

9. Menerapkan teorema pada langkah 8 ke jenis-jenis graf hasilkali kartesius,

kemudian membuktikan teorema yang diperoleh.



1.7 Sistematika Penulisan

Skripsi ini terdiri dari empat bab dengan sistematika penulisan sebagai

berikut:

BAB L.

BAB II

BAB III

BAB IV

PENDAHULUAN

Bab ini mendeskripsikan secara umum mengenai isi skripsi. Pembagian
bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas
tentang analisis matriks, polinomial Chebyshev, teori graf dan teori
spectra graf beserta hasil-hasil penelitian sebelumnya, serta kajian
keagamaan.

PEMBAHASAN

Pada bab ini disajikan hasil yang diperoleh dari penelitian ini, yaitu
matriks terhubung langsung graf hasilkali kartesius, teorema spectrum

matriks terhubung langsung graf hasilkali kartesius, bukti spectrum graf
lintasan (B, ), graf tangga (P, x P,), graf jaring-jaring (P, x P,), dan
graf buku (P2 xK,, )

PENUTUP

Bab ini memuat kesimpulan dari penulisan skripsi ini dan beberapa

gagasan untuk penelitian selanjutnya.
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BAB I1
KAJIAN TEORI

2.1 Analisis Matriks
2.1.1 Matriks
Definisi 1.

Suatu susunan dari bilangan (atau simbol) yang terdiri dari m baris dan n

kolom adalah matriks m xn. (S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:17).

Dari definisi diatas, yang terdiri dari baris dan kolom adalah susunannya

saja, misalkan 4 adalah matriks dengan ukuran m baris dan » kolom, m dan n

merupakan bilangan bulat positif, maka matriks 4 dapat ditulis:

all a12 aln all a12 aln
4 = a, a?2 a%n A0 a.21 a?2 a?n

a, a,, a,, g8 NN TR
Definisi 2.

Suatu matriks yang terdiri dari » baris dan 1 kolom disebut sebagai vektor
kolom dengan ukuran » atau vektor, sedangkan matriks yang terdiri dari 1 baris
dan n kolom disebut sebagai vektor baris dengan ukuran n. Matriks yang
berukuran Ixn atau nx1 dinotasikan sebagai R" . (S.K. Jain dan A.D.
Gunawardena, 2004:62).

Contoh 3. Vektor kolom dan vektor baris yang dibentuk oleh matriks 4, :

ap ap, a, n= (all ap aln)

ay | n | G n= (a21 Qy a2n)
o= T g=| Tl ag=| " .

aml amZ amn l"3 = (aml am2 e amn)
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Teorema 4.

dan C

rxm 2 m><n mxn >

Diberikan matriks A4
matriks diperoleh 4 (B +C ) =AB + AC (Hukum distributif kiri).

(Anton dan Rorres, 2004:42)
Bukti.

dan C adalah:

rxm Bmxn mxn

Misalkan entri-entri dari matriks 4

a, A, b11 blz bln Cn Cp
AN a b b -« b c G
Arxm _ 21 ?2 2m , Bmxn _ '21 ?2 ) Z.n \ men -1 %1 22
arl arZ arm bml me bmn le cmZ
akan ditunjukkan bahwa 4 (B Ul ) A BEAIC
a, 4y oq, amrd ¥V.L. ¢ Cp
a1 --a b b - b G @
A (B +C ) oy Bl o 2m 21 2 | | 2 by
arl ar2 g arm bml me R bmn cml cmZ
a, a; a,,, b,+c, by+e, -+ b, +c,
|4 Ay Ay by +cy  bytey 0 by, toy,
ot 0 % a, b  +c o) & ol
m m
Zall (b, +c;, Zal/ (b, +ciy Zall (b,, +c,,
i,j=1 i,j=1 i,j=l
m m
ZaZI b +C Zaz, b +c ) Za2/ (b +Cm)
=1 i.j=l i,j=1 i,j=1
m m m
Zar] (bzl+ct1) Zaa b +C ) Zar] (b tc )

10

maka dari sifat-sifat aritmatika
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m m
2 @by + 2@

m
D b, +

m
2 ;¢

11

i,j=1 2o =)l 7 /)= i,j=l1 i,j=1 i,j=1
m m
y Z%,b,] B Z“zz i Zazzbzz 3 Za2j i Zasz % Zaz/c
— | i,j=l i,j=l1 i,j=l1 i,j=l1 i,j=l1 i,j=1

i,j=l

Zar/ il

i,j=1

m
2 ab;,

m
+ > a.c,

i,j=l

i,j=1

m
Zaabiz

i,j=l

m
Zan.bi2 +

i,j=1

i,j=l

m
Z a;Cia

i,j=l

=l

Zar/ Ciy

Z ar/ in

i,j=l

i,j=l

m m
2 a.b, + 2 ac,

i,j=l

ij=l

ZU!Z

i,j=l1

i,j=l

i,j=1
m m m m
z aljbil Z al/ i2 Z alj bin Z al/ il z alj ci 2 Z alj cin
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=l i,j=1
m
a2/b11 ZaZ/ i2 ZaZ/ in ZQZ/ tl Z 2/ 12 ZaZjCin

ij=l

Z ar/ in

i,j=1

AB +AC

2.1.2 Determinan
Permutasi merupakan penyusunan unsur-unsur sesuai dengan aturan

tertentu tanpa adanya penghilangan atau pengulangan dari unsur tersebut.

Misalkan permutasi dari bilangan riil (al,az,...,an), suatu inversi (pembalikan)

dikatakan terjadi dalam suatu permutasi (a1 N7~ ) jika terdapat bilangan yang

lebih besar mendahului bilangan yang lebih kecil. Jumlah total inversi yang terjadi

dalam permutasi dapat diperoleh sebagai berikut:
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1. Tentukan banyaknya bilangan yang lebih kecil dari g, dan yang mengikuti
a, dalam permutasi.

2. Tentukan banyaknya bilangan yang lebih kecil dari a, dan yang mengikuti
a, dalam permutasi.

3. Lanjutkan proses perhitungan ini untuk a,,...,a, ,. Jumlah dari banyaknya

perhitungan diatas adalah jumlah total inversi dari permutasi tersebut.
Contoh 5. Tentukan jumlah total inversi pada permutasi-permutasi berikut:

a.(6,5,4,3,2, 1)

b.(1,2,3,4,5,6)

c.(0,8,1,7,9,6,0,5,6,7, 2)

Penyelesaian.

a. Bilangan pertama dari permutasi tersebut adalah 6, karena 5 adalah
bilangan yang lebih kecil dari 6, maka kita hitung 1 inversi, hal ini terjadi
juga pada bilangan 4, 3, 2, 1 sehingga dari masing-masing bilangan
tersebut kita hitung 1 inversi, jadi total inversi untuk bilangan 6 dalam
permutasi tersebut adalah 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5. Kemudian langkah yang
sama kita gunakan untuk menghitung total inversi pada bilangan
selanjutnya, sehingga diperoleh total inversi untuk 5, 4, 3, 2 berturut-turut
adalah 4, 3, 2, 1. Jadi jumlah total inversi pada permutasi tersebut adalah
5+4+3+2+1=15.

b. Tidak ada inversi untuk permutasi ini.

c. Jumlah total inversi adalah0+8+1+5+5+3+0+1+1+1=25.
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Definisi 6.
Suatu permutasi dikatakan genap jika jumlah total inversi adalah bilangan
genap, dan dikatakan ganjil jika jumlah total inversi adalah bilangan ganjil.
Definisi 7.
Suatu hasilkali elementer dari suatu matriks 4, ~adalah hasilkali » entri dari 4,
yang tidak satu pun berasal dari baris atau kolom yang sama. (Anton dan
Rorres, 2004:92).

Hasilkali elementer tersebut adalah hasilkali berbentuk g, Ny L

dimana ( b s Toeeds j”) adalah permutasi dari suatu himpunan secara umum.

Hasilkali elementer bertanda dari A adalah hasilkali elementer @ 0y 5-es
dikalikan dengan +1 jika ( A8 jn) adalah permutasi genap atau -1 jika
adalah permutasi ganjil.

Definisi 8.

Misalkan A = adalah matriks bujursangkar, determinan dari matriks 4

nxn

dinotasikan det(A) atau \Am‘ adalah jumlah dari semua hasilkali elementer
bertanda dari 4, atau secara simbolis dapat ditulis sebagai

det(A4)= Z:J_raljI @y L
Dimana X adalah penjumlahan suku-suku untuk semua permutasi
( JisJpseees jn) dan tanda + dipilih untuk permutasi genap dan — dipilih untuk

permutasi ganjil. (Anton dan Rorres, 2004:94).
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Contoh 9.

Hitunglah determinan dari matriks berikut ini:

A4><4 =
ay Oy Ay Uy
Ay Gy Qyz Gy
Penyelesaian.

Matriks 4 berukuran 4 baris dan 4 kolom, maka berdasarkan definisi 7, ada 4 entri
hasilkali elementer pada matriks 4 yang masing-masing berasal dari baris yang

berbeda. Hasilkali elementernya dapat ditulis dalam bentuk ¢, a, a; a, ,dimana

titik-titik kosong menunjukkan nomor kolom. Karena pada hasilkali elementer
mensyaratkan perkalian pada entri matriks yang berasal dari kolom yang berbeda,
maka nomor-nomor kolom tersebut merupakan permutasi dari himpunan
{1,2,3,4}. Untuk memudahkan menyusun daftar permutasi secara sistematis, kita

gunakan pohon permutasi dari himpunan {1,2,3,4}.

Gambar 2.1.2.A.1: Pohon Permutasi {1,2,3,4}
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Dari gambar diatas, dapat kita susun tabel berikut ini:

15

sy | (1,2,3,4) Genap a1 Gy 33y,
)y Aay sy Ay (17 2, 493) 1 Ganjil —a,,a,,0,,4,,
)1 Ap3 A3y yy (1,3, 2, 4) 1 Ganjil —0), 0y 03,0y
a1 0530340y (17 3,4, 2) 2 Genap a),0y,05,0,,
)ty tyay | (1,4,2,3) 2 Genap 1G94 A3,d43
a,ayayna, | (1,4,3,2) 3 Ganyjil =0y, 0y, A0,y
12051330y, (25153a 4) 1 Ganjil —a,,0,,05,0,,
0y dyay | (2,1,4,3) 2 Genap 13371334943
Ayl gy | (2,3,1,4) 2 Genap Q15873031444
A1505303,4y (27 3,4, 1) 3 Ganjil T L ) |
Q19054051843 (25 s 1,3) 3 Ganjil A G anan,
a5y | (2,4,3,1) - Genap 1394 A3344
538y,0,0, | (3,1,2,4) 2 Genap ay30,,05,d,,
,38y,05,0,, | (3,1,4,2) 3 Ganyjil —a.a, aflaf
351Gy | (3,2,1,4) 2 Ganjil 135,839y
300,y | (3,2,4,1) 4 Genap a,30,,05,0,,
1305, d3, 0y (3, 4, 2,1) 5 Ganjil —0,30,,05,0,,
3050;,05 | (3,4,1,2) 4 Genap a,,0,,05,0,4,
(1405, 3,y (4,1, 2,3) 3 Ganjil —a,,a,,05,4,,
14805304, (47 1,3, 2) 4 Genap a,,0,,0,0,,
sy | (4,2,1,3) : Genap 14053 dy3
14050334y, (4a 2,3, 1) 5 Ganjil —a,,0,,0,0,,
yandyay, | (4.3,1,2) > Ganyjil 14938314y,
a,ayayd, | (4,3,2,1) 6 Genap a,,0,,05,a,,

Tabel 2.1.2.B.1: Hasilkali Elementer Bertanda
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Sesuai dengan definisi 8, maka determinan dari matriks 4, , adalah

det(4)=|

= 0y,05) 0330y, — Ay 0y A3y Ayy — Ay 3 Ay Ay + Ay Aoy Ay Ay + Ay Aoy Ay Ayy — Ay 0y 330y
TA) Ay A3 Uy 10y A3y yy + A1y o3y Ay — A1y A3 Ay Ay — A1y As Ay + 015 0,030y,
T30y, A3 Ay = Q1305 05,0y) — A3Ap Ay Ay + 305,030y — Q130,05 0y + A130,,05,4y,

T4y A3y Ay + A1y A3 Ay + A1 Go) Ay Ayy — A1y Ay Ay — Gy Ay3 Ay Ay + 01405305y,

Definisi 10.
Jika 4 adalah suatu matriks bujursangkar, maka minor dari entri a,,

dinyatakan sebagai M,,, dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks

yang tersisa setelah baris ke-m dan kolom ke-n dihilangkan dari 4. Bilangan
(—l)mw M, dinyatakan sebagai C, dan disebut sebagai kofaktor dari entri
a,, . (Anton dan Rorres, 2004:115).

Contoh 11.

Kofaktor baris pertama pada matriks 4, , dalam contoh 9 adalah

Gy Gy Gy ay Gy Ay ) Gy Ay ay Ay Ay
det(A):an Ay Ay G| =0y |Gy Gyy Ay | T a5 Gy Gy Gy | =0y |0y Ay Ay

Ay Ay Gy Ay Ay Ay Ay Ay Ay a, dy Ay
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2.1.3 Nilai Eigen, Vektor Eigen, dan Diagonalisasi Matriks

Definisi 12.
Jika 4 adalah sebuah matriks nxn, maka sebuah vektor taknol x pada R"
disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x;
jelasnya, 4x = Ax untuk skalar sebarang A . Skalar A disebut nilai eigen dari
A, dan x disebut sebagai vektor eigen dari 4 yang terkait dengan A . (Anton
dan Rorres, 2004:384).

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks nxn, kita menuliskan

kembali 4x = Ax sebagai 4x = [Ax yang ekuivalen dengan (1/1 - A)x =0.Agar
A menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi taknol dari (/21— 4)x =0 dan
memiliki solusi taknol apabila det(/4— A4)x =0, sehingga diperoleh persamaan

karakteristik dari matriks A, skalar-skalar yang memenuhi persamaan ini adalah
nilai—nilai eigen dari 4.
Definisi 13.

Misalkan D adalah matriks dengan ukuran nxn, matriks D, dikatakan

matriks diagonal jika setiap entri yang tidak terletak pada diagonal utama
adalah nol. (S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:42).

Definisi 14.
Matriks bujursangkar yang semua entri diatas diagonal utamanya adalah nol
disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua entri
dibawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu
matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas disebut matriks segitiga. (Anton

dan Rorres, 2004:76).
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Contoh 15. Tentukan nilai eigen dari matriks diagonal berikut ini:

a, 0 ... 0
Anxn = 0 ?22 : ‘ ‘ s
.0
0 0 allll
Penyelesaian.

Untuk mengetahui nilai eigen dari matriks diatas, maka

A= 0 0

aaARAL:

det (14— A) = det N :
0 0 A-a

Satu-satunya hasilkali elementer dari 4 yang bisa berupa bilangan taknol adalah

nxn

(A-a,)(A—ay)..(A—a,,), kemudian diperoleh persamaan karakteristik:

det(14 - A)=(1~a,)(A-ap)..(A-a,)=0

Sehingga nilai-nilai eigennya adalah A =q,, dengank =1,2, ..., n.
Definisi 16.

Diberikan 4, dan B, sedemikian rupa sehingga (AB)

nxn

nxn - (BA)nxn - [mcn

dimana [,, adalah matriks identitas, maka A disebut dapat dibalik

nxn

(invertible) dan B, disebut invers dari 4

nxn nxn °

Untuk selanjutnya matriks B, ,
ditulis 4 ! . (Anton dan Rorres, 2004:46).

Definisi 17.

Sebuah matriks 4 dikatakan dapat didiagonalisasi jika terdapat sebuah

nxn

matriks invertible P, sedemikian hingga (P‘IAP) adalah matriks diagonal.

nxn
n

(S.K. Jain dan A.D. Gunawardena, 2004:174).
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Langkah-langkah yang dilakukan untuk mendiagonalisasikan sebuah matriks 4:

1. Tentukan n vektor eigen dari 4, misalkan p,, p,,...,p,.

2. Bentuklah sebuah matriks P dengan p,,p,,..., p, sebagai vektor-vaktor

n

kolomnya.

3. Matriks (PilAP) kemudian akan menjadi diagonal dengan A4,,4,,...,4,

sebagai entri-entri diagonalnya secara berurutan, dimana 4, adalah nilai
eigen yang terkait dengan p,, untuki=1,2, ..., n.
Definisi 18.

Misalkan A4 B, adalah matriks bujursangkar, matriks A

nxn > nxn

dan B, ,

nxn

dikatakan serupa (similar) jika terdapat matriks non-singular X, sedemikian

hingga (X’IAX) =B . Karena matriks 4, dan B, _ serupa, maka nilai

nxn nxn nxn
nxn

eigen pada matriks 4, merupakan elemen matriks diagonal dari matriks B, .

n

(Cvetkovi¢ dan Doob, 1980:20).

Contoh 19.

0 1
Tentukan diagonalisasi dari matriks 4, , = (1 OJ'

Penyelesaian.

Langkah 1. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 4, ,.

|11 -4,,

Al 0> A4 =1vA=-1I
= = — = =1V - —
-1 ?

untuk 4, =1, maka solusi nontrivial dari (14, — 4,,, )x =0 adalah
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1 1) x 0 x—-x,=0
= -

-1 1 )\x, 0 -x, +x,=0

. . ) X, S 1
misalkan x, = s # 0 diperoleh x, = x, =5 kemudian = |=s|_ |

X, s

untuk 4, = -1, maka solusi taknol dari (/1, - 4,,, )x =0 adalah

-1 -1)(x ¢ 0 _)—x1 -x, =0

-1 -1){x, 0 =08 =5, =0

x =5 -1
misalkan x, =s # 0 diperoleh x, = —s kemudian [ 1} ={ j = s[ ]
o

1 =l
Jadi vektor eigen untuk A4, =1 adalah p, = (J, A, =—1 adalah p, =( , j

Langkah 2. Menentukan matriks P dan P'.

Dari langkah 1, dapat dibentuk matriks P dengan p, dan p, sebagai vektor-

1 -1
vektor kolomnya, sehingga P = (1 1 J

1
PN B, SRS W O
P1= di(P)=— =

da(p) "4 () 2(—1 J 1

2

= o=

Langkah 3. Misalkan J( 2 adalah matriks diagonal dari 4, maka J( ¥ P A4P.

\S)
= N~

Jadi matriks J( 4 Serupa dengan matriks 4,,.
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2.1.4 Hasilkali Kronecker
Definisi 20.

Hasilkali Kronecker atau hasilkali tensor dari matriks 4,,, dengan B,  adalah

matriks dengan mp baris dan nq kolom, yang dinotasikan dengan (A ® B)

mpxngq

didefinisikan sebagai:

al prxq a12Bp><q alanxq
a, B a,,B - a, B
B 27530 22 pxq 2n"" pxq
(A®B)mp><nq - ' ' '.' : :
amprxq am2Bp><q e amanxq

(Carl D. Meyer, 2000:380).

Yang perlu kira perhatikan dalam hasilkali Kronecker dari matriks 4, dengan

B,,, adalah setiap entri pada matriks 4, dikalikan dengan matriks B, .

Contoh 21.
1
Tentukan hasilkali Kronecker dari matriks 4, , = [(1) (l)j dengan B, =0 |.
1
1 0 1
ojo 140 0 0
1 1 0 1
(A ®B )6x2 N 1 1 - 1 ol
110} 00 0 0
1 1 10
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Teorema 22.

Misalkan A4

mxn

B,,,dan C, adalah matriks sebarang, kemudian £, dan

F, ., adalah matriks nonsingular, G, dan H

nxn

adalah matriks bujursangkar

maka operasi hasilkali Kronecker pada matriks memenuhi beberapa sifat-sifat

berikut ini:

a. 4,,®(B+C) =(4®B) +(4®C)
b. (G®H) (G' ®H')mnxmn =(GG')M ®(HH')M
c. (E®F) =E! ®F)

(Carl D. Meyer, 2000:598)

Bukti.

a. 4,,®(B+C) =(4®B)  +(4®C

pxq

@ (B+C),, an(B+C) @, (B+C)
21 22 2n
pxq pxq pxq
A4,,0(B+ C)M = : ' '
a,, (B+ C)pxq a,,(B+ C)pxq a,,(B+ C)pxq
alprxq +a11Cp><q alZBpxq +a12cp><q alanxq +alncp><q
_ aZIBpxq +a21Cp><q aZZBpxq +a22Cp><q aZanxq +a2ncp><q
amprxq +am1Cp><q amZBpxq +am2Cp><q amanxq +amncp><q
alprxq alZBpxq alanxq allcpxq alZCpxq alncpxq
_ aZIBpxq a22Bp><q aZanxq + aZICpxq a22Cp><q aZnCpxq
amprxq amZBpxq amanxq amlcpxq amZCpxq amncpxq
=(4®B) +(4®C)
mpxnq mpxnq
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b. (GeH), (G®H) =(GG') ®HH)
g, &, - &.H,., g'anxn gVIZH'an gvlnH'nxn
(G@H)(G'®H')= ngP.[nxn ZZI.—[an anI.—[nxn g'z1ann g'ZZHnm g'annxn

gmlann ngann o gmanXn g'ml H’nxn g'm2 H'nxn o g'nm H'

iglig 'il (HH'),,X” 'mzlglig '1.2 (HH')nxn -mzlglig 'in (HH')nxn
E i;ghg 'il (HH‘)nxn iglig 'i2 (HH')an igZig 'in (HH')nxn

Sewgtu),, Sass(mn), - e (),

e Eanyo |

| (Beaet o)., (j"zngfg',»zj<HH'>nx,l o (Beue i),
J ] )

mmmmmm

maka kita dapat membuktikan bahwa matriks (E QF )mnxmn dapat dibalik,

sehingga (E® F );Lxmn =E! ®F).

(FaF),. (ELOF)=(FOF),

= (EE™)
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2.2 Polinomial Chebyshev

Definisi 23. (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.1)
Polinomial Chebyshev jenis kesatu adalah deret polinomial 7, (x) sedemikian
hingga:
7, (x) =T, (cos(0)) = cos n0)
untuk n =0, 1,2, ... dimana x =cos(8), 6:=[0,7]dan x:=[-11].
Contoh 24.Tentukan deret polinomial Chebyshev jenis kesatu untuk n = 0,1,2,3,4.
7, (x) =75 (cos(6)) = cos(06) =1
7 (x) = T, (cos(6)) = cos(6) = x
T, (x) =T, (cos(6)) = cos(26) = 2cos’ (0) -1 =2x" -1
T, (x) =T, (cos(0)) = cos(30) = 4cos’ () —3cos(0) = 4x’ —3x
T, (x) =T, (cos(6)) = 8cos* (0) —8cos” () +1=8x* —8x" +1
T, (x)=1+x+2x" —1+4x’ —3x+8x* —8x* +1, untuk n = 0,1,2,3,4.
Teorema 25. (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.1)
Misalkan 7, (x) adalah polinomial Chebyshev jenis kesatu, maka 7, (x) dapat

juga dinyatakan dalam bentuk

T,(x)=2xT,_ (x)-T,_,(x), untuk n=2,3,...
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Bukti.

Untuk n =0 diperoleh T, (x) =7, (cos(6)) = cos(06) = 1
Untuk =1 diperoleh 7, (x) =T, (cos(8)) = cos(16) = cos(#) = x

n—

Akan ditunjukkan bahwa untuk n =2 , maka 7| (x) =2xT | (x) -7, (x)

Berdasarkan sifat penjumlahan fungsi-fungsi trigonometri, diketahui bahwa:

cos A +cos B =2cos%(A+B)cos%(A—B)
Misalkan A =n6 dan B =(n—2)9, untuk n=2,3,... maka

cos(n9)+cos((n —2)6’) = 2cos%(n9+(n -2)0)005%(11(9—(11—2)6’)

cos(n0)+ cos((n -2) 6’) = 2cos%(2n6’ 1z 26’)005%(29)

cos(nf) +cos((n—2)0) =2cos((n—1)8)cos(6).

Kemudian diperoleh

cos(n6) = 2cos(6)cos((n—1)0)—cos((n-2)6).
Berdasarkan definisi 23, subsitusi 7, (x) = cos(n6) didapatkan
7, (c05(0)) = 2¢05(0)7,., (c05(0)) ~ ;.5 (c05(0)).

Untuk x = cos (@) terbukti bahwa

T, (x) =2xT,_, (x) -T_, (x) dengan n=2,3,...

25
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Definisi 26.

Polinomial Chebyshev jenis kedua adalah deret polinomial U, (x) sedemikian
hingga

sin (n+1)9
U, (x)=U,(cos(0)) = %
untuk n =0, 1,2, ... dimana x =cos(6), 6:=[0,z]dan x:=[-11].

(J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.2)

Contoh 27. Tentukan deret polinomial Chebyshev jenis kedua untuk #'= 031,2,3.
U, (x)=U, (cos(0)) =1

U, (x) =U, (cos(6)) =2cos(6) = 2x

U, (x) =U, (cos(0)) = 4cos’ () —1=4x" -1

U, (x)=U, (cos(6)) =8cos’ (6) — 4cos(6) =8x —4x

U, (x)=1+2x+4x> =1+8x’ —4x, untuk n=0,1,2,3.

Teorema 28. (J.C. Mason dan D.C. Handscomb, 2003:1.2.2)

Misalkan U, (x) adalah polinomial Chebyshev jenis kedua, maka U, (x) dapat
juga dinyatakan dalam bentuk:

Uy(x)=1

U, (x) =2x

U (x) =2xU

n n—1

(x) -U,., (x), untuk n=2,3,...

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



27

Bukti.

sin((0+1) 0) sind

Untuk n =0 diperoleh U, (cos(@)) = y P =1.
sin sin
Untuk n =1 diperoleh
in((1+1)6 in(26 i
Uy (cos(0)) = sin((1+1)6) B sin(20) _2sinfcosf _, o o

sin @ sin & sin @
Akan ditunjukkan bahwa untuk n >2 , maka U, (x) =2xU,_, (x)-U,_, (x).

Berdasarkan sifat penjumlahan fungsi-fungsi trigonometri, diketahui bahwa
. . 1 1

sin A +sin B = 2s1n§(A + B)cosE(A - B).

Misalkan 4 = (n + 1)9 dan B = (n —1)0, untuk n =2,3,... maka

sin((n+1)6 +s1n( 1)) = 2sin ( (n+1)0+(n- 1)6’)cos%((n+1)t9—(n—1)¢9)

) )0)=
(n+1)0)+sm( n-1) 9) 2sm (2n0) 0052(29)
) )=2s1n nt9 )cos(6)
sin((n+1)0) . s1n((n—1)t9) _ 2sin(n0)cos(0)
sin @ sin @ sin @
sin((n+1)9) h sin(((n —2)+1)9) _ 2cos(0)sin(((n+l)—l)9)‘

sin @ sin & sin @

Kemudian diperoleh

sin((n + 1)6’) ) 200s(0)sin(((n +1) - 1) 6’) sin(((n -2)+ 1)0) |

sin @ sin @ sin @

Berdasarkan definisi 26, didapatkan

U, (x) =2xU, , (x) -U,, (x), X= cos(@) dimana n > 2.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



28

2.3 Teori Graf

2.3.1 Pendahuluan Graf

Definisi 29.
Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dimana } adalah himpunan tak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex), dan £ adalah
himpunan dari pasangan tak terurut dari titik-titik berbeda di V' yang disebut
sisi (edge). Himpunan titik di graf G ditulis ¥(G) dan himpunan sisi di graf G
dilambangkan dengan E(G). (Chartrand dan Lesniak, 1986 : 4)

Contoh 30.

Misalkan G:(V,E) dengan V(G):{vl,vz,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9,v10} dan

E(G) =2 {(Vl’vz)’(Vz"’4)’("3"’5)’(Vs"’s)’("s"G)’(vas)’(Vs’%)’(V9’V10)’("10’V8 )} :

Jadi graf G digambar sebagai berikut:

Ve

Vo Q Vy v,

V1o

V. vV, v,
7 V. 3 1

5

Gambar 2.3.1.1: Sebﬁah Graf
Dari keterangan diatas, suatu graf yang tidak mempunyai sisi rangkap
(multiple edges) dan loop merupakan graf sederhana. Sisi rangkap dari suatu graf
adalah jika dua titik yang dihubungkan lebih dari satu sisi. Sedangkan yang
disebut dengan loop adalah suatu sisi yang menghubungkan suatu titik dengan

dirinya sendiri. Graf yang mempunyai sisi rangkap dan loop disebut multigraf.
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Contoh 31.

Gambar 2.3.1.2: Multigraf dan Graf

Pada Gambar 2.3.1.2, G, merupakan graf yang memuat himpunan titik V(GZ)
dan sisi E(Gz) atau dapat ditulis V(G2 = {vl,vz,v3,v4} dan E(Gz) = {61,62,63}.
Kemudian untuk graf G, merupakan multigraf karena mengandung loop, yaitu

pada sisi ey,¢,,,¢,dan e,, selain itu dalam graf G, terdapat sisi ganda yaitu sisi

(e.€,).(es.€, ). (es.¢ ) dan (e;,¢).
Definisi 32.
Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik # dan v. Jika e = (u, v) adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan e
serta v dan e disebut terkait langsung (incident). (Chartrand dan Lesniak,
1986:4).
Untuk selanjutnya, jika sisi e menghubungkan titik # dan v, maka dapat
ditulis u ~ v, dibaca titik u terhubung langsung dengan v, tanda ~ menyatakan

terdapat sisi yang menghubungkan dua titik dalam suatu graf. Dalam graf G,, sisi

e, =(v,v,) dikatakan menghubungkan titik (v,,v,) ditulis v, ~v,.
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Definisi 33.

Derajat suatu titik v pada sebuah graf G, ditulis dengan deg(v) adalah

banyaknya sisi yang terkait langsung pada v. Dengan kata lain, banyaknya sisi
yang memuat v sebagai titik ujung. (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).

Pada Gambar 2.3.1.2, derajat dari setiap titik dalam graf G, adalah:
deg(vl) =1 deg(vz) —9) deg(v3) =2, dan deg(v4) -1

Definisi 34.

Dua graf G dan H dikatakan isomorfis, ditulis G= H jika terdapat fungsi
bijektif f: V(G) - V(H) dan k: E(G) — E(H) sedemikian hingga u dan v
terhubung oleh e jika dan hanya jika f (u) dan f (v) terhubung oleh k(e)
Yu,ve V(G) dan e e E(G) (Bondy dan Murty, 2008:12).

Dari definisi isomorfisma graf diatas, dengan mengabaikan label pada sisi

yang menghubungkan dua titik pada graf, dapat dipahami bahwa dua graf G dan

H dikatakan isomorfis (G =H ), apabila terdapat minimal satu fungsi bijektif,
yaitu f: V(G) - V(H ) yang memenuhi

u~v<—>f(u)~f(v), ‘v’u,veV(G) dan f(u),f(v)eV(H).
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2.3.2 Operasi Pada Graf

Definisi 35. (Chartrand dan Lesniak, 1986:11).

Hasilkali  kartesius dari graf G, dan G, adalah graf yang dinotasikan
G = G, x G, dan mempunyai himpunan titik V(G) = V(G1 ) V(Gz) , dan dua
titik (ul,uz) dan (vl,v2) dari graf G terhubung langsung jika dan hanya jika
u, =v, dan u, ~v, eE(GZ) atau u, =v, dan u, ~ v, eE(Gl).

Contoh 36.

%
A Ko X Eney fu0)
Gambar 2.3.2.1: Hasil operasi perkalian kartesius graf £, dengan K(1,4)

Diketahui bahwa V(Pl) ={ul,u2} dan V(K(M)) ={v1,v2,v3,v4,v5}.

—a
Bav
X
gl
I

(ul,uz)x(vlgv29u3av49v5)

&, =(1.,) ~ (1,0). P e, = ()~ (1,02,
& =(14,v,) ~(1,,), e = (u,m) ~ (u,v,), ey =(1,11) ~ (111)
e =(u, ) ~ (1,13), e, =(u, ) ~ (u,v3), ey =(uy,v) ~ (u,,v3),
e, =(14,v;) ~ (1y,v,), & = () ~ (,v,), ¢ = (1) ~ (1,7,),
& =(t5:%) ~(1.%5), E(RXK, ) ={61:01,6:-0156::€5:€1:6,54:610-6156:€1
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2.3.3 Jenis-Jenis Graf

Definisi 37.
Graf komplit adalah graf dengan setiap dua titik yang berbeda dari graf tersebut
saling terhubung. Graf komplit dengan # titik dinotasikan dengan K,,.

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 9).

Gambar 2.3.3.1: Graf Komplit K.
Definisi 38.
Graf bipartisi komplit adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi X dan Y
sehingga masing-masing titik di X dihubungkan dengan masing-masing titik di
Y oleh tepat satu sisi. Jika |[X] = m dan |Y| = n, maka graf bipartisi tersebut
dinyatakan dengan K, ,). (Bondy dan Murty, 2008:4)
\\ I
. '4’ "N

N aA «»w
'llt"l-)‘.‘;‘ \‘“

\

Gambar 2.3.3.2: Graf Bipartisi K, ).
Definisi 39.
Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf lintasan dengan n

titik dinotasikan dengan P, . (Wilson dan Watkins, 1990:37).
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O O O ®--------- ® O

Gambar 2.3.3.3: Graf P,

Definisi 40.

Graf Sikel (C ) ialah graf terhubung beraturan 2 yang mempunyai 7 titik (n

n

> 3) dan 7 sisi. (Chartrand dan Lesniak, 1986:28)

Gambar 2.3.3.4: Graf C,
Definisi 41.

Graf tangga (Ln) adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf

lintasan dengan dua titik dan graf lintasan dengan n titik atau dapat ditulis

L, =P, x P... (Gallian, 2007:14).

Gambar 2.3.3.5: Graf Tangga (L, ).
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Definisi 42.
Graf jaring—jaring adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara

graf lintasan dengan m titik dan graf lintasan dengan » titik atau dapat ditulis

(P, x P,). (Bondy dan Murty, 2008:30).

cﬁ@.oo ——————— @
O— & — 06— 06— 0 O
O—@&—0—0—0—— O
R e
S Tl Ol W

Gambar 2.3.3.6: Graf Jaring-Jaring.
Definisi 43.
Graf buku adalah graf yang diperoleh dari hasilkali kartesius antara graf

lintasan dengan 2 titik dan graf bipartisi komplit dengan banyaknya himpunan

partisi |[X] = 1 dan |Y] = n atau dapat ditulis (P2 xK,, )

Gambar 2.3.3.7: Graf Buku.
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2.4 Teori Spectra Graf
2.4.1 Representasi Graf dalam Matriks

Definisi 44.
Diberikan suatu graf G dengan himpunan titik V(G)= {vl,v2 ;v | dan
himpunan sisi £(G), 4(G) dikatakan sebagai matriks terhubung langsung
nxn dari graf G apabila elemennya terdiri dari a, =1 jika v, dan v,
terhubung langsung, 0 untuk yang lainnya. (Harary, 1969:150).

Dari definisi diatas, dapat disimpulkan bahwa suatu matriks 4(G)= (a,.j)
dengan indeks ¥ (G)xV (G) dikatakan sebagai matriks terhubung langsung dari
graf G =(V,E) jika

1’ v, ~ Vj
0, lainnya.
Kajian mengenai matriks dalam teori spectra graf lebih menekankan pada

konstruksi entri dari matriks dengan suatu fungsi, jadi misalkan diberikan dua

sebarang himpunan terhingga V' (G)={x,x,,...x,} dan V(H)={y.y,,...y,}>
fungsi f:¥(G)xV(H)—> R dapat dipandang sebagai matriks 4 dengan indeks

V(G)xV (H) yang elemenya dinotasikan dengan

A(m+n)x(m+n) = a('xi ’yj ) = axiy.

J

dengan i =1,2,...m dan j=1,2,...n Vm,n € N.
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Contoh 45.

Misalkan P, adalah graf lintasan yang himpunan titiknya adalah

V(PS) = {u1 Uy ,u3} . Matriks terhubung langsung dari graf tersebut adalah:

f| u, u, u, €(B)
u, a(ul,ul) a(ul,uz) a(ul,u3) 0 U ~ U, 0 010
A(P): U, a(uz,ul) a(uz,uz) a(uz,u3) = u, ~u 0 u, ~uy |=|1 0 1
’ u, a(u3,u1) a(u3,u2) a(u3,u3) 0 7 =i 0 010

Diberikan graf G dengan himpunan titik V(G) = {vl,v2 seees V, } , himpunan
sisi £(G), (G ) dinotasikan sebagai matriks identitas n x n , yang mana ukuran

dari matriks tersebut adalah banyaknya titik pada graf G . Dari keterangan

tersebut menegaskan bahwa entri diagonal utama matriks identitas 7 (G ) pasti
bernilai 1, atau dapat ditulis

I(G)=i(vi,vj)=l, Vi = j, dimanai, j=1,2, ... n
Contoh 46.

Misalkan P, adalah graf lintasan yang himpunan titiknya adalah

V(P)={v,,v,.v,;}. Maka:

-— v, v, eV (P,)
il(v, =v, 0 0 L O
1{F)= wil 0 v,=v, 0 |=|0 1 0]
V3 0 0 V=V, 0 01
eV (P,)
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2.4.2 Spectrum Graf

Definisi 47.

Misalkan  f, (1) =det(/A—A4(G)) adalah polinomial karakteristik dari

matriks terhubung langsung graf G, maka spectrum dari graf G dengan n titik

yang dinotasikan dengan Sp(G) adalah Sp(G)z[ﬂq,ﬂz,...,/L] dimana A,

merupakan akar-akar dari f

n

(4)=0. (4 adalah nilai-nilai eigen dari matriks
A(G)). (Cvetkovi¢ dan Doob, 1980:22).

Contoh 48.
Diberikan graf komplit bipartisi (K Ln ), Vn € N . Tentukan spectrum dari
graf tersebut?

Misalkan 4 (K Ln ) adalah matriks terhubung langsung dari graf tersebut, maka

0 1

1R () 0
A(k,)=])

1 0 0

Polinomial karakteristik dari matriks terhubung langsung graf K,

diperoleh dengan cara f (/”t) = det(l/"t -4 (Kl,n )) \

1 0 O 0 0 1 1 o A gl -1
0 1 O 0 1 0 O 0 Sls® 0 0
det|f 4|0 0 1 = ) o (i =-1 0
.o 0 S . 0
0 0 0 1 1 0 0 0 -1 0 0 4

Secara umum, untuk mempemudah dalam menentukan determinan dari matriks

terhubung langsung dari graf komplit bipartisi (A (K I )), maka kita reduksi
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matriks (I A-A4 (K i )) dengan operasi baris elementer menjadi matriks segitiga

atas, sehingga didapatkan:

A -1 -1 ~-1 -1 -1

o WAE-H 1 - 1 1
PE A 2 A A
0 o WE-z 3 2 I
(4 -1) (2 -1) (4 -1) (27 -1)
(4)(#*-3) A A
oo ) P2 2
(/1)(/12 —4)
0 0 0 =
. O W
0 (A -(n-2)
(2)(2*-n)
0 0 0 0 7(/12 ~oD)

Kemudian det (1 A—A (K h, )) merupakan perkalian entri diagonal dari matriks
segitiga atas (1 A-A4 (K - )) , sehingga diperoleh

22 4m7 (/Iz—n) -
f(2)=det(12-4(K,,)) -t gy {4 (2> =n)
kemudian persamaan karakteristik diperoleh dengan

f(A)=det(12-4(K,,))=0
A2 -n)=0

A" =0"" sehingga 1 =0 untuk n #1 atau 2> —n =0

(i—\/;)(ﬂw\/;):O
A=n~vi==In,VneN.

jadi spectrum graf K, , adalah Sp (K I ) = [O"‘l +n }
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2.4.3 Hasil-Hasil Penelitian Sebelumnya
Teorema 49. (Cvetkovi¢, 1973:51)
Spectrum matriks terhubung langsung dari graf komplit sederhana dengan » titik
1 n—1
5p(K,)={n 1) (-1)""1
Teorema 50. (Cvetkovic, 1973:51)

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf bipartisi komplit (K o ) adalah

Sp(K,,, ) =[0"""2 +/mn].

Teorema 51. (Cvetkovic dan Gutman, 1975:40)

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf lintasan dengan 7 titik adalah

kr
(n+1)

Teorema 52. (Cvetkovi¢ dan Gutman, 1975:40)

Sp(P,)= [2 cos{

J] ,dimana k =1,2,...,n.

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf sikel dengan » titik adalah

27w .
Sp(Cﬂ):Pcos(;”ﬂ, dimana j=0,1,...,n—1.

Teorema 53. (Cvetkovi¢, 1973:51)

Spectrum matriks terhubung langsung graf garis dari graf komplit dengan »n > 2

so(L(6.)) = 2(n-2) (-4 (2)" |

Teorema 54. (Cvetkovi¢, 1973:51)

Spectrum matriks terhubung langsung graf garis bipartisi komplit m > 2

Sp(L (Ko ))=[2(m=2) (m=2)"7 (-2)"" .
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2.5 Isyarat Matematika dalam Al-Quran

Kebenaran dalam ilmu pengetahuan tidak bersifat kekal seperti Al-Quran,
apa yang dianggap salah dimasa silam, dapat diakui kebenarannya diabad
modern. Teori—teori ilmiah juga silih berganti, gawanin al-thabi’ah (natural law)
yang dahulu dianggap pasti, dapat diragukan kebenarannya pada masa akan
datang (M. Quraish Shihab, 2007:64). Sehingga sikap kehati-hatian ketika al-
fikrah al-Qur aniyyah (ide yang dibawa Al-Quran) bersinergi kedalam ilmu
pengetahuan perlu kita sadari.

Dalam ‘Ulum Al-Quran, ada pembahasan mengenai [jaz Al-Quran.
Dalam bahasa arab, tidak mampu itu ‘ajiza, membuat tidak mampu adalah a jaza.
Sesuatu yang membuat orang tidak mampu disebut mu jizat. Proses “men-tidak-
mampukan” disebut 7 jaz. Dalam i‘jaz Al-Quran, para ulama Al-Quran membahas
keistimewaan-keistimewaan Al-Quran yang membuat siapapun tidak bisa
menyamainya. (An-Najdi, 1996:10)

Salah satu i'jaz dalam Al-Quran yang berhubungan dengan jumlah berupa
bilangan adalah ijaz ‘adadi. Abdurrazaq Nawfal, dalam A/-Ijaz Al-Adabiy fi Al-
Qur an Al-Karim yang terdiri dari tiga jilid, mengemukakan beberapa contoh
tentang keseimbangan yang sangat serasi antara kata-kata yang ada dalam Al-

Quran. Diantaranya:
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1. keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan antonimnya, seperti

|

Al-hayah (hidup) Al-mawat (mati) 145 kali
2. | Al-naf” (manfaat) Al-madharrah (mudarat) | 50 kali
3. | Al-har (panas) Al-bard (dingin) 4 kali
4. | Al-shalihat (kebajikan) | Al-sayyi at (keburukan) 167 kali
5. | Al-thumaninah Al-dhiq 13 kali

(kelapangan/ketenangan) | (kesempitan/kesesalan)
6. | Al-rahbah (cemas/takut) | Al-raghbah (harap/ingin) | 8 kali
7. | Al-kufr (kekufuran) Al-iman (iman, definite) | 17 kali
8. | Kufr (kekufuran) Iman (iman, indifinite) 18 kali
9. | Al-shafy (musim panas) | Al-syita’ (musim dingin) | 1 kali

2. keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan kata penyebabnya, seperti

Tabel 2.5.1: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Antonimnya.

‘No Kata Antonim - _P_e‘hgulaﬁkd]jflll
1. | Al-israf (pemborosan) Al-sur ah (ketergesaan) | 23 kali
2. | Al-maw’izhah (nasehat) | Al-lisan (lidah) 25 kali
3. | Al-asra (tawanan) Al-harb (perang) 6 kali
4. | Al-salam (kedamian) Al-tayyibat (kebajikan) 60 kali

Tabel 2.5.2: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Kata Penyebabnya.

3. keseimbangan antara jumlah bilangan kata dengan jumlah kata yang

menunjuk pada akibatnya, seperti

‘No Kata Antonim _ﬁ'lﬁlgﬁgulangan!

1. | Al-infaq (infak) Al-ridha (kerelaan) 73 kali

2. | Al-bukhl (kekikiran) Al-hasarah (penyesalan) | 12 kali

3. | Al-kafirun (orang-orang | Al-nar/Al-ahraq 154 kali
kafir) (neraka/pembakaran)

4. | Al-zakah Al-barakat (kebajikan 32 kali
(zakat/penyucian) yang banyak)

5. | Al-fahisyah (kekejian) Al-ghadhb (murka) 26 kali

Tabel 2.5.3: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan yang menunjuk pada akibatnya.
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4. keseimbangan jumlah bilangan kata dengan sinonimnya/makna yang

dikandungnya, seperti

'No Kata  Antonim  Pengulangan |

1. | Al-harts (membajak) Al-zira ah (bertani) 14 kali

2. Al-ushb Al-dhurur (angkuh) 27 kali
(membanggakan diri)

3. | Al-dhallun (orang sesat) | Al-mawta (mati jiwanya) 17 kali

4. | Al-Quran (kebajikan) Al-wahyu (wahyu) 70 kali

5. | Al-"aql (akal) Al-nur (cahaya) 49 kali

6. | Al-jahr (nyata) Al-"alaniyah (nyata) 16 kali

Tabel 2.5.4: Tabel Jumlah Bilangan Kata dengan Sinonimnya.

disamping keseimbangan-keseimbangan tersebut, ditemukan juga keseimbangan

khusus, diantaranya

1.

kata yawm (hari) dalam bentuk tunggal sejumlah 365 kali, sebanyak hari-
hari dalam setahun. Sedangkan kata hari yang menunjuk kepada bentuk
plural (ay-yam) atau dua (yawmayni), jumlah keseluruhannya hanya tiga
puluh, sama dengan jumlah hari dalam sebulan. Disi lain, kata yang berarti
“bulan” (syahr) hanya terdapat dua belas kali, sama dengan jumlah bulan

dalam setahun.

Al-Quran menjelaskan bahwa langit ada “tujuh”. Penjelasan ini diulangi
sebanyak tujuh kali pula. (QS. 2:29, QS. 17:44, QS. 23:86, QS. 41:12, QS.

65:12, QS. 71:15).

Kata-kata yang menunjuk kepada utusan Tuhan, baik rasul (rasul), atau
nabiyy (nabi), atau basyir (pembawa berita gembira), atau nadzir (pemberi

peringatan) keseluruhannya berjumlah 518 kali. Jumlah ini seimbang
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dengan jumlah penyebutan nama-nama nabi, rasul, dan pembawa berita

tersebut, yakni 518 kali. (M. Quraish Shihab, 2007:40-43).

Seperti telah diketahui, seringkali Al-Quran “turun” secara spontan, guna
menjawab pertanyaan atau mengomentari suatu peristiwa. Kejadian atau
pertanyaan dijawab dan dijelaskan secara langsung dalam Al-Quran, dan tentunya
spontanitas tidak memberi peluang untuk berpikir dan menyusun jawaban dengan
redaksi yang indah apalagi teliti. Namun, setelah Al-Quran selesai diturunkan dan
dilakukan analisis serta perhitungan tentang redaksi-redaksinya. Ditemukan hal-
hal yang sangat menakjubkan. Ditemukan adanya pasangan kata-kata yang
frekuensi penyebutannya sama dalam Al-Quran. Dan ini merupakan suatu hal
yang unik, sudah terpola dengan rapi, tersusun secara sistematis sehingga
keotentikan Al-Quran terjaga, sebagaimana firman Allah:

1

= A 0 llaz D a0 oo M
D) Osbad s by SIS £ L)

e

Sesungguhnya Kami-lah yang menurunkan Al Quran, dan Sesungguhnya
Kami benar-benar memeliharanya. (QS. 15:9).

2.6 Kajian 73 Golongan pada Umat Islam

Allah Azza wa Jalla menyuruh pengikut dinul/ Islam ini agar bersatu di
atas kebenaran serta memperingatkan mereka agar tidak berpecah belah dan
berselisih seperti yang terjadi pada umat-umat terdahulu. Allah berfirman:

2] 9,‘4}-

,;/ _ ~/°';/ _w T _ - ° )‘//,. .4/ ° {ﬂ// P .4.4/ o g A~ //



44

Dan janganlah kamu menyerupai orang-orang yang bercerai-berai dan
berselisih sesudah datang keterangan yang jelas kepada mereka. Mereka
itulah orang-orang yang mendapat siksa yang berat. (OS. 3:105).

Namun, kebanyakan manusia tetap berselisih dan berpecah belah, kecuali
orang-orang yang diberi rahmat oleh Allah. Mereka bertengkar dan terpecah-
pecah menjadi berbagai kelompok dan golongan. Mereka menjadikan Al-Quran
terpilah-pilah, dan memilah-milah semua kitab yang diturunkan kepada mereka,
mengimani sebagian dan mengkafiri sebagian. Setelah datang ilmu dan
keterangan yang jelas kepada mereka, tetapi mereka berlaku dengki, saling

memukul dan saling sengketa mengenai kebenaran. Sebagaimana firman Allah:

R M) \ﬂl_;ujjl;y) sy dal LT Jk 81 ARAY

[
L

- ’T’

Y-S “a

Z .
(Cw ) M
§ - hel

Jikalau Tuhanmu menghendaki, tentu Dia menjadikan manusia umat yang
satu, tetapi mereka senantiasa berselisih pendapat. Kecuali orang-orang
vang diberi rahmat oleh Tuhanmu. dan untuk itulah Allah menciptakan
mereka.  Kalimat  Tuhanmu  (keputusan-Nya) telah  ditetapkan:
sesungguhnya aku akan memenuhi neraka Jahannam dengan jin dan
manusia (vang durhaka) semuanya. (QS. 11:118-119)

3
V=

N

Ada banyak sekali hadist nabi yang menjelaskan akan adanya perpecahan
umat Islam sepeninggal beliau. Umat ini, menurut hadist, akan terpecah menjadi
tujuh puluh tiga golongan. Semuanya akan masuk neraka, kecuali satu, yang
disebut sebagai al-Firqah an-Najiyah (golongan yang selamat). Untuk redaksi

selengkapnya, dapat kita lihat pada hadist riwayat Turmudzi nomor 2465, yaitu:
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Mahmud bin Ghoilan meriwayatkan kepada kami, dari Abu Daud Al-
Hafari, dari Sofian Al-Tsauri, dari Abdurrahman Bin Ziyad Al-Afriqi,
dari Abdullah Bin Yazid, dari Abdullah Bin Amr berkata, Rasulullah saw
bersabda, “Sungguh akan terjadi pada umatku apa yang pernah terjadi
atas Bani Israil, bagaikan sepasang sandal. Jika di antara mereka ada
vang menggauli ibunya secara terang-terangan, maka pada umatku pun
akan ada orang yang berbuat demikian. Sesungguhnya Bani Israil
terpecah menjadi tujuh puluh tiga golongan. Semuanya akan masuk
neraka, kecuali satu. Dan umatku pun akan terpecah menjadi tujuh
puluh tiga golongan, semuanya masuk neraka kecuali satu.” Para
sahabat bertanya, “Siapakah golongan itu wahai Rasulullah?”, Beliau
menjawab, ‘“Yakni mereka yang mengikuti jalan hidupku dan para
sahabatku.” Abu Isa berkata hadist ini hasan yang asing dikalangan
ahli tafsir, tidak ada hadist lain yang seperti ini, kecuali hadist ini. (HR.
Turmudzi, 2465).

Dalam hadist tersebut terdapat kata millatan yang berarti aliran, yang
lebih menekankan pada kelompok agama atau golongan dari suatu agama. Nabh,
dalam konteks bahasa, kata firgah lebih luas cakupannya dari pada kata millatan,
sehingga millatan dalam hadist tersebut, agar lebih luas maknannya, maka
penulis memahami maknanya sama dengan firgah. Mengenai kedudukan hadist
tersebut, Turmudzi menilainya hasan, sedangkan Al-Iraqi dan Ibnu Taimiyah
menukilnya dari Turmudzi serta menjadikan hadist tersebut sebagai hujjah.

(Al Mishri, 1992:53).



BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai bagaimana menentukan matriks

terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius, bukti teorema spectrum graf

hasilkali kartesius. Kemudian dari teorema yang diperoleh, diterapkan ke dalam

jenis-jenis graf hasilkali kartesius, yaitu graf tangga (P2 xP ), graf jaring-jaring
(B, xP,), dan graf buku (P, xK, ).

3.1 Matriks Terhubung Langsung Graf Hasilkali Kartesius

Diberikan graf lintasan dengan dua titik (}’2) dan graf bipartisi komplit
dengan empat titik (K 13) yang mana titik-titiknya terdiri dari V(Pz) = {ul,uz}
dan V' (K 1,3) = {vl,vz,v 35V 4}. Matriks terhubung langsung dari graf P, dan K,

dan matriks identititas / (Pz) dan / (K 1’3) adalah

| u, u, eV(Pz) | Y u, €V (P,)
A(P)z U 0 U ~uy ) 0 1 I(Pz): U |(u, =u 0 § 1 0
g u, [\ u, ~u 0 1 0) U, 0 U, =u 0 1)
2 2 1 2 2
V() <V (R)
Vi v, v v, €V (K13)
Y 0 Vi~V Vi~V v~V 01 11
alky)= e 0 0 0 | |1 000
SR R | 0 o [ |1 oo of
Vi \v, =~V 0 0 0 1 000
eV (K,5)
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Vi ¢! V3 v, €V (K1,3)
Vi (v, =W 0 0 0 1 000
I(Km)— v, 0 v, =V, 0 0 (01 00
V3 0 0 v, =V 0 0010
vy 0 0 v, =V, 0 0 0 1
eV (K,5)

u, =u, 0 u, =u, 0 u = u, 0 u, =u, 0
0( 0 u :uj VINVZ[ 0 u :uJ V'sz[ u :uj VINW( 0 u :uj
2 2 P 2 2
V. [”1 =u, 0 j O[UI =u, 0 j O[UI =y, 0 j O[ul =u, 0 j
P 0 U, =u, 0 U, =u, 0 Uy = U, 0 u, =u,
u, =u, 0 u, =1u, 0 u, =u, 0 u, =u, 0
V'JNVI[ 0 uzzuzj 0( 0 uzzuzj 0[ 0 u :uzj 0[ 0 u :u2j
u =u 0 u, =u, 0 u, =u, 0 u =u 0
K V( u :uzj 0[ 0 u, :uzj 0[ 0 u :uzj 0[ 0 u, :112j

Sehingga didapatkan

A(K,,)®1(P,)=

Yang perlu diperhatikan dari matriks diatas adalah entri yang diberi garis merah

selalu bernilai nol untuk sebarang graf sederhana. Dari penjelasan tersebut,

diketahui bahwa matriks 4 (K 1’3)®1 (P,) akan bernilai 1, ketika terdapat sisi
yang menghubungkan titik v, dengan titik v, pada graf K, dan u, =u, pada

graf P,, kemudian bernilai 0 untuk yang lainya. Atau sederhananya dapat ditulis:
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Ly, ~v, Anu=uy, Vu,u; €V (P,)AVv, v, €V (Km)
A(K,)®I(P)=a,,i,, =

Vv U

0, lainnya
dengan i, j adalah baris dan kolom dari martiks A4 (K 153) dan / (P2 ).

Untuk 7 (K 3 ) ® A4 (P, ) didapatkan

0 R 0 U ~u, 0 U, ~u, 0 u, ~u,

v =V 0 0 0 -
u, ~u, 0 u, ~u, 0 0,5 0 0 u, ~u, 0

0 ~ 0 ~ 0 ~u,

- u, ~u, 0 T =% 0 U~ u,
1) =t 0 U, ~ U, 0 u, ~ U, 0

O{ 0 u1~uzj 0[ 0 u1~u2] v3:v3[ 0 u1~u2j 0[ 0 u1~u2]
Uy Ny 0 Uy — U 0 Uy 1 0 Uy — U 0
0 0 u ~u, 0 0 7= ] 0 u, ~u,
Uy~ U 0 U, ~ U, 0 u, ~ U, 0

Kemudian diperoleh

I(K,;)®4(P,)=

Dari matriks tersebut terlihat bahwa entri matriks yang diberi garis biru selalu

bernilai 1 ketika terdapat sisi yang menghubungkan titik , dengan titik u, pada
graf P, dan v, =v, dimana v, v, €V (K 1,3). Kemudian entri yang lain pasti

selalu bernilai nol, atau sederhananya dapat ditulis:

Lv, =v, Aw~u,Vu,u, €V (B)AVv, v, eV (K,;)

0, lainnya.
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Dari keterangan diatas, dapat diketahui bahwa matriks A4 (K 1,3)®1 (P,) dan
I1(K,;)®4 (P,) akan bernilai 1 jika memenuhi dua syarat, yaitu:

i w,=u,danv~v,

. u,~u, danv, =v,.
Kemudian kita jumlahkan matriks 4(K,,)®I(P,) dengan matriks I(K,,)®4(P)

agar kedua syarat diatas terpenuhi dalam satu bentuk matriks:

0 174y .0, W8N 0
1 0 0" K20 Y .08 1
1 001 00 0 O
A(K,;)®I(P,)+I(K,;,)®4(P,)= (1) ; é g 8 (1) g g
of SO ) 00
I 40BN 30 ROBNUERGEN
01 00 00 1 0

Yang perlu kita cermati adalah entri dari matriks 4(K,;)®1(P,)+I(K,,)®4(P,)
sama dengan A (K 1,3)®I (Pz) dimana entri yang diberi garis merah diganti

dengan entri yang diberi garis biru pada matriks [ (K ]‘3)®A (Pz), sehingga

entrinya pasti selalu bernilai 1 dan 0. Dan hal ini dijamin oleh definisi matriks

terhubung langsung dari graf sederhana K, ; dan P, dan juga matriks identitas

I(P,) dan I (K 1,3) yang entrinya selalu bernilai 1 dan 0. Kemudian operasi

hasilkali kronecer yang berfungsi untuk menggabungkan kedua syarat diatas, atau

sederhananya dapat ditulis:
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(v )~ (”j"’j)

A(K,)®I(P)+1(K,)®4(P)=aq,, i, +i, 4, =

0, lainnya.
Dari pernyataan diatas, diketahui bahwa 4 (K, ,)®1(P,)+1(K,,)®4(P,) akan
bernilai 1 ketika dua titik (u;,v,) dan (uj ,vj) terhubung langsung jika dan

hanya jika u, =u; dan v, ~v, atau v, =v, dan u, ~u,, Vu,,u,6 €V (P,) dan

Iz
Vv, €V (K N ) , dan bernilai nol untuk yang lainya. Dan kedua kondisi tersebut
merupakan definisi dari hasilkali kartesius antara graf K, ; dengan P, .

Jadi 4(K,;)®1(P,)+I(K,;)®4(P,) adalah matriks terhubung langsung untuk
graf P, xS,.

Teorema 55.

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan himpunan titik—titik

Vv (G) = {ul,uz,...,um } dan V (H) = {vl,vz,...,vn } A (G) dan A4 ([—[)
berturut-turut adalah matriks terhubung langsung dari graf G dan H. [ (G) dan

1 (H ) adalah matriks identitas dengan ukuran m xm dan n xn , maka matriks

terhubung langsung dari hasilkali kartesius graf G dan H adalah
A(GxH)=A(H)®I(G)+1(H)® A(G).

(Gago, 2008:31)
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Bukti.

Diketahui bahwa matriks 4 (H )®1 (G ) akan bernilai 1 ketika terdapat sisi yang
menghubungkan titik v, dengan v, pada graf H dimana i; adalah baris dan
kolom dari matriks A(H) dan u; =u; pada graf G dimana i, adalah baris dan

kolom dari matriks /(G) . Kemudian 0 untuk lainnya, atau dapat ditulis:

IR ~V; /\ul.:uj,Vu,.,ujeV(G)/\Vv,.,vjeV(H)
AH)®1(G)=a,,i, =

V,-V/ ll‘ll‘/-

0, lainnya.
Begitupun juga dengan matriks / (H )®A (G) akan bernilai 1 ketika v, =v,
pada graf H dengan i,j adalah baris dan kolom dari matriks /(H), dan terdapat sisi
yang menghubungkan titik », dengan titik , dimana 7,/ adalah baris dan kolom
dari matriks A(G). Kemudian 0 untuk lainnya, atau sederhananya dapat ditulis:

1 v, =V, AU~ Uy, Nu,u, €V (G)AY,v, e V(H)
I(H)® 4(G)=i,, a,, =

VI-V/- ll‘llj

0, lainnya
Kedua matriks diatas akan bernilai 1 ketika memenuhi dua kondisi, yaitu:
L w=u; danv~v,
. u, ~u; danv,=v,.
Kemudian kita jumlahkan kedua matriks tersebut, sehingga entri dari matriks

A(H)®I(G)+I(H)®A(G) akan bernilai 1 ketika dua titik (x,,v,) dan

(u oY J.) terhubung langsung jika dan hanya jika u, =u; dan v, ~ v, atau v, = v,
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dan u; ~u,, Yu,,u; €V (G) danv,,v;, €V (H), dan bernilai nol untuk yang
lainya. Atau dapat ditulis:

1, (ui,vi)~(u/.,v/.)

AH)®I(G)+I(H)® A(G)=a,, i, +i, a, =

ViV U Vv u

0, lainnya
Dan pernyataan diatas merupakan definisi dari hasilkali kartesius antara graf G

dengan H. Jadi A(H) ®I(G) +I(H) ®A(G) adalah matriks terhubung langsung

dari graf Gx H .

3.2 Spectrum Matriks Terhubung Langsung pada Graf Hasilkali Kartesius
Kita dapat menggunakan konsep dalam matriks untuk menentukan
spectrum matriks terhubung langsung dari graf hasilkali kartesius. Dari penjelasan
subbab 3.1 telah diperoleh bentuk umum matriks terhubung langsung dari
hasilkali kartesius dua graf sederhana, taruhlah graf G dan H. Apabila masing-
masing matriks terhubung langsung dari graf tersebut, yaitu G dan H dapat
didiagonalisasi, maka spectrum graf hasilkali kartesius G dengan H merupakan
penjumlahan dari setiap spectrum graf G dengan graf H. Adapun konsep
mengenai spectrum graf hasilkali kartesius akan disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 56. (Gago, 2008:31)

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan Sp(G)=[&,S,,....¢,] dan

Sp(H ) = [ sy ey 1, ], maka spectrum matriks terhubung langsung dari
hasilkali kartesius graf G dan H adalah

Sp(GxH)z[fi+,uj,1£i£m,1£j£n].
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Bukti.

Diketahui bahwa A(G x H) =4 (H) 1., +1,, ®A (G), akan ditunjukkan

bahwa A(H)@Imxm +1,., ®A(G) serupa dengan J,, &I+  &®J,

(#) (6)°

dimana J,, = P"A(G)P dan J,,, =0 A(H)Q adalah matriks diagonal dari

matriks 4(G) dan A(H) maka Sp(GxH)=[& +u, 1<i<m1<j<n|.

Misalkan 1, =(P"'IP) dan I,,, =(Q"'1Q), schingga

a1ty ® Lo + 1w ® 0 = (0 A(H) Q) ® (P 1P)+(07'10) ® (P 4(G) P)
=(0'®P)(4A(H)®1)(Q®P)+(Q"' ®P)(I®A(H))(Q®P) ... (T.22.b)
=(0"®P)[(4(H)®1)+(I®A(H))]|(0®P) o (T4)

T ity @l +1,, ©J 5 = (Q®P) " [(A(H) ®1)+(I® A(H)) [(Q®P) ... (T22.0)

Yang berarti bahwa matriks J,, ®1,., +1,, ®J,,, merupakan

matriks diagonal yang diperoleh dengan cara mendiagonalisasikan matriks

AH)®1,,, +1,, ®A(G).

i P AN
Karena j 0 ﬂz 0 dang,, - 0 52 | maka diperoleh
S —
(L) 0L) o 0(,,)
Sty B Lo T in & 46y = O(Ifm) ﬂZ(-I.mXM) 0(1s ) "

O(Imxm) O(Imxm) /uj (Imxm)

mnxmn
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(I)JA(G) (O)JA(G) (O)JA(G)
(O)JA(G) (1)JA(G) :
(O)JA(G)
(O)J/I(C) (O)JA(G) (I)J/I() e
M+ & 0 0
0
T iy @ Lo + 4y Oy =| - Z.J_ré :
0 0 /uj_,_gl_ -

Persamaan karakteristik dari matriks (J () ®I +1 ®J A(G)) adalah

mxm nxn

‘]ﬂ—(JA ® 1, +1, ®J ()| =0

(H) mxm

(A =(&+m)) (4 -(& +y2))...(2mn —(& + y_l.)) =0

Jadi Sp(GxH)=[&+u,1<i<ml<j<n].

3.3 Kajian Spectrum pada Graf Lintasan

Teorema 57.

Misalkan f,

n

(1) adalah polinomial karakteristik graf P,. Maka :
fi(2)=4
fL(A)=22-1
L(A) =2 (A)= f,0(2), n>3
dimana £, dan f,, adalah kofaktor kolom satu dan dua dari matriks (ZA—A(E)).

Bukti.

Misalkan A(Pn) adalah matriks terhubung langsung dari P, maka

untuk 7 =1, diperoleh 4(R)=0—> f,(2)=det(I2—-A(R))=4
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1
untuk n =2, diperoleh A(Pz):[(l) Oj%fz(ﬂ)=det(11—A(Pz))=iz -1

01 0 0 ...0 A -1 0 0 0
1 0 1 0 ...0 -1 2 -1 0 0
01 0 ° : 0 -1 A ° :
n>3—A(P)= 0 . T (M—A(f;)): 0 o 1ol
> 0 1 S0 -1 4 -1
0 0 0 1 0 0 0 0 -1 A

Dari hasil ekspansi kofaktor kolom pada matriks diatas, kita dapatkan:

A -1.0 0 -1 -1 0 0
-1 DN : 0 Ay YA
1A-4(P)=4{0 . A -1 0|+(-1)]0 -1 A -1 0[+0
: -1 - -l L 0 o
0 0 -1 4 0 0 -1 4

1a-4(p,)

Teorema 58.

=31 (A) 12 (7). n 23,

Diberikan f,(A) adalah polinomial karakteristik dari graf lintasan (P,) dan

U, (x) adalah polinomial Chebyshev jenis kedua, maka

Bukti.

/,(2)

=U

n

(x), untuk x = %

Misalkan A(Pn) adalah matriks terhubung langsung dari graf (Pn), R adalah
himpunan bilangan riil, 7 :=[-L1], f, : A(R,) >R, dan U, : 1 > R untuk ne N

Akan ditunjukkan dengan induksi matematika bahwa f, (1)=U, (x ).
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(i). Untuk n =1, diperoleh f,(4)=A. ... T.57
U, (ijzziijzz, untuk x=2%. ... T28
2 2 2

Jadi f,(2)=U, () benar.

(if). Asumsikan £, (4)=U, (x) benar untuk 7 =k , akan ditunjukkan bahwa
fin(A)=U,, (x) untuk n =k +1 juga benar.
fo(A)=2 0 (A)=f0a(R) ... 157
FeA)= Aty (A)=F 5 0 (4) ... subsitusi n =k +1
fea(2) =4 () =/ (2)
fon(A)=22U, (x)-U, , (x) o fa(A)=U, (x),n =k
fin(A)=U,, (x) N

Terbukti bahwa f,, (1)=U,, (x) benar untuk n =k +1, schingga dapat
% A
disimpulkan bahwa f, (1) =U, (x) untuk x = -

Pada bab pembahasan ini, juga dikaji bukti teorema 51, yaitu misalkan P adalah

graf lintasan dengan n € N, maka spectrum matriks terhubung langsung dari graf

lintasan (P, ) adalah

n

Sp(P,) = {ZCOS((nkfl)H’untukk =123, ...,n
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Bukti.

Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks terhubung langsung graf lintasan,

setelah kita reduksi matriks (I /1—A(Pn )) dengan operasi baris elementer, kita

tidak dapat menemukan bentuk umum matriks segitiga dari matriks terhubung

langsung graf (P), sehingga untuk memperoleh nilai eigen dari matriks

n

terhubung langsung graf lintasan, kita gunakan teorema 58.

Persamaan karakteristik diperoleh ketika f, (/1) =U (x) =0.

n

0, ()0, (cos(9) - 2209,

sehingga sin@ # 0 dan sin((n + 1)0) =0
(n+1)6 = arcsin(0)

(n+1)8 = kz dengan k =1,2,...,n

0= 7 ,untuk x = g maka cos@ = i , akhirnya
(n+1) 2 2
kr
A=2cos| ——— | dengan k =1,2,...,n.
(n+1)

Jadi spectrum matriks terhubung langsung dari graf lintasan (Pn) adalah

Sp(P,) = {ZCQS{(nkfl)H’untukk =123, ..,n
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3.4 Beberapa Hasil Spectrum Jenis-Jenis Graf Hasilkali Kartesius

3.4.1 Spectrum Graf Tangga (L, )
Diberikan dua graf lintasan P, dan P, dengan himpunan titik-titik
V(P)={u,u,} dan V (P))={v,,v,,v,}, maka langkah-langkah untuk

menentukan spectrum hasilkali kartesius dari kedua graf tersebut adalah

Cara 1. Diketahui bahwa

a@)=(] o J 1)< ?}A(mz

Langkah 1. Mendiagonalisasi matriks 4(P, ).

=A-1=0> 4 =1vi =-1

A =1
13-4 (2=

-1 4

untuk 4, =1, maka solusi nontrivial dari (/1] I1-A(P, ))x =0 adalah
I 1) x :O_>xl—x2:0
-1 1 ){x 0 -x +x,=0
. . 3 b S 1
misalkan x, = s diperoleh x, = x, = s kemudian = =s| |
%
untuk 4, = -1, maka solusi nontrivial dari (22[ —-A(P, ))x =0 adalah
—1 R0 0 =8 =i =0
= -
-1 -1){x, 0 —x —x, =0

X — -1
misalkan x, = s diperoleh x, = —s kemudian ( 1):£ j: s[ j

Xy

1 -1 1 -1
vektor eigen untuk A4, =1 adalah [J, A, =—1 adalah [ : J, dan P = [1 J

L ) 1 0 P
jadig, . =P'4 (PZ)P—>(O _J: 1

N |[— N~

2



Langkah 2. Mendiagonalisasi matriks 4(P,).

A -1 0
[a-A(R)=-1 4 =1|=A(A-1)-2=0->2 =2V i =—2v 1 =0
0 -1 2

untuk 2, =+/2 , maka solusi nontrivial dari (14— A(P))x =0 adalah

2-1 0 " 0 \/Exl -x,=0
-1 V2 - x, =10 —>—xl+\/5x2—x3 =0
0 -1 2)\x) \0 —x, +~/2x, =0

1
xl
misalkan x, = s diperoleh x, =+/2s dan x, = s kemudian | x, [=s V2.

o 1
untuk 2, = —/2 , maka solusi nontrivial dari (14, — A(P))x =0 adalah

=24 -1 0 |(x 0 —\/Exl — =30
B0 2 SR = = —\/Exz e O
0 -1 —2\x) (0 —x, —[2x, =0

misalkan x, = s diperoleh x, = —/2s dan x, = s kemudian | x, |=s 2.

untuk 2, =0, maka solusi nontrivial dari (12, — 4(P,))x =0 adalah

0 -1 0\ x 0 =z, =0
-1 0 -1||x,|[=[0|>-x—-x,=0
0 -1 0 )x 0 -x, =0

X, -1

misalkan x, = s diperoleh x, =0 dan x, = —s kemudian | x, [=s| 0

Dari vektor-vektor eigen diatas diperoleh matriks g =| /2 -2 0 |.
1 1 1
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Jadi J,,, =0 A(P)Q adalah

1oz
V20 o) | Y4t Ao o1l 1
1 V21 :
0—60:2—72101\/5—\/50
0 0 0 1 ) 01 0 1 1 1
— 0 =
2 D,
Langkah 3. Menghitung J , ) ® I (P,)+1(P,)®J ;)
DRl ) 0 0 0 0
of Jiz-1 “¥o 0 0 0
0 0fENE D N0 N %o
Ty ®L(R)+1(B)®J ) =
0 0 g9 1 0\
0 0 0 1 0
0 0 o** o &
Langkah 4. Menentukan nilai eigen dari J ®I(R)+1(P)® Jan)-
[12= 0, ®1(B)+1(B)® | =0

(,1—(\5+1))(;t—(ﬁ—1))(,1—(—\E+1))(1—(—«5—1))(/1—(1))(,1—(—1)) )
Sp(PxR) =| (V2 =1),(-1),(-v2 +1),(v2 -1),L,(v2 +1) |

Cara 2.
Misalkan himpunan titik-titik ¥ (B )={u,,u,} dan V(B)={v,v,,v;}. Maka

himpunan titik dan sisi dari graf tersebut adalah

V(Pz XP3) = (ulauz)x(vlavzav3) = {(ul’vl)’(ul’vz)’(ul’v3)’(MZ’VI)’(MZ’VZ)’(MZ’V3 )}

=(u1,v1) ~ (uz,vl), e; =(u1,v2)~ (ul,v3)
(ul,v2)~(u2,v2), [ =(u2,vl)~ (uz,vz)

(ul,v3) ~ (uz, 3), e, =(u2,v2) ~(u2,v3).

€
€,
€

€y = (ulavl) - (”1:"2)

Sehingga diperoleh
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A(PxP)=

o O = O = O

1
0
1
0
1
0

_0 O O = O

o = O O O =

_—0 = O = O

0
0
1
0
1
0

,|1a-a(pxp)|=

A
-1
0
-1
0
0

-1
A
-1
0
-1
0

0

-1
A

0

0
-1

-1
0

0

A

-1
0

0
-1
0
-1
A
-1

0
0
-1
0
-1
A

Untuk mempermudah dalam menghitung determinan, kita reduksi matriks
(1 /1—/4([’2 ><P3)) menjadi matriks segitiga atas dengan menggunakan operasi

baris elementer, sehingga diperoleh

/R 0 1) 0 0
0 Zip —| L | 0
A i
2
0 0 ﬂ(ﬂz 9 R A 1
A% -1 (/12—1) (4> -1)
~ = i S50 B A = |
1(12 —2) (2,2 —2) ﬂ,(/lz —2)
0 0 0 0 (/144—512;—2)/1 _,1:_2124_]
AT =317 +1 AT =317 +1
0 0 0 0 0 A8 =72 +72% -1
(,14—52}+2),1

Kemudian diperoleh persamaan karakteristik dari matriks 4(P, x B, ) adalah
f(A)=2°-72"+74* -1=0
Dari cara 1 diketahui bahwa

A=(2-1) > f (&) =(2-1) ~7(2 1) +7(v2-1) ~1=0

A =()=f ()= (1) =7(1)! +7(1) -1=0

A :(—\E+1)—>f (/13):(—\/5+1)6—7(—\/§+1)4+7(—\/§+1)2 ~1=0
A =(N2-1) 51 () =(V2-1) =72 1) +7(V2-1) ~1=0
Zo=()>f (4)=()" =7(1)' +7(1)" -1=0

=(J5+1)6—7(J§+1)4+7(J§+1)2 ~1=0
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Dengan menggunakan metode yang sama, untuk spectrum graf P, x P,

yang lain, disajikan dalam tabel dibawah ini:

1] [-L]] [0] [-11]
2| [-L]] [-L1] [-2,2,0,0]
3 L] [—V2,4/2,0] [(-1-v2),(1++2),-11,

(1-v2),(-1+42))
4 LU [%(—1—\/5),%(“«/3), [%(—3—«/g),%(S+\/§),%(—1—\/§),%(1+«/§),

(1—6),%(—1+\/§)1 %(1—\/3),%(—1+«/§),%(—3+\/§),%(3—x/§)]

1
2

50 [FL1 | [—V3,43,-1,1,0] | [F1-+3,1++/3,-2,2,-1,1,1-+/3,-1++/3,0,0]

k| [-11] (1 Vareees ¥y ] r,+Ly, =Ly, +Ly, = L.y, +1,

}/n—l _157/71 +157/n _1]
Tabel 3.4.1.1: Beberapa Spectrum Graf Tangga

Teorema 59.

Misal L, = (P, x P,) adalah graf tangga dengan n € N, maka spectrum matriks

terhubung langsung dari graf tangga (L, ) adalah

Sp (Ln ) = {1 + 2008[%},—1 + 2005(%)} ,untuk £ =123, ..., n.

Bukti.

. . k 1 0
Diketahui bahwa Sp(P,)=[1,-1], Sp(P,)= {2005[(11 fl)ﬂj S am) :(0 _J'

Misalkan matriks diagonal yang diperoleh dari matriks terhubung langsung graf
7, 0 - 0

lintasan (Pn ) adalah J .72

ap) = , maka
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sehingga diperoleh

0 - - 0 0
o . . 0 0
72 IR
A oo
B 0 0
0 » 0
0 0 vy,
0 - 0 0
0N . 0 0
1 . o
-1 ;W
’ 0 0
1 0
0 -1

0 0

0 0

0 0

O -l 0
0 0 7, —1

Persamaan karakteristik dari matriks (JA(P) L,+1,,6® JA(PZ)) adalah

‘1/1—(.1

A(P,)

®I,,+1, ® JA(PZ))‘ 0

63

(/11 _(71 + 1))(22 _(71 _1))---(/12n—1 _(7i + 1))(/12;1 - (7i _1)) =0

Sp(Ln)=[7i +Ly, -L1<i Sn].

Jadi Sp(Ln ) = {2005(%} + 1,2005(%] —1} ,untuk K =1,23, ..., n



64

3.4.2 Spectrum Graf Buku (P2 X Kl,n)

Dengan menggunakan metode yang sama pada subbab 3.4.1, beberapa

spectrum graf buku akan disajikan dalam tabel berikut ini:

N Spectrum Graf
Sp(Pz) Sp(Kl,n) SP(P2XK1,n)

] [-1,1] [-2,2,0,0]

L™ [—25B.0] [-1-+2,1+~/2,-1,1,1 =+/2,-1++/2]
1 [ £¥8.%30,0] [-1-3,1+3,-1,-1,1,1,1-/3,-1++73]
|

]

[_252705050] [_3535_19_17_15_151915151]

[—/5,4/5,0,0,0] | [-1-+/5,1++/5,1-+/5,~1+/5,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1]

N| [-L1] [0,+n ] [-1L,—1+~/n,1++/n 1]
Tabel 3.4.2.1: Beberapa Spectrum Graf Buku.

D B~ W N =
o VT| Lo B e |
| | M |
el Pl B e

Teorema 60.
Spectrum matriks terhubung langsung dari graf buku (P2 xKl’n), dengan
n e N adalah
Sp(P, xK,,)=[-1-1£~n,1£n,1].

Bukti.
Cara 1.

Dari contoh 48 dan teorema 51 diketahui bahwa Sp(K,, )= [0”"’2,i\/; }, dan
Sp (P,) =[-1,1], maka berdasarkan teorema 56 diperoleh
A=-1+0=-1, A =-1-+/n, 4, =1++/n,
Ay =—l+~ln, A, =1+0=1 A, =1-+n.
Jadi Sp(P, xK,, ) =[-L-1£~n,1£n,1].
Cara 2.
Diketahui Sp(P,)=[-1,1] dan Sp(Kl,n) = [0”"‘2 ,i\/;} , misalkan
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+/n
-1 0 0 0
A(R) :[ J, danJ(Kln): . maka
0 o 0 (n+1)x(n+1)
0 -0 1 0 -0 -1 0 0
1 : 0 1 : -1 :
-1 . 0. . 0 .1 o
o, .0 o, . 0 : 0
e > 1 0 0y (10 - 0|00 0
0 1 : 0 1 : O -
of. . s 3 .
'. .0 d . 0 ' . 0
0o -~ 0 1 0o -~ 0 1 0 0 0
+fn 0 - 0] (+fn 0 - 0)) (+/n 0 - 0
g il K18\ i Ul
) W ( 0 -0 0 0 0
IA(PZ) ®J(K1,n) - =
A- LW 0 +n L 0 00 -0
¥ ; 0 0 . :
0 g : 1 ¢ R i
: < () : L o 0
0 .0 0 0 A0 © 0 -0 0
Sehingga J,,, ® [(K,,)+1,, ®J(K,,) adalah
~1++/n ™ di )"
0 -1 : 0 W "o, 3
5 3 f } S
0 0 -1 0 soo . (1) (0
0 0 0 1xJ/n 0 - 0
0 0 PSR
P 0o 0
0 0 0 0 0 1(211+2)x(277+2)
Persamaan karakteristik dari matriks J A(R) ®7 (Kl’n ) +7/ «(R)

‘1/1 ~(Vain

(A= (=1£4m))(2= (1)) (2= (-D)(2= (1)) (2=1)--(2-1) =0

®12x2 +In><n ®JA(P2))‘ = 0

Sp(P,xK,,)=[-1L,-1£~n,1£/n 1],

o

® J(Kl’n ) adalah

65
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3.4.3 Spectrum Graf Jaring-Jaring (P, x P,)

Teorema 61.

Spectrum matriks terhubung langsung dari graf jaring-jaring (Pm xP ) dengan

m,n € N adalah

Sp(P,xP) =[2(cos[ ( ,:fl)]”"{ (nlfl)D],

untuk k =1,2,3, ...,ndan/=1,2.3, ..., m.

Bukti.

Dari teorema 51 diketahui bahwa Sp( Pm) :{2005[ H untuk / = 1,23, ..., m

(m+1)

dan Sp( P, ) = {2 cos[ kz H untuk £ = 1,2,3, ..., n maka berdasarkan teorema 56

(n+1)

diperoleh

krx I
Sp(P, xP,) —[2005{(;1 +1)j+2cos[(m +1)J],

untuk £=1,2,3,...,ndan/=1,23, ..., m.
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3.5 Klasifikasi dan Perhitungan Redaksi Firqah dalam Al-Quran

Pada skripsi ini, objek penelitiannya adalah graf yang dikaji dalam
perspektif aljabar. Misalnya berbagai macam matriks yang berbeda dari sisi
aljabarnya, karena entri-entri dari matriks tersebut berbeda, tetapi dikatakan sama
atau isomorfis pada grafnya, sehingga terdapat klasifikasi dari berbagai macam
matriks yang berbeda dalam aljabarnya namun memiliki kesamaan dalam teori
grafnya. Begitupun sebaliknya, ada beberapa graf yang berbeda, baik dari
banyaknya sisi maupun titik, namun memiliki kesamaan spectrum pada kedua graf
tersebut (isospectral atau cospectral).

Graf-graf yang telah diteliti dari sisi konsep aljabarnya akhirnya
mempunyai bentuk umum spectrum graf, sehingga dari bentuk umum itulah
dengan mudah dapat kita tentukan spectrum graf tersebut dengan banyaknya titik
yang nilainya sebarang. Klasifikasi graf yang dikaji dalam perspektif aljabar
sangat bermanfaat untuk perkembangan keilmuan matematika, terutama teori graf
dan aljabar.

Dalam konteks Islam, klasifikasi dan perhitungan frekuensi pengulangan
redaksi dari beberapa kata dalam Al-Quran, anechnya mempunyai kesamaan dan
keserasian dalam nilai pengulangannya. Kajian mengenai ijaz ‘adadi telah
dijelaskan pada bab-bab sebelumnya. Sekarang, adakah keserasian dalam
penggunaan kata firqah beserta turunannya dalam Al-Quran, yang mana firgah
atau kelompok merupakan salah satu aspek yang dilakukan dalam penelitian ini.

Klasifikasi tentang ayat-ayat Al-Quran yang memuat kata firgah dan

turunanya akan disajikan dalam tabel dibawah ini :
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4 L el s Ao, Ao (QS. Ali Imran: 105)
N3 155 55 (6 143585 1506515
2. 3T . L, & . (QS. Al-Syura:14)
T e G L N 1558 G5
3. Vs (QS. Al-Anam:153)
. At vf’ iz LA 15
4. (QS. Ali-Imran:103)
5. o A~ _ w0, £, £ (QS Al-Syura:l3)
T L i
6. co oD e 90 g (QS. An-Nisa:130)
cAEw g0 M= bl 9""" % Ub
7. p) £ . 2048 [ 2 (QS. Al-Bagarah:50)
el 30T (S 1 )5
8. oW oo 2 4 (QS. Al-Isra:106)
sol 35 G305 L85
9. | B S Ty ALY (QS. Al-Taubah:56)
,,g_,ﬁ.gr}% SN 9.
10. ST >ur (QS. Al-Maidah:25)
1. F 5§ (QS. Thaha:94)
,g J g5 Q‘w»o- d""
12. L CERAA m, (QS. Al-Dukhan:4)
s ol IS G G
13. 0 0. - WP, o (QS. Al-An’am:159)
- 1985 &'ﬁebi’éoi,-\!l ol
14. Z (QS. Al-Rum:32)
Lz.;w b.:lb) V.@..:J ' N ?Js“
15. P R I (QS. Al-Bagarah:136)
JAJUAJ,..@M A% dugv.n_.'a N...
16. — = (QS. Al-Bagarah:285)
Qé\l.uu)w u\}‘ 7UL’a-ﬂ_-’Y-..
17. SE LA s (QS. Ali Imran:84)
u).a.LM JAJUN)W J>| Quudg Y
18. <= (QS. Al-Nisa':150)
el BT %& of NGSTXSPI
19. N R TIS (QS. Al-Nisa':152)
J.J) WJ’|‘JM‘ 2 ).])
20. e sa . aE_ - (QS. Al-Baqarah:102)
s g G g sliid 4
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21. s tsos 2E s gr 4 (QS. Al-Thalaq:2)
. (89D 1)%15?3)ng3&..
22. e AR B e (QS. Al-Bayyinah:4)
CisTT 530 el 3545 U
23. S B TR (QS. Al-Rum:14)
24, P (QS. Al-Mursalat:4)
(575 b OETH[E
25. A R I T (QS. Al-Syuara:63)
dand| 53LIE (8 IS 080 Glass. .
26. ) (QS. Al-Taubah:122)
T B s G
217. FAL I e . (QS. Al-Kahfi:78)
gy s AL s JB
28. 3w GE oo (QS. Al-Qiamah:28)
Gl s
29. Z o o (QS. Al-Mursalat:4)
L
30. L # 2 N P (QS.Al-Baqarah:75)
W*ﬁu{ﬂjrﬁbﬁo}su‘ oo
31. . P £ (QS.Al-Bagarah:100)
c—é?-‘.}iudﬁ ;o.u Iage Igdge e k|
32. N S (QS.Al-Baqgarah:101 )
33. ol ool [ (QS.Al-Imran:23 )
uwxu 3 e 3o J i
34, . (QS. Al-Nisa':77)
L’,,JL..Jl )MS- %,g;,g bl...
35. e s s (QS. Al-Taubah:117)
)@.lc ub gg;,gujb C)J.). ..
36. 5, 2 2L e (QS. Al-Nahl:54)
LTk aagd 13 S all amS 15) 2
37. il (QS. Al-Mukminun:109)
\_)}J}-‘-’ $ks Uﬂga,é OF 2 ‘
38. B et sum (QS. Al-Nur:47)
. é/U/'.) Ao e W*ﬁ&}q L.do‘)
39. e e AL (QS. Al-Nur:48)
Q}pﬂ W#‘J‘M O
40. (QS. Al-Rum:33)
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41. AT (QS. Al-Ahzab:13)
L9'J| 9._92 QMJ
42. g . (QS. Al-Syuura:7)
PEEAIN R el aée;g
43. _ i)t (QS. Al-Syuura:7)
44, B &= - 13 (QS. Al-Bagarah:85)
L 052 25 vswt sliai Y 5ia
45. o 52 (QS. Al-Bagarah:87)
\_)5.\..4.:&.:;) JS ,g(cj&w\vf.wu
46. - 2 A et s Aol B 4 PN (QS. Al-Bagarah:87)
Zooskas ()85 2038 a5 f,&w\ oKoish..
47. Do B8 e e AU BN 2 e e ) (QS. Al-Baqgarah:146)
Osedo s 351 0 50aST) g Ly 005
48. . st s B2 as g 7E .. Z 2 (QS. Al-Bagarah:188)
49, o B A VSR o (QS. Al-Imran:78)
...&;A'_:.SJQW‘ O)).lil._a.’.;é.l).é&f O/l)
50. “ (QS. Al-Imran:100)
1,,@ ol yal: sl 2l
51. (QS. Maidah:70)
Q}l:.'é.g La_:JSJ ‘).:.L% (,.rw.a.:\ 6).@_:
52. 48 - £ (QS. Al-Maidah:70)
53. 5 (QS. Al-A'raf:30)
B N.l.cy LR.JJ.Q) saa ey ,.g...
54. Jood 0y 2 g. F < .. 7 < (QS Al-A‘raf:SO)
dlall (e 5> ey b3 (sam Ly b
38. ; . . N - (QS. Al-Anfal:5)
Goi o d;JL, JLt | alfs el TS
56. - - ”l (QS. Al-Ahzab:26)
57. . N o AT 2 (QS. Al-Ahzab:26)
58. . z 4 s sgec (QS. Saba™:20)
W;Al Ln.:,g | ogaols
59. Lo ge aw £ (QS. Al-Naml:45)
\_),M_én ,g(..abﬁ Al ol
60. 5% oo cos (QS. Al-An’am:81)
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61. . .f I (QS. Hud:24)
BSAAN N[ oy 2l
62. o8 e E s ocgsm e s 8 . 4 (QS. Maryam:73)
B8 [oaly GGERs gy alf Gl 15l
63. L os 3 g . Z S L PR (QS. Al-Bagarah:53)
Oyt vgw“)b,ﬁ.]' ‘)w.g” e L.u‘; JJ
64. o dme L gae S By, Z3 (QS. Al-Bagarah:185)
08315 agdl ey WLl Sua.
65. PR TS gy A5 s - (QS. Ali-Imran:4)
05 I3l el g 53
66. WL INS - 4 A (QS. Al-Anfal:41)
LT AT 050 sl 23 Gaze..
67. / 2 Ao » A (QS. Al-Anbiya:48)
/; ”LQ&.HQ)J_A Ls.u}.AL'-U‘ .A.A.J)
68. B oo o oo (QS. Al-Furgan:1)
conze e alall U% el 503
69. wo gy Fo 8 3E oo b, S (QS. Al-Anfal:29)
’,.ni;/ o LlE%s | gy | 9225 )
70. . % B (QS. Al-Taubah:107)
Toesell T —-,a&) (ai=j e
71. g~ £6 5| 28 .4 L (QS. Yusuf:39)
Dl 25 Zgnaid 2050 ol
72. 2 o4 (QS. Yusuf:67)
;A:%:.n.#uy \)J}-Jl) .,\.pjubu.e

Tabel 3.5.1: Tabel pengulangan kata firgah dan turunannya dalam Al-Quran.

(An-Najdi, 1996:108-113).

turunannya dalam Al-Quran sebanyak 72 kali, dan nilai tersebut sama dengan
jumlah firgah yang masuk neraka yang ada pada hadist nabi. Jadi sesuai dengan

banyaknya firgah yang menyimpang dari agama yang benar, yang diajarkan oleh

Rasulullah saw.

Dari tabel 3.5.1 diatas, dapat diketahui bahwa pengulangan kata firgah dan
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Tidak ada redaksi hadist yang menyatakan bahwa angka 72 golongan
tersebut diambil dari banyaknya pengulangan kata firgah dan turunannya dalam
Al-Quran. Dan hal tersebut pasti tidak terjadi dengan sendirinya, keserasian yang
tampak tak lain merupakan kekuasaan Allah swt yang Maha Matematis. Bahkan,
segala keteraturan dan keserasian yang ada dalam alam semesta ini sudah
direncanakan, diperhitungkan dan diatur oleh-Nya, dan bukan merupakan suatu
kebetulan.

Nah, begitu mengeharankan keseimbangan atau keteraturan itu terjadi, dan
mengenai penafsiran akan keteraturan tersebut terserah kepada yang memahami,
yang jelas sudah ditunjukkan bahwa adanya penyebutan satu kata dalam Al-Quran
memberikan petunjuk (isyarat) tentang makna tertentu. Namun yang perlu
diperhatikan bahwa apa yang dilakukan dalam penelitian ini adalah upaya untuk
membuktikan Al-Quran sebagai mukjizat abadi dan bukan merupakan sebuah
penafsiran dari Al-Quran (walaupun nantinya terdapat hubungan antara makna
dengan bilangan tersebut).

Adapun jalan (manhaj) kelompok yang selamat adalah:

1. Golongan yang setia mengikuti manhaj Rasulullah saw dalam hidupnya,
serta manhaj para sahabat-sahabatnya.

2. Golongan yang kembali merujuk kepada Kalamullah dan Rasul tatkala
terjadi perselisihan dan pertentangan diantara mereka.

3. Golongan yang tidak mendahulukan perkataan seseorang atas Kalamullah
dan Rasul.

4. Golongan yang selalu menjaga kemurnian tauhid.
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5. Golongan yang senang menghidupkan sunnah-sunnah Rasulullah, baik
dalam ibadah, perilaku dan dalam segenap hidupnya.
6. Golongan yang tidak berpegang kecuali kepada Kalamullah dan kalam

Rasul yang maksum, yang berbicara tidak mengikuti hawa nafsunya.

7. Golongan para ahli hadist.

8. Golongan yang menghormati para imam mujtahidin, tidak fanatik
terhadap salah seorang diantara mereka.

9. Golongan yang menyeru kepada yang ma ruf dan mencegah dari yang
munkar.

10. Golongan yang mengajak seluruh umat Islam agar berpegang teguh

kepada sunnah Rasul dan para sahabatnya. (Zainu, 1998:5-9).

Dari keterangan diatas dapat diketahui, bahwa golongan yang selamat itu
mempunyai beberapa indikator. Mengenai nama jenis aliran atau golongan yang
selamat tidak menutup kemungkinan lebih dari satu, karena al-Firqah an-Najiyah
ini merupakan himpunan dari berbagai macam golongan yang tetap memegang

teguh pada sunnah nabi dan para sahabat. Wallahu “alam.
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BAB 1V

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan mengenai spectrum dari graf hasilkali kartesius,

maka dapat diperoleh kesimpulan bahwa:

1.

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan himpunan titik—titik

V(G)z{ul,uz,...,u } dan V(H)={v1,v2,...,vn}. A(G) dan A(H)

m

berturut-turut adalah matriks terhubung langsung dari graf G dan H. 1 (G)

dan / (H ) adalah matriks identitas dengan ukuran m xm dan n xn,

maka matriks terhubung langsung dari hasilkali kartesius graf G dan H

adalah 4 (GxH)=A(H)®I(G)+I1(H)®A4(G).

Diberikan dua graf sederhana G dan H dengan Sp(G) = [51,52,...,5,"] dan

Sp(H )=[/11, 1 s yn], maka bentuk umum spectrum dari hasilkali

kartesius graf G dan H adalah

Sp(GxH)z[é. +yj.,1£i£m,l£j£n].

Misal L, =(P2 xP ) adalah graf tangga dengan ne N, maka bentuk

umum spectrum graf tangga (L, ) adalah

Sp(L,)= {1 + 2005(%}—1 + 2cos£(nkf1)J:| ,untuk k = 1,23, ..., .

74
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4. Bentuk umum spectrum graf jaring-jaring (P, x P,) dengan m,ne N

(P, xe)=[2[60{(;3)}*""S((nlfl)]}’

untuk k =1,2,3,...,ndan/=1,2,3, ..., m.

adalah

5. Bentuk umum spectrum graf buku (P2 xK,, ) , dengan n € N adalah

Sp(P,xK,,)=[-L-1£~n1£n,11.

4.2 Saran

Ada banyak sekali merepresentasikan graf dalam matriks yang diterapkan
dalam bidang kimia selain matriks terhubung langsung, seperti matriks Laplacian,
matriks edge-adjacency, matriks reciprocal distance, matriks resistance distance,
matriks defeour, matriks wiener, matriks combinatorial, matriks Szeged, matriks
Hosoya, matriks lintasan, dan matriks Clyj. Dalam penelitian selanjutnya,
diharapkan dari setiap representasi graf dalam matriks tersebut dapat ditemukan
bentuk umum spectrum graf dari matriks tersebut, spectrum dari hasil operasinya

dan terapan dalam topik-topik bidang kimia.
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