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ABSTRAK

Islamiyah, Ruchil. 2011Rank Minimum dari Graf G pada Field Z,. Skripsi.
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologveisitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: I. Abdussakir, M.Pd.
[l. Dr. H. Ahmad Barizi M.A.

Kata Kunci: Rank Minimum, Field Z,, Graf Path, Graf Komplit, GrafSar, dan
Graf Sikel.

Rank minimum dari suatu graf padeeld Z, adalahrank terkecil dari
matriks simetri dengan unsur-unsur pdiékd Z, dari suatu graf dimana elemen
kedj adalah satu jika titik terhubung dengan titik dan nol jika titiki tidak
terhubung dengan titik sedangkan jika = j maka nilainya diabaikan dengan
memuat unsur-unsur padi@ld Z, yaitu {0, 1}. Rank minimum dari suatu graf

padafield Z, dinotasikan dengamr(ng). Penentuamank minimum dari suatu
graf dengan mencari matrikadjacency, kemudian dikembangkan menjadi
beberapa matriks simetri dengan unsur-unsur gedid Z, serta dicarirank
minimum dengan operasi baris tereduksi dengan banpuogram Matlab. Pada
skripsi ini akan dikajirank minimum dari matriks simetri dengan unsur-unsur
pada paddield Z, dari grafpath (B,), graf komplit ,,), grafstar (S,,), dan graf
sikel (C,,), kemudian hasil yang diperoleh adalah
a. TeoremaRank minimum dari grapath (P,,) padafield Z, adalahmr(S,f;) =
n—1dengam > 2 dann € N.
b. Teorema: Rank minimum dari graf komplit ,,) padafied Z, adalah
mr(Sg2) = 1 dengam > 2 dann € N.
c. TeoremaRank minimum dari grastar (S,) padafield Z, adalahnr(SSZ;) =
2 dengam > 3 dann € N.
d. Konjektur: Rank minimum dari graf sikel @,) pada field Z, adalah
mr(S;2) =n — 2 dengam > 3, n € N, dann genap.

viii



ABSTRACT

Islamiyah, Ruchil. 2011Minimum Rank of Graph G on Field Z,. Thesis.
Mathematics Department Science and Technology Ba&ti&te Islamic
University Maulana Malik Ibrahim of Malang.

Advisor: |. Abdussakir, M.Pd.
[I. Dr. H. Ahmad Barizi M.A.

Keywords. Minimum Rank, FieldZ,, Path Graph, Complete Graph, Star Graph,
and Cycle Graph.

The minimum rank of a graph on field, is the smallest rank of the
symmetric matrices with the element in the figlg of a graph in which the
elementij entry is one if edge connected with edge and zero if edge is not
connected with the edgewhile if i = is ignored by loading the elements in the
field Z, {0, 1}. The minimum rank of a graph on fiel§ is denoted bynr(SfZ).
Determination of the minimum rank of a graph bydfirg adjacency matrices,
then it is developed into a symmetric matrices it elements in thield Z,
and looked for the minimum rank with reduced roweton and with the help of
Matlab programe. This thesis will be reviewed th@imum rank of symmetric
matrices with the elements in theld Z, of a path grapl{B,), complete graph
(K;,), star graph(S,,), and cycle grapfiC,,), then the results obtained are
a. Theorem: The minimum rank of a path graph,)(on the fieldZ, is
mr(Sfrf) =n—1withn > 2 andn € N.

b. Theorem: The minimum rank of a complete gragh)(on the fieldZ, is
mr(Sfrzl) =1withn > 2 andn € N.

c. Theorem: The minimum rank of a star grapfy)(on the field Z, is
mr(Sg?) = 2 withn > 3 andn € N.

d. Conjecture: The minimum rank of a cycle grapgh,)(on the fieldZ, is
mr(Séf) =n—2withn > 3,n € N, andn even.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Dari sekian banyak ayat Al-Quran, dipahami bahwausemakhluk telah
ditetapkan takdirnya oleh Allah. Mereka tidak dapetlampaui batas ketetapan
itu, dan Allah SWT menuntun dan menunjukkan merae yang seharusnya
mereka tuju (Shihab, 2001:61). Sebagaimana firm&ah/AWT dalam Al-Quran

Surat Al-A’la ayat 1-3 sebagai berikut:

A B R G B Moo R o (2R F 2w - X
(D) sagd 56 Ay (D) b Bl sl z@&ﬁlé\.’)ﬁlcﬂu

Artinya: “Sucikanlah nama Tuhanmu yang Maha Tingging Menciptakan dan
menyempurnakan (penciptaan-Nya), dan yang menemtuiadar
(masing-masing) dan memberi petunjuk®.

Peristiwa-peristiwa yang terjadi di alam raya gaJam kadar atau ukuran
tertentu, pada tempat dan waktu tertentu. Manugja mempunyai kemampuan
terbatas sesuai dengan ukuran yang diberikan olédih Aepadanya. Allah
mampu merealisasikan segala sesuatu yang Dia kakieddlam kualitas dan
kuantitasnya (Junaedi, 2010).

Allah juga berfirman dalam Al-Quran Surat Al-Himyat 21 sebagai

berikut:



Artinya: “Dan tidak ada sesuatupun melainkan pad& Kami-lah khazanahnya,
dan Kami tidak menurunkannya melainkan dengan ukuyang
tertentu®.

Sesungguhnya segala sesuatu itu sumbernya darh. AD@an Allah

menurunkan sesuatu itu ada ukurannya, ada perhitayg, juga ada polanya.

Sebagaimana firman Allah dalam Al-Qur’an Suratajat 28 sebagai berikut:

N ST 5

Artinya: “Dan Dia (Allah) menghitung segala sesuatatu persatu”.

Qadr juga terdapat di dalam matematika, khususnya tgafi Teori graf
adalah cabang ilmu matematika yang sangat penflatam kehidupan sehari-
hari, graf digunakan untuk menggambarkan berbagaam struktur yang ada.
Tujuannya adalah sebagai visualisasi obyek-obyek kdpih mudah dimengerti.
Pencariargadr yang sedang marak diteliti adalah menentuigak minimum dari
matriks simetri yang menggambarkan suatu graf.

Suatu graf dapat disajikan dalam bentuk mata#acencyatau matriks
keterhubungan. Matrikadjacencysuatu graf G adalah matriks simetri dengan
unsur nol dan satu, dan memuat nilai nol pada d@agotamanya. Bernilai satu
jika antara titik satu dengan titik lainnya terhngudangsung, sedangkan bernilai
nol jika titik yang satu dengan titik lainnya tidedrhubung langsung (Abdussakir
dkk, 2009:73-74).

Dari matriksadjacencysuatu graf dapat disajikan menjadi matriks simetr
dengan unsur-unsur padeeld Z, yang menggambarkan suatu graf. Matriks
dengan unsur-unsur patiald Z, tersebut tetap bernilai satu jika antar titik dala

graf tersebut terhubung langsung, dan bernilai jikal antar titik dalam graf



tersebut tidak terhubung langsung, tetapi unsugatial diabaikan dengan
memuat unsur-unsur paflald Z, (Fallat dan Hogben, 2007:1).

Salah satu sub pembahasan aljabar matriks, dilelaalyarank matriks.
Rank suatu matriks adalah dimensi umum dari ruang lokan ruang kolom dari
suatu matriks. Dari beberapa matriks yang menggddba suatu graf
memungkinkan memilikrank yang berbedaRankterkecil dari matriks-matriks
tersebut disebutank minimum

Beberapa penelitian terdahulu tentang minimeank ini, diantaranya
adalah penelitian Fallat dan Hogben, dalam peaehiya Fallat dan Hogben
menentukanrank minimum dari suatu graf yang disajikan dalam blematriks
simetri real yaitu grafpath (P,) dan graf komplit K,). Dari sini penulis
terinspirasi untuk menelitiank minimum dari suatu graf yang disajikan dalam
bentuk matriks simetri dengan unsur-unsur feed 7, .

Field adalah ring komutatif dengan memuat elemen satlzan semua
unsur yang tidak nol dR mempunyai invers terhadap operasi yang kedua.
Beberapa contofield yaitu ring dengan unsur bilangan real, ring dengasur
bilangan kompleks dan ring modulo (Raisinghania Alggarwal, 1980:314-316).

Berdasarkan uraian diatas, penulis ingin menalitk minimundari suatu
graf G yang disajikan dalam bentuk matriks simég#ngan unsur-unsur pafield
modulo dua%,). Oleh karena itu, penulis membuat skripsi yanguidel “ Rank

minimum dari Graf G padaField Z,”



1.2Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan madalam penelitian ini

adalah bagaimana pola umuamk minimundari graf G padéeld Z,?

1.3Batasan Masalah
Agar pembahasan ini tidak meluas maka penulis m&sibaenelitian
hanya padaank minimumdari grafpath (P,), graf komplit &), graf star (S,,),

dan graf sike(C,,).

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan pataun rank minimum
dari grafpath (P,,), graf komplit ), grafstar (S,,), dan graf sike(C,) padafield

3

1.5Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

a. Sebagai bentuk pengembangan ilmu yang telah pedafstkan selama
perkuliahan.

b. Sebagai tambahan pengetahuan dan pemahaman batjs gentang teori
graf dan aljabar matriks.

c. Sebagai tambahan bahan kuliah teori graf dan aljabéiks.

d. Sebagai bahan informasi untuk kajian lebih lanj@ngenai teori graf dan

aljabar matriks.



1.6 Metode Penelitian
a. Jenis Penelitian
Jenis metode yang digunakan dalam penelitian irdlafd penelitian
kepustakaanlLibrary Researc)y yaitu melakukan penelusuran dan penelaahan
terhadap beberapa literatul yang berhubungan deng@nbahasan.
b. Data dan Sumber Data
Dalam penelitian ini, data yang digunakan adalakokdahasan dalam
teori graf terutama yang berkaitan dengan gedh (P,,), graf komplit §,,), graf
star (S,), dan graf sike(C,), pokok bahasan pada aljabar matriks terutama yang
berkaitan dengamank, serta pokok bahasan mengefieid. Sumber data yang
digunakan adalah perpustakaan.
c. Teknik Pengumpulan Data
Teknik pengumpulan data yaitu dengan mengumpullata-data yang
diperlukan dalam penelitian berupa catatan-catdiaki-buku, dan jurnal yang
relevan dengan permasalahan yang penulis bahas.
d. Teknik Analisis Data
Dalam menganalisis data, penulis melakukan landgwagkah sebagai
berikut:
1) Mempelajari dan memahami konsgpk suatu matriks dan teori graf.
2) Menyajikan grapath (P,,), graf komplit ), grafstar (S,,), dan graf sikel

(C,) dalam bentuk matrikadjacency



3) Menyajikan matriksadjacency tersebut dalam bentuk matriks simetri
dengan unsur-unsur pafdiald Z,, yaitu dengan mengganti diagonal dari
matriksadjacencytersebut dengan unsur-unsur padhl Z, secara acak.

4) Menghitungrank minimundari masing-masing matriks tersebut.

5) Menemukan pola banyakny@nk minimumdari graf path (P,), graf
komplit (K,,), grafstar (S,), dan graf sike{C,,) padafield Z,.

6) Mencari rumus umum atau teorema darik minimunygrafpath (P,,), graf
komplit (K,,), grafstar (S,), dan graf sike{C,,) padafield Z,.

7) Membuktikan teorema tersebut apakah benar secaranum

8) Membuat kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunalastematika
penulisan yang terdiri dari 4 bab, dan masing-ntadiab dibagi dalam sub
bahasan dengan sistematika penulisan sebagai teriku

Bab | Pendahuluan meliputi beberapa sub bahasdn lsar belakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penefiiemfaat penelitian, metode
penelitian dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Teori yaitu menjelaskan beberapa itemwori yang
berhubungan dengan penelitian, diantaranya adatah) matriks, field, dan
hubungan antara graf, matriks, dasid.

Bab Il Pembahasan, dalam bab ini penulis menada pmum banyaknya

rank minimum dari grapath (P,,), graf komplit ,,), grafstar (S,,), dan graf sikel



(C,) yang disajikan dalam bentuk matriks simetri dengasur-unsur padeld
Z, yaitu {0,1}.
Bab IV Penutup yang berisi kesimpulan vang dipéralari pembahasan

yang dilengkapi dengan saran-saran yang berkagagash hasil penelitian ini.



BAB I

KAJIAN TEORI

2.1 Kajian Graf dalam Al-Qur’an

Secara umum beberapa konsep dan disiplin ilmu tei@haskan dalam
Al-Qur'an, salah satunya adalah matematika. Al-gursebenarnya berbicara
tentang matematika, yaitu tentang bilangan, aljageaometri, dan pengukuran
serta statistika. Teori graf yang merupakan calslmgmatematika juga terdapat
dalam Al-qur'an, graf adalah pasangan himpunarktidesong dan berhingga dari
objek-objek yang disebut titik dengan himpunan pgaa tak berurutan dari titik-
titik berbeda yang disebut sisi. Dalam Al-QuranraguAl-Hujurat ayat 10
dijelaskan bahwa orang yang beriman bersaudaraa nhakus memperbaiki
hubungan diantara keduanya.

£- g
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Artinya: Orang-orang beriman itu sesungguhnya badsa. sebab itu

damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara keduadsaemu itu dan
takutlah terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahma

Ayat di atas menunjukkan suatu hubungan atau lkatark antara titik
yang satu dengan titik yang lain yaitys! (persaudaraan). Seluruh kaum
Muslimin merupakan saudara karena agama. Karenad@amaikanlah antara
kedua saudaramu, yaitu dua golongan yang salintikéerDan bertakwalah
kepada Allah, dalam seluruh urusan kalian (Ghoffan Al-Atsari, 2007:483-

484).



Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka barykitik yang
terhubung dalam suatu graf dapat diasumsikan seb@gayaknya kejadian
tertentu. Yang selanjutnya kejadian-kejadian tersehempunyai keterkaitan
antara titik satu sama lainnya yang merupakan lajadesudahnya. Jika
diaplikasikan dalam bentuk graf, maka dapat digak@masebagai berikut:

Vi

V, A

Gambar 2.1 Hubungan Manusia Satu dengan Lainnya

Pada gambar tersebut terdapat lima titik dimanarartitik itu ada yang
adjacentdan ada yangon-adjacentNamun, titik-titik di atas akan saling terkait
satu dengan lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa aaugeiman tidak mengenal
batas jarak dan waktu. Hubungan seorang mukminashenrgukmin lainnya dapat
digambarkan seperti di atas dengan lima orang dengaisial
V1, Vy, U3, Vpdan vs. Mereka adalah saudara seiman. Jika terjadi Iphss
diantara mereka maka wajib untuk mendamaikan (mdmapge hubungan)
mereka.

Hal lain yang dapat dipresentasikan dalam bentd gdalah shalat.
Shalat merupakan salah satu ibadah yang ditentwkaktunya, baik waktu
mulainya maupun akhirnya. Shalat dalam sehari semalilakukan lima Kkali
dengan waktu yang berurutan dan tidak berbentibatam surat An-Nisa ayat

103 AllahSWT berfirman:
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Artinya: Maka apabila kamu Telah menyelesaikan shalat(nmggatlah Allah di

waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbarinkKemudian

apabila kamu Telah merasa aman, Maka Dirikanlah lahaitu

(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adddathu yang
ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman.

Siklus shalat lima waktu dapat digambarkan sebagyakut:
ashar

dhuhu maghrib

subul isya'

Gambar 2.2 Representasi Graf Terhadap Shalat Lima Waktu

Adapun hubungan waktu shalat dengan teori grafaadbbhwa waktu-
waktu shalat tersebut merupakan suatu himpunan texdgi dari waktu shalat
fardhu sebagai ekspresi dari himpunan titik dalaadf. gSedangkan keterkaitan
antara shalat fardhu yang satu dengan lainnya rakampekspresi dari sisi yang
menghubungkan titik-titik dalam graf.

Al-Qur’an terdiri dari bahasa tulisan yaitu hurufrbf (verbal) dan juga
angka (numerik). Huruf dan angka tersebut sebeaamgrupakan bahasa simbol.
Huruf mewakili bahasa bunyi dan angka mewakili fojjan. Seseorang yang
sedang membaca, mempelajari, dan memahami Al-Quatailah bagian dari
upaya memahami simbol-simbol, yang berupa huruf dagka (bilangan)

(Abdussakir, 2007:157).
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Angka-angka dalam Al-Quran tersebut digunakan kintoenjelaskan
sesuatu yang ukurannya pasti. Allah SWT berfirmalard Al-Qur'an Surat Al-

A’la ayat 1-3 sebagai berikut:

r)
=2

N g AL o M2 g o 12T ik 22T v
D &g 53 Gy (D) G sl Al D) e NI eh) Al

Artinya: “Sucikanlah nama Tuhanmu yang Maha Tingging Menciptakan dan
menyempurnakan (penciptaan-Nya), dan yang menemtuiadar
(masing-masing) dan memberi petunjuk®.

Kata (,fé) gaddara berasal dari kata (28 qgadara yang antara lain

berarti mengukur, memberi kadar atau ukuran. Setiaghluk yang diciptakan
Allah diberi-Nya kadar, ukuran serta batas-batatertéu dalam diri, sifat dan
kemampuan maksimal (Shihab, 2003:201).

Semua makhluk telah ditetapkan oleh Tuhan kadadwsiam hal-hal
tersebut. Mereka tidak dapat melampui batas ketataju, dan Allah SWT,
menuntun sekaligus menunjukkan kepada makhluk-m&kiia itu arah yang
seharusnya mereka tuju. Inilah yang dimakisulkdada(Shihab, 2003:201).

Jika Allah SWT telah menentukan ukuran dari segakuatu maka setiap
permasalahan pastilah mempunyai ukuran pemecahaBegiu juga masalah
menentukanrank minimum dari suatu graf, pastilah mempunyai ukuran
(bilangan) yang pasti.

Setelah melakukan penelitian dalam rangka pengegapaniimu

pengetahuan, maka perlu adanya pembuktian secsicmahtentang hasil dari
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penelitian tersebut. Jika hasil tersebut tidak tali@enarkan, maka tidak boleh

diikuti. Allah SWT berfirman dalam surat Al-An’anyat 148:

B P
PR I ~ 78 8 - 57

< £ 2% ~ 4 2 _ . Z > w 2 P ’/,i
) O NI 0 GRITY] ZasaB of oy 388 Ll 0 o eale o 18

Artinya: Katakanlah: "Adakah kamu mempunyai sesysngetahuan sehingga
dapat kamu mengemukakannya kepada kami?" kamu tidaigikuti
kecuali persangkaan belaka, dan kamu tidak lainylaéah berdusta.

L))

Ayat (ple e oS2ie o J3) “Katakanlah: Adakah kamu mempunyai sesuatu
pengetahuaf. Maksudnya, bahwa Allah benar-benar memberikarndkeaan
atas apa yang kalian kerjakan tersebuti §s» A3 ) “Sehingga dapat kamu
mengemukakannya kepada kami?aksudnya, kalian tunjukkan, jelaskan, dan
keluarkan hal itu kepada Kamiokl ¥! o555 o) ) “Kamu tidak mengikuti kecuali
persangkaan belakaYaitu perkiraan ¢han dan khayalan. Dan yang di maksud
zhandisini adalah keyakinan yang salahy ¢= 3 ¥) &5 o) 5 ) “Dan kamu tidak
lain hanyalah berdustaKalian telah berdusta kepada Allah SWT atas agragy
kalian anggap tersebut (Ghoffar, 2007:320).

Hal penting yang dapat dijadikan refleksi dari sanya adalah banyak
ditemui konsep-konsep matematika didalam Al-Qur'datematika berkaitan
dengan pekerjaan menghitung, sehingga ada yangemenpahwa matematika
adalah ilmu hitung ataimu al-hisab. Dalam urusan hitung menghitung Allah
SWT rajanya. Hal ini membuktikan bahwa Allah SWTalath pencipta yang
Maha Matematis. Dengan itu akan semakin menambatakan akan kebesaran-
Nya (Abdussakir, 2007:83).

Dalam firman-Nya surat Al-Bagarah ayat 202 diskant
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Artinya: Mereka Itulah orang-orang yang mendapathdgian daripada yang
mereka usahakan dan Allah sangat cepat perhituridyzen-

Matematika pada dasarnya adalah diciptakan, danusrensekedar
menemukan. Penciptaan matematika bukanlah tanpantusis-sia, atabathil,
tetapi dengan tujuan yang benbad). Tujuan ini tidak hanya mencakup tujuan

duniawi saja, tetapi juga mencakup tujuan ukhrawi.

2.2 Graf

2.2.1 Definisi Graf

Definisi 1:
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalamphnan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yarsglolttitik, dan E(G)
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak ida@rudari titik-titik
berbeda di V(G) yang disebsisi. Banyaknya unsur diV(G) disebortder
dari G dan dilambangkan dengan p(G), dan banyakmgaur di E(G)
disebutukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G). Jika grafgyan
dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran@anasing-masing
cukup ditulis p dan q. Graf dengan order p dan arkug dapat disebut
graf-(p, q) (Abdussakir dkk, 2009:4-5).

Contoh:
Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V@ap himpunan sisi

E(G) seperti berikut ini.
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V(G)={a,b,cd,ce}
E(G) ={ (a,b),(a0),(ad),(bd),(bc),(de)}
Graf G tersebut secara lebih jelas dapat diganddimgai berikut.

a C

o ®

b d

Gambar 2.3 Contoh Graf 1

Graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalalx 5. Graf G
mempunyai 6 sisi sehingga ukuran graf G adalaléq =
Graf G dengan himpunan titik dan sisi masing-masing
V(G) ={a,b,cd,ce}
E(6) ={(ab),(a0),(ad),(bd),b,c0),(de)}
Dapat ditulis dengan
V(G) ={a,b,c,d,e}
E (G) ={ e1, ey e3 €4 €5 €}
Definisi 2:
Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titikk danv. Jikae = (u,v)
adalah sisi di graf G, maka dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), v dane sertau dane disebut terkaitangsung (incident), dan
titik u danwv disebut ujung dare. Dua sisi berbeda; dane, disebut

terhubung langsung (adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang
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sama. Untuk selanjutnya, sisi= (u, v) akan ditulise = uv (Abdussakir
dkk, 2009:6).

Contoh:

e a

®
b & 4 & e

Gambar 2.4 Contoh Graf 2

Berdasarkan gambar graf G tersebut, maka ttildan b terhubung
langsung demikian juga dengam danc, a dand, sertaa dane. Titik a dane
tidak terhubung langsunglemikian juga dengan titik dane serta titikc dane.

Sisi e; terkait langsungdengan titika danb. Sisi e, terkait langsung
dengan titika danc. Sisie; tidak terkait langsunglengan titikc dand. Perlu
diperhatikan bahwa satu sisi hanya dapat terkaigslang dengan dua titik
berbeda. Hal ini terjadi karena satu sisi danyaghebungkan dua titik berbeda.

Sisi e; dane, terhubung langsungarena terkait langsung pada satu titik
yang sama, Yaitu titilke. Sisie; daneg tidak terhubung langsungarena tidak
terkait langsung pada titik yang sama.

Definisi 3:

Derajat dari titikv di graf G adalah banyaknya sisi di G yang terkait

langsung dengarv. Derajat titik v pada grafG dinotasikan dengan

degs(v) atau dapat juga dinotasikan dengaeg(v) (Abdussakir dkk,

2009:9).
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Contoh:
Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpungik t/(G) =

{ a, b, c d}dan himpunan sisk(G) = { e, e;, e3,e,, e}

Gambar 2.5Derajat Suatu Titik pada Graf

Berdasarkan gambar diperoleh bahwa

dega) = 3
degb) = 2
degc) = 3
deg(d) = 2

2.2.2 Graf Terhubung

Definisi 4:
Misalkan G graf,u danv adalah titik di G (yang tidak harus berbeda),
jalan u — v pada graf G adalah barisan berhingga yang bersskding
W:u = vy, eq,vq,e3 v, ..., e, = v antara titik dan sisi, yang dimulai dari
titik dan diakhiri dengan titik, dengany = v;_1v;,i = 1,2,3, ...,n adalah
sisi di G.v, disebuttitik awal, v, disebuttitik akhir, titk vy, v,,..,v,_,
disebuttitik internal, dann menyatakan panjang dai’. Jika vy # v,

maka W disebutjalan terbuka jika vy = v,, maka W disebutjalan
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tertutup Jalan yang tidak mempunyai sisi disejaldn trivial (Abdussakir
dkk, 2009:49).

Contoh:

Gambar 2.6 Graf untuk Mengilustrasikan Jalan

Pada graf di atas dapat diambil contoh jalan selteyekut.
Jalan tertutupa, b,c,a,e,d,a,d, b, a
Jalan terbukab, c,b,c, b, c,a,d
Definisi 5:
Jalan yang semua sisinya berbeda distbilt(Abdussakir dkk, 2009:51).

Contoh:

b d

Gambar 2.7 Graf untuk Mengilustrasikan Trail, Lintasan, Sitkadan Sikel

Pada graf di atas diberikan contoh trail sebagekbt.

Trail: f,c,a,e,b,d,e,c,d, f
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Definisi 6:
Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda didetiasan Setiap lintasan
pasti merupakan trail, tetapi tidak semua trail upakan lintasan
(Abdussakir dkk, 2009:51).

Contoh:
Pada gambar 2.7 diberikan contoh lintasan sebaggiuib.
Lintasana,c,e,b,d, f

Definisi 7:
Jalan tertutup tak trivial yang semua sisinya baabeisebutsirkuit.
Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup takial (Abdussakir dkk,
2009:53).

Contoh:
Pada gambar 2.7 diberikan contoh sirkuit sebag#ie
Sirkuit: a,e, b, d, e, c, a

Definisi 8:
Jalan tertutup tak trivial yang semua titiknya leelé disebusikel Dengan
demikian setiap sikel pasti merupakan sirkuit, getadak semua sirkuit
merupakan sikel (Abdussakir dkk, 2009:54).

Contoh:
Pada gambar 2.7 diberikan contoh sikel sebagaiuteri

Sikel:a,c, f,d,b,e, a
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Definisi 9:
Suatu graf G dikatakaerhubung(connectell jika untuk setiap titike dan
v yang berbeda di G terdapat lintasar v di G. Sebaliknya, jika terdapat
titik u danv yang berbeda di G tidak terdapat lintasan v di G, maka

graf G dikatakantidak terhubung (disconnected (Abdussakir dkk,

2009:56).
Contoh:
Vs Vs
A v, A v,
A A v, e—— 0V,
Gambar 2.8 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung
Definisi 10:

Misalkan G graf terhubung dandanv titik d G. Jarak distance dariu
danv di G, dinotasikan dengaf(u, v), adalah panjang lintasan terpendek
u — v di G (Abdussakir dkk, 2009:56).

Definisi 11:
Eksentrisitas dccentricity titik u di G, dinotasikan denga#(u), adalah
jarak terbesar dati ke semua titik di G. Jadi,
e(u) = maks{d(u,v) | v € V(G)}

(Abdussakir dkk, 2009:56).
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Definisi 12:
Diameter dari graf G, dinotasikan dengan diam(@glah eksentrisitas
terbesar dari semua titik di G. Jadi,
diam(G) = maks{e(v) | v € V(G)}

(Abdussakir dkk, 2009:57).

2.2.3 Jenis Graf

Definisi 13:
Jika setiap dua titik yang berbeda pada graf Gigdkrhubung langsung
(adjacen), maka G disebut graf komplit. Graf komplit dengamer n
dinyatakan dengaki,, (Abdussakir dkk, 2009:21).

Contoh:

K, g

K, :
Ki® o /

Gambar 2.9 Graf Komplit

Definisi 14:
Jika himpunan titik pada graf G dapat dipartisi jadhdua himpunan tak
kosong V', danV, sehingga masing-masing sisi pada graf G tersebut
menghubungkan satu titik di; dengan satu titik dv,, maka G disebut

graf bipartisi (Abdussakir dkk, 2009:21).
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Contoh:

Gambar 2.10Graf Bipartisi
Definisi 15:
Jika graf G adalah graf bipartisi dan masing-masiiigpada suatu partisi
terhubung langsung dengan semua titik pada pamisg lain, maka G
disebutgraf bipartisi komplit(Abdussakir dkk, 2009:22).

Contoh:

Gambar 2.11Graf Bipartisi Komplit
Definisi 16:
Graf berbentuk lintasan dengan titik sebanyattinamakargraf lintasan

ataugraf path orden dan ditulisP, (Abdussakir dkk, 2009:53).

Contoh:
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P: e
P: e—e
Rie — o o
Gambar 2.12Graf Lintasan
Definisi 17:
Graf berbentuk sikel dengan titik sebanyakdengamn > 3 disebutgraf

sikel (Abdussakir dkk, 2009:55).

S NT18OD5
LBl C) ‘oo

Gambar 2.13Graf Sikel

Contoh:

2.2.4 Sub Graf Terdukung

Definisi 18:
Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan hunpn sisi E(G).
Misalkan U adalah himpunan bagian tak kosong dé@)VSubgraf di G
yang terdukung oleh himpunan U, dinotasikan der@pu|, adalah graf
dengan himpunan titik U dan memuat semua sisi dyaBg terkait
langsung dengan dua titik di U. Jadi, sisi di gsfi)] adalah semua sisi uv
di G dengan syarat, v € U. Graf H disebut subgraf terdukung titik (atau
disebut terdukung) di G, dinotasikan dengbk G, jika H = G[U], untuk

suatuU € V(G) danU # @ (Abdussakir dkk, 2009:43).
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Contoh:

Misalkan graf G sebagai berikut,

Vs

Vi vz A
Gambar 2.14Graf G dengan Himpunan Titik V(G) dan Himpunan §i53)
Diketahui V(G) = {vq, vy, V3,14, U5}, misalkanU = {v,, v3, vy, v5}, maka

subgraf terdukung G[U] di G terlihat pada gambarkiog,

o
<
N

Gambar 2.15Subgraf Terdukung G [U] di G

2.3 Matriks

2.3.1 Definisi Matriks

Definisi 19:
Matriks adalah suatu kumpulaangka-angka(sering disebutelemen-
elemei berbentuk segi empat yang disusun menhauts dankolom di
mana panjangnya dan lebarnya ditentukan oleh baggakolom-kolom
dan baris-baris (Supranto, 2003:3).

Apabila suatu matriks A terdiri damn baris dam kolom, maka matriks

A dapat ditulis sebagai berikut:



24

(11 12 .. Qg5 e Qqp]
a1 Az ... dzj .. dpp
A _|: : : :
mxn aipg A .. A .. Qi
[Am1 Am2 o Apj e O

Matriks A adalaH{a;;),i=1,2, ..., m

j=1,2,...,n

Dibaca matriks Am kali n, biasanya ditulis A« a;; merupakan elemen
matriks A dari baris dan kolomj, i danj dinamakan indekss(bscripj, yaitu
petunjuk letak (posisi) bagi setiap elemen.

Pada sebuah matriks berordex n elemen-elemena;; (1 <i <n),
dinamakan diagonal utamagin diagonal.

Suatu matriks harus mempunyaris dankolom Oleh sebab itu, setiap
elemen harus jelas identifikasinya yaitu berasal lolaris dan kolom yang sama.
Karena alasan inilah maka diperlukan suatu indekskusetiap elemen, yaitu
indeksi danj yang mana masing-masing mengambil nilai dari 1psam
(banyaknya baris) dan 1 sampai (banyaknya kolom). Indeks dan j ini
menunjukkan bahwa elemenberasal dari barisdan kolom j. Elemen-elemen
suatu matriks, selain berupa angka juga dapat besmnmbel atau fungsi-fungsi

(Supranto, 2003:4).
Contoh:

Matrik A,,x, dengamm = 2 dann = 3.

dana11 =2, a1y = 3, a3 = 4, a)1 = 5, Ayy = 2, ar3 = 6
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423 = oy ayy anl= 5 2 o

Definisi 20:
Jika A adalah sebuah matriks bujur sangkar, danguatu matriks B yang
berukuran sama dapat didapatkan sedemikian sehiABga BA = |,

maka A mempunyanversdan B disebuinvers dari A (Anton, 2000: 65).

Contoh:
A= E g] adalah invers darB = [_21 _35]
Karena
a=[2 _35”? 1= [o0 1152
Dan
e I TR A=
Definisi 21.:

Jika A adalah sebarang matriks x n, makatransposeA, dinyatakan
denganA”, didefinisikan sebagai matrike x n yang didapatkan dengan
menukar baris menjadi kolom, atau kolom menjadisbh@nton, 2000:55).

Contoh:

2.3.2 Macam-Macam Matriks

Definisi 22: Matriks Persegi
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Matriks persegiadalah suatu matriks dimana banyaknya baris sama
dengan banyaknya kolorm(= n). Apabilam = n, maka matriks A disebut

matriks persegi orde (Supranto, 2003:8).

Contoh:
m=n=3
3 5 4
A=|2 3 1
(IR

Definisi 23: Matriks Identitas
Matriks identitasadalah matriks dimana elemen-elemennya mempunyai
nilai 1 pada diagonal utama dan 0 pada tempat-telaipadi luar diagonal
utama (diagonal dari kiri atas ke kanan bawah) (&up, 2003:8-9).

Matriks A = (a;;),1 < i,j < n apabila

a; = 1 untuki = j

a; = 0 untuki # j

Maka, matriks A disebut matriks identitas dan bigsadiberi symbol,,.

1510 § %= 0
W=|] 0y
(-
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1 0 O
010
0 0 1

3=

Definisi 24: Matriks Diagonal
Matriks diagonaladalah matriks bujur sangkar yang semua elemen non
diagonal utamanya 0 (Anton, 2000:94).

Suatu matriks diagonal umum B% n, bisa ditulis sebagai:

iAo Jpe O
p=|y 2§
0 0 .. dy
Contoh:
B el 04 ¢
2 0](1)_0280—400
o —sl'|3 > al'lo o 00
0 0 0 8

Definisi 25: Matriks Segitiga
Suatu matriks bujur sangkaryang semua anggota di bawah diagonal
utamanya O disebut matrikggitiga atasdan suatu matriks bujur sangkar
yang semua anggota di atas diagonal utamanya Butliseatrikssegitiga
bawah Suatu matriks yang termasuk baik segitiga atagpoma segitiga

bawah disebut matriksegitiga(Anton, 2000:96).

Contoh:

Matriks segitiga atas 4 x 4:

ai;; Qg2 Aiz Qg
0 axp a3 axy
0 0 a3z dadA3zg
0 0 0 Ay4
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Matriks segitiga bawah 4 x 4:

ai 0 0 0
a azxp 0 0
az; azx az 0
Qg1 Q4 Q43 Ug4

Definisi 26: Matriks Simetri

Suatu matriks bujur sangkar A diselmatriks simetrjika matriks tersebut

sama dengan transposergyia= AT) (Anton, 2000:98).

Contoh:
Eys
—38AN5
b 4l S
[4 -3 0]
5 0 7

2.3.3 Determinan Matriks
Perlu dijelaskan disini bahwa hangguare matriks(matriks kuadrat)
sajalah yang mempunyai determinan.
Definisi 27:
Jika A adalah suatu matriks n x n, maka submalrgkskuran (n - 1) x (n
- 1) yang diperoleh dari A dengan menghapus barisdan kolom kg-
dinamakanminor elemen(i, j) dari matriks A dan dilambangkan dengan
M; atau M(A) (Charles, 1992:106).
Contoh:

A1 Q12 Q13 Qg4

az1 Az dz3 0y

JikaAd = , maka

Ag1 QAgp Qy3 Gy
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a3 Q4]
a3z Qaszs
As3  Ayq]

[A11 A12  A13]

Q41 Q42 Ay3]

Definisi 28:

Jika matriks berukuran n x n, determinan matrikdidefinisikan sebagai:

n

det(4) = Z ay(—1)Wdet(My)) (1)
i=1
dan
a,, a
det [ai a;z] = Q11022 — Q12021 (2)

Kalau menerapkan definisi 28 ke matriks A yang keran 3 x 3, dengan
menggunakan persamaan (1) maka diperoleh:
ai; Qq2 Qg3
detA = det [am azz a23]
az1 4z 04z3

= ay; (=D det(My,) + a, (=12 det(My,) + a3(—1)'*3 det(My3)

azq
asq

az;

a1 azz]
as;

=aqa det[
5 asz; ds

Ziz] — aq,det [ Ziz] + a,zdet [
Definisi 29:
Jika setiapminor (i, j) dari matriks A diberi tanda + (plus) dan — (minus
sebagai tanda pada determinan maka disebut dewdaktor elemena;;
dan biasa diberi simbé; . Jadikofaktork,; = (—1)"/detM,; (Supranto,

2003:50).
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Jadi, determinan matriks A berukuran n x n samaaerpenjumlahan
hasil kali semua elemen dari suatu baris atau kotwatriks A dengan kofaktor
masing-masing.

Dengan menggunakan elemen-elemen baris ke-

det(4) = a;1Ki1 + apKipp + -+ ai, Ky
n

det (A) = Z aikKik ; = 1, 2, aaa p U
k=1

Atau dengan menggunakan elemen-elemen batijis ke-

det(A) = alelj + azszj + -4 an]Kn]

n

det (A) = Z aijkj ,l = 1, 2, .., 1
k=1

2.3.4 Eliminasi Gauss
Definisi 30:
Sebuah matriks dikatakan matriks eselon barismnikanenuhi pernyataan
1, 2 dan 3. Matriks eselon baris tereduksi jika raeami pernyataan 4.
1. Jika satu baris tidak seluruhnya terdiri dari magka bilangan tak nol
pertama pada baris itu adalah 1. Bilangan 1 imhiis 1 utama.
2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri datj naka baris-baris
ini akan dikelompokkan bersama pada bagian bawamaddriks.
3. Jika terdapat dua baris berurutan yang tidak slehya terdiri dari
nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendalapatdpada kolom

yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang katgjigi.
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Setiap kolom yang memiliki 1 utama memiliki nol pagempat-

tempat lainnya.

(Anton dan Rorres, 2004:9).

2.3.5 Ruang Vektor dan Subruang

Definisi 31:

Misalkan V adalah suatu himpunan takkosong darlobpjek sebarang,

di mana dua operasinya didefinisikan, yaitu pengirah dan perkalian

skalar. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi ohjek, w pada V dan

semua skalar k dan I, maka disebut ruang vektorotiggk-objek pada V

adalah vektor.

1.

2.

Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka tberada pada V.
u+v=v+u

u+(v+w)=(u+v)+w

Di dalam V terdapat suatu objek 0, yang disebutareRol untuk V,
sedemikian rupa sehingga 0 + u = u + 0 = u untakuseu pada V.
Untuk setiap u pada V, terdapat suatu objek —u padang disebut
sebagai negatif dari u, sedemikian rupa sehinggd-u) = (-u) + u =
0.

Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objeka®y pada V,
maka ku terdapat pada V.

k(u +v) =ku + kv

(k+Du=ku+lu
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9. k(lu) = (kl)(u)
10.lu=u
(Anton dan Rorres, 2004:228).
Definisi 32:
Suatu vektor w disebut kombinasi linidin{er combinatior) dari vektor-
vektorvy, v,, .... v, jika dapat dinyatakan dalam bentuk
w=kyv; + kv, + -+ kv,
Di manak, k, ... k,- adalah skalar (Anton dan Rorres, 2004:241).
Definisi 33:
Jika S = {vy,v,, ..., .} adalah himpunan vektor-vektor takkosong, maka
persamaan vektok,v, + k,v, + -+ k, v, = 0. Jika ini satu-satunya
solusi, maka S disebut sebagai himpunan bebasr liflieearly
independent Jika terdapat solusi-solusi lain, maka S disebkeibagai
himpunan tidak bebas liniedifearly dependent (Anton dan Rorres,

2004:249).

2.3.6 Basis dan Dimensi

Definisi 34:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jika V adalah suatu ruang vektor sebarang®an{v,, v,, ..., v,} adalah
suatu himpunan vektor-vektor pada V, maka S disbhats untuk V jika
dua syarat berikut berlaku:
a. S bebas linier
b. S merentang V
(Anton dan Rorres, 2004:260).

Definisi 35:
Dimensi dari ruang vektor V yang berdimensi terlgag dinotasikan
dengan dim(V), didefinisikan sebagai banyaknya melektor pada suatu

basis untuk V (Anton dan Rorres, 2004:269).

2.3.7 Ruang Baris, Ruang Kolom, dan Ruang Null

Definisi 36:
Jika A adalah suatu matriks X n, maka subruang daR™ yang direntang
oleh vektor-vektor baris dari A disebut ruang b&msv spacé dari A, dan
subruang darR™ yang direntang oleh vektor-vektor kolom disebuwny
kolom (column spacedari A. Ruang solusi dari sistem persamaan yang
homogenAdx = 0, yang merupakan subruang dA&fi, disebut ruang null

(null space dari A (Anton dan Rorres, 2004:278).

2.3.8Rank Matriks

Definisi 37:
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Ranksuatu matriks adalah dimensi dari ruang barisrdang kolom dari
suatu matriksRankdari matriks A dinyatakan sebagaink (A) (Anton
dan Rorres, 2004:294).

Contoh :

(SN
WA W N

N R W
Ul W A

-3

Bentuk eselon baris dari A adalah:

1 2 3 1
o 21 S5 2
4=10 0 -11 6
00 0 0

Rankbaris matrik A = 3.

Bentuk eselon kolom dari matrik A adalah:

1 0 0 0
2 -1 0 o
=11 2 -1 0

1 1 -11 0

Rankkolom matrik A = 3
Karenarank baris matrik A =rank kolom matrik A = 3.

MakaRank(A) = 3.

2.4Field

Definisi 38:
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JikaR adalah himpunan tak kosong dengan dua operagi @inetasikan
penjumlahan dan perkalian, mal® +,- ) dinamakarRing jika memenuhi
aksioma sebagai berikut:
1) (R,+) adalah grup abelian.
i) Operasi perkalian bersifat asosiatiffdi
(ab)c =a(bc) VYab,ceR
iii) Operasi perkalian bersifat distributive terhadaprapi penjumlahan
di R baik distribusi kiri maupun kanan.
a(b + ¢) = ab + ac (distribusi kanan)
(a + b)c = ac + bc (distribusi Kiri)
Vab,ceR
(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:313).
Definisi 39:
Suatu Ring(R, +,") disebutRing Komutatif jika dan hanya jika operasi
perkalian bersifat komutatif dt (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:314).
Definisi 40:
Suatu Ring(R, +,-) disebutRing dengan Elemen Satuajika dan hanya
jlka R mempunyai elemen identitas terhadap operasi parkal

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:314).

Definisi 41:
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Suatu Ring (R, +,-) disebutfield jika dan hanya jika ring tersebut
komutatif, memuat elemen satuan dan semua unsy ya&ak nol diR
mempunyai invers terhadap operasi perkalian (Rghsinia dan

Aggarwal, 1980: 314).

2.5 Hubungan Graf, Matriks, dan Field

2.5.1 Matriks Adjacency

Definisi 42:
Misal G graf dengan order(p = 1) dan ukurang serta himpunan titik
V(G) = {vy,v,,...,v,}. Matriks keterhubunganadjacency dari graf G
adalah matrike X p dengan unsur pada baris kdan kolom kef bernilai
1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik dan bernilai O jika titiky;
tidak terhubung langsung dengan titik(Abdussakir dkk, 2009:73-74).
Matriks Adjacency dapat ditulié(G) = [a;;],1 < i,j < p, dengan

1, jikavyv, € E(G)
a; =
0, jikavyv, € E(G)

Contoh:
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01 0 1
1 0 11
4@ 1 0 1
1110

Gambar 2.16Graf G dan Matriks Adjacency dari G

2.5.2Rank Minimum dari Graf G pada Suatu Field
Dari matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks simetri
dengan unsur-unsur pafield dengan aturan:
1) Unsur nol selain diagonal utama tetap bernilai nol.
i) Unsur tak nol pada matriks dirubah dengan unsug ytatak boleh nol
padafield secara acak.

iif) Unsur diagonal diabaikan nilainya.

Suatu himpunan dari matriks simetri berukuran ndengan unsur-unsur
padafield dinotasikan dengass,(F). Misalkan A € S,,(F), sebuah graf yang
digambarkan oleh matriks simetri dengan unsur-unmda field dinotasikan
dengang(A4), G(A) adalahsebuah graf dengan himpunatik {1, 2, ..., n} dan

sisinya adalai{i, j}|a; #0dani # j}, dan elemen-elemen diagonal utama A

diabaikan. Himpunan matriks dengan unsur-unsur pield dari graf G
dinotasikan S&, sehingga S% = {4 € S, (F): G(4) = G} (Fallat dan Hogben,
2007:19).

Dari beberapa matriks dengan unsur-unsur pafield yang
menggambarkan suatu graf memungkinkan memibkik yang berbedaRank

terkecil dari matriks-matriks tersebut disebartk minimum.
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Definisi 43:
Rank minimum dari matriks dengan unsur padeeld F yang
menggambarkan suatu gré&f didefinisikan sebagai berikut.
mr(SE) = min {rank(4): A € S§}
Lemma 1:
Diberikan suatu graf G dan titike V (G),
mr(G) —2 <mr(G —v) <mr(G)
(Chenette dan Droms, 2006:6).
Bukti:
Akan ditunjukkan: mr(G) — 2 < mr(G — v)
i) mr(G —v) <mr(G)
i) mr(G)—2 <mr(G—v)
Misal suatu matriks dari graf G berukuran n x n rpanyai mr(G) = k.
Artinya, k adalah banyaknya baris yang entrinya tidak dapaolichn.
Mengurangi satu titik pada suatu graf sama halrgregdn mengurangi satu
baris dan satu kolom pada suatu matriks, maka okuedriks tersebut menjadi
(n-1) x (n-1). Sehingga pengurangan titik padatsgaaf dapat menurunkan
rank minimum paling banyak 2, sehingga diperoleh
mr(G—v)=>k—2
Atau
mr(G —v) =2 mr(G) — 2
sehingga

mr(G) —2 <mr(G —v)
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i) mr(G —v) <mr(G)
Mengurangi satu titik pada suatu graf sama halrgagdn mengurangi satu
baris dan satu kolom pada suatu matriks. Pada huldijelaskan bahwa
pengurangan titik pada suat graf, tidak dapat nk&aai rank pada matriks
tersebut, sehingga tidak mungkin
mr(G —v) > mr(G)
Sehingga diperoleh
mr(G —v) <mr(G)

Dari i) dan ii) maka diperoleh

mr(G) —2 <mr(G —v) <mr(G)
Lemma 2:
Untuk setiap field F dan graf G dengan order n, anakf(G) <
|[V(G)| — 1 (Chenette dan Droms, 2006:6).
Bukti:
Misalkan A adalah matrikadjacencydari G. Ubah entri diagonal dari A

dengan cara sebagai berikut misal

aij = — Apei

n
k=
k+

=

Untuk setiap entri diagonat;;, 1 <i <n. Kemudian dengan Operasi
Baris Elementer (OBE), minimal baris yang dapattkan adalahl, sehingga
mr(G) = n — 1. Jadi, maksimal baris yang dapat dinolkan adalahl, sehingga
mr(G) < n — 1. Sehingga diperolelmr(G) <n — 1. Maka dapat disimpulkan

bahwamrf(G) < |[V(G)| — 1 (Chenette dan Droms, 2006:7).
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Contoh:

G adalah graf lintasar®() dengam = 3, maka matriks adjacency d#@ adalah
0 1 0

A= [1 0 1]
0 1 0

Mengubah entri diagonal dengan cara yang disebygéda bukti lemma 2 di atas

yaitu sebagai berikut:

a;; = —(az; + asy)
=—(1+0)
=—1

azz = —(asz + as;)
=—(1+1)
=—2

ass = —(as3 + az3)
=—(0+1)
=—=1

sehingga

-1 1 0
A=11 -2 1 ]

0 1 -1
rank(4) = 2

Jadi memungkinkan memilikinr (P;) < 2.
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Teorema 1:
Jika B, adalah lintasan dengan n titik, maker(P,) = n — 1 (Fallat dan
Hogben, 2007:4).

Bukti:

Misal

Matriks Adjacency dari gral, adalah

v lof /o 0 O
1010 0 0
010 1 0 0

AB)=]0 0 1 0 0 0
00 0 0 0 1
00 0 0 10

Jika kolom pertama dan baris terakhir dihapus, nraké#riks tersebut menjadi
matriks segitiga bawah dan diagonalnya tidak adag yel.

Sehingga diperoleh

1.0 0 0 0
0” 18 %0 0 0
) 1 0 1 0 0
AB)=1y 1 ¢ 0 0
o 0 0 .. 0 1

Karena diagonalnya tidak nol, maka@gtB,)) # 0
Sehingga rand’(P,) =n—1

Berdasarkan Lemma 1 diperoletr(P,) > n—1
Berdasarkan Lemma 2 diperoletr(P,) <n—1

Sehingga diperolemr(P,) = n — 1 (Chenette dan Droms, 2006:7).
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Teorema 2:
Untuk graf G dengan order n makar(G) = diam(G) (Chenette dan
Droms, 2006:7).

Bukti:

Pilih titk u» dan v sedemikian hinggad(u,v) = diam (G). Buatlah
lintasan terdukungP; dimana d = diam (G) + 1. Berdasarkan teorema 1,
mr(P;) = d — 1, sehingganr(P;) = diam (G). Ingat menurut lemma 1 bahwa
penambahan titik pada graf G bukan patatidak dapat menurunkan rank
minimum dari G, sehinggeur(G) = mr(P; + v) = mr(P,;). Karenamr(Py) =

diam (G), makamr(G) = diam(G).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada Bab Il ini akan dibahas mengerank minimum dari grafpath
(P,), graf komplit &,), grafstar (S,), dan graf sikel @,)) yang disajikan dalam
suatu matriks simetri dengan unsur-unsur pigeld Z,. Dalam membahasank
minimum dari graplpath (P,) dan graf komplit ,,) dibatasi untuk nilan > 2.
Sedangkan dalam membahank minimum dari grafstar (S,,) dibatasi untuk

nilai n> 3, dan graf sikeld,) dibatasi untuk nilan > 3, dengam genap.

3.1Rank Minimum dari Graf Path (P,) padaField Z,
Berikut ini beberapaank minimum dari beberapa grafath (P,) yang
disajikan dalam bentuk matriks dengan unsur-unadafeld Z,.

a. GrafPathdengan 2 titik @;)

o o
Vi \'2

Gambar 3.1 GrafP,

Matriks adjacency dari grdf, adalah:

A= 0 1]

1o
Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajiklatam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pdidd Z, yang akan dicamank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

1) 4, = [(1’ (1)] crank (4;) = 2

43
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2) A, = i i ,rank (4,) = 1
3) A; = (1’ (1’ ,rank (As)= 2
4) A, = i (1)  rank (4,) = 2

Rank minimum dari grafP, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(S,?) adalah 1.

. GrafPathdengan 3 titik #3)

[ ® |
Vi V2 V3
Gambar 3.2 Graf P,

Matriks adjacency dari grdf; adalah:

A=11 0 1

" 0

010]

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkalam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

0 1 0]

1) A;=|1 0 1|,rank(44)=2
0 1 0.
(1 1 0]

2) A,=|1 0 1|,rank(4;)=3
0 1 0.
0 1 0]

3) A3=|1 1 1]|,rank(43)=2
0 1 0.
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0 1 O]

4) Ay=1|1 0 1f,rank(44) =3
0 1 1.
1 1 0]

5 As;=]|1 1 1|,rank(45)=3
0 1 Ol
1 1 0]

6) Ag =1 0 1|,rank(4¢) =3
0 1 11
0 1 0]

7) A;=11 1 1|,rank(4;)=3
0 1 11
1 1 0]

8) A4g=|1 1 1]|,rank(4g)=3
0 1 11

Rank minimum dari grafP; padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(S;?) adalah 2.

. Graf Pathdengan 4 titik ®4)

o o o ®
\Z Vv, Vs,

N

Gambar 3.3GrafP,

Matriks adjacency dari grdf, adalah:

cor o
OR OoOR
_ o R o
oORrR oo

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkmlam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:



0 1 0 0]
1010
DA=ly 101
0 0 1 0]
1 1 0 0]
1010
2 &2=10 1 0 1
0 0 1 0l
0 1 0 0]
1 1% Lo
I a0 11
0 0 1 0l
1 1 0 0
INF 1 0
Ada=1071 0 1
0 0 1 0]
Y (0 Wi
i b WX
) A5=15 1.0 1
0 0 1 1]
0 1 0 0]
1110
6) =1y 1 1 1
0 0 1 0l
1 1 0 0]
1110
N 47 =[ohdi 1 1
[0 04 1 L0
1 1 0 0]
Pl 1 0
8 ds=1lg 1 1 1
0 0 1 1]

Rank minimum dari

mr(S;?) adalah 3.

46

,rank(4,) =4

,rank (4;) =4

,rank (43) =4

,rank (44) =3

,rank (4s) =3

,rank (4¢) = 4

,rank (4,) =3

,rank (4g) =4

grafP, padafield Z, yang dinotasikan dengan



47

d. GrafPathdengan 5 titik Bs)

o ® ® ®
Vv, A Vs A

<@

Gambar 3.4 Graf P

Matriks adjacency dari grdfs adalah:

[0 1 0 0 0y
[1 0 1 0 O]
Aol 1.0 1%301
lo 0o 1 0 1|
[00010J

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkmlam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

0 1 0 0 O
1 01 00
1) A;=[0 1 0 1 o0l rank(4,)=4
Bl Ot 0 4
0 0 0 1 o
1 1 0 0 O
IO (0
2) A,=[0 1 0 1 o0frank(4;)=5
O F0 P 1
0 0 0 1 O
1 1 0 0 O
1 sl
3) A3=]0 1 0 1 0frank(43)=5
0 01 01
0 0 0 1 O
1 1 0 0 O
1 01 00
4) A,=10 1 0 1 O} rank(44) =5
0 01 01
0 0 0 1 1



5) As

6) Ag =

7 Ay =

8) Ag=

Rank minimum dari grafP; padafield Z, yang dinotasikan dengan
mr(S;?) adalah 4.

Dari hasil diatas, diperoleh nileank minimum dari graf?,, yang disajikan

dalam matriks simetri dengan unsur-unsur piaeld Z, yang dinotasikan dengan

—

COoOORR, OOCORR OCOORO OCOORER

CORRR OORRR CORRR

COR R

ORRRPRPRO ORRRO ORRRERO ORRRERO

=== OO RO R OO

im0 o

(Y e Y )

mr(S;?) yaitu dalam tabel berikut:

Tabel 3.1RankMinimum dari Graf PathR,)

,rank (4s) =5

,rank (4¢) =5

,rank (4;) =5

,rank (4Ag) =4

Graf Rank Minimum ( mr)
P, 1
P3 2
P, 3
Ps 4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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P, n—1dengam >2,neN

Berdasarkan tabel yang menunjukkan nitnk minimum dari grafP,,

padafield Z, maka dapat disimpulkan

Teorema 3.1:Jika5ii adalah matriks simetri dengan unsur-unsur gedd Z,
yang menggambarkan gradith makamr(S,f;) =n-—1.
Bukti:
Akan dibuktikanmr(S;?) = n — 1
Maka akan ditunjukkamr(S,2) < n — 1 danmr(S,?) = n — 1.
i) mr(S;?) <n—1
Bukti:

a) Untukn ganijil

Ambil
0 1 0 0 O 0 0 O
1 01 0 O 0 0 O
o — - 0 0 O
0 01 01 0 0 0
A=|0 0 0 1 O 0 0 O
0 0 0 01 0 0 O
0 0000 O 1 01
0 00O 0O O O 1 O

Dengan melakukan serangkaian operasi baris elensstiagai berikut:
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bs — by
bs — b3

b7 — bs

Dan seterusnya sampai barisrkdengam = 2m + 1

b2m+1 2 bZ(m—1)+1

Maka akan diperoleh matriks sebagai berikut:

0 1 0 0 O 0 0 0O
R El W WU 0 L0320
§ 80 i IFH N0 0 0 O
O aeil WG [N, 0 0 O
Ai=|10 0 0 1 O 0 0 O
ORmt YU g M 0 0 O
Nl o ) Tiam g
U 80 WUl 207 0 (gt Of (08
Dari matriks diatas diperoleh 1 baris nol, dapasindpulkan bahwa

rank (A;) = n — 1. Sehingga memungkinkan adamgak yang lebih kecil dari
n—1, makamr(Sﬁj) <n-1.
Jadi, terbukti bahwaur(S;2) < n — 1.

b) Untukn genap

Ambil
1100 0 0 0 0
10100 00 0
01010 00 0
001 0 1 00 0
4,=10 0 0 1 0 00 0
000 0 1 00 0
00000UO0T1G01
00000O0O0 1 1
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Dengan melakukan serangkaian operasi baris elensstiagai berikut:

- by—by

Dan seterusnya sampai barisrke 1 dan baris kex
- bn i bn—l

Maka akan diperoleh matriks sebagai berikut:

Py ORT 0 01
Ul OV GG 0 01
U L 9T 0 01
(0 L8 i S0 0 0 1
A,=10 0 0 0 1 0 01
0 00 0O 0 01
0 00O0O0OO0OO0OT1T1
0 000 O0O O OO0 O

Dari matriks diatas diperolen 1 baris nol, dapasindpulkan bahwa

rank (A,) = n — 1. Sehingga memungkinkan adamgak yang lebih kecil dari
n — 1, makamr(Sp?) <n —1.
Jadi, terbukti bahwaur(S,2) < n — 1.

Maka untuk setiap terbukti bahwanr(s,2) <n -1
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i) mr(Sp)zn-1

Bukti:

Menurut teorema yang menyatakan bahwa(G) > diam (G), maka
mr(Sfj) > diam(B,).

Selanjutnya akan dicadiiam(P,) sebagai berikut:

Perhatikan Grap,

® @ o o ® o
Vl V2 V3 V4 Vn—l

<

Gambar 3.5GrafPath (B,)

Pada GraP,, maka diperoleh bahwa
ewp)=n—1e(w,) =n—2,e(vs) =n—3,e(v,) =n—4,
e(v,_1) =n—-2,e(v,)=n—-1

Sehingga diperoletliam(B,) = n — 1.

Maka

mr(Sfrf) > diam(B,)

>n—1
Jadi, terbukti bahwanr(S;2) > n — 1.

Karena terbukti bahwanr(S;2) <n—1 danmr(S;2) =>n—1, maka

mr(Sﬁj) =n-—1L
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3.2Rank Minimum dari Graf Komplit ( K},)
Berikut ini beberapaank minimum dari beberapa graf komplK,() yang
disajikan dalam bentuk matriks dengan unsur-unadafield Z,.

a. Graf Komplit dengan 2 titikK;)

o o
Vi \'2

Gambar 3.6 GrafK,

Matriks adjacency dari gradf, adalah:

A:[O 1]

1 a6

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkalam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank
minimumnya, yaitu sebagai berikut:

[0

1) 4= é crank (4;) = 2
2) A, = } } srank (4;) = 1
3) Ay = ‘1) ‘i  rank (43) = 2
4) A, = i (1)  rank (4,) = 2

Rank minimum dari grafK, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Sy?) adalah 1.
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b. Graf Komplit dengan 3 titikK3)

Vs

\"/ V,

Gambar 3.7 GrafK;

Matriks adjacency dari grdf; adalah:

A=(1 0 1

i 317 40

011]

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkelam beberapa

matriks simetri dengan unsur-unsur pdaéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

[0
l) A1 = 1
11
[1
2) AZ =1
11
[1
3) A3 =11
11
[1
4) A4 =11
11
[0
5) A5 =1
11
1
6) A6 = 1
11

1
0
1

(SR N S G = T\

_ O

_ O

=

S = =

S N3

el el

,rank (4;) =3

,rank (4,) =3

,rank (43) =2

,rank(4,) =1

,rank (4s) = 3

,rank (4¢) =2
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[0 1 O]

7) A;=|1 1 1f,rank(4;)=3
1 1 O
[0 1 1]

8) 4g=1|1 1 1|,rank(4g)=2
1 1 1l

Rank minimum dari grafK; padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Sg?) adalah 1.

c. Graf komplit dengan 4 titiki{,)

V., \VA

Vi \'

Gambar 3.8GrafK,

Matriks adjacency dari grdf, adalah:

[N )
= O
O R
O R R

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkmlam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

1) A= ,rank (4,) =4

(NN =)
R RO R

1
1
1
0

_ O
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(1 1 1 1]
1 011 —
2) A, = 110 1 ,rank (4;) = 4
1 1 1 Ol
1 1 1 1]
111 1 -
3) A3 = 110 1 ,rank (43) =3
| 167 | _m )]
(1 1 1 1]
1 J"51 k- Y i
4) Ay = L ,rank (44) = 2
[Tl 1 pol
[1 A 1]
5) ds=|1 1 1 M rank4s)=1
1 1 1 1l
NI I 1l
6) Ag = i (1’ (1) },rank(A6)=3
NN ] )
[l ¢l L
| W L
7 A; = D il ,rank (4;) =3
1 1 1 Ol
[0 1 1 1]
8) Ag = i i i i , rank (4g) = 2
1 S 10

Rank minimum dari grafK, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Sy?) adalah 1.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



57

d. Graf Komplit dengan 5 titikKs)

V.

Vs Vs

Vi \'2

Gambar 3.9 GrafKs

Matriks adjacency dari grdfs adalah:

e . ———————
(SR )
[ e
[ e T = Y Y
RO R R R

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkmlam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank
minimumnya, yaitu sebagai berikut:

[0

1) A, = ,rank(4;) =5

RN N

NN
N = J S
_ O R
OR R R R

2) A, = ,rank (4,) =5

[UNFUN NN
NN R
[N Y SN
[ Y SR UGN
ORRRLR

3) A3 = ,rank (43) = 4

(LN N
(NN NN
[N Y SN
(N Y SN EINEN
ORI R
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4) A, = ,rank (44) =3

[UNFUN NN
[N N NN
(NN NN
[ Y SR UGN
ORRRR

5) As = ,rank (4s) = 2

LN N
(NN
NN
NN N
OR R R R

6) Ag = ,rank (4¢) = 1

[URNFENN N
N
ey [ [ [
NN
(U N

7) Ay = ,rank (4,) =2

(LN IR ¢
NN
_ RO
R N
(N N

8) Ag = ,rank (4g) = 4

(LN NI
(e IR
Rm O R
_hO R R
(SN N

Rank minimum dari grafKs; padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Sy?) adalah 1.

Dari hasil diatas, diperoleh nilaiank minimum dari grafK, yang

disajikan dalam matriks simetri dengan unsur-ungada field Z, yang

dinotasikan dengamr(S,fjl) yaitu dalam tabel berikut:
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Tabel 3.2RankMinimum dari Graf Komplit(K},)

Graf Rank Minimum (mr)
K, 1
K3 1
K, 1
K- 0
K, 1

Berdasarkan tabel yang menunjukkan nink minimum dari grafK,

padafield Z, maka dapat disimpulkan

Teorema 3.2:Jika5i§1 adalah matriks simetri dengan unsur-unsur padd Zig
yang menggambarkan grgéith makamr(Sffl) = 1.
Bukti:
Akan dibuktikanmr(Sg2) = 1
Maka akan ditunjukkamr (Sg*) < 1 danmr(S2) = 1.
i) mr (S,ézl) <1

Ambil
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o~

Jan

[
RN NN N
R R R R e
R R R R e
NN T
(SN
R Rkl

Py, - 1]
Dengan melakukan serangkaian operasi baris elenssiiagai berikut:
b, — by
b3 — by

by — by

Dan seterusnya sampai barisrke
bn b bl

Maka akan diperoleh matrik sebagai berikut:

o~

[ay

[l
o000 OoR
co0cooR
oo OoR
B Sx=fo =
cococorR
cocooR

0000 0 - o
Dari matriks diatas diperoleh — 1 baris nol, dapat disimpulkan bahwa
rank (A;) = 1. Sehingga memungkinkan adangak yang lebih kecil dari,

makamr(Sg2) < 1.

Jadi, terbukti bahwanr(Sg2) < 1.

i) mr(Se) =1

Bukti:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Menurut teorema yang menyatakan bahwa(G) > diam (G), maka
mr(Sg2) = diam(K,).
Selanjutnya akan dicadiiam(K,) sebagai berikut:

Perhatikan Grak,

\'2

Vl V n

Gambar 3.10Graf Komplit (K;,)

Pada Grak,,, maka diperoleh bahwa
8(171) = 1,8(172) R 1,8(173) = 1,8(174) = 1,8(175) = 1,€(Un) =1
Sehingga diperoletiiam(K,,) = 1.

Maka
mr(S,ffl) > diam(K,)
>1
Jadi, terbukti bahwaur(Sg?) = 1.
Karena terbukti bahwar(Sg2) < 1 danmr(Sg2) = 1,

Makamr(S,ffl) =1.
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3.3Rank Minimum dari Graf Star (S,,) padaField Z,
Berikut ini beberapaank minimum dari beberapa gratar (S,) yang
disajikan dalam bentuk matriks dengan unsur-unadafield Z,.

a. GrafStardengan 4 titik§3)

V,

Vi

Vs \'Z

Gambar 3.11GrafS;

Matriks adjacency dari graf;, adalah:

[ ]
o OoR
o OoR
OO R

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajiklatam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pdedd Z, yang akan dicarmrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

1) A = ,rank (4,) =2

_ R o
coom
coo R
cocomr

2) A, = ,rank (4,) =2

U
coomR
cCoOo R
cooH

3) A; = ,rank (43)=3

(SN
cCOoOR R
cCoO R
cooH
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4) A, = ,rank (4,) =4

(SN
corR Rk
Ok OR
cocoH

5) As = ,rank (45) = 4

U
O O R -

S RO
Ib—*OO)—‘I

6) A = ,rank (4¢) =3

(SN
O O O
coom
I}—‘OO>—‘I

(NN )

7) A, ,rank (4;) =4

SO R =
O = O =
cocon

8) Ag = ,rank (Ag) =3

(N )
OO O
coom
_ o O M

Rank minimum dari grafS; padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Ss?) adalah 2.

b. GrafStardengan 5 titik §4)

Vs @ @ o\

Gambar 3.12GrafS,

Matriks adjacency dari graf, adalah:
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1

oS

I
—_—

=
SO OO
SO OO
SO OO

1
0
0
0
0

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajiklkedlam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pdaéd Z, yang akan dicarrank
minimumnya, yaitu sebagai berikut:

1) ,rank (4;) =2

o~

ey

|
R
OO O O K
(@) (=) (@) (=) [
coocom
coocor

2) A, = ,rank (4,) =2

[LINFENEN NN
cocoocom
(@) (O ) @
cocoocom
coocom

3) A3 = ,rank (4;) =3

(LN
cCooR R
OO OO
coocom
cooc o R

4) ,rank (4,) =4

e

=

[l
[N NN
cooR R
cCoO RO R
cocoocom
cocooco R

5) ,rank (4s) =5

o~

w1

|
[N
cCoo R R
oORrR OO R
coocor

6) Ag ,rank (4¢) =5

Il
[LNRFINIIN N
cooR R
OO R O K OO R O K
oOR oo R
RO ooRr
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7 A, = ,rank (4,) =3

[LINENIN NN
coocom
OO OO -
coocom
N R =R =

8) Ag = ,rank (4g) =3

L
coocomrm
cooco R
coocom
N =R =

Rank minimum dari grafS, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Ss?) adalah 2.

c. GrafStardengan 6 titik §s)

V,

\'A
V: @ ®\V:

\

\

Ve oy,

Gambar 3.13Graf S

Matriks adjacency dari gr&k adalah:

R R RO
cocoococor
O OO OO -
O O O OO -
cocoococor
coocoor

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajiklkedam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pdidd Z, yang akan dicarmrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:
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I [N ™ < o) ©

I I Il Il 1l I

—~ ~ ~ ~ —~ —~

— o o™ < mn O

NS NS NS NS NS NS

~ x X~ X~ ~ ~

c = c = = c

© © © (4] ® ©

S - S — S S
~— 00000 HOOOOO HOOOOO HOOOOO HOOOOO HOoOOOOO
00000 HOOOOO HOOOOO HOOOOO HOOOOO HOOOHO
100000 HOOOOO HOOOOO HOOOOO HOOHOO HOOHAOO
00000 HOOOOO HOOOOO HOHOOO HOoOHOOO HoHoOoO
00000 HOOOOO HHOOOO HHOOOO HHOOOO HHOOOO

Il Il Il Il Il Il

— o o <+ n O

< < < < < <

V) ) —~ —~ —~ —~~

- N ™ < 19) ©
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1 1 1 1 1 17
1 1.0 0 0 O
1 01 0 0 O
7 A, = 10010 0 ,rank (4,) =6
1 0 0 0 1 O
1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 17
1 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
8) Ag = 1000 0 of rank (4g) = 3
1 0 0 0 0 O
.1 0 0 0 0 1

Rank minimum dari grafSs; padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(Ss?) adalah 2.

d. GrafPathdengan 7 titik §s)

Vs V.

Vi
Vs [ Qo \V:

\' V,
Gambar 3.14GrafS,
Matriks adjacency dari gra, adalah:

0

cocoocoocor
coocoocor
coocoocor
cocoocoocor
cocoocoocor
cCoocooor

(LN N
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Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkmlam beberapa

matriks simetri dengan unsur-unsur pdidéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

o o\ ™ < Ty}

11 1 1 11 11

—~ —~ —~ —~ —~

i [9\} oM < mn

= B = 3 NS

X~ X X X X

c = = c c

© © © © ©

|- - - |- -
fT OO0 HOOOOOO HOOOOOO HOOOOOO HOOOOOO
1000000 HOOOOOO HOOOOOO HOoOOoOOoOOoOOoOo Hoooooo
1000000 HOOOOOO HOOOOOO HOOOOOCO HoOOoOOoOOoOOO
1000000 HOOOOOO HOOOOOO HOOOOOCO HooOHO OO
1000000 HOOOOOO HOOOOOO HoOoO-HOoOOoOOoOO HoHoooOo
1000000 HOOOOOO HHOOOOO HHOOOOCO HHOOOOO

[l Il Il [l Il

! (9] (421 < mn

<< <X << G <<

—~~ —~~ ) —~ —~

- N ™ < 17
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1 1 1 1 1 1 17
1 1.0 0 0 0 O
1 01 0 0 0 O
6) Ag=I11 0 0 1 0 0 Ol rank(4)=6
1 0 0 01 0 O
1 0 0 00 0O
L1 0 0 0 0 0 o
Pl A1 T
© 1 00,0 D0
1 0130+, 0 DN.D
7) A, =11 0 0 1 0 0 ol rank(4,)=7
0 OO PNV L 0
1 0 0 0 0 1 0
L1 0 0 0 0 0 O
ploal LAl Wl Wilg Bl
I “URFOR Ul O O
0 B0k T 04 U OB ()
8 A43=1|1 0 0 1 0 0 Ofrank(4g)=7
N 167400 O 15 (0
N ROREEI0. " (BN 1)
L] 0 OfF I OR0" 41

Rank minimum dari grafS, padafield Z, yang dinotasikan dengan
mr(Ss?) adalah 2.

Dari hasil diatas, diperoleh nileank minimum dari grafS,, yang disajikan

dalam matriks simetri dengan unsur-unsur piaeld Z, yang dinotasikan dengan
mr(Ss?) yaitu dalam tabel berikut:

Tabel 3.3RankMinimum dari GrafStar(S,,)

Graf Rank Minimum ( mr)

S5 2
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Ss 2
Se 2
S 2dengam = 3,ne N

Berdasarkan tabel yang menunjukkan nimk minimum dari grafS,

padafield Z, maka dapat disimpulkan

Teorema 3.3:JikaS§j adalah matriks simetri dengan unsur-unsur dedd Z,
yang menggambarkan grstar, makamr(Sfrf) = 2.
Bukti:
Akan dibuktikanmr(Sg2) = 2
Maka akan ditunjukkamr(S?) < 2 danmr(S?) = 2.
i)y mr(sg?) <2

Ambil

[P SN
PO 000 O R
e O OO O O
PO 000 OR
PO 00 OR
O OO OO K
OO0 O R

‘1 0 0 0 0 0 - O

Dengan melakukan serangkaian operasi baris elensstiagai berikut:
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bn - bn—l
bn—l - bn—2
bn—Z - bn—3

Dan seterusnya sampai bariske
b3 = b,

Maka akan diperoleh matriks sebagai berikut:

X

i

Il
co0cOoOo RO
o000 O R
Cco0cocoOoR
co0cocoOoR
Cco0cocoOoOR
o000 Oo R
coococor

Y dllolY gl OV B
Dari matriks diatas diperoleh 2 baris tak nol, dagigimpulkan bahwa
rank (A;) = 2. Sehingga memungkinkan adanygak yang lebih kecil darg,

makamr(Ss?) < 2.

Jadi, terbukti bahwanr(S;?) < 2.

iv) mr(SSZTf) o

Bukti:

Menurut teorema yang menyatakan bahwea(G) > diam (G), maka
mr(Ss?) = diam(Sy).

Selanjutnya akan dicadiiam(S,,) sebagai berikut:

Perhatikan Gra$,,
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Vs V.

Ve ® L AV

@
V, V,

Gambar 3.15Graf Star (S,,)

Pada Graf,,, maka diperoleh bahwa
e(vy) =2,e(v,) =2,e(v3) =2,e(vy) =2,e(vs) =2,e(vg) =2,e(v,) =2
Sehingga diperoletiiam(S,,) = 2.

Maka
mr(SSZ;) > diam(Sy)
> 2
Jadi, terbukti bahwaur(S5?) = 2.
Karena terbukti bahwar(Ss2) < 2 danmr(Sg?) = 2,

Makamr(Sg?) = 2.
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3.4Rank Minimum dari Graf Sikel ( C;,)
Berikut ini beberapaank minimum dari beberapa graf sikefl,) yang
disajikan dalam bentuk matriks dengan unsur-unadafield Z,.

a. Graf sikel dengan 4 titik,)

Gambar 3.16GrafC,

Matriks adjacency dari grdf, adalah:

R O R O
O R O R
R O R O
o R O R

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikklam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pdaéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

[0 1 0 1]

1 01 0
1) A= 010 1 ,rank (44) =2

(1 0 1 O]

[1 1 0 1]

1 010 -
2) A, = 010 1 ,rank (4;) =3

1 0 1 O]

[0 1 0 1]

1 010 -
3) A3 = 01 1 1 ,rank (43) =3

1 0 1 O]
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1 1 0 1]
1 110 _
4) Ay = 01 0 1 ,rank (4,) =4
1 0 1 0.
1 1 0 17
1 010 o
5) As = 110 1 ,rank (Az) =3
1 0 1 1)
1 1 0 1]
1 1 10 .4
6) Ag = o~ 3 ,rank (4¢) =4
1 0 1 0.
fakoa @ I
61 R ()
7 A; = 010 1 ,rank (4;) =4
1 0 1 1.
[1 1 0 1]
N T ()
8) Ag = il B ,rank (4g) = 4
1 0 1 1.

Rank minimum dari grafC, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(S;?) adalah 2.

b. Graf sikel dengan 6 titik()

Ve

Vi Vs

V.
Vs

Gambar 3.17GrafCg
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Matriks adjacency dari grdf; adalah:

0 1 0 0 0 1y

1 01 0 0 O

0101 0O

0 01 0 10

0 0 01 01

1 0 0 0 1 0O

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkalam beberapa

matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

=6

, rank (4,)

e ——

— O OO O
O OO = O
E SRR &
O = O OO
— OO OO

O = O OO
ey

=6

, rank (4,)

=6

, rank (453)

=6

,rank (4,4)

=6

,rank (4s)

—o0 0O O
cCoOo —HO
co-oO O
o-HOoO OO
—“—o-ooo

O OO

—o 0O o
cCoo —HO
co—-o Ao
o-HoO OO
—AH Ao oo

O OO

= =)
CoOo O
co-HoOoHO
OHH-HO O
R =R =)

—HHO OO

=)
cCoo—HO
cCor—HAHAO
O-HH-HO O
—AHHOo oo

—_ O OO

~
<
~~
AN

3) Az =

4) A,

5) As
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6) A¢ = ,rank (4¢) =5

RO OO R M
COoOOR Rk
N ==
oORroooR

7) A; = ,rank (4,) =4

RO O OR R
COoOOR R Rm
N e =R =)
RO OO R

8) Ag = ,rank (Ag) =6

CORRPRPO OOCORRPRRO OOCORRRO
OCRPrRPRROO ORRPRRPROO ORRROO

=Nl =)
COoOOR R M
N e ==
oORroocoR

Rank minimum dari grafC, padafield Z, yang dinotasikan dengan

mr(S;?) adalah 4.

c. Graf sikel dengan 8 titikdg)

Ve
Vi Vs
v, ® Vo
\ //
Vs\.\Q/./ Vs
V.

Gambar 3.18Graf Cq

Matriks adjacency dari grdf; adalah:
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0 1 0 0 0 0 0 1

101 0 0 0 0 O
0101 0 00O

0 01 01 0 0O

0001 0100

0 0001010

0 000 0 101

1 0 0 0 0 0 1 O

A=

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajildedlam beberapa

matriks simetri dengan unsur-unsur pdigdd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:

=6

,rank (4,)

=7

,rank (4;)

=8

, rank (4z)

—ococococo o
coococo—Ho -
cooco—-o-Ho
coo—-o—HOoO
co-o—-ooo
o-Ho—-oocoo
—“—o—Hooo OO

OC—HOOO OO

—“—occococo—o
cococooco—HO
cococo—o—o
coo-Ho-HoOO
co-Ho—wooo
oc-o-Hoooo
=== R=R==)

"HOO OO O

—“—oococo0co—O
coocoocoHO
cCooco—-oOo—HO
cocoo—-Ho-HoO
co-Ho—-oOoO
oOoHo—-HoOoOOO
——H—HOooooo

HHO OO OO

1) A =

2) Ay =

3) A3=
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=8

,rank (4,)

=8

, rank (4s)

=8

, rank (4¢)

=8

, rank (4,)

=8

, rank (4g)

—“—o000c0oCO—O
cococo—o -
coco-HOAHO
coo-OoO—OoO
co-Ho-HOOO
OO OO
Y =R =R =R=)

HHO OO OO

— o000 OoHO
cococo-o-
cooco-HOoOHO
coo-o-oo
co-H—H—HOoOOO
O---oooo
L= ol Sl (@) (o) (@) (@) (&)

—HO O OO O

—“— 00000 —HO
cocococo—o o
cooco-HoOoHO
coo-H—H—HOO
cCoH—H—HO OO
O---oOo oo
O OO OO

—HH O O OO O A

— o000 OoHO
cCoococo - -
cooco—H—HAHO
coo---HOO
co-H—H—HOoO OO
O---oooo
“———ococooo

O O OO O A

o000 O -
OO0 —H
COoOO0O0OHHAHO
COoOO0OHA—HO O
coHHAO OO
O—"—H—HOoOOoOOO
—“—HHOoOOOOoO

OO0 00O

4) Ay

5) As =

6) As

7) A;

e
<
—~
[o0)

Rank minimum dari grafCg padafield Z, yang dinotasikan dengan

) adalah 6.

mr(S CZ:



79

d. Graf sikel dengan 10 titikC(,)

Vl

V //.\\\
. VlO

V3 V9

\Y

4

V8
Ve V7
V6
Gambar 3.19GrafC,,
Matriks adjacency dari grdf;, adalah:

UL P ORPUIE (Do UN [(GRNUENNIY
0" Al §l Oh %0 SiDe(1N SNNGENG
0101 0 0O0O0O0TO
DRSO O A0 S0 SRURS0)

A= D S0 0401 0 TR0
0 0001 01000
00 0 0 0 JdnbSsL 0 0
R0 0F T 0 1 0
=0 %0 9=0" 0 0 1 041
1 0 0 00O OO 0 1 o

Dari matriks adjacency tersebut, kemudian disajikkalam beberapa
matriks simetri dengan unsur-unsur pddéd Z, yang akan dicarrank

minimumnya, yaitu sebagai berikut:
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,rank (4,) =10

,rank (4;) = 10

,rank (43) = 10

=9

,rank (44)

o000 OOHO
coocococoo —HOo -
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OCHOOOO O OO A

0000 COO HO
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O-H—-H-HoOoOooOoOo
——H—Hooocoooo

HHO OO0 OO OO

—“—o0O00CcO0COCOoOHO
coococococo-HO -
coocococo-HOoO—HO
cocoococow-o-OoO
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coo-H--OoOOoOOO
codH—"oocooo
O-"—H-HoooooOo
—“—HHoococococoo

" —Hoooco0ooO
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<
—~
i

2) AZZ

o
<
—
o™

I

-
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=8

,rank (As)

,rank (4¢) = 10

,rank (4;) = 10

,rank (4g) = 10

o000 OOHO
coocococoo —HOo -
cCoococoo—o—HO
cococo-Ho—oo
cCcoocoHAHAHO OO
coo-HHOOOO
cCoHHHOOO OO
OC-H-H-HOOO OO O
oo OoOoOoOoO

—HHO OO OO OO

0000 COO HO
coococococo-HoO -
CoococoOoO——H—HAO
cococo--H-HOO
cCoocOoOHHHAO OO
coo--HHOOOO
co-—HHoOoOoOoOoOo
O---oooooOo
"o occoocoo

—HHO OO OO OO

—O0O000COCOO O
cCoococooO
CoococoOo—H—AHO
coococo--HHOO
cCcoocorHHHAO OO
coo--HHOOOO
co-"—HHOoOOoOoOo O
O-H—-H-HoOoOooOoOo
——H—Hooocoooo

O OO OO OO A

OO0 O
o000 — —H -
o000 OHAHHOD
o000 -H-OO
cCoocoOo-HH-HOOO
coo—"H-HOoOOOO
o —H—HoOoOoOoOoO
O-H—H-HOOOoOOO
ek al=E=E==E=E=k=)

" —Hoooco0ooO

5) As =

©
T
o)
(o)

o~
<
—
~

jee]
)
~~
[ee}

Rank minimum dari grafC,, padafield Z, yang dinotasikan dengan

) adalah 8.

Z3
C1o0

mr(S,
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Dari hasil diatas, diperoleh nileank minimum dari grafC,, yang disajikan

dalam matriks simetri dengan unsur-unsur pieeld Z, yang dinotasikan dengan
mr(S2?) yaitu dalam tabel berikut:

Tabel 3.4RankMinimum dari Graf Sikel (,,)

Graf Rank Minimum ( mr)
C, 2
Ce 4
Cg 6
C1o 8
Cn n — 2 dengam > 3, n genap

Berdasarkan tabel yang menunjukkan nrank minimum dari grafC,

padafield Z, maka dapat disimpulkan

Konjektur 3.1 : Jikan;f1 adalah matriks simetri dengan unsur-unsur padih Zie

yang menggambarkan graf sikel gemag 3, makamr(SCZ;) =n-—2.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan mengeaak minimum dari matriks simetri
dengan unsur-unsur pafield Z, dari grafpath (P,), graf komplit ), grafstar

(S,), dan graf sike{C,), maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

a. TeoremaRankminimum dari grapath (P,) padafield Z, adalarvnr(sfj) =

n —1dengam > 2 dann € N.

b. Teorema: Rank minimum dari graf komplit K,,) padafield Z, adalah
mr(Sg?) = 1 dengam > 2 dann € N.
c. TeoremaRankminimum dari grastar (S,) padafield Z, adalamnr(S_f;) =

2 dengam > 3 dann € N.

d. Konjektur: Rank minimum dari graf sikel ,) pada field Z, adalah

mr(Sz2) =n — 2 dengam = 3,n € N, dann genap.

4.2 Saran

1. Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan padelpdahasan masalah
menentukamank minimum dari grafpath graf komplit, graf sikel, dan graf
star padafield Z,. Oleh karena itu, untuk penelitian selanjutnyanye

menyarankan kepada pembaca untuk mengkaji masatdminimum dari

83
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graf lainnya, atau mengkaji masalamk minimum dari suatu graf padild
Zy, p > 2 danp prima.

. Pada skripsi ini, pokok bahasan mengeaak minimum dari graf sikel pada
field Z, hanya berupa konjektur atau dugaan sementara. Kaema itu,
untuk penelitian selanjutnya, penulis menyarankapakia pembaca agar

melanjutkan penelitian hingga sampai menghasilkatusteorema.
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