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ABSTRAK 

 

Kamila, Siti Nur. 2024. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari Grup Bilangan 

Bulat Modulo 𝒎. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (I) Muhammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

Kata Kunci: Pelabelan 𝐿(2, 1), Graf Koprima, Grup Bilangan Bulat Modulo 𝑚. 

 

Grup adalah himpunan takkosong yang dilengkapi dengan operasi biner dan 

memenuhi syarat-syarat tertentu. Salah satu contoh grup yaitu grup bilangan bulat modulo 

𝑚. Graf koprima dari grup 𝐺 adalah graf yang simpulnya merupakan elemen di 𝐺 dan dua 

simpul 𝑥, 𝑦 di 𝐺 yang berbeda terhubung langsung jika dan hanya jika faktor persekutuan 

terbesar (𝐹𝑃𝐵) dari orde 𝑥 dan 𝑦 relatif prima. Pelabelan 𝐿(2, 1) memiliki aplikasi penting 

dalam jaringan telekomunikasi nirkabel, di mana terdapat keterbatasan frekuensi radio 

yang tersedia dan transmitter yang berdekatan tidak dapat menggunakan frekuensi yang 

sama. Untuk mengatasi masalah ini, penetapan frekuensi dilakukan menggunakan konsep 

pelabelan, di mana transmitter disimbolkan sebagai simpul yang dihubungkan oleh sisi-

sisi. Pelabelan 𝐿(2, 1) adalah teknik pelabelan graf yang memberikan label bilangan bulat 

non-negatif pada simpul-simpul graf dengan aturan bahwa dua simpul yang terhubung 

langsung harus memiliki selisih label minimal dua, dan dua simpul yang berjarak dua harus 

memiliki selisih label minimal satu. Tujuan penelitian ini adalah mengetahui rumus umum 

pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf koprima dari grup bilangan bulat modulo 𝑚 dan rumus umum 

nilai minimal label terbesar dari pelabelan 𝐿(2, 1) tersebut. Tahapan yang dilakukan dalam 

penelitian ini adalah menentukan bentuk graf koprima dari grup bilangan bulat modulo 𝑚. 

Kemudian melabeli setiap simpul dengan aturan pelabelan 𝐿(2, 1). Dari hasil penelitian ini 

dapat disimpulkan bahwa graf koprima dari grup bilangan bulat modulo 𝑚 mempunyai 

pelabelan 𝐿(2, 1) dengan 𝜆2,1( Γℤ𝑚
) = 2𝑝2. 
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ABSTRACT 

 
Kamila, Siti Nur. 2024. 𝑳(𝟐, 𝟏) Labeling on the Coprime Graph of the Integer Group 

Modulo 𝒎. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and 

Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim, Malang. Advisor: 

(I) Muhammad Nafie Jauhari, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

Keywords: 𝐿(2, 1) Labeling, Coprime Graph, Integer Group Modulo 𝑚. 

 

Groups are nonempty sets equipped with binary operations and fulfill certain 

conditions. One example of a group is the group of integers modulo 𝑚. A coprime graph 

of a group 𝐺 is a graph whose vertices are elements in 𝐺 and any two vertices 𝑥, 𝑦 in 𝐺 are 

directly connected if and only if the greatest common factor (𝐺𝐶𝐷) of the orders x and y 

are relatively prime. 𝐿(2, 1) labeling has important applications in wireless 

telecommunication networks, where there are limited radio frequencies available and 

adjacent transmitters cannot use the same frequency. To overcome this problem, frequency 

assignment is done using the concept of labeling, where transmitters are symbolized as 

vertices connected by edges. 𝐿(2, 1) labeling is a graph labeling technique that assigns non-

negative integer labels to graph vertices with the rule that two directly connected vertices 

must have a minimum label difference of two, and two vertices that are two apart must 

have a minimum label difference of one. The purpose of this research is to find out the 

general formula for the 𝐿(2, 1) labeling on the coprime graph of the group of integers 

modulo 𝑚 and the general formula for the minimum value of the largest label of the 𝐿(2, 1) 

labeling. The steps taken in this research are to determine the coprime graph form of the 

group of integers modulo 𝑚. Then label each vertex with a non-negative label. Then label 

each vertex with 𝐿(2, 1) labeling rule. From the result of this research, it can be concluded 

that the coprime graph of integer group modulo 𝑚 has a 𝐿(2, 1) labeling 

with 𝜆2,1 (Γℤ
2𝑝2 ) = 2𝑝2. 
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 مستخلص البحث 

نور.   العلامات      .٢٠٢٤كاميلا، ستي  ,𝑳(𝟐وضع  البيانية   (𝟏 الرسوم  الأعداد    Coprime  على  لمجموعات 
مولانا مالك   .أطروحة. قسم الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، الجامعة الحكومية  Modulo 𝒎.الصحيحة  

 الماجستير.( إرنا هيراواتي، 2( محمد نافع جوهري، الماجستير.) 1إبراهيم مالانج المشرفون: )

,𝐿(2وضع العلامات   الكلمات الرئيسية:  Modulo، مجموعة الأعداد الصحيحة Coprime، الرسم البياني  (1
𝑚. 

الأمثلة   ىحدمن إالمجموعة عبارة عن مجموعة غير فارغة مجهزة بعمليات ثنائية وتفي بشروط معينة.   
بياني  الهو رسم    𝐺. الرسم البياني الرئيسي للمجموعة  modulo 𝑚على المجموعة هو مجموعة الأعداد الصحيحة  

,𝑥ورأسان مختلفان    𝐺عناصر في  العبارة عن  ال  الذي يكون رؤوس 𝑦    فيG   مرتبطان مباشرة إذا وفقط إذا كان
,𝐿(2أولياً نسبياً. إن وضع العلامات    𝑦و  𝑥من الرتبة    (𝐹𝑃𝐵)العامل المشترك الأكبر  له تطبيقات مهمة    (1

في شبكات الاتصالات اللاسلكية، حيث تتوفر ترددات راديو محدودة ولا يمكن لأجهزة الإرسال المجاورة استخدام  
نفس التردد. للتغلب على هذه المشكلة، يتم تنفيذ تخصيص التردد باستخدام مفهوم التسمية، حيث يتم ترميز أجهزة  

أنها عقد متصلة بحواف. و  ,𝐿(2ضع العلامات  الإرسال على  تقنية لوضع علامات على الرسم    (1 عبارة عن 
قوم بتعيين تسميات أعداد صحيحة غير سالبة لرؤوس الرسم البياني مع القاعدة التي تنص على أن القمتين يالبياني  

المتصلتين بشكل مباشر يجب أن يكون لهما اختلاف في التسمية لا يقل عن اثنين، ويجب أن يكون للرأسين اللذين  
التسمية. الهد الفرق  بينهما مسافة مسافتين الحد الأدنى من  العامة يفصل  ف من هذا البحث هو معرفة الصيغة 

,𝐿(2للتسمية   والصيغة العامة    modulo 𝑚على الرسوم البيانية الرئيسية لمجموعات الأعداد الصحيحة    (1
,𝐿(2قيمة للتسمية الأكبر من التسمية  اللأدنى   . المراحل التي تم تنفيذها في هذا البحث هي تحديد شكل    (1

. ثم قم بتسمية كل عقدة باستخدام  modulo 𝑚لمجموعة من الأعداد الصحيحة    coprimeالرسم البياني  
,𝐿(2قاعدة التسمية   لمجموعة الأعداد   coprime. من نتائج هذا البحث يمكن استنتاج أن الرسم البياني  (1

,𝐿(2 يملك modulo 𝑚الصحيحة  . بـ(1 𝜆2,1 (Γℤ2𝑝2 ) = 2𝑝2 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika merupakan abstraksi dari dunia nyata yang ditulis dengan 

bahasa simbolik dan topik-topik yang dibahas tersusun dengan rapi (Abdusysyakir, 

2007). Saat ini cabang-cabang ilmu matematika semakin banyak dan terus 

berkembang, salah satunya adalah teori graf. Dalam beberapa tahun terakhir, teori 

graf sangat intensif dalam pengembangannya sehingga banyak dilakukan penelitian 

dan ribuan artikel telah diterbitkan (Suryadi & Priatna, 2005). 

Graf merupakan subjek bahasan yang sudah tua usianya namun memiliki 

keunikan yang terletak pada kesederhanaan bahasa yang dipelajari. Graf 𝐺 

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong dan berhingga 𝑉 dari objek-objek yang 

disebut simpul dan anggota dari 𝐸 ⊆  {{𝑢, 𝑣} | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ≠ 𝑣} disebut sisi 

(Chartrand dkk., 2010). 

Teori graf memiliki banyak manfaat dan dapat diterapkan untuk 

menyelesaikan permasalahan kehidupan sehari-hari seperti pada masalah jembatan 

Konigsberg. Selain itu, teori graf juga dapat diaplikasikan dalam pengaturan lampu 

lalu lintas, menentukan jadwal ujian, pembuatan peta dan pencarian rute di GPS, 

menganalisis pola interaksi dalam jaringan sosial, dan mencari rute terpendek.  

Teori graf juga dapat diaplikasikan pada berbagai disiplin ilmu seperti 

biologi, ekonomi, linguistik, teknik informatika, ilmu sosial, ilmu komputer, dan 

kesehatan (Abdussakir dkk., 2009). Selain itu, teori graf dapat diterapkan pada 
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cabang matematika di antaranya  matematika diskrit dan aljabar abstrak, seperti 

membangun graf dari grup. 

Grup merupakan struktur aljabar yang mendasar dan memiliki banyak 

aplikasi dalam matematika. Grup adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan operasi biner dan memenuhi syarat-syarat tertentu. Salah satu contoh grup 

yaitu grup bilangan bulat modulo 𝑚. Operasi biner pada himpunan bilangan bulat 

modulo 𝑚 harus bersifat tertutup dan asosiatif. Sedangkan himpunan tak kosong 

pada bilangan bulat modulo 𝑚 harus memiliki elemen identitas dan memuat invers. 

Grup bilangan  bulat modulo 𝑚 banyak digunakan dalam kriptografi, koding, dan 

bidang lainnya. 

Konsep graf koprima dikemukakan oleh Sattanathan dan Kala dalam 

artikelnya tentang orde graf prima dari grup berhingga. Definisi graf koprima dari 

grup 𝐺 adalah graf yang simpulnya merupakan elemen di 𝐺 dan dua simpul 𝑥, 𝑦 

yang berbeda terhubung langsung jika dan hanya jika orde 𝑥 dan 𝑦 relatif prima 

(Ma dkk., 2014). 

Graf dan grup terkait erat dengan himpunan, karena graf dan grup 

merupakan himpunan dengan syarat-syarat tertentu. Mengenai himpunan juga 

dibahas dalam Al-Qur’an. Salah satunya terdapat pada surah Fatir ayat 1. 

نّحَةٍ مَّثحنٰه وَثُـلهثَ وَرُ  كَةّ رُسُلًاۙ اوُلّحْٓ اَجح ىِٕ
ٰۤ
َرحضّ جَاعّلّ الحمَله تّ وَالاح وه دُ لِّلهّٰ فاَطّرّ السَّمه مَح َ  الحح ءَُۗ اّنَّ الِلهٰ لَحقّ مَا يَشَاٰۤ  يزَيّحدُ فِّ الْح

بهعََۗ

ءٍ  ﴾١﴿ قَدّيحـر  عَلهى كُلّٰ شَيح   

Artinya: “Segala puji bagi Allah, pencipta langit dan bumi yang menjadikan 

malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam urusan) yang 

mempunyai sayap. Masing-masing (ada yang) dua, tiga, dan empat. Dia menambah 

pada ciptaan-Nya apa yang dia kehendaki. Sesungguhnya Allah maha kuasa atas 

segala sesuatu” (Fatir/35:1).  
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Berdasarkan dari tafsir Al-Muyassar, ayat ini menjelaskan adanya 

pengelompokan malaikat berdasarkan banyak sayapnya. Hal in dapat diartikan 

bahwa ada himpunan malaikat yang mempunyai dua sayap, tiga sayap, dan empat 

sayap. Meskipun mereka mempunyai banyak sayap yang berbeda, namun mereka 

mempunyai fungsi yang sama menyampaikan risalah yang diperintah Allah SWT 

kepada hamba-Nya dengan cepat(Al-Qarni, 2007). 

Adapun  penelitian terdahulu tentang graf koprima dilakukan oleh  Ma, Wei, 

& Yang (2014) tentang sifat-sifat khusus graf koprima dari grup dihedral. Penelitian 

lain juga dilakukan oleh Dorbidi (2016) tentang bilangan kromatik dan bilangan 

𝑐𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 pada graf koprima dari suatu grup. Selain itu, penelitian juga dilakukan oleh 

Shelash & Jasim (2021) tentang banyaknya sisi dan tabel orde elemen pada graf 

koprima dari 𝐷2𝑛 dengan 𝑛 adalah perkalian bilangan prima. 

Pelabelan pada graf merupakan salah satu topik dari teori graf yang 

melibatkan pemberian label berupa bilangan bulat positif pada simpul-simpul atau 

sisi-sisi graf dengan aturan tertentu yang telah ditetapkan (Chartrand dkk., 2010). 

Pelabelan pada graf memiliki banyak peran terutama pada pengkodean, desain 

sirkuit gabungan pada komponen elektronik, navigasi geografis, radar, 

penjadwalan, komunikasi dan masalah optimasi lainnya. Terdapat berbagai jenis 

pelabelan pada graf di antaranya pelabelan ajaib, pelabelan anti ajaib, pelabelan 

graceful, pelabelan harmoni, pelabelan total tak beraturan (Irawati & Heri, 2010). 

Salah satu teknik pelabelan adalah pelabelan berdasarkan jaraknya yaitu pelabelan 

𝐿(2, 1) yang merupakan bentuk khusus dari pelabelan 𝐿(𝑑1, 𝑑2). Pelabelan 𝐿(2, 1) 

pada graf 𝐺 adalah pemetaan 𝑓 dari himpunan simpul 𝑉(𝐺) ke himpunan bilangan 

bulat non negatif, dengan aturan: dua simpul terhubung langsung di 𝑉(𝐺) memiliki 
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selisih label minimal dua sedangkan dua simpul yang berjarak dua memiliki selisih 

label minimal satu (Shao & Solis-Oba, 2010).  

Pelabelan 𝐿(2, 1) memiliki aplikasi penting dalam perancangan jaringan 

komunikasi, seperti jaringan komputer dan jaringan komunikasi khususnya 

jaringan telekomunikasi nirkabel. Dalam jaringan tersebut, terdapat masalah 

keterbatasan frekuensi radio yang tersedia sehingga tidak cukup untuk memenuhi 

semua kebutuhan telekomunikasi. Selain itu, transmitter yang berdekatan tidak 

mungkin menggunakan frekuensi yang sama, karena dapat menyebabkan gangguan 

antar saluran. Untuk mengatasi masalah ini, penetapan frekuensi untuk transmitter 

dilakukan dengan konsep pelabelan di mana transmitter  disimbolkan sebagai 

simpul yang dihubungkan oleh sisi-sisi. Agar penetapan frekuensi dapat dilakukan 

secara efisien, pelabelan harus memenuhi beberapa kondisi yaitu pelabelan pada 

simpul yang terhubung langsung harus memiliki selisih yang besar, dan simpul 

yang tidak terhubung langsung memiliki selisih kecil. Selain itu, harus 

meminimalkan pelabelan maksimum yang dapat ditetapkan (Mouly & Pautet, 

1992). 

Teori graf dan teori grup merupakan dua topik aljabar yang perlu dikaji oleh 

mahasiswa matematika. Hubungan keduanya merupakan topik menarik untuk 

diteliti lebih lanjut. Berdasarkan uraian tersebut maka penulis melakukan penelitian 

dengan judul “Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Graf Koprima dari Grup Bilangan Bulat 

Modulo 𝑚”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka rumusan masalah 

dalam penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana rumus umum pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf koprima dari grup 

bilangan  bulat modulo 𝑚? 

2. Bagaimana rumus umum nilai minimal label terbesar dari pelabelan 𝐿(2, 1) 

pada graf koprima dari grup bilangan  bulat modulo 𝑚? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, maka tujuan penelitian 

ini adalah: 

1. Mengetahui rumus umum pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf koprima dari grup 

bilangan  bulat modulo 𝑚. 

2. Mengetahui rumus umum nilai minimal label terbesar dari pelabelan 𝐿(2, 1) 

pada graf koprima dari grup bilangan  bulat modulo 𝑚. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat menambah pengetahuan dan keilmuan 

penulis dan pembaca mengenai hal-hal yang berkaitan dengan pelabelan 𝐿(2, 1) 

pada graf koprima dari grup bilangan  bulat modulo 𝑚. 

 

1.5 Batasan Penelitian 

Pada penelitian ini, grup bilangan bulat modulo 𝑚 yang diteliti adalah 𝑚 =

2𝑝2 dengan 𝑝 merupakan bilangan prima. 
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1.6 Definisi Istilah 

1. Kongruen 

Misalkan 𝑚 adalah bilangan bulat positif. Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan 

bulat. Dikatakan 𝑎 kongruen 𝑏 modulo 𝑚 jika dan hanya jika 𝑚 | (𝑎 − 𝑏)  

dan dinotasikan sebagai 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

2. Relasi  

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan takkosong. Relasi biner dari 𝐴 ke 𝐵 

adalah himpunan bagian dari 𝐴 × 𝐵. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung 

2.1.1 Faktor Persekutuan Terbesar 

Definisi 2.1 

Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan bulat dengan 𝑎 ≠ 0. Dikatakan 𝑎 

membagi 𝑏 jika terdapat bilangan bulat 𝑐 sehingga 𝑏 = 𝑎𝑐, atau dengan kata lain 

𝑐 = 
𝑏

𝑎
. Jika 𝑎 membagi 𝑏 maka 𝑎 disebut faktor atau pembagi dari 𝑏, dan 𝑏 disebut 

kelipatan dari 𝑎. Notasi 𝑎 | 𝑏 menunjukkan bahwa 𝑎 membagi 𝑏 (Rosen, 2012). 

Contoh 2.1 

3 | 12 karena 12 = 3 ∙  4 

Definisi 2.2 

 Misalkan 𝑝 adalah bilangan bulat yang lebih dari 1. Bilangan 𝑝 disebut 

bilangan prima jika faktor positif dari 𝑝 hanyalah 1 dan 𝑝. Bilangan 𝑝 selain 

bilangan prima disebut bilangan komposit (Rosen, 2012). 

Contoh 2.2 

Bilangan bulat 7 adalah bilangan prima karena faktor positif dari 7 hanya 1 dan 7, 

sedangkan bilangan bulat 9 adalah bilangan komposit karena 9 habis dibagi oleh 3. 

Definisi 2.3 

Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan bulat yang keduanya tidak nol. Faktor 

persekutuan terbesar dari 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan bulat positif terbesar 𝑑 sehingga 

𝑑|𝑎 dan 𝑑|𝑏. Faktor persekutuan terbesar dari 𝑎 dan 𝑏 dinotasikan dengan 

𝐹𝑃𝐵(𝑎, 𝑏) (Lee, 2010). 
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Contoh 2.3 

Faktor persekutuan positif dari 24 dan 36 adalah 1, 2, 3, 4, 6, dan 12. Jadi 

𝐹𝑃𝐵(24, 36)  =  12. 

Definisi 2.4 

Bilangan bulat 𝑎 dan 𝑏 relatif prima jika faktor persekutuan terbesarnya 

adalah 1 (Rosen, 2012). 

Contoh 2.4 

Bilangan bulat 17 dan 22 adalah relatif prima karena 𝐹𝑃𝐵(17, 22) = 1. 

  

2.1.2 Relasi dan Kelas Ekuivalen 

Definisi 2.5 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan. Hasil kali kartesius dari 𝐴 dan 𝐵, 

dinotasikan dengan 𝐴 × 𝐵 adalah himpunan semua pasangan terurut (𝑎, 𝑏) dengan 

𝑎 ∈ 𝐴 dan 𝑏 ∈ 𝐵. Oleh karena itu,  

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵} 

(Rosen, 2012). 

Contoh 2.5 

Misalkan 𝐴 = {1, 2} dan 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Hasil kali kartesius dari 𝐴 dan 𝐵 adalah 

𝐴 × 𝐵 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (1, 𝑐), (2, 𝑎), (2, 𝑏), (2, 𝑐)} 

Definisi 2.6 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah himpunan takkosong. Relasi biner dari 𝐴 ke 𝐵 

adalah himpunan bagian dari 𝐴 × 𝐵 (Rosen, 2012).  
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Contoh 2.6 

Misalkan 𝐴 = {1, 2, 3} dan 𝐵 = {4, 6}. Relasi dari 𝐴 ke 𝐵 adalah “faktor dari” maka 

dapat dituliskan sebagai {(1, 4), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 6)}. 

Definisi 2.7 

Relasi ekuivalensi 𝑅 pada himpunan 𝑆 adalah relasi biner yang memenuhi 

sifat-sifat berikut: 

1. Refleksif, yaitu 𝑎 ~ 𝑎 ∈ 𝑅 untuk semua 𝑎 ∈ 𝑆 

2. Simetris, yaitu 𝑎 ~ 𝑏 ∈ 𝑅 mengakibatkan 𝑏 ~ 𝑎 ∈ 𝑅 untuk 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 

3. Transitif, yaitu 𝑎 ~ 𝑏 ∈ 𝑅 dan 𝑏 ~ 𝑐 ∈ 𝑅 mengakibatkan 𝑎 ~ 𝑐 ∈ 𝑅 untuk 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 

Simbol dari relasi ekuivalensi adalah ∼ (Dummit & Foot, 2004). 

Contoh 2.7 

Misalkan 𝑆 = {1, 2, 3, 4}. Relasi ekuivalensi 𝑅 di 𝑆 yang didefinisikan dengan:  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑎 berelasi dengan 𝑏 jika 𝑎 = 𝑏. Maka diperoleh 

𝑅 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}. 

Relasi tersebut merupakan relasi ekuivalensi karena 𝑅 bersifat reflektif, simetris, 

dan transitif. 

Definisi 2.8 

Misalkan 𝑅 adalah relasi ekuivalensi pada himpunan 𝑆 dan 𝑎 ∈ 𝑆. Kelas 

yang memuat 𝑎 didefinisikan sebagai subhimpunan yang dinyatakan dengan 

𝑎̅ = {𝑏 ∈ 𝑆 | 𝑏 ∼ 𝑎} 

Himpunan 𝑎̅ disebut kelas ekuivalen yang memuat 𝑎 (Gallian, 2017). 
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Contoh 2.8 

Contoh 2.7 merupakan relasi ekuivalen, maka diperoleh kelas ekuivalen sebagai 

berikut: 

1̅ = {1} 

2̅ = {2} 

3̅ = {3} 

4̅ = {4} 

 

2.1.3 Kongruensi Modulo 𝒎 

Definisi 2.9 

Misalkan 𝑚 adalah bilangan bulat positif. Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan 

bulat. Dikatakan 𝑎 kongruen 𝑏 modulo 𝑚 jika dan hanya jika 𝑚 | (𝑎 − 𝑏) dan 

dinotasikan sebagai 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) (Dummit & Foot, 2004). 

Contoh 2.9 

22 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 9), karena  9 | (22 − 4). 

Proposisi 2.10 

Misalkan 𝑚 adalah bilangan bulat positif. Kongruensi modulo 𝑚 adalah 

relasi ekuivalen pada ℤ (Rosen, 1984). 

Bukti  

Misalkan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ maka  

1. Perhatikan bahwa 

𝑎 − 𝑎 = 0 maka 𝑚 | (𝑎 − 𝑎 = 0) 

Artinya 𝑎 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) karena 𝑚 | (𝑎 − 𝑎 = 0). Oleh karena itu relasi 

kongruensi modulo 𝑚 bersifat refleksif. 
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2. Jika 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), maka 𝑚 | (𝑎 − 𝑏). Oleh karena itu, terdapat bilangan 

bulat 𝑘 dengan 𝑘𝑚 = 𝑎 − 𝑏 sehingga diperoleh (−𝑘)𝑚 = 𝑏 − 𝑎.  

Akibatnya, 𝑚 | (𝑏 − 𝑎) yang artinya 𝑏 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

Jadi relasi kongruensi modulo 𝑚 bersifat simetris. 

3. Jika 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑏 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) maka 𝑚 | (𝑎 − 𝑏) dan 𝑚 | (𝑏 −

𝑐). Oleh karena itu, terdapat bilangan bulat 𝑘 dan 𝑗 dengan 𝑘𝑚 = 𝑎 − 𝑏 dan 

𝑗𝑚 = 𝑏 − 𝑐 sehingga 𝑎 − 𝑐 = (𝑎 − 𝑏) + (𝑏 − 𝑐) = 𝑘𝑚 + 𝑗𝑚 = (𝑘 +

𝑗) 𝑚. 

Akibatnya, 𝑚 | (𝑎 − 𝑐) yang artinya 𝑎 ≡ 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑚). 

Jadi relasi kongruensi modulo 𝑚 bersifat transitif. 

Dengan demikian, terbukti bahwa kongruensi modulo 𝑚 adalah relasi ekuivalen 

pada ℤ. 

Dari Proposisi 2.10 diperoleh bahwa himpunan bilangan bulat habis dibagi 

𝑚 adalah himpunan yang berbeda atau saling lepas dan disebut kelas kongruensi 

modulo 𝑚. Dengan demikian diperoleh kelas kongruensi yang memuat 𝑎 adalah  

𝑎̅ = {𝑦 ∈ ℤ | 𝑦 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)} 

= {𝑦 ∈ ℤ | 𝑦 − 𝑎 = 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℤ} 

= {𝑦 ∈ ℤ | 𝑦 = 𝑎 + 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℤ} 

= {𝑎 + 𝑘𝑚 | 𝑘 ∈ ℤ}  

Misalkan 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Jika 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) dan 𝑦 ∈  𝑎̅ maka 

𝑦 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑚), dengan sifat transitif maka diperoleh 𝑦 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) sehingga 

𝑦 ∈ 𝑏̅. Jadi 𝑎̅ ⊆ 𝑏̅. Dengan cara yang sama diperoleh 𝑏̅ ⊆  𝑎̅, oleh karena itu 𝑎̅ = 𝑏̅ 

dan jika 𝑎 ∈ 𝑎̅ maka 𝑎 ∈ 𝑏̅. Dengan demikian 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) yang artinya 

𝑎̅ = 𝑏̅  ⇔ 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑚) ⟺ 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℤ 
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Sehingga terdapat 𝑚 kelas kongruensi modulo 𝑚 yang berbeda sebagai berikut 

0̅ = {… , −2𝑚, −𝑚, 0, 𝑚, 2𝑚, … } 

1̅ = {… , −2𝑚 + 1, −𝑚 + 1, 1, 𝑚 + 1, 2𝑚 + 1, … } 

2̅ = {… , −2𝑚 + 2, −𝑚 + 2, 2, 𝑚 + 2, 2𝑚 + 2, … } 

⋮ 

𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {… , −𝑚 − 1, −1, 𝑚 − 1, 2𝑚 − 1, 3𝑚 − 1, … } 

Kumpulan kelas kongruensi modulo 𝑚 yang berbeda membentuk suatu himpunan 

yang dinotasikan dengan ℤ𝑚 dan dapat ditulis sebagai: 

ℤ𝑚 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } 

Contoh 2.10 

 𝑚 = 5 maka 

0̅ = {… − 10, −5, 0, 5, 10 … } 

1̅ = {… − 9, −4, 1, 6, 11 … } 

2̅ = {… − 8, −3, 2, 7, 12 … } 

3̅ = {… − 7, −2, 3, 8, 13 … } 

4̅ = {… − 6, −1, 4, 9, 14 … } 

Jadi ℤ5 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅}. 

 

2.1.4 Grup  

Definisi 2.11 

Misalkan 𝐺 adalah suatu himpunan. Operasi biner ∗ pada 𝐺 adalah 

pemetaan ∗ ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺. Untuk sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 dapat ditulis sebagai 𝑎 ∗ 𝑏 

untuk ∗ (𝑎, 𝑏) (Dummit & Foot, 2004). 
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Definisi 2.12 

Grup adalah pasangan terurut (𝐺, ∗) dengan 𝐺 adalah himpunan tak kosong 

dan ∗ adalah operasi biner di 𝐺 yang memenuhi syarat berikut: 

1. Operasi ∗ bersifat asosiatif, untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, berlaku 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) =

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧. 

2. Himpunan 𝐺 memiliki elemen identitas, yaitu terdapat 𝑒 ∈ 𝐺 sehingga 𝑥 ∗

𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 untuk semua 𝑥 ∈ 𝐺. 

3. Himpunan 𝐺 memuat invers. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺 terdapat elemen 𝑥−1 di 𝐺 

sehingga 𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1 ∗ 𝑥 = 𝑒. 

Selanjutnya, 𝐺 disebut grup komutatif atau grup abelian jika 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 untuk 

semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺(Dummit & Foot, 2004). 

Definisi 2.13 

Orde grup adalah banyaknya elemen dari suatu grup (berhingga atau tak 

hingga) dan dinotasikan dengan 𝑜𝑟𝑑(𝐺) (Gallian, 2017). 

Contoh 2.13 

Grup ℤ4 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅}, 𝑜𝑟𝑑(ℤ4) = 4. 

Definisi 2.14 

Misalkan 𝐺 adalah grup. Orde elemen 𝑔 di 𝐺 adalah bilangan bulat positif 

terkecil 𝑛 sedemikian sehingga 𝑔𝑛 = 𝑒.(dalam notasi penjumlahan, dapat ditulis 

sebagai 𝑛𝑔 = 0). Jika bilangan bulat positif 𝑛 tidak memenuhi 𝑔𝑛 = 𝑒, maka 𝑔 

memiliki orde takhingga. Orde dari elemen  𝑔 dinotasikan dengan 𝑜𝑟𝑑(𝑔) (Gallian, 

2017). 
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Contoh 2.14 

Misalkan ℤ4 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅} adalah grup dengan operasi penjumlahan, orde elemen 

dari ℤ4 sebagai berikut: 

𝑜𝑟𝑑(0̅) = 1. 

𝑜𝑟𝑑(1̅) = 4 karena 14 = 0 

𝑜𝑟𝑑(2̅) = 2 karena 22 = 0 

𝑜𝑟𝑑(3̅) = 4 karena 34 = 0 

Proposisi 2.15 

Misalkan 𝐺 adalah grup hingga, orde setiap elemen dari grup 𝐺 membagi 

orde dari 𝐺 (Gallian, 2017). 

 

2.1.5 Grup Bilangan Bulat Modulo 𝒎 

Teorema 2.16 

Misalkan 𝑚 adalah bilangan bulat positif dengan 𝑚 > 1. Operasi 

penjumlahan pada ℤ𝑚 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑎̅ + 𝑏 ̅ = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

untuk setiap 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚. Dengan operasi tersebut, akan dibuktikan bahwa ℤ𝑚 

merupakan grup. 

Bukti 

1. Himpunan ℤ𝑚 tertutup terhadap operasi penjumlahan 

Misalkan 𝑎̅, 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚 maka 𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ juga ada di ℤ𝑚  

Jadi ℤ𝑚 tertutup terhadap operasi penjumlahan. 

2. Operasi penjumlahan bersifat asosiatif di ℤ𝑚. 

Misalkan 𝑎,̅ 𝑏̅, 𝑐̅ ∈ ℤ𝑚 maka 
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𝑎̅ + (𝑏̅ + 𝑐̅) = 𝑎̅ + 𝑏 + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

= 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

= (𝑎 + 𝑏) + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

= 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑐̅ 

= (𝑎̅ + 𝑏̅) + 𝑐 ̅

Jadi operasi penjumlahan di ℤ𝑚 bersifat asosiatif. 

3. Elemen 0̅ merupakan identitas terhadap operasi penjumlahan di ℤ𝑚 

Ambil 𝑏̅ ∈ ℤ𝑚, maka diperoleh 

0̅ + 𝑏̅ = 0 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏̅  dan  𝑏̅ + 0̅ = 𝑏 + 0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏̅ 

4. Ambil 𝑐̅ ∈ ℤ𝑚, maka diperoleh  

𝑐̅ + (−𝑐̅̅̅̅ ) = 𝑐 + (−𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0̅ dan −𝑐̅̅̅̅ + 𝑐̅ = −𝑐 + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0̅ 

Jadi −𝑐̅ = −𝑐̅̅̅̅  

Dengan demikian, terbukti bahwa ℤ𝑚 terhadap operasi penjumlahan 

merupakan grup bilangan bulat modulo 𝑚. Operasi penjumlahan pada grup ℤ𝑚 

dapat ditulis sebagai 

𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑎 + 𝑏 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

2.1.6 Graf  

Definisi 2.17 

Graf 𝐺 adalah himpunan takkosong dan berhingga 𝑉 dari objek-objek yang 

disebut simpul dan anggota dari 𝐸 ⊆  {{𝑢, 𝑣} | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ≠ 𝑣} disebut sisi. Graf 𝐺 

dinyatakan sebagai pasangan terurut dari himpunan simpul 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸 

dan  dapat ditulis 𝐺 = (𝑉, 𝐸). Untuk menegaskan bahwa 𝑉 dan 𝐸 merupakan 

himpunan simpul dan sisi dari graf 𝐺, maka 𝑉 dapat dituliskan sebagai 𝑉(𝐺) dan 𝐸 



16 

 

 
 

dapat dituliskan sebagai 𝐸(𝐺). Suatu sisi {𝑢, 𝑣} dari 𝐺 dapat dituliskan pula sebagai 

𝑢𝑣 atau 𝑣𝑢 (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.17 

Misalkan graf 𝐺 memuat himpunan simpul 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) sebagai 

berikut 

𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  

𝐸(𝐺) = {{𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑑}, {𝑎, 𝑐}, {𝑐, 𝑑}, {𝑐, 𝑏}}  

Berdasarkan 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐺) maka diperoleh gambar graf 𝐺 seperti di bawah ini. 

 

 

 

Gambar 2.1 Contoh Graf 

 

Definisi 2.18 

Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah dua simpul pada graf 𝐺, 𝑒 = {𝑢, 𝑣} adalah sisi dari 

graf 𝐺, maka simpul 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung (adjacent) sedangkan 𝑢 

dan 𝑒 serta 𝑣 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), dan simpul 𝑢 dan 𝑣 disebut 

ujung dari 𝑒 (Abdussakir dkk., 2009).  

Contoh 2.18 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Terhubung dan Terkait Langsung 

 

𝑐 𝑎 

𝑑 

𝑏 𝑒2 𝑒1 

𝑒3 
𝑒4 

𝑎 𝑏 

𝑑 𝑐 
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Dari Gambar 2.2 diketahui bahwa simpul yang terhubung langsung adalah 

𝑎 dan 𝑏, 𝑎 dan 𝑑, 𝑏 dan 𝑐. Sisi 𝑒1 terkait langsung dengan simpul 𝑎 dan 𝑏, serta sisi 

𝑒4 terkait langsung dengan simpul 𝑎 dan 𝑑. 

Definisi 2.19 

Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah graf. Banyaknya simpul pada graf 𝐺 disebut 

order dari 𝐺 dan dinotasikan dengan 𝑛(𝐺) (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.19 

𝑛(𝐺) pada Gambar 2.2 adalah 4 

Definisi 2.20 

Misalkan 𝐺 adalah graf. Graf komplit adalah setiap dua simpul yang 

berbeda di 𝐺 terhubung langsung dan dinotasikan dengan 𝐾𝑛 , 𝑛 ≥ 1 dan 𝑛 adalah 

bilangan asli (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.20 

 

 

 

Gambar 2.3 Graf Komplit 

 

Definisi 2.21 

Misalkan 𝐺 adalah graf. Graf 𝐺 dikatakan graf bipartisi jika 𝑉(𝐺) dapat 

dipartisi menjadi dua himpunan 𝑈 dan 𝑊 sedemikian sehingga setiap sisi pada graf 

𝐺 dapat menghubungkan simpul di 𝑈 dan simpul di 𝑊 (Chartrand dkk., 2010). 

 

 

 

𝐾3 𝐾4 𝐾2 𝐾1 
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Contoh 2.21 

 

 

 

 

 

Pada Gambar 2.4 graf tersebut dapat dipartisi menjadi dua himpunan yaitu 

{𝑣1, 𝑣3, 𝑣6, 𝑣7} dan {𝑣2, 𝑣4, 𝑣5}. 

Definisi 2.22 

Suatu graf 𝐺 dikatakan graf bipartisi lengkap jika 𝑉(𝐺) dapat dipartisi 

menjadi dua himpunan 𝑈 dan 𝑊 sedemikian sehingga 𝑢𝑤 adalah sisi pada graf 𝐺 

jika 𝑢 ∈ 𝑈 dan 𝑤 ∈ 𝑊. Jika |𝑈| = 𝑠 dan |𝑊| = 𝑡 maka graf bipartisi tersebut dapat 

dinotasikan dengan 𝐾𝑠,𝑡 atau 𝐾𝑡,𝑠 (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.22 

 

 

 

 

 

 

Definisi 2.23 

Graf bipartisi lengkap yang berbentuk 𝐾1,𝑡 disebut graf bintang (Chartrand dkk., 

2010). 

 

 

 

𝑣3 

𝑣6 

𝑣2 

𝑣1 𝑣4 

𝑣5 

𝑣7 

Gambar 2.4 Graf Bipartisi 

Gambar 2.5 𝐾2,2 
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Definisi 2.24 

Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah simpul-simpul (tidak harus berbeda) dari graf 𝐺. 

Pada graf 𝐺 jalan 𝑊: 𝑢 − 𝑣 adalah barisan simpul-simpul yang dimulai dari simpul 

𝑢 dan diakhiri di simpul 𝑣 sehingga simpul-simpul yang berurutan di 𝑊 terhubung 

langsung di 𝐺. Jalan 𝑊 di 𝐺 dapat dituliskan sebagai 

𝑊 = {𝑢 = 𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑘 = 𝑣} 

Di mana 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 ∈ 𝐸(𝐺) untuk 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1. Panjang jalan dari 𝑊 adalah 

banyaknya sisi yang dilalui. Jalan yang tidak mengulang simpul disebut lintasan 

dan dinotasikan dengan 𝑌 (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.24 

 

 

 

 

 

Gambar 2.7 Jalan dan  Lintasan 

 

Misalkan 𝑊: 𝑢 − 𝑣 dengan 𝑊 = {𝑎, 𝑐, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑐} maka 𝑊 termasuk 

contoh dari jalan dan panjang dari jalan 𝑊 = 6. Sedangkan contoh dari lintasan 

adalah 𝑌 = {𝑒, 𝑑, 𝑐, 𝑏} dengan panjang lintasan 𝑌 = 3.  

 

 

𝑎 

𝑒 𝑑 

𝑐 

𝑏 

Gambar 2.6 𝐾1,3 
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Definisi 2.25 

Misalkan 𝐺 adalah suatu graf dengan 𝑢 dan 𝑣 adalah simpul di 𝐺. Graf 𝐺 

dikatakan graf terhubung jika untuk setiap simpul 𝑢 dan 𝑣 terdapat lintasan 𝑢 − 𝑣 

di 𝐺 (Chartrand dkk., 2010).  

Contoh 2.25 

 

 

 

Gambar 2.8 Graf Terhubung 

 

Definisi 2.26 

Jarak dari simpul 𝑢 ke simpul 𝑣 pada graf terhubung 𝐺 adalah panjang 

lintasan 𝑢 − 𝑣 terpendek di 𝐺 dan dinotasikan dengan 𝑑(𝑢, 𝑣) (Chartrand dkk, 

2010). 

Contoh 2.26 

Pada Gambar 2.8 𝑑(𝑓, 𝑏) = 2 

Definisi 2.27 

Derajat suatu simpul 𝑣 pada graf 𝐺 adalah banyaknya simpul di 𝐺 yang 

terhubung langsung dengan 𝑣 dan dinotasikan dengan deg(𝑣) (Chartrand dkk., 

2010). 

Contoh 2.27 

Pada Gambar 2.8 deg(𝑎) = 3 

Definisi 2.28 

Derajat terbesar di antara simpul-simpul di graf 𝐺 disebut derajat 

maksimum dari 𝐺 dan dinotasikan dengan ∆(𝐺) (Chartrand dkk., 2010). 

𝑎 𝑏 

𝑑 𝑐 

𝑒 𝑓 
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Contoh 2.28 

Pada Gambar 2.8 ∆(𝐺) = 4. 

 

2.1.7 Subgraf 

Definisi 2.29 

Misalkan 𝐺 adalah graf. Graf 𝐻 dikatakan subgraf dari 𝐺 jika 𝑉(𝐻) ⊆ 𝑉(𝐺) 

dan 𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺). Jika 𝐻 subgraf dari 𝐺 maka dinotasikan dengan 𝐻 ⊆ 𝐺 

(Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.29 

Dari Gambar 2.8 diperoleh 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} dan 𝐸(𝐺) =

{{𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑒}, {𝑎, 𝑓}, {𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑒}, {𝑐, 𝑑}, {𝑒, 𝑐}, {𝑓, 𝑒}}. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.9 Subgraf H 

 

Dari Gambar 2.9 diperoleh 𝑉(𝐻) = {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} dan 𝐸(𝐻) =

{{𝑏, 𝑐}, {𝑏, 𝑒}, {𝑐, 𝑑}, {𝑒, 𝑐}}. 

Gambar 2.9 merupakan subgraf dari Gambar 2.8 karena 𝑉(𝐻) ⊆ 𝑉(𝐺) dan 

𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺). 

 

2.1.8 Graf Koprima 

Definisi 2.30 

Misalkan 𝐺 adalah suatu grup dengan 𝑥 dan 𝑦 adalah elemen dari grup 𝐺. 

Graf koprima dari grup 𝐺 adalah graf yang simpulnya merupakan elemen di 𝐺 dan 

𝑐 

𝑏 

𝑑 

𝑒 
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dua simpul 𝑥, 𝑦 yang berbeda terhubung langsung jika dan hanya jika 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) = 1. Graf koprima dari grup 𝐺 dinotasikan dengan Γ𝐺  (Ma 

dkk., 2014). 

Contoh 2.30 

Diberikan grup ℤ9 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅} dengan operasi penjumlahan. Graf 

koprima Γℤ9
adalah graf dengan himpunan simpul 

𝑉(Γℤ9
) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅} 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(Γℤ9
). Orde elemen dan 𝐹𝑃𝐵 dari orde elemen di ℤ9 dapat 

dilihat pada Tabel 2.1.  

Tabel 2.1 Orde Elemen di ℤ9 

Elemen ℤ9 Orde elemen di ℤ9 

0̅ 1 

1̅ 9 

2̅ 9 

3̅ 3 

4̅ 9 

5̅ 9 

6̅ 3 

7̅ 9 

8̅ 9 

 

Tabel 2.2 Faktor Persekutuan Terbesar dari Orde Elemen di ℤ9 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

0̅ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 

2̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 

3̅ 1 3 3 3 3 3 3 3 3 

4̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 
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𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

5̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 

6̅ 1 3 3 3 3 3 3 3 3 

7̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 

8̅ 1 9 9 3 9 9 3 9 9 

 

Dari Tabel 2.2 diperoleh simpul yang terhubung dari graf koprima Γℤ9
 

adalah sebagai berikut. 

0̅ terhubung langsung dengan 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅ 

1̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

2̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

3̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

4̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

5̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

6̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

7̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

8̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

Dari simpul yang terhubung tersebut maka graf koprima ℤ9 dapat 

digambarkan sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Graf Koprima 𝛤ℤ9
 

0̅ 
3̅ 

5̅ 
4̅ 

7̅ 

6̅ 

8̅  
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2.1.9 Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) 

Definisi 2.31 

Misalkan 𝑆 dan 𝑇 adalah sebarang himpunan. Pemetaan 𝑓 ∶ 𝑆 ↦ 𝑇 adalah 

aturan yang mengaitkan setiap 𝑠 ∈ 𝑆 dengan elemen 𝑓(𝑠) ∈ 𝑇 (Lee, 2010). 

Definisi 2.32 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝐺 adalah pemetaan 𝑓 ∶ 𝑉(𝐺) → {0, 1, 2, … } 

sedemikian sehingga jika 𝑥, 𝑦 adalah dua simpul yang terhubung langsung di 𝑉(𝐺) 

maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2, dan jika jarak antara 𝑥 dan 𝑦 adalah 2 maka 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 1 (Lum, 2007).  

Contoh 2.32 

 

 

 

 

 

 

Syarat pelabelan 𝐿(2, 1) 

1. Dua simpul yang terhubung langsung di 𝑉(𝐺) maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2 

|1 − 4| = 3 ≥ 2 |1 − 5| = 4 ≥ 2 |1 − 3| = 2 ≥ 2 

|4 − 2| = 2 ≥ 2 |0 − 2| = 2 ≥ 2  

2. Jika jarak antara 𝑥 dan 𝑦 adalah 2 maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 1 

|5 − 4| = 1 ≥ 1 |4 − 3| = 1 ≥ 1 |5 − 3| = 2 ≥ 1 

|4 − 0) = 4| ≥ 1 |1 − 2| = 1 ≥ 1  

Karena kedua syarat tersebut terpenuhi, maka Contoh 2.32 mempunyai pelabelan 

𝐿(2, 1). 

 

Gambar 2.11 Contoh Pelabelan 𝐿(2, 1) 

2 

0 

3 

4 1 

5 
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Definisi 2.33 

Nilai pelabelan 𝐿(2, 1) dari graf 𝐺 adalah bilangan terkecil 𝑚 sedemikian 

sehingga 𝐺 mempunyai label 𝐿(2, 1) dengan label tidak lebih dari 𝑚 dan 

dinotasikan dengan 𝜆2,1(𝐺) (Lum, 2007). 

Contoh 2.33 

Pada Gambar 2.11, 𝜆2,1(𝐺) = 5 

Berikut ini nilai pelabelan 𝐿(2, 1) pada beberapa graf. 

Proposisi 2.34  𝜆2,1(𝐾𝑛) = 2𝑛 − 2  

Bukti 

Diberikan 𝐾𝑛 dengan simpul 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛. Pemetaan 𝑓: 𝑉(𝐺) →

{0, 1, 2, … ,2𝑛 − 2} didefinisikan sebagai 𝑓(𝑣𝑖) = 2𝑖 − 2 adalah suatu pelabelan 

untuk 𝐾𝑛. Dengan demikian, 𝜆2,1(𝐾𝑛) ≤ 2𝑛 − 2. Diklaim bahwa 𝐾𝑛 tidak dapat 

dilabeli dengan angka 0, 1, 2, … , 2𝑛 − 3. Perhatikan bahwa, 2𝑛 − 2 merupakan 

label yang akan digunakan untuk melabeli 𝑛 simpul. Kondisi ini dapat digambarkan 

sebagai 𝑛 − 1 pasangan disjoint dari label yang berurutan di mana 𝑛 simpul harus 

dilabeli dengan label tersebut. Dengan menggunakan Prinsip Sarang Merpati, maka 

salah satu dari pasangan tersebut harus memuat dua simpul. Namun, karena kedua 

simpul ini terhubung langsung di 𝐾𝑛, jelas ini bertentangan dengan syarat pelabelan 

𝐿(2, 1). Sehingga 𝜆2,1(𝐾𝑛) = 2𝑛 − 2 (Lum, 2007). 

Lemma 2.35 

Jika 𝐻 adalah subgraf dari 𝐺, maka  𝜆2,1(𝐻) ≤  𝜆2,1(𝐺) 

Bukti 

Misalkan 𝜆2,1(𝐺) = 𝑚 dengan pelabelan 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0, 1, 2, … , 𝑚}. Maka 

𝑔: 𝑉(𝐻) → {0, 1, 2, … , 𝑚}, yang artinya 𝑔(𝑣) = 𝑓(𝑣) untuk semua 𝑣 ∈ 𝑉(𝐻) 
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adalah suatu pelabelan untuk 𝐻 yang tidak menggunakan label lebih dari 𝑚. 

Dengan demikian 𝜆2,1(𝐻) ≤  𝑚 =  𝜆2,1(𝐺) (Lum, 2007). 

Teorema 2.36 

Nilai 𝜆2,1 dari graf bintang 𝐾1,∆ = ∆ + 1 di mana ∆ merupakan derajat 

maksimum dari 𝐾1,∆. 

Diberikan 𝐾1,𝑛 dengan simpul-simpul 𝑉(𝐾1,𝑛) = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}. Simpul 𝑣𝑗 

mempunyai derajat maksimum ∆ dan terhubung langsung ke {𝑣1, … , 𝑣𝑛−1} 

dikarenakan 𝐾1,𝑛 adalah graf bintang. Pelabelan 𝐿(2, 1) dari 𝐾1,𝑛 adalah simpul 𝑣1 

diberi label 0 dan simpul 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 diberi label yang berbeda. Karena setiap 

𝑣𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, terhubung langsung hanya dengan satu 𝑣𝑗, 𝑗 < 𝑖 dan berjarak 2 maka 

ada setidaknya ∆ + 1 label yang dapat digunakan (Griggs & Yeh, 1992). 

 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an 

Dalam Al-Qur’an sudah dijelaskan tentang representasi teori graf yang 

mengacu pada sarang lebah. Dilihat dari bentuknya, sarang lebah memuat sisi-sisi 

dan simpul-simpul sebagai pengait sisinya. Ayat tentang sarang lebah terdapat pada 

surat An-Nahl ayat 68. 

﴿٦٨﴾ بّاَلّ بُـيُـوحتًً وَّمّنَ الشَّجَرّ وَمَِّا يَـعحرشُّوحنَۙ   ذّيح مّنَ الجح لّ انَّ اتخَّّ ى ربَُّكَ اّلََ النَّحح  وَاوَححه

Artinya: “Dan Tuhanmu mewahyukan kepada lebah: “buatlah sarang-sarang di 

bukit-bukit, di pohon-pohon kayu, dan di tempat-tempat yang dibikin manusia” 

(An-Nahl/16:68). 

 

Dari dulu kelompok lebah membangun sarangnya menggunakan bentuk 

segi enam yang menurut para ahli struktur bangunan merupakan ruang yang paling 

banyak memuat isi dibanding dengan segi-segi lain. Masing-masing kelompok 
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lebah memiliki cara atau sarana sendiri untuk membuat sarangnya mulai dari gua 

yang terletak di pegunungan atau lubang-lubang pada pohon tua (Kemenag RI, 

2022). Segi enam tersebut menyerupai graf sikel yang mempunyai enam simpul dan 

enam sisi. Pada graf sarang lebah, semakin| besar bentuk sarang maka akan lebih 

banyak simpul dan sisi yang termuat dalam sarang tersebut. 

Dalam graf ada istilah graf terhubung, di mana dua simpul berbeda 

dikatakan terhubung langsung jika terdapat lintasan dari satu simpul ke simpul 

lainnya. Representasi dari graf terhubung terdapat pada peristiwa Isra’ dan Mi’raj  

Nabi Muhammad SAW. Peristiwa Isra’ terdapat dalam surat Al Isra’ ayat 1 berikut 

ini: 

جّدّ   رَاَمّ اّلََ الحمَسح جّدّ الحح نَ الحمَسح رهى بّعَبحدّه ليَحلًا مّٰ نَ الَّذّيْٓح اَسح ناَ حَوحلهَ لنُّريّهَ مّنح اهيهتنَّاَۗ انَّّه هُوَ سُبححه قَحصَا الَّذّيح بـهركَح السَّمّيحعُ الاح  

﴾١﴿الحبَصّيرحُ    

Artinya: “Mahasuci (Allah) yang telah memperjalankan hamba-Nya (Nabi 

Muhammad) pada malam hari dari Masjid Al-haram ke Masjid Al-Aqsa  yang telah 

kami berkahi sekelilingnya agar Kami perlihatkan kepadanya sebagian tanda-

tanda (kebesaran) Kami. Sesungguhnya Dia Maha Mendengar lagi Maha Melihat” 

(Al-Isra’/17:1). 

Menurut tafsir Ibnu Katsir, ayat ini menjelaskan tentang peristiwa Isra' Nabi 

Muhammad SAW. Isra' adalah perjalanan Nabi Muhammad SAW dari Masjid Al-

Haram di Makkah menuju Masjid Al-Aqsha di Palestina. Pada suatu malam, Allah 

SWT membawa hamba-Nya yang mulia, yaitu Nabi Muhammad SAW, dari Masjid 

Al-Haram ke Masjid Al-Aqsha (Abdullah, 2003). Perjalanan ini terjadi pada 

kegelapan malam hari dalam keadaan sadar dan bukan dalam mimpi. 

Allah SWT menguraikan peristiwa ini untuk menunjukkan kebesaran dan 

kekuasaan-Nya. Selain itu peristiwa ini menjadi mukjizat bagi Nabi Muhammad 
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SAW untuk memperkuat misi dakwahnya. Dalam perjalanan ini, Nabi Muhammad 

SAW menerima perintah shalat lima waktu sebagai kewajiban umat Islam. 

Sedangkan peristiwa Mi’raj terdapat pada surat An-Najm ayat 13-14 berikut ini: 

﴿١٤﴾ ى  تـَهه رةَّ الحمُنـح ﴾١٣﴿ عّنحدَ سّدح رهىۙ    وَلَقَدح راَههُ نَـزحلَةً اخُح  

Artinya: “Dan sungguh, dia (Muhammad) telah melihatnya (dalam rupanya yang 

asli) pada waktu lain. (yaitu) di Sidrat Al-Muntaha” (An-Najm/53:13-14). 

 

Sesungguhnya Nabi Muhammad SAW melihat Jibril (untuk kedua kalinya) 

yang sangat agung pada waktu melakukan Mi’raj, yaitu perjalanan Nabi 

Muhammad SAW dari Masjid Al-Aqsa di planet bumi ke Sidrat Al-Muntaha (batas 

alam yang dapat diketahui oleh para malaikat). Sidrat Al-Muntaha adalah nama 

sebuah pohon Nabaq yang terletak di sebelah kanan Arasy (Al-Mahalli & As-

Suyuti, 2016). Selain itu, ada hadits yang berpendapat bahwa Sidrat Al-Muntaha 

ada dilangit ketujuh. 

Peristiwa Isra’ dan Mi’raj dapat dikaitkan dengan graf di mana Masjid Al-

Haram, Masjid Al-Aqsa dan Sidrat Al-Muntaha diibaratkan sebagai simpul dan 

perjalanan Nabi Muhammad SAW diibaratkan sebagai sisi. Graf terhubung dalam 

peristiwa Isra’ dan Mi’raj dapat direpresentasikan sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

𝑐 

𝑎 𝑏 

Gambar 2.12 Graf Terhubung dalam Peristiwa Isra’ Mi’raj 
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Keterangan: 

𝑎 : Masjid Al-Haram 

𝑏  : Masjid Al- Aqsa 

𝑐  : Sidrat Al-Muntaha 

Peristiwa Isra’ dan Mi’raj juga diperkuat dengan hadits yang diriwayatkan 

oleh Imam Bukhari dari Anas bin Malik yaitu 

ثَـناَ هََّام ، عَنح قَـتاَدَةَ، بةَُ بحنُ خَالدٍّ، حَدَّ ثَـناَ هُدح ثَـناَ سَعيّد ، وَهّشَام ، قاَلاَ   .حَدَّ ثَـناَ يزَيّدُ بحنُ زُريَحعٍ، حَدَّ وَقاَلَ لّ خَليّفَةُ حَدَّ

ثَـناَ أنََسُ بحنُ مَالّكٍ، عَنح مَالّكّ بحنّ صَعحصَعَةَ ـ رضى الله عنهما ـ قاَلَ قاَلَ النَّبُِّ  ثَـناَ قَـتاَدَةُ، حَدَّ صلى الله عليه وسلم حَدَّ

تٍ مّنح ذَهَ   " ّ ـ فأَتُيّتُ بّطَسح َ الرَّجُلَينح َ النَّائمّّ وَالحيـَقحظاَنّ ـ وَذكََرَ بَينح ناَ أنََا عّنحدَ الحبـَيحتّ بَينح مَةً وَإّيماَنًا، فَشُقَّ  بَـيـح بٍ مُلّئَ حّكح

رّ إّلََ مَراَقّٰ   مَةً وَإّيماَنًا، وَأتُيّتُ بّدَابَّةٍ أبَحـيَضَ دُونَ الح مّنَ النَّحح بـَغحلّ وَفَـوحقَ  الحبَطحنّ، ثُمَّ غُسّلَ الحبَطحنُ بِاَءّ زَمحزَمَ، ثُمَّ مُلّئَ حّكح

يّلُ  نحـياَ قيّلَ مَنح هَذَا قاَلَ جّبرح ناَ السَّمَاءَ الدُّ يّلَ حَتََّّ أتََـيـح مَّارّ الحبُراَقُ، فاَنحطلََقحتُ مَعَ جّبرح قيّلَ   .قيّلَ مَنح مَعَكَ قيّلَ مُحَمَّد    .الحح

تُ عَليَحهّ، فَـقَالَ مَرححَباً بّكَ مّنّ   .قيّلَ مَرححَباً بهّّ، وَلنَّعحمَ الحمَجّيءُ جَاءَ  .وَقَدح أرُحسّلَ إّليَحهّ قاَلَ نَـعَمح  فأَتََـيحتُ عَلَى آدَمَ، فَسَلَّمح

يّلُ  .ابحنٍ وَنَبٍِٰ  ناَ السَّمَاءَ الثَّانيَّةَ، قيّلَ مَنح هَذَا قاَلَ جّبرح قيّلَ أرُحسّلَ  .قّيلَ مَنح مَعَكَ قاَلَ مُحَمَّد  صلى الله عليه وسلم .فأَتََـيـح

ناَ   .فأَتََـيحتُ عَلَى عّيسَى وَيََحيََ فَـقَالاَ مَرححَباً بّكَ مّنح أَخٍ وَنَبٍِٰ   .قيّلَ مَرححَباً بهّّ، وَلنَّعحمَ الحمَجّيءُ جَاءَ   .إّليَحهّ قاَلَ نَـعَمح  فأَتََـيـح

يّلُ  قيّلَ مَرححَباً بهّّ وَلنَّعحمَ    .قيّلَ وَقَدح أرُحسّلَ إّليَحهّ قاَلَ نَـعَمح   .قيّلَ مَنح مَعَكَ قيّلَ مُحَمَّد    .السَّمَاءَ الثَّالثَّةَ، قيّلَ مَنح هَذَا قيّلَ جّبرح

جَاءَ  مَ .الحمَجّيءُ  الرَّابّعَةَ،قيّلَ  السَّمَاءَ  ناَ  فأَتََـيـح وَنَبٍِٰ  أَخٍ  مّنح  بّكَ  مَرححَباً  عَليَحهّ،قاَلَ  تُ  فَسَلَّمح يوُسُفَ  قيّلَ  فأَتََـيحتُ  هَذَا  نح 

يّلُ  قيّلَ مَرححَباً بهّّ، وَلنَّعحمَ الحمَجّيءُ    .قيّلَ وَقَدح أرُحسّلَ إلّيَحهّ قيّلَ نَـعَمح   .قيّلَ مَنح مَعَكَ قيّلَ مُحَمَّد  صلى الله عليه وسلم  .جّبرح

وَنَبٍِٰ   .جَاءَ  أَخٍ  مّنح  مَرححَباً  عَليَحهّ،فَـقَالَ  تُ  فَسَلَّمح إّدحريّسَ  عَلَى  قاَلَ  .فأَتََـيحتُ  هَذَا  مَنح  قيّلَ  اَمّسَةَ،  الْح السَّمَاءَ  ناَ  فأَتََـيـح

يّلُ  ناَ عَلَى    .قيّلَ مَرححَباً بهّّ، وَلنَّعحمَ الحمَجّيءُ جَاءَ   .قيّلَ وَقَدح أرُحسّلَ إّليَحهّ قاَلَ نَـعَمح   .قيّلَ وَمَنح مَعَكَ قيّلَ مُحَمَّد    .جّبرح فأَتََـيـح

تُ عَليَحهّ فَـقَالَ مَرححَباً بّكَ مّنح أَخٍ وَنَبٍِٰ  يّلُ .هَارُونَ، فَسَلَّمح ناَ عَلَى السَّمَاءّ السَّادّسَةّ، قيّلَ مَنح هَذَا قيّلَ جّبرح قيّلَ مَنح    .فأَتََـيـح

جَاءَ   .مَعَكَ قاَلَ مُحَمَّد  صلى الله عليه وسلم  الحمَجّيءُ  وَلنَّعحمَ  بهّّ،  مَرححَباً  إّليَحهّ  أرُحسّلَ  وَقَدح  مُوسَى،    .قيّلَ  عَلَى  فأَتََـيحتُ 

تُ  ، هَذَا الحغُلَامُ الَّذّي  .فَـلَمَّا جَاوَزحتُ بَكَى  .فَـقَالَ مَرححَباً بّكَ مّنح أَخٍ وَنَبٍِٰ  {عَليَحهّ }فَسَلَّمح فَقّيلَ مَا أبَحكَاكَ قاَلَ يَا رَبّٰ



30 

 

 
 

خُلُ مّنح أمَُّتّي  نََّةَ مّنح أمَُّتّهّ أفَحضَلُ مَِّا يدَح خُلُ الجح يّلُ   .بعُّثَ بَـعحدّي يدَح ناَ السَّمَاءَ السَّابّعَةَ، قيّلَ مَنح هَذَا قيّلَ جّبرح قيّلَ   .فأَتََـيـح

تُ عَليَحهّ فَـقَالَ   .قيّلَ وَقَدح أرُحسّلَ إّليَحهّ مَرححَباً بهّّ، وَنعّحمَ الحمَجّيءُ جَاءَ   .مَنح مَعَكَ قيّلَ مُحَمَّد   فأَتََـيحتُ عَلَى إبّحـراَهّيمَ، فَسَلَّمح

يّلَ فَـقَالَ هَذَا الحبـَيحتُ الحمَ  فَسَألَحتُ جّبرح ، فَـرفُّعَ لَّ الحبـَيحتُ الحمَعحمُورُ،  عحمُورُ يُصَلّٰي فيّهّ كُلَّ يَـوحمٍ  مَرححَباً بّكَ مّنّ ابحنٍ وَنَبٍِٰ

تـَهَى فَ  رةَُ الحمُنـح عُونَ ألَحفَ مَلَكٍ، إّذَا خَرَجُوا لَحَ يَـعُودُوا إّليَحهّ آخّرَ مَا عَليَحهّمح، وَرفُّعَتح لّ سّدح إّذَا نبَّقُهَا كَأنََّهُ قّلَالُ هَجَرٍ، سَبـح

اَرٍ نَهحراَنّ بَاطّناَنّ وَنَهحراَنّ ظاَهّراَنّ، فَسَ  لّهَا أرَحبَـعَةُ أَنهح يّلَ فَـقَالَ أمََّا الحباَطّناَنّ فَفّي  وَوَرَقُـهَا كَأنََّهُ آذَانُ الحفُيُولّ، في أَصح ألَحتُ جّبرح  

نََّةّ، ( )رواه البخاريوَأمََّا الظَّاهّراَنّ النيّٰلُ وَالحفُراَتُ  الجح  

 

Artinya: “Telah bercerita kepada kami Hudbah bin Khalid telah bercerita kepada 

kami Hammam dari Qatadah. Dan diriwayartkan pula, Khalifah berkata kepadaku, 

telah bercerita kepada kami Yazid bin Zurai’ telah bercerita kepada kami Sa’id dan 

Hisyam keduanya berkata telah bercerita kepada kami Qatadah telah bercerita 

kepada kami Anas bin Malik dari Malik bin Sha’sha’ah radliallahu ‘anhuma 

berkata, Nabi shallallahu ‘alaihi wasallam bersabda: Ketika aku berada di sisi 

Baitullah antara tidur dan sadar. Lalu Beliau menyebutkan, yaitu: Ada seorang 

laki-laki di antara dua laki-laki yang datang kepadaku membawa baskom terbuat 

dari emas yang dipenuhi dengan hikmah dan iman lalu orang itu membelah 

badanku dari atas dada hingga bawah perut, lalu dia mencuci perutku dengan air 

zamzam kemudian mengisinya dengan hikmah dan iman. Kemudian aku diberi 

seekor hewan tunggangan putih yang lebih kecil dari pada baghal namun lebih 

besar dibanding keledai bernama Al-Buraq. Maka aku berangkat bersama Jibril 

Alaihissalam, hingga sampai di langit dunia. Lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril 

menjawab; Jibril. Ditanyakan lagi; Siapa orang yang bersamamu?. Jibril 

menjawab; Muhammad. Ditanyakan lagi; Apakah dia telah diutus?. Jibril 

menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat datang, sebaik-baik orang yang datang 

telah tiba. Kemudian aku menemui Adam Alaihissalam dan memberi salam 

kepadanya lalu dia berkata; (Ucapan) selamat datang bagimu dari anak keturunan 

dan nabi . Kemudian kami naik ke langit kedua lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril 

menjawab; Jibril. Ditanyakan lagi; Siapa orang yang bersamamu?. Jibril 

menjawab; Muhammad. Ditanyakan lagi; Apakah dia telah diutus?. Jibril 

menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat datang baginya dan ini sebaik-baiknya 

kedatangan orang yang datang. Lalu aku menemui ‘Isa dan Yahya Alaihissalam 

lalu keduanya berkata; Selamat datang bagimu dari saudara dan nabi. Kemudian 

kami naik ke langit ketiga lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril menjawab; Jibril. 

Ditanyakan lagi; Siapa orang yang bersamamu?. Jibril menjawab; Muhammad. 

Ditanyakan lagi; Apakah dia telah diutus?. Jibril menjawab; Ya. Maka dikatakan; 

Selamat datang baginya dan ini sebaik-baiknya kedatangan orang yang datang. 

Lalu aku menemui Yusuf Alaihissalam dan memberi salam kepadanya lalu dia 

berkata; Selamat datang bagimu dari saudara dan nabi. Kemudian kami naik ke 

langit keempat lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril menjawab; Jibril. Ditanyakan 

lagi; Siapa orang yang bersamamu?. Jibril menjawab; Muhammad. Ditanyakan 
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lagi; Apakah dia telah diutus?. Jibril menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat 

datang baginya dan ini sebaik-baik kedatangan orang yang datang. Lalu aku 

menemui Idris Alaihissalam dan memberi salam kepadanya lalu dia berkata; 

Selamat datang bagimu dari saudara dan nabi. Kemudian kami naik ke langit 

kelima lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril menjawab; Jibril. Ditanyakan lagi; 

Siapa orang yang bersamamu?. Jibril menjawab; Muhammad. Ditanyakan lagi; 

Apakah dia telah diutus?. Jibril menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat datang 

baginya dan ini sebaik-baiknya kedatangan orang yang datang. Lalu aku menemui 

Harun Alaihissalam dan memberi salam kepadanya lalu dia berkata; Selamat 

datang bagimu dari saudara dan nabi. Kemudian kami naik ke langit keenam lalu 

ditanyakan; Siapakah ini. Jibril menjawab; Jibril. Ditanyakan lagi; Siapa orang 

yang bersamamu?. Jibril menjawab; Muhammad. Ditanyakan lagi; Apakah dia 

telah diutus?. Jibril menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat datang baginya dan 

ini sebaik-baiknya kedatangan orang yang datang. Kemudian aku menemui Musa 

‘Alaihissalam dan memberi salam kepadanya lalu dia berkata; Selamat datang 

bagimu dari saudara dan nabi. Ketika aku sudah selesai, tiba-tiba dia menangis. 

Lalu ditanyakan; Mengapa kamu menangis?. Musa menjawab; Ya Rabb, anak ini 

yang diutus setelah aku, umatnya akan masuk surga dengan kedudukan lebih utama 

dibanding siapa yang masuk surga dari umatku. Kemudian kami naik ke langit 

ketujuh lalu ditanyakan; Siapakah ini. Jibril menjawab; Jibril. Ditanyakan lagi; 

Siapa orang yang bersamamu?. Jibril menjawab; Muhammad. Ditanyakan lagi; 

Apakah dia telah diutus?. Jibril menjawab; Ya. Maka dikatakan; Selamat datang 

baginya dan ini sebaik-baiknya kedatangan orang yang datang. Kemudian aku 

menemui Ibrahim ‘Alaihissalam dan memberi salam kepadanya lalu dia berkata; 

Selamat datang bagimu dari saudara dan nabi. Kemudian aku ditampakkan Al-

Baitul Ma’mur. Aku bertanya kepada Jibril, lalu dia menjawab; Ini adalah Al-

Baitul Mamur, setiap hari ada tujuh puluh ribu malaikat mendirikan shalat di sana. 

Jika mereka keluar (untuk pergi shalat) tidak ada satu pun dari mereka yang 

kembali. Kemudian diperlihatkan kepadaku Sidrat Al-Muntaha yang ternyata 

bentuknya seperti kubah dengan daun jendelanya laksana telinga-telinga gajah. Di 

dasarnya ada empat sungai yang berada di dalam (disebut Bathinan) dan di luar 

(Zhahiran) . Aku bertanya kepada Jibril, maka dia menjawab; Adapun Bathinan 

berada di surga sedangkan Zhahiran adalah an-Nail dan al-Furat (dua nama 

sungai di surga)” (HR. Bukhari, 3207). 

 

Maksud dari hadits tersebut adalah Nabi Muhammad SAW berada di Masjid 

Al-Haram di kota Mekah pada suatu malam. Setelah itu datang malaikat dan 

kendaraan langit bernama Al-Buraq untuk menjemput beliau. Kemudian beliau 

menunggangi Al-Buraq dan dalam waktu singkat, Al-Buraq telah membawa beliau 

ke Masjid Al-Aqsa di kota Bait Al-Makdis (Palestina). Perjalanan inilah yang 

disebut Isra’. 
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Setibanya di Masjid Al-Aqsa, beliau shalat dua rakaat dan memilih bejana 

yang berisi susu. Setelah itu, beliau melanjutkan perjalanan lagi untuk naik ke 

langit. Inilah peristiwa yang disebut Mi’raj. Dalam perjalanan Mi’raj itu, Nabi 

Muhammad SAW menembus beberapa tingkatan langit. Di setiap langit, beliau 

berjumpa dengan nabi-nabi terdahulu. Puncak dari peristiwa Isra Mi’raj adalah 

ketika Nabi Muhammad SAW sampai ke Sidrat Al-Muntaha. Dari peristiwa ini, 

beliau mendapat wahyu dari Allah SWT berupa diwajibkan shalat lima puluh kali 

dalam sehari semalam. Kemudian Allah SWT menguranginya menjadi shalat lima 

waktu dalam sehari semalam. 

Selain peristiwa Isra’ dan Mi’raj, graf terhubung juga dapat di 

representasikan dalam silaturahmi. Berikut ini hadits tentang silaturahmi yang 

diriwayatkan oleh Imam Bukhari dari Abu Ayyub Al-Anshori. 

ثَـناَ ابحنُ عُثحمَانَ بحنّ عَبحدّ الِلَّّ بحنّ مَ  ثَـناَ شُعحبَةُ، حَدَّ ثَـناَ بََحز ، حَدَّ ثَنِّ عَبحدُ الرَّحْحَنّ، حَدَّ وحهَبٍ، وَأبَوُهُ، عُثحمَانُ بحنُ عَبحدّ الِلَّّ  حَدَّ

عَا مُوسَى بحنَ طلَححَةَ، عَنح أَبِ أيَُّوبَ الأنَحصَاريّّٰ ـ رضى الله عنه أَنَّ رَجُلاً قاَلَ يَا رَسُولَ الِلَّّ  مَُا سََّ خّلُنِّ  أَنهَّ بّرحني بّعَمَلٍ يدُح  أَخح

نََّةَ  ئاً، وَتقُّيمُ الصَّلاةََ، وَتُـؤحتي الزَّكَاةَ، وَتَصّلُ الرَّحّمَ،ذَرحهَا    "فَـقَالَ النَّبُِّ صلى الله عليه وسلم    .الجح ركُّ بهّّ شَيـح َ لاَ تُشح تَـعحبُدُ الِلَّ  

 ")رواه البخاري(

Artinya: “Telah bercerita kepadaku Abdur Rahman, telah bercerita kepada kami 

Bahz, telah bercerita kepada kami Syu’bah, telah bercerita kepada kami Ibnu 

Utsman bin Abdillah bin Mahwab dan ayahnya, mereka mendengar Musa bin Talha 

dari Abu Ayyub Al-Anshari radliallahu ‘anhu. Sesungguhnya seorang laki-laki 

bertanya: wahai Rasulallah , ceritakan kepadaku tentang suatu amalan yang bisa 

memasukkanku ke surga. Nabi shallallahu ‘alaihi wasallam bersabda: Sembahlah 

Allah, janganlah berbuat syirik pada-Nya, dirikanlah shalat, tunaikanlah zakat, 

dan jalinlah tali silaturahmi (dengan orang tua dan kerabat)” (HR. Bukhari, 5983). 

 

Hadits ini menjelaskan tentang beberapa macam ibadah kepada Allah SWT 

termasuk bersilaturahmi antar sesama manusia. Jika direpresentasikan dengan graf, 
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maka manusia diibaratkan sebagai simpul dan silaturahmi diibaratkan sebagai sisi. 

Mereka yang menjaga silaturahmi dapat diilustrasikan menjadi graf terhubung. 

 

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Tahapan yang harus dilakukan adalah menentukan orde dari semua elemen 

di  ℤ2𝑝2. Definisi orde elemen 𝑔 dari grup 𝐺 adalah bilangan bulat positif terkecil 

𝑛 sedemikian sehingga 𝑔𝑛 = 𝑒.(dalam notasi penjumlahan, bisa ditulis sebagai 

𝑛𝑔 = 0). Setelah menentukan orde elemen, maka menentukan faktor persekutuan 

terbesar dari setiap dua orde elemen. Definisi faktor persekutuan terbesar dari 𝑎 dan 

𝑏 adalah bilangan bulat positif terbesar 𝑑 sehingga 𝑑|𝑎 dan 𝑑|𝑏. Kemudian 

dilakukan pemodelan graf untuk memudahkan dalam proses menentukan pelabelan 

𝐿(2, 1) pada graf koprima dari grup bilangan bulat modulo 2𝑝2. 

Tahap selanjutnya yaitu menentukan nilai pelabelan 𝐿(2, 1) dari Γℤ
2𝑝2. 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 𝐺 adalah pemetaan 𝑓 ∶ 𝑉(𝐺) → {0, 1, 2, … } sedemikian 

sehingga jika 𝑥, 𝑦 adalah dua simpul yang terhubung langsung di 𝑉(𝐺) maka 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2, dan jika jarak antara 𝑥 dan 𝑦 adalah 2 maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥

1. Nilai pelabelan 𝐿(2, 1) dari graf 𝐺 adalah bilangan terkecil 𝑚 sedemikian 

sehingga 𝐺 mempunyai pelabelan 𝐿(2, 1) dengan label tidak lebih dari 𝑚 dan 

dinotasikan dengan 𝜆2,1. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Dalam penelitian ini, penulis menggunakan pendekatan kualitatif. 

Pendekatan kualitatif cenderung berfokus pada fenomena-fenomena alami dengan 

sifatnya yang naturalistik, mendasar, dan tidak dapat dilakukan di laboratorium, 

tetapi harus dilakukan langsung di lapangan (Nazir, 1998).  

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur, yaitu proses 

pengumpulan data dan informasi melalui telaah berbagai sumber literatur seperti 

artikel jurnal, buku, catatan, dan laporan penelitian terdahulu. Data yang digunakan 

penulis adalah data sekunder berupa elemen dari grup ℤ2𝑝2 di mana 𝑝 merupakan 

bilangan prima, definisi, teorema dan sifat-sifat yang relevan dengan pengambilan 

kesimpulan dalam penelitian ini. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Pra penelitian yang dilakukan penulis yaitu menentukan Γℤ
2𝑝2 dengan 𝑝 

merupakan bilangan prima dan 𝑝 ∈ {2, 3, 5}. Setelah itu menentukan pelabelan 

simpul dari Γℤ
2𝑝2  dengan aturan pelabelan 𝐿(2, 1) untuk memunculkan dugaan. 

 

3.3 Tahap Penelitian 

Tahapan yang dilakukan oleh penulis untuk melakukan penelitian sebagai 

berikut: 

 



35 

 

 
 

1. Menentukan orde dari semua elemen di grup ℤ2𝑝2, 

2. Menentukan faktor persekutuan terbesar dari setiap dua orde elemen di grup 

ℤ2𝑝2, 

3. Menentukan sisi dari Γℤ
2𝑝2, 

4. Menentukan pelabelan 𝐿(2, 1) dari Γℤ
2𝑝2, 

dengan  𝑝 adalah sebarang bilangan prima.
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BAB IV 

PEMBAHASAN 

 

4.1 Bentuk Graf Koprima dari  ℤ𝟐𝒑𝟐 

1. Bentuk Graf Koprima dari  ℤ𝟐𝒑𝟐 dengan 𝒑 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟓} 

Pada bagian ini, akan dipaparkan tentang bentuk graf koprima dari ℤ2𝑝2 

dengan 𝑝 ∈ {2, 3, 5}. 

a. Bentuk Graf Koprima dari  ℤ𝟖 

Elemen-elemen dari ℤ8 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅}. Graf koprima dari ℤ8 adalah 

graf dengan himpunan simpul 

𝑉(Γℤ8
) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅} 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(Γℤ8
), orde elemen dan 𝐹𝑃𝐵 dari orde elemen di ℤ8 dapat 

dilihat pada tabel di bawah ini.  

Tabel 4.1 Orde Elemen di ℤ8 

Elemen ℤ8 Orde elemen di ℤ8 

0̅ 1 

1̅ 8 

2̅ 4 

3̅ 8 

4̅ 2 

5̅ 8 

6̅ 4 

7̅ 8 

 

Tabel 4.2 Faktor Persekutuan Terbesar dari Dua Orde Elemen di ℤ8 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

0̅ 1 1 1 1 1 1 1 1 

1̅ 1 8 4 8 2 8 4 8 

2̅ 1 4 4 4 2 4 4 4 
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𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

3̅ 1 8 4 8 2 8 4 8 

4̅ 1 2 2 2 2 2 2 2 

5̅ 1 8 4 8 2 8 4 8 

6̅ 1 4 4 4 2 4 4 4 

7̅ 1 8 4 8 2 8 4 8 

 

Dari Tabel 4.2 diperoleh simpul yang terhubung dari Γℤ8
 adalah sebagai 

berikut. 

0̅ terhubung langsung dengan 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅ 

1̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

2̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

3̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

4̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

5̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

6̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

7̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

Dari simpul yang terhubung tersebut maka Γℤ8
 dapat digambarkan sebagai 

berikut  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Graf Koprima dari ℤ8 

0 

7̅ 1̅ 

2̅ 

3̅ 

4̅ 

5̅ 

6̅ 
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b. Bentuk Graf Koprima dari Grup ℤ𝟏𝟖 

Elemen-elemen dari ℤ18 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ ,

15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ }. Graf koprima dari ℤ18 adalah graf dengan himpunan simpul 

𝑉(Γℤ18
) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ } 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(Γℤ18
), orde elemen dan 𝐹𝑃𝐵 dari orde elemen di ℤ18 

dapat dilihat pada tabel di bawah ini.  

Tabel 4.3 Orde Elemen di ℤ18 

Elemen ℤ18 Orde elemen di ℤ18 

0̅ 1 

1̅ 18 

2̅ 9 

3̅ 6 

4̅ 9 

5̅ 18 

6̅ 3 

7̅ 18 

8̅ 9 

9̅ 2 

10̅̅̅̅  9 

11̅̅̅̅  18 

12̅̅̅̅  3 

13̅̅̅̅  18 

14̅̅̅̅  9 

15̅̅̅̅  6 

16̅̅̅̅  9 

17̅̅̅̅  18 

 

Tabel 4.4 Faktor Persekutuan Terbesar dari Dua Orde Elemen di ℤ18 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ ... 15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

0̅ 1 1 1 1 1 ... 1 1 1 

1̅ 1 18 9 6 9 ... 6 9 18 

2̅ 1 9 9 3 9 ... 3 9 9 

3̅ 1 6 3 6 3 ... 6 3 6 

4̅ 1 9 9 3 9 ... 3 9 9 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ 

15̅̅̅̅  1 6 3 6 3 ... 6 3 6 

16̅̅̅̅  1 9 9 3 9 ... 3 9 9 
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𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ ... 15̅̅̅̅  16̅̅̅̅  17̅̅̅̅  

17̅̅̅̅  1 18 9 6 9 ... 6 9 18 

 

Tabel faktor persekutuan terbesar dari dua orde elemen di ℤ18 tersebut yang 

lebih lengkap terdapat pada Lampiran 1. 

Dari Tabel 4.4 diperoleh simpul yang terhubung dari Γℤ18
 adalah sebagai 

berikut. 

0̅ terhubung langsung dengan 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅,9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅  

1̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

2̅ terhubung langsung dengan 0̅, 9̅   

3̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

4̅ terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

5̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

6̅ terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

7̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

8̅ terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

9̅ terhubung langsung dengan 0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅  

10̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

11̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

12̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

13̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

14̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

15̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

16̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 9̅  

17̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 
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Dari simpul yang terhubung tersebut maka Γℤ18
 dapat digambarkan sebagai 

berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c. Bentuk Graf Koprima dari ℤ𝟓𝟎 

Elemen-elemen dari  ℤ50 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ ,

14̅̅̅̅  , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ , 22̅̅̅̅ , 23̅̅̅̅ , 24̅̅̅̅ , 25̅̅̅̅ , 26̅̅̅̅ , 27̅̅̅̅ , 28̅̅̅̅ , 29̅̅̅̅ , 30̅̅̅̅ , 31̅̅̅̅ , 32̅̅̅̅ , 33̅̅̅̅ , 34̅̅̅̅ , 35̅̅̅̅ ,

36̅̅̅̅ , 37̅̅̅̅ , 38̅̅̅̅ , 39̅̅̅̅ , 40̅̅̅̅ , 41̅̅̅̅ , 42̅̅̅̅ 43̅̅̅̅ , 44̅̅̅̅ , 45̅̅̅̅ , 46̅̅̅̅ , 47̅̅̅̅ , 48̅̅̅̅ , 49̅̅̅̅ }. Graf koprima dari ℤ50 

adalah graf dengan himpunan simpul 

𝑉(Γℤ50
) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ ,

21,̅̅ ̅̅ 22̅̅̅̅ , 23̅̅̅̅ , 24̅̅̅̅ , 25̅̅̅̅ , 26̅̅̅̅ , 27̅̅̅̅ , 28̅̅̅̅ , 29̅̅̅̅ , 30̅̅̅̅ , 31̅̅̅̅ , 32̅̅̅̅ , 33̅̅̅̅ , 34̅̅̅̅ , 35̅̅̅̅ , 36̅̅̅̅ , 37̅̅̅̅ , 38̅̅̅̅ , 39̅̅̅̅ , 40̅̅̅̅ , 41̅̅̅̅ ,

42̅̅̅̅ , 43̅̅̅̅ , 44̅̅̅̅ , 45̅̅̅̅ , 46̅̅̅̅ , 47̅̅̅̅ , 48̅̅̅̅ , 49̅̅̅̅ } 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(Γℤ50
), orde elemen dan 𝐹𝑃𝐵 dari orde elemen di ℤ50 

dapat dilihat pada tabel di bawah ini. 

Tabel 4.5 Orde Elemen di ℤ50 

Elemen ℤ50 Orde elemen di ℤ50 

0̅ 1 

1̅ 50 

2̅ 25 

3̅ 50 

Gambar 4.2 Graf Koprima dari ℤ18 

1̅ 
2̅ 3̅ 

4̅ 5̅ 

7̅ 
8̅ 

6̅ 

9̅ 

10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

12̅̅̅̅  
13̅̅̅̅  

14̅̅̅̅  

16̅̅̅̅  15̅̅̅̅  

17̅̅̅̅  

0̅ 
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Elemen ℤ50 Orde elemen di ℤ50 

4̅ 25 

5̅ 10 

6̅ 25 

7̅ 50 

8̅ 25 

9̅ 50 

10̅̅̅̅  5 

11̅̅̅̅  50 

12̅̅̅̅  25 

13̅̅̅̅  50 

14̅̅̅̅  25 

15̅̅̅̅  10 

16̅̅̅̅  25 

17̅̅̅̅  50 

18̅̅̅̅  25 

19̅̅̅̅  50 

20̅̅̅̅  5 

21̅̅̅̅  50 

22̅̅̅̅  25 

23̅̅̅̅  50 

24̅̅̅̅  25 

25̅̅̅̅  2 

26̅̅̅̅  25 

27̅̅̅̅  50 

28̅̅̅̅  25 

29̅̅̅̅  50 

30̅̅̅̅  5 

31̅̅̅̅  50 

32̅̅̅̅  25 

33̅̅̅̅  50 

34̅̅̅̅  25 

35̅̅̅̅  10 

36̅̅̅̅  25 

37̅̅̅̅  50 

38̅̅̅̅  25 

39̅̅̅̅  50 

40̅̅̅̅  5 

41̅̅̅̅  50 

42̅̅̅̅  25 

43̅̅̅̅  50 

44̅̅̅̅  25 

45̅̅̅̅  10 

46̅̅̅̅  25 
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Elemen ℤ50 Orde elemen di ℤ50 

47̅̅̅̅  50 

48̅̅̅̅  25 

49̅̅̅̅  50 

 

Tabel 4.6 Faktor Persekutuan Terbesar dari Dua Orde Elemen di ℤ50 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ ... 47̅̅̅̅  48̅̅̅̅  49̅̅̅̅  

0̅ 1 1 1 1 1 1 ... 1 1 1 

1̅ 1 50 25 50 25 10 ... 50 25 50 

2̅ 1 25 25 25 25 5 ... 25 25 25 

3̅ 1 50 25 50 25 10 ... 50 25 50 

4̅ 1 25 25 25 25 5 ... 25 25 25 

5̅ 1 10 5 10 5 10 ... 10 5 10 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ 
47̅̅̅̅  1 50 25 50 25 10 ... 50 25 50 

48̅̅̅̅  1 25 25 25 25 5 ... 25 25 25 

49̅̅̅̅  1 50 25 50 25 10 ... 50 25 50 

 

Tabel faktor persekutuan terbesar dari dua orde elemen di ℤ50 tersebut yang 

lebih lengkap terdapat pada Lampiran 2. 

Dari Tabel 4.6 diperoleh simpul yang terhubung dari Γℤ50
 adalah sebagai 

berikut. 

0̅ terhubung langsung dengan 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 13̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 15̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ ,

17̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 19̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , 21̅̅̅̅ , 22̅̅̅̅ , 23̅̅̅̅ , 24̅̅̅̅ , 25̅̅̅̅ , 26̅̅̅̅ , 27̅̅̅̅ , 28̅̅̅̅ , 29̅̅̅̅ , 30̅̅̅̅ , 31̅̅̅̅ , 32̅̅̅̅ , 33̅̅̅̅ , 34̅̅̅̅ , 35̅̅̅̅ , 36̅̅̅̅ , 37̅̅̅̅ ,

38̅̅̅̅ , 39̅̅̅̅ , 40̅̅̅̅ , 41̅̅̅̅ , 42̅̅̅̅ , 43̅̅̅̅ , 44̅̅̅̅ , 45̅̅̅̅ , 46̅̅̅̅ , 47̅̅̅̅ , 48̅̅̅̅ , 49̅̅̅̅  

1̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

2̅ terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

3̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

4̅ terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

5̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

6̅ terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  
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7̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

8̅ terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

9̅ terhubung langsung dengan 0̅ 

10̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

11̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

12̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

13̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

14̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

15̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

16̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

17̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

18̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

19̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

20̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

21̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

22̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

23̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

24̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

25̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ , 12̅̅̅̅ , 14̅̅̅̅ , 16̅̅̅̅ , 18̅̅̅̅ , 20̅̅̅̅ , 22̅̅̅̅ , 24̅̅̅̅ , 26̅̅̅̅ , 28̅̅̅̅ ,

30̅̅̅̅ , 32̅̅̅̅ , 34̅̅̅̅ , 36̅̅̅̅ , 38̅̅̅̅ , 40̅̅̅̅ , 42̅̅̅̅ , 44̅̅̅̅ , 46̅̅̅̅ , 48̅̅̅̅  

26̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

27̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

28̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  
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29̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

30̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

31̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

32̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

33̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

34̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

35̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

36̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

37̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

38̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

39̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

40̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

41̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

42̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

43̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

44̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

45̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

46̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

47̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

48̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅, 25̅̅̅̅  

49̅̅̅̅  terhubung langsung dengan 0̅ 

Dari simpul yang terhubung tersebut maka Γℤ50
 dapat digambarkan sebagai 

berikut: 
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2. Bentuk Umum Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐  

Pada bagian ini, akan dipaparkan tentang generalisasi bentuk graf koprima 

dari ℤ2𝑝2 dengan 𝑝 adalah bilangan prima. 

 

Gambar 4.3 Graf Koprima dari ℤ50 
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a.  Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐 untuk 𝒑 = 𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

b. Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐 untuk 𝒑 ≥ 𝟑 

Lemma 1 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ⊆ ℤ2𝑝2 dengan 𝑝 adalah bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3 

dengan 𝐴 = {𝑝2}, 𝐵 = {2𝑛 | 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝2 − 1}, 𝐶 = {0}, dan 𝐷 = {2𝑛 +

1 | 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝2 − 1} \ {𝑝2}. 

i. Setiap elemen dari 𝐶 terhubung langsung dengan semua elemen ℤ2𝑝2. 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝐶, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑥)  = 1. Misalkan 𝑦 ∈ ℤ2𝑝2 maka 

𝑜𝑟𝑑(𝑦) > 1. Dengan demikian diperoleh 𝐹𝑃𝐵 (1, 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) = 1. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2 ) ∀ 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑦 ∈

ℤ2𝑝2\{0}. 

ii. Setiap elemen dari 𝐴 terhubung langsung dengan semua elemen dari 

𝐵 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝐴, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2. Misalkan 𝑦 ∈ 𝐵, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑦) =

𝑝 atau 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 𝑝2 dengan 𝑝 adalah bilangan prima dan 𝑝 ≥ 3. 

Akan ditunjukkan 𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) = 1 

Kasus 1, 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 𝑝. 

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 𝑝, maka 𝐹𝑃𝐵(2, 𝑝) = 1. 

Gambar 4.4 Graf Koprima dari ℤ2𝑝2 untuk 𝑝 = 2 

0 

7̅ 1̅ 

2̅ 

3̅ 

4̅ 

5̅ 

6̅ 
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Kasus 2, 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 𝑝2. 

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 𝑝2, maka 𝐹𝑃𝐵(2, 𝑝2) = 1. 

Dari kedua kasus di atas, dapat disimpulkan bahwa 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) = 1. 

Sehingga dari poin i dan ii diperoleh {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2 ) ∀ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈

𝐵 ∪ 𝐶. 

iii. Setiap elemen dari 𝐷 hanya terhubung langsung dengan semua elemen 

dari 𝐶 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝐷, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 atau 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2. Misalkan 

𝑦 ∈ 𝐴, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 2 dan misalkan 𝑧 ∈ 𝐵, maka 𝑜𝑟𝑑(𝑧) =

𝑝 atau 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝2 

1. Akan ditunjukkan 𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) ≠ 1 

Kasus 1, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝  

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 2, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝, 2) ≥ 2 ≠ 1. 

Kasus 2, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2  

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑦) = 2, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝2, 2) ≥ 2 ≠ 1. 

Dari kedua kasus di atas, dapat disimpulkan bahwa  

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑦)) ≠ 1. 

Sehingga diperoleh {𝑥, 𝑦} ∉ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐷,  𝑦 ∈ 𝐴. 

2. Akan ditunjukkan 𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑧)) ≠ 1 

Kasus 1, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝 
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Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝, 𝑝) ≥ 𝑝 ≠ 1. 

Kasus 2, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝2 

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝2, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝, 𝑝2) ≥ 𝑝 ≠ 1. 

Kasus 3, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝 

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝2, 𝑝) ≥ 𝑝 ≠ 1. 

Kasus 4, 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝2 

Karena 𝑜𝑟𝑑(𝑥) = 2𝑝2 dan 𝑜𝑟𝑑(𝑧) = 𝑝2, maka  

𝐹𝑃𝐵(2𝑝2, 𝑝2) ≥ 𝑝 ≠ 1. 

Dari ke empat kasus di atas, dapat disimpulkan bahwa 

𝐹𝑃𝐵(𝑜𝑟𝑑(𝑥), 𝑜𝑟𝑑(𝑧)) ≠ 1, sehingga {𝑥, 𝑧} ∉ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈

𝐷, 𝑧 ∈ 𝐵. 

Jadi berdasarkan poin 1 dan 2 diperoleh {𝑥, 𝑦} ∉ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐷, 

𝑦 ∈ ℤ2𝑝2\{𝐶}. 

Berdasarkan poin i, ii, dan iii maka graf koprima dari ℤ2𝑝2 untuk 𝑝 ≥ 3 dapat 

diilustrasikan seperti berikut: 

 

 

 

 

 

 

  

Gambar 4.5 Graf Koprima dari ℤ2𝑝2 untuk 𝑝 ≥ 3 
2𝑝2 − 1 

1 

3 

2 
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4 

0 

𝑝2 

2𝑝2 − 2 
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4.2 Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐  

1. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐 dengan 𝒑 ∈ {𝟐, 𝟑, 𝟓} 

Pada bagian ini, akan dipaparkan tentang pelabelan 𝐿(2, 1) pada graf 

koprima dari ℤ2𝑝2 dengan 𝑝 ∈ {2, 3, 5} 

a. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari ℤ𝟖 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Γℤ8
 sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 4.6 tersebut, maka diperoleh pemetaan sebagai 

berikut: 

0̅ ↦ 0  

1̅ ↦ 2  

2̅ ↦ 3  

3̅ ↦ 4  

4̅ ↦ 5  

5̅ ↦ 6  

6̅ ↦ 7  

7̅ ↦ 8  

 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

Gambar 4.6 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada 𝛤ℤ8
 



50 

 

 
 

Secara umum untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ8 diperoleh pemetaan 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑥 = 0̅

𝑥 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 

Dari Teorema 2.36 diperoleh 𝜆2,1( Γℤ8
) = 8 

b. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari Grup ℤ𝟏𝟖 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Γℤ18
 sebagai berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 4.7 tersebut, maka diperoleh pemetaan sebagai 

berikut: 

0̅ ↦ 0  3̅ ↦ 5  6̅ ↦ 8  9̅ ↦ 2  12̅̅̅̅ ↦ 13  15̅̅̅̅ ↦ 16  

1̅ ↦ 3  4̅ ↦ 6  7̅ ↦ 9  10̅̅̅̅ ↦ 11  13̅̅̅̅ ↦ 14  16̅̅̅̅ ↦ 17  

2̅ ↦ 4  5̅ ↦ 7  8̅ ↦ 10  11̅̅̅̅ ↦ 12  14̅̅̅̅ ↦ 15  17̅̅̅̅ ↦ 18  

Secara umum untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ18 diperoleh pemetaan 

𝑓(𝑥) = {

0,
𝑥 + 2,

2,
𝑥 + 1,

       

𝑥 = 0̅
0̅ < 𝑥 < 9̅

𝑥 = 9̅
9̅ < 𝑥 ≤ 17̅̅̅̅

 

Dari Gambar 4.7 diperoleh 𝜆2,1( Γℤ18
) ≤ 18 

Dari Lemma 2.35 diperoleh 18 ≤ 𝜆2,1( Γℤ18
) 
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Gambar 4.7 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada 𝛤ℤ18
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Sehingga dari dua pernyataan di atas dapat disimpulkan bahwa 

𝜆2,1( Γℤ18
) = 18 

c. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Graf Koprima dari Grup ℤ𝟓𝟎 

Pelabelan 𝐿(2, 1) pada Γℤ50
 ditunjukkan pada Gambar 4.8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 4.8 tersebut, maka diperoleh pemetaan sebagai 

berikut: 

 

Gambar 4.8 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada 𝛤ℤ50
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0̅ ↦ 0  10̅̅̅̅ ↦ 12  20̅̅̅̅ ↦ 22  30̅̅̅̅ ↦ 31  40̅̅̅̅ ↦ 41  

1̅ ↦ 3  11̅̅̅̅ ↦ 13  21̅̅̅̅ ↦ 23  31̅̅̅̅ ↦ 32  41̅̅̅̅ ↦ 42  

2̅ ↦ 4  12̅̅̅̅ ↦ 14  22̅̅̅̅ ↦ 24  32̅̅̅̅ ↦ 33  42̅̅̅̅ ↦ 43  

3̅ ↦ 5  13̅̅̅̅ ↦ 15  23̅̅̅̅ ↦ 25  33̅̅̅̅ ↦ 34  43̅̅̅̅ ↦ 44  

4̅ ↦ 6  14̅̅̅̅ ↦ 16  24̅̅̅̅ ↦ 26  34̅̅̅̅ ↦ 35  44̅̅̅̅ ↦ 45  

5̅ ↦ 7  15̅̅̅̅ ↦ 17  25̅̅̅̅ ↦ 2  35̅̅̅̅ ↦ 36  45̅̅̅̅ ↦ 46  

6̅ ↦ 8  16̅̅̅̅ ↦ 18  26̅̅̅̅ ↦ 27  36̅̅̅̅ ↦ 37  46̅̅̅̅ ↦ 47  

7̅ ↦ 9  17̅̅̅̅ ↦ 19  27̅̅̅̅ ↦ 28  37̅̅̅̅ ↦ 38  47̅̅̅̅ ↦ 48  

8̅ ↦ 10  18̅̅̅̅ ↦ 20  28̅̅̅̅ ↦ 29  38̅̅̅̅ ↦ 39  48̅̅̅̅ ↦ 49  

9̅ ↦ 11  19̅̅̅̅ ↦ 21  29̅̅̅̅ ↦ 30  39̅̅̅̅ ↦ 40  49̅̅̅̅ ↦ 50  

Secara umum untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ50 diperoleh pemetaan 

𝑓(𝑥) = {

0,
𝑥 + 2,

2,
𝑥 + 1,

       

𝑥 = 0̅
0̅ < 𝑥 < 25̅̅̅̅

𝑥 = 25̅̅̅̅

25̅̅̅̅ < 𝑥 ≤ 49̅̅̅̅

 

Dari Gambar 4.8 diperoleh 𝜆2,1( Γℤ50
) ≤ 50  

Dari Lemma 2.35 diperoleh 50 ≤ 𝜆2,1( Γℤ50
) 

Sehingga dari dua pernyataan di atas dapat disimpulkan bahwa 

𝜆2,1( Γℤ50
) = 50 
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2. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada Bentuk  Secara Umum Graf Koprima dari ℤ𝟐𝒑𝟐 

a. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada 𝚪ℤ
𝟐𝐩𝟐

untuk 𝒑 = 𝟐 

 

 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan Gambar 4.9 tersebut, maka diperoleh pemetaan sebagai 

berikut: 

0̅ ↦ 0  

1̅ ↦ 2  

2̅ ↦ 3  

3̅ ↦ 4  

4̅ ↦ 5  

5̅ ↦ 6  

6̅ ↦ 7  

7̅ ↦ 8  

Secara umum untuk setiap 𝑥 ∈ ℤ8 diperoleh pemetaan 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑥 = 0̅

𝑥 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 

Dari Teorema 2.36 diperoleh 𝜆2,1 ( Γℤ
2p2

) = 8, untuk 𝑝 = 2 

 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

Gambar 4.9 Pelabelan 𝐿(2, 1) pada 𝛤ℤ
2𝑝2 untuk 𝑝 = 2 
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b. Pelabelan 𝑳(𝟐, 𝟏) pada 𝚪ℤ
𝟐𝐩𝟐

 untuk 𝒑 ≥ 𝟑 

Lemma 2. Misalkan 𝑥 ∈ ℤ2𝑝2 dengan 𝑝 adalah bilangan prima dan  𝑝 ≥ 3. 

Pemetaan 𝑓 yang didefinisikan sebagai 

𝑓(𝑥) = {

0,
𝑥 + 2,

2,
𝑥 + 1,

       

𝑥 = 0̅
0̅ < 𝑥 < 𝑝2̅̅ ̅

𝑥 = 𝑝2̅̅ ̅

𝑝2̅̅ ̅ < 𝑥 ≤ 2𝑝2 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

adalah suatu pelabelan 𝐿(2, 1). 

Bukti. 

Domain dari 𝑓 adalah ℤ2𝑝2 = {0̅, 1̅, 2̅, … , 2𝑝2 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. Dari definisi di atas, 𝑓 

memetakan semua unsur domain ke tepat satu bilangan bulat. Dengan 

demikian 𝑓 adalah suatu pemetaan. 

Adapun syarat untuk pelabelan 𝐿(2, 1) sebagai berikut: 

1. Dua simpul yang terhubung langsung harus mempunyai selisih label 

minimal dua. 

Dari Lemma 1 diperoleh: 

i. {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑦 ∈ ℤ2𝑝2\{0}. 

Sehingga 𝑓(𝑥) = 0 dan 𝑓(𝑦) ≥ 2 , dengan demikian diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2. 

ii. {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶. 

Kasus 1, 𝑦 ∈ 𝐵 

Sehingga 𝑓(𝑥) = 2 dan 𝑓(𝑦) ≥ 4 dengan demikian diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2. 
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Kasus 2, 𝑦 ∈ 𝐶 

Dari poin i diperoleh, |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 2. 

2. Dua simpul yang berjarak dua harus mempunyai selisih label 

minimal satu.  

Dari Lemma 1 diperoleh: 

i. {𝑥, 𝑦} ∉ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 ∈ 𝐵. 

Dari Gambar 4.5 diketahui bahwa jarak dari 𝑥 ∈ 𝐷 ke 𝑦 ∈ 𝐵 

adalah 2. 

Sehingga 𝑓(𝑥) ≥ 3 dan 𝑓(𝑦) ≥ 4, dengan demikian diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 1. 

ii. {𝑥, 𝑦} ∉ 𝐸 (Γℤ
2𝑝2) ∀ 𝑥 ∈ 𝐷,  𝑦 ∈ 𝐴. 

Dari Gambar 4.5 diketahui bahwa jarak dari 𝑥 ∈ 𝐷 ke 𝑦 ∈ 𝐴 

adalah 2. 

Sehingga 𝑓(𝑥) ≥ 3 dan 𝑓(𝑦) = 2, dengan demikian diperoleh 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 1. 

Dari poin 1 dan 2 maka dapat disimpulkan bahwa pemetaan 𝑓 memenuhi 

kaidah pelabelan 𝐿(2, 1). 

Lemma 3 

Untuk setiap bilangan prima 𝑝 ≥ 3 berlaku 

𝜆2,1 ( Γℤ
2p2

) = 2𝑝2. 
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Bukti 

Dari Lemma 2 diperoleh 𝜆2,1 ( Γℤ
2p2

) ≤ 2𝑝2. Dari Lemma 2.35 dan 

Teorema 2.36 diperoleh 𝜆2,1 ( Γℤ
2p2

) ≥ 𝜆2,1(𝐾1,2𝑝2−1) = 2𝑝2. Dengan demikian 

𝜆2,1 ( Γℤ
2p2

) = 2𝑝2. 

 

4.3 Kajian Penelitian dalam Perspektif Islam 

Dalam teori graf, terdapat bermacam-macam jenis graf, salah satunya di 

tinjau berdasarkan derajat simpulnya seperti graf bintang. Graf bintang adalah graf 

yang terdiri dari satu simpul pusat dan beberapa simpul samping. Dalam Al-Qur’an 

sudah dijelaskan tentang representasi graf bintang yang mengacu pada surat An-

Nahl ayat 11. 

لّكَ لَاه  َعحناَبَ وَمّنح كُلّٰ الثَّمَرهتَّۗ اّنَّ فيح ذه بّتُ لَكُمح بهّّ الزَّرحعَ وَالزَّيحـتُـوحنَ وَالنَّخّيحلَ وَالاح ﴾۱۱﴿  يةًَ لّٰقَوحمٍ يّـَتـَفَكَّرُوحنَ يُـنحْۢ  

Artinya: “Dengan (air hujan) itu Dia menumbuhkan untuk kamu tanam-tanaman, 

zaitun, kurma, anggur dan segala macam buah-buahan. Sungguh, pada yang 

demikian itu benar-benar terdapat tanda (kebesaran Allah) bagi orang yang 

berpikir” (An-Nahl/16:11). 

 

Allah SWT memberikan hujan untuk menumbuhkan berbagai tanaman yang 

buahnya dapat memenuhi kebutuhan hidup manusia. Manusia memperoleh 

makanan untuk ternaknya dari rumput-rumputan. Manusia mendapatkan minyak 

tubuh mereka dari pohon zaitun. Orang-orang juga dapat mendapatkan nutrisi dari 

buah-buahan seperti kurma dan anggur. Untuk menunjukkan kekuasaan-Nya yang 

tak terbatas, Allah SWT juga menumbuhkan berbagai jenis buah. 

Allah SWT memiliki kekuatan untuk menumbuhkan berbagai jenis tanaman 

dari air hujan yang sama, yang menghasilkan buah dengan berbagai bentuk, warna, 
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bau, dan rasa. Semua tumbuhan yang menghasilkan bahan untuk memenuhi 

kebutuhan hidup manusia merupakan nikmat dari Allah SWT sekaligus bukti 

kekuasaan dan keesaan-Nya bagi mereka yang mengingkarinya. Mereka yang 

melihat dan mempercayai kekuasaan Allah SWT di alam ini cukup puas. 

Sebagai contoh, lihat biji-bijian yang hampir sama bentuknya di tanah yang 

dibasahi hujan. Setelah merekah, akarnya keluar dari tanah, dan kemudian tumbuh 

batang, daun, berbunga, dan berbuah. Menariknya, biji-bijian yang hampir sama 

menghasilkan tanaman yang bervariasi dalam bentuk, warna, dan rasa buahnya 

(Kemenag RI, 2022). 

Ayat tersebut merupakan representasi dari graf bintang, di mana air hujan 

dapat direpresentasikan sebagai simpul pusat. Sedangkan  rumput-rumput, zaitun, 

kurma, anggur, dan tanaman lainnya yang tumbuh karena air hujan 

direpresentasikan sebagai simpul samping. Graf bintang pada ayat tersebut dapat 

diilustrasikan sebagai berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pelabelan merupakan salah satu topik dalam teori graf. Pelabelan 

merupakan pemberian label berupa bilangan bulat positif pada simpul-simpul atau 

sisi-sisi graf dengan aturan tertentu yang telah ditetapkan. Dalam Al-Qur’an sudah 

Zaitun  

Anggur  

Rumput 

Lainnya  

Lainnya  

Kurma  

Air hujan 

Gambar 4.10 Graf Bintang pada Tanaman 
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dijelaskan tentang pelabelan pada graf yang mengacu pada ibadah shalat fardhu 

yang terdapat pada surat Al-Isra ayat 78. 

هُوحدًا رّ كَانَ مَشح رَّۗ اّنَّ قُـرحاهنَ الحفَجح سّ اّلَه غَسَقّ الَّيحلّ وَقُـرحاهنَ الحفَجح ﴾ ۸۷﴿ اقَّمّ الصَّلهوةَ لدُّلُوحكّ الشَّمح  

Artinya: “Dirikanlah salat sejak matahari tergelincir sampai gelapnya malam dan 

(laksanakan pula salat) Subuh! Sesungguhnya salat Subuh itu disaksikan (oleh 

malaikat)” (Al-Isra’/17:78). 

 

Ayat ini memerintahkan agar Rasulullah SAW untuk mendirikan salat 

sesudah matahari tergelincir sampai gelap malam, serta shalat Subuh. Perintah ini 

mencakup salat lima waktu: shalat Dzuhur dan Asar setelah matahari tergelincir, 

salat Magrib dan Isya setelah gelap malam, dan shalat fajar yakni shalat Subuh 

(Abdullah, 2003). 

Shalat memiliki kedudukan yang sangat penting dalam Islam dan menjadi 

dasar kokoh bagi tegaknya agama Islam. Menunaikan shalat tepat pada waktunya 

menjadi sesuatu yang sangat dianjurkan. Al-Qur’an tidak menjelaskan secara 

terperinci kapan waktu shalat fardhu dilakukan. Namun,  hadits Rasulullah SAW, 

menjelaskan waktu shalat secara rinci, termasuk waktu awal dan akhir untuk setiap 

shalat. Hadits yang diriwayatkan dari Jabir bin ‘Abdillah Radhiyallahu anhu dalam 

kitab An-Nasa’i nomer 526 adalah salah satu hadits yang menjelaskan kapan waktu 

shalat fardhu dilakukan. Waktu shalat tersebut jika direpresentasikan dalam 

pelabelan graf akan tergambar sebagai berikut: 
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Semua waktu shalat fardhu yaitu dhuhur, ashar, magrib, isya’ dan subuh 

saling terhubung satu sama lain, seperti yang ditunjukkan pada di atas. Ada garis 

yang menunjukkan perputaran matahari. Waktu pelaksanaan shalat fardhu dalam 

agama Islam diatur berdasarkan pergerakan atau putaran matahari. Waktu dzuhur 

dimulai sejak tergelincirnya matahari sampai bayangan sesuatu sama panjang 

dengan aslinya, dan waktu ashar dimulai sejak bayangan sesuatu sama panjang 

dengan aslinya sampai bayangan sesuatu dua kali panjang aslinya atau terbenamnya 

matahari. Waktu magrib dimulai sejak terbenamnya matahari sampai hilangnya 

mega merah dan waktu isya’ dimulai sejak hilangnya mega merah sampai sepertiga 

malam (terbit fajar). Waktu subuh dimulai sejak terbit fajar shadiq sampai terbitnya 

matahari. 

 

Gambar 4.11 Representasi Pelabelan graf terhadap waktu shalat 

Dhuhur 

11.27 

Ashar 

14.48 

Magrib 

17.21 

Isya’ 

18.33 

Subuh 

04.12 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dijelaskan, dapat disimpulkan bahwa 

pelabelan 𝐿(2, 1) pada  Γℤ
2𝑝2  untuk 𝑝 adalah bilangan prima sebagai berikut: 

1. Untuk 𝑝 = 2 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑥 = 0̅

𝑥 + 1, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 

2. Untuk 𝑝 ≥ 3 

𝑓(𝑥) = {

0,
𝑥 + 2,

2,
𝑥 + 1,

       

𝑥 = 0̅
0̅ < 𝑥 < 𝑝2̅̅ ̅

𝑥 = 𝑝2̅̅ ̅

𝑝2̅̅ ̅ < 𝑥 ≤ 2𝑝2 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

dengan 𝑥 ∈ ℤ2𝑝2 dan 𝜆2,1 ( Γℤ
2𝑝2) = 2𝑝2. 

5.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini, diharapkan bagi peneliti selanjutnya dapat 

mengembangkan penelitian ini dengan varian pelabelan jarak atau grup lainnya. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1.  Faktor Persekutuan Terbesar dari Setiap Dua Orde Elemen di ℤ18  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 6 3 6 3 6 3 6 3 2 3 6 3 6 3 6 3 6

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18

1 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3 3 3 3

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18

1 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3 3 3 3

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 6 3 6 3 6 3 6 3 2 3 6 3 6 3 6 3 6

1 9 9 3 9 9 3 9 9 1 9 9 3 9 9 3 9 9

1 18 9 6 9 18 3 18 9 2 9 18 3 18 9 6 9 18
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Lampiran 2.  Faktor Persekutuan Terbesar dari Setiap Dua Orde Elemen di ℤ50 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2

1 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 1

1 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 2
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50

25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25

25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50 5 50 25 50 25 10 25 50 25 50

25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25 5 25 25 25 25

5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10 5 10
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