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ABSTRAK

Rumfot, Fitriyanti. 2011Analisis Persamaan Navier-Stokes 2D untuk Model

Gelombang Perairan Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah
Nilai Batas. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dakndlogi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Mada
Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd

(I) Ach. Nashichuddin, M.A

Sistem persamaan Navier-Stokes adalah persamaanerdifal parsial

nonlinear yang dapat dikerjakan pada kasus fluida. dPenelitian ini

berupaya untuk memperoleh solusi masalah nilai al@al masalah nilai
batas yang diasumsikan pada aliran fluida 2D. Dalaah ini solusi

d’Alembert adalah solusi partikulir masalah nilaved Penyelesaiaan
masalah masalah nilai batas pada persamaan dit@rgrassial Navier-

Stokes dikerjakan dengaB8plitting methoduntuk mendapatkan sistem
persamaan diferensial biasa yang terpisah. Seltam@jytemisahan variabel
dikerjakan untuk mendapatkan solusi umum pada m@iasalai batasnya.
Dalam hal ini batas-batas didefinisik@n< x < L dan0 <y < W. Solusi

bentuk kanonik juga dibahas dalam penelitian ini.

Kata Kunci: Persamaan Navier-Stokes 2D, Solusi Nilai AwalluSio
Nilai Batas, Bentuk Kanonik
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ABSTRACT

Rumfot, Fitriyanti. 2011Analysis of 2D Navier-Stokes for Model of Shallow
Water Flow with Initial Value Problem and Boundary Value Problem.
Thesis. Mathematics Department, Science and TespyoFaculty, The
State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Mata
Advisor: (I) Ari Kusumastuti, S.Si., M.Pd.

(1) Ach. Nashichuddin, M.A.

System of Navier-Stokes equations are nonlineatigbadifferential

equations that can do for fluid of water. This ssh aims to find
solutions to initial value problem and assumed llamy value
problems in 2D fluid flow. In this case the d'Aleemb solution is a
characteristic solution to the initial value prableProblem solving
boundary value problems in partial differential agon of Navier-
Stokes equations by separation method to get themmyof ordinary
differential equations separately. separation ofabées further carried
out to obtain a general solution for boundary vaheblems. In this
case the limits specified by < x < L and0 <y < W. Solution of

canonical form is also discussed in this research.

Key Words: 2D Navier-Stokes Equation, Solutions of InitiahlWe,
Solutions of Boundary Value, Canonical Form
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1Latar Belakang

Persamaan diferensial parsial merupakan kajian madie yang sangat
fundamental yang dapat menterjemahkan fenomena ledadalam bentuk yang
sistematis. Fakta dari suatu objek yang akan disakan menjadi logis dan jelas
dengan menampilkan model dari fakta ini, yang padaumnya berbentuk
persamaan diferensial parsial atau bahkan sistesamp@an diferensial parsial.
Dari model ini akan tergambar sebuah transformasu byang siap untuk
diperhitungkan jawabannya dari masalah atau faktd entunya model dari fakta
ini merupakan miniatur masalah yang hanya mempkeatimkan variabel-variabel
yang terbatas, asalkan variabel-variabel tersebwwakili fakta yang
sesungguhnya. Hal ini karena tidak mungkin menggmmaemua variabel dari
fakta atau masalah secara keseluruhan. Oleh kérenaniatur fakta adalah hal
yang “manusiawi’ dalam mendapatkan jawaban suatsalah, seperti firman

Allah berikut:
5 cisiL L les Eais G L Leans V) Lo DTCas Y
e Tl Jo A UGS (o) Tl e ¥ G5 GllE

Ao
£C T

‘WJ‘)U#‘)L&&‘) L—‘UUAAUaY L.Louy /WL‘tL:-.é

e o Gl ey

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuangah
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikemg diusahakannya dan

-
-



ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakann(mereka berdoa): "Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kampalatau kami tersalah. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kaefam yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-oranglusebleami. Ya Tuhan
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apaagyamk sanggup kami
memikulnya. beri maaflah Kami; ampunilah Kami; daahmatilah kami.

Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami tedmdkaum yang kafir."
(Q.S.al-Bagarah: 286).

Dalam ayat ini Allah swt. mengatakan bahwa sesepdibebani hanyalah
sesuai dengan batas kesanggupannya. Karena meipabidpekita dibebani di
luar dari batasan kemampuan kita, pastilah kitaktidkan sanggup menjalani
beban itu. Agama Islam adalah agama yang tidak resatkan manusia dengan
beban yang berat dan sukar. Mudah, ringan dan sdakpit adalah asas pokok
dari agama Islam.

Seperti telah diuraikan sebelumnya bahwa apa yhkeyjakan adalah
hanya menggunakan sampel model yang bersifat sarbdan melibatkan
persamaan diferensial parsial. Dalam hal ini, kaparsamaan diferensial parsial
melibatkan serangkaian kajian yang mendalam atasisanalitik atau bahkan
solusi numerik dari model yang dihadapi. Solusiliithatau exact solutiordari
suatu persamaan diferensial parsial adalah perestlasi yang terdefinisi atau
sahih dalam sistem yang dihadapi. Dalam pembahaelrsi analitik suatu
persamaan diferensial parsial umumnya mengkaji ladagalai awal dan masalah
nilai batas. Sehingga solusi analitik yang dimakbkacdus terdefinisi juga dalam
sistem atau pada batas-batas sistem. Dalam haésuingguhnya solusi analitik
melibatkan serangkaian prosedur yang tidaklah muolah karena itu biasanya

digunakan solusi numerik yang terkatagori sebagasq@ur yang masuk akal

untuk dilalui oleh semua peneliti terutama bagiekaryang tidak ithterest” atau



tidak terlalu mendalami prosedur matematik secaendalam. Tetapi harus
diingat bahwa solusi numerik adalah hanya solusidpkatan, sehingga solusi
analitik memegang kendali dalam mengontrol keakmratdari solusi
pendekatannya. Tetapi tidak dapat dipungkiri baladangkala ada beberapa
masalah dalam suatu model yang hampir tidak munghkiantukan solusi
analitiknya. Dalam kenyataan seperti ini sebagaras®y ilmuwan muslim hanya
mampu meyakini bahwa kebenaran yang nisbi adalalahAljang maha
mengetahui, hanya ijtihad dan ikhtiar yang mampewditi, seperti firman Allah

tentang ijtihad sebagai berikut:

(3

£_ ,,,/E/// % M- . DU N s
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Artinya: Mereka berkata: "Kami sekali-kali tidak @k mengutamakan kamu
daripada bukti-bukti yang nyata (mukjizat), yantpktedatang kepada kami dan
daripada Tuhan yang telah menciptakan kami; makéugkanlah apa yang
hendak kamu putuskan. Sesungguhnya kamu hanyadakah memutuskan pada
kehidupan di dunia ini saj§QS. Thaha:72)

Selanjutnya pada saat berangkat pada model dadiake alam saat ini,
bahwa faktanya mulai banyak bermunculan fenomems yditimbulkan oleh
kelalaian manusia dalam melihat perubahan arusaswang mengakibatkan
banyak kerusakan. Berdasarkan berita pada surair kdimpas, 28 Juli 2010,
kerusakan sungai Brantas yang panjangnya mencéil®@meter tersebut, telah
bertambah parah. Karena kedalaman dasar sungatgiadal991 3-4 meter, kini
telah mencapai 12 meter. Akibat penurunan dasagasuterdapat sedikitnya 74

titik kerusakan di tanggul, plengsengan, dan sapamgairan berupa bendungan.

Jumlah kerusakan itu mencapai ratusan apabila dihmengan jembatan, jalan



dan saluran irigasi yang rusak di sepanjang aktamgai. Kondisi kerusakan di
setiap titik termasuk kategori parah. Sebagai dgnpondasi bendungan Mrican
di Kabupaten Kediri menggantung setinggi 4 meteni garmukaan air. Jika
bendungan ini sampai runtuh, ribuan hektar sawdatdupaten dan Kota Kediri
serta Kabupaten Nganjuk akan kekeringan. Contaimyai adalah amblesnya
pondasi jembatan Mrican di Kota Kediri yang mengakian terputusnya jalur
transportasi dari Kabupaten Kediri menuju Kota Kedumpuhnya kegiatan
perdagangan, dan bertambahnya biaya ekonomi kaxeses lalu lintas harus
memutar sejauh 10 kilometer (Kompas.com, 2010).

Berdasarkan ilmu hidrologi, keadaan aliran sungaimacam-macam.
Apabila pola kecepatan aliran dalam suatu penampaelgntang sungai tidak
berubah di setiap arah aliran atau dengan katakkdlalaman aliran sama dan
kecepatan aliran tetap sama pada kedalaman alaag yama tersebut, maka
dikatakan sungai itu beraliran serag&miform flow), sedangkan jika keadaaan
aliran berubah dan pola kecepatan aliran berubadkandikatakann sungai
tersebut beraliran tidak seragdnon uniform flow) Selanjutnya jika butir-butir
air seolah-olah bergerak menuju lintasan terterngyteratur atau lurus, dan
selapis air yang sangat tipis, seperti menggelidciatas lapisan di sebelahnya
maka aliran sungai tersebut dikatakan laminar. Sgden jika butir-butir air
bergerak menuju lintasan yang tidak teratur, titlicar, maupun tidak tetap,
walaupun butir-butir tersebut tetap menunjukkanakemaju dalam aliran

keseluruhan, maka sungai tersebut beraliran tunbéliran laminar dan turbulen



dapat diidentifikasi berdasarkan bilangan Reynolgsng dapat dirumuskan
sebagai berikut:

Pvd
Re = —
U

Dengan P adalah kerapatan massaecepatan alirard kedalaman aliran, dgn
kekentalan air. Apabil&e kurang dari 500 maka terjadi aliran laminar, algabi
harganya 500-2000 terjadi keadaaan transisi, bdeefpatan dan kedalaman
bertambah besar maka harBa bertambah dan aliran akan menjadi turbulen.
Berdasarkan realita yang ada, hampir seluruh abrarmgai keadaannya adalah
turbulen. Suatu aliran sungai dapat juga beruparalietap(steady flow)dan
aliran tidak tetap(unsteady flow)Aliran tetap terjadi apabila kecepatan tidak
berubah terhadap waktu, sedangkan apabila kecep#itan tersebut berubah
terhadap waktu maka akan menjadi aliran tidak teiipan tetap atau tidak tetap
dapat dibedakan sebagai aliran seragam dan tidaggese, apabila:

1. Suatu debit fluida yang tetap mengalir di sepanjahg terhadap luas
penampang yang tetap disebut aliran tetap dan aarggeady uniform
flow) tipe aliran ini yang paling banyak digunakan dalaidrolika fluida
berbentuk airyater;

2. Suatu debit yang besarnya sama dan tetap melatu alur sungai yang
luas penampangnya semakin bertambah besar ataurdregkmerupakan
aliran tetap dan tidak seragdsteady non uniform flow)

3. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkuralagndaubungannya
dengan waktu dan mengalir pada suatu penampangpisyagg tetap

adalah merupakan aliran tidak tetap dan serggasteady uniform flow)



4. Suatu debit sungai yang bertambah atau berkuralagndiaubungannya
dengan waktu dan mengalir pada suatu penampanghbembah adalah
merupakan aliran tidak tetap dan tidak seradgansteady non uniform
flow)

(Soewarno, 1991).

Setiap zat cair (air sungai) mempunyai sifat-sffaida yang penting.
Salah satunya adalah viskositas. Viskositas adadeti dari gaya-gaya antara
molekul yang timbul pada saat lapisan-lapisan #8ulbrusaha menggeser satu
dengan lainnya (Orianto, 1989).

Dalam penelitian ini model matematik yang mampunteigemahkan
keadaan fuida air seperti di atas, adalah persaMasaier-Stokes. Persamaan ini
adalah persamaan diferensial parsial non liniergyaitemukan oleh ahli
matematika Perancis, L.M.H Naviét758-1836) darSir Gorge Gabriel Stokes
(1819-1903) dan Persamaan Navier-Stokes merupak&émsdari persamaan
momentum dan persamaan kontinuitas, yang dapaakibepada aliran fluida
laminar atau turbulen (Munson, 2002). PersamaanieN®tokes ini adalah
persamaan diferensial parsial nonlinear yang mknpgskan bagaimana fluida
mengalir dan persamaan ini juga telah banyak dipaktuk masalah-masalah
unik di kehidupan sehari-hari sebagai contoh, hagaa pesawat bisa terbang?
(terkait dengan fluida gas) dan berapa waktu yabgtahkan secangkir kopi
yang diaduk menjadi tenang? (fluida cair). Persamakavier-Stokes pada

mulanya berasal dari hukum Newtgh= m - a, tetapi karena digunakan pada



elemen fluida yang tergantung dari gaya eksteigaya tekan, dan gaya gesek
sehingga persamaannya berubah.

Asumsi fluida yang dipilih dalam penelitian ini eddh air dangkal
(shallow water) Perairan dangkal yang dimaksud adalah perairang ya
mempunyasurface(batas permukaan) déottom(batas dasar) (Zauderer, 2006).

Penelitian ini berupaya menekankan analisis pehacaanalitik bagi
model gelombang perairan pada suatu sistem yanthdipenelitian dibatasi
pada kondisi 2 dimensi. Analisis tentang gelombéamplitudo) perairan ini
dapat menjadi inspirasi pengendalian kondisi ketegpdaerah aliran sungai atau
DAS. Hal ini tentunya bahwa hasil analisis analitdcus diimplementasikan pada
data DAS yang dihadapi, sehingga hasil analisa mettk ini menjadi sangat
aktual. Dalam penelitian ini, peneliti membatasiganalisis pemecahan analitik
kondisi gelombang perairan. Selanjutnya hasil argasinalitik kondisi gelombang
di perairan ini dapat dilanjutkan dalam penelitibarikutnya dalam melihat
tingkat pengarumoise gelombang di perairan terhadap sedimentasi dagsfun
lahan di sekitar daerah aliran sungai.

Dari paparan di atas, maka penelitian ini menjefiting untuk dilakukan
karena akan sangat membantu pengamatan lebih Igejuddap persamaan
Navier-Stokes di perairan dangkal yang melibatkamsatah nilai batas dan
masalah nilai awal yang telah diberikan dalam peaelini. Oleh karena itu,
peneliti menuangkan gagasan tersebut dalam skmpsdan memberi judul:
"Analisis Persamaan Navier-Stokes 2D untuk Modello@dang Perairan

Dangkal dengan Masalah Nilai Awal dan Masalah NBatas”.



1.2 Rumusan Masalah

Berangkat dari uraian di atas, maka dalam penelitinakan difokuskan

pada masalah berikut:

1.

Bagaimana analisis persamaan Navier-Stokes 2Bukumemodelkan
penampang gelombang dengan melibatkan masalahamiai dan masalah
nilai batas di perairan dangkal?

Bagaimana bentuk kanonik persamaan Navier-St®Redi perairan dangkal?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
Menganalisis persamaan Navier-Stokes 2D unteknodelkan penampang
gelombang yang melibatkan masalah nilai awal dasatah nilai batasnya
pada perairan dangkal.

Menentukan bentuk kanonik persamaan Navierestdkperairan dangkal.

1.4. Batasan Masalah

1.

Analisis persamaan Navier-Stokes dibatasi pamtestkuksi model analitik
kecepatan dan tekanan pada objek perairan berbeetskgi, dengan batas
0<x<Ldan0<y<W

Menggunakan Persamaan Navier-Stokes 2D (varaloijunakan sebagai
parameter panjang sungai dan varialeldigunakan sebagai parameter
kedalaman sungai).

ou ou ou _ 1 *u | *u



2 2
ymomentum%—?+u3—§+v3—;=é<%+37’z’>
3. Model dikaji pada asumsi Perairan dangkal.
4. Solusi Analitik yang dipilih adalah dengan bdntlinear yaitu w =

F(y,t)x + G(y,t) danw = F(x,t)y + G(x,t)

1.5 Metode Penelitian

Metode penelitian yang dilakukan adalah dengan kon&kn teknik
analisis secara literatur. Di mana model rujukatmtuydNavier-Stokes 2D di
analisis untuk memperoleh pemecahan secara analgikggunakan nilai awal
dan nilai batas yang didefinisikan. Selanjutnyamjiitkan dengan analisis untuk

mendapatkan bentuk kanonik dari persamaan NavakeSt2D.

1.6 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis menggunalsistematika
penulisan yang terdiri dari 4 bab, dan masing-ngabiab dibagi dalam subbab
dengan sistematika penulisan sebagai berikut:
BAB | - PENDAHULUAN
Pada bab ini meliputi beberapa sub bahasan yddu beelakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelianfaat
penelitian, metode penelitiatan sistematika penulisan.
BAB Il . KAJIAN PUSTAKA
Pada bab ini penulis menjelaskan beberapa teari-tgang

berhubungan dengan penelitian, diantaranya adaéatgeptian



BAB Il

BAB IV
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persamaan diferensial parsial, solusi umum darss&husus dari
persamaan diferensial parsial, metode pemisahanabehr
persamaan diferensial parsial nonlinier, konstruksrsamaan
Navier-Stokes dan bentuk kanonik persamaan difeigoersial.
PEMBAHASAN

Pada bab ini penulis menjelaskan cara menganglsisamaan
Navier-Stokes 2D untuk memodelkan penampang gelngipang
melibatkan masalah nilai awal dan masalah nilaadrata pada
perairan dangkal serta menentukan bentuk kanonrsapean
Navier-Stokes di perairan dangkal

PENUTUP

Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yangrdiph dari
pembahasan yang dilengkapi dengan saran-saran berkgitan

dengan hasil penelitian ini.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Parsial
Dalam persamaan diferensial parsial muncul turumemsial yang
menyatakan hukum Fisika tertentu. Misalnya, persanaferensial parsial

0%u 0%u
e @1

yang menggambarkan gerak bentuk gelombang, dapéeriak gelombang
samudera, gelombang suara, gelombang cahaya danlgeig yang lainnya.
Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah suatsamp@an yang
mengandung dua atau lebih derivatif parsial untid&isfungsi dari dua atau lebih
variabel bebas. Tingkat derivatif parsial tertinggerupakan tingkat persamaan
diferensial parsial tersebut. Sedangkan pangkdinger dari order tertinggi
merupakan derajat dari persamaan diferensial tets¢koeharjo,1996)

Notasi untuk turunan parsial, jika= f (x,y), maka,

ey =fi=L=2f(y) = =f =Dif =Dyf (2.2)
Ky =fy==f ) == fo=Dof = Dyf (23)

Dari notasi turunan tersebut di atas, maka dapedtaltiui turunan dari
turunan parsial dav = f(x, y) yaitu:
1. Untuk mencarif,, pandangy sebagai konstanta dan diferensialkffx, y)

terhadapx

11
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2. Untuk mencarif,, pandangx sebagai konstanta dan diferensialkafx, y)
terhadaypy (Stewart, 2003: 353).
Untuk turunan yang lebih tinggi, jikA adalah fungsi dari dua variabel,
maka turunan parsialnyf, dan f, juga fungsi dua variabel. Sehingga, dapat
ditinjau turunan parsial daxif,)., (fy)y, (fy)x dan (f;), yang disebut turunan

parsial kedua dayi. Jikaz = f(x,y), dengan menggunakan notasi tersebut maka,

f)x = fir = frr == (L) = Z—f =2z (2.4)
(Fy=foy=fo==(L)=2L=-22 (2.5)
Bl =Fu=fu==(ZL)=2L=22 (2.6)
By =Fy=fo=o(L) =L =22 (2.7)

Dari notasi Lg (atau ) berarti bahwa dideferensialkan terhadagemudian

terhadapy. Sedangkan dalam menghituﬁg( urutannya dibalik (Stewart, 2003:

357).

2.2 Persamaan Diferensial Parsial Linier dan Nontier
Persamaan diferensial parsial (PDP) diklasifikasikeenjadi PDP linier

dan nonlinier.

AQG Y Uy (,Y) + 2B (X, Y )ty (x, ¥) + C(x, YUy (x, ) +
(2.8)
D(x, y)u,(x,y) + E(x,y)u, (x,y) + F(x, y)ulx,y) = G(x,y)
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Linieristas dari PDP ditentukan oleh fungsional idatkoefisien
A(x,vy),B(x,y),C (x,y),D(x,y),E(x,y),F(x,y),dan G(x,y) . Jika Kkoefisien-
koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantpada variabel bebas,
[F(x,y) = 0], maka PDP tersebut adalah linier (Zauderer, 200%. Bika
koefisien-koefisien merupakan fungsi dari turunamrtgma dan kedua
[F (%, 7, w Uy, Uy, Uy, Uyy, Uyy ) = 0], maka PDP adalah nonlinier (Zauderer,

2006: 102). Untuk lebih jelasnya perhatikan beb&RPP berikut:

a. Z—Lt‘ = > % (Linier)

b. 227’;+Ziy§+u = sinx (Linier)

C. Z—zu + Z—;‘y +u=1 (Nonlinier)
: ‘;2712‘ + Ziyz +u? = (Nonlinier)

2.3 Orde Persamaan Diferensial Parsial

Orde suatu persamaan diferensial adalah turunéinggr yang muncul
dalam persamaan tersebut (Stewart, 2003: 5). Passardiferensial parsial
dengan dua variabel bebas dikatakan berorde dedutyirunan tertinggi dari
variabel terikatnya adalah satu. Bentuk umum peasandiferensial parsial linier

dan nonlinier berorde satu adalah:

ov(x,t) ov(x, t)

a(x,t) 9% + b(x,t) FY c(x,)v(x, t) +d(x,t) (2.9)
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di manaa, b, c,dan d adalah fungsi dan di setiap tit{k,,t) merupakan vektor
[a(x,t),b(x,t)] yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan (2.9atalitulis
dalam bentuk:

F(x, t,v(x, t), v (x, t), v (x, t)) =0

di manav, (x, t) = av(x 2

dan v.(x,t) =

av(a;,t) (Zauderer, 2006: 63).

Demikian halnya dengan persamaan diferensial padgmgan dua
variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empgga berorden jika turunan
tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tigmpat ataun. Bentuk umum
persamaan diferensial parsial linier dan nonlimoerorde dua, tiga, empat dan

berorden:

(i). =1 %=1 Ua %, — Y, b—+cu+d—0 \

0%u

(ii). o 1Zn 1 2k=1 Aijk 5 e 00s i Vi 121 1bij 0x;0x; +

O0xi0x; 6xk

ou
n -
i=1Ci g, +du+e=0

(iii). i1 Diy=1 D=1 Dy ilizisimxax?:w‘F > (2.10)
le 1 _1213 1 111213(’”:;%"'
b =1 Dip= 1611125 +Z lla +eu+f—0
NS 0 0 0 S L = e N

(Zauderer, 2006: 137).
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2.4 Tipe-tipe Dasar dari Persamaan Diferensial Paial

Suatu klasifikasi penting dalam PDP adalah terdari tipe parabolik,
hiperbolik, dan eliptik. Persamaan diferensial m@édrdinier orde dua atau
persamaan (2.8) diklasifikasikan berdasarkan atoeaikut ini:
a. Persamaan Ellips jikai? — 4AC < 0

Contoh: Persamaan Poisson

2 2
ZT(';) + 37(';) +g9g=0
dan persamaan Laplace
2 2
e+ 5E =0
b. Persamaan Parabola jikeé — 4AC = 0
Contoh: Persamaan Perambatan Panas
iy 25
ot d0x?
c. Persamaan Hiperbola jikB? — 4AC > 0
Contoh: Persamaan Gelombang
0%y _ 29% (Triatmojo, 2002:201).

2.5 Solusi Umum dan Solusi Khusus Persamaan Difersial Parsial

Solusi dari suatu persamaan diferensial adalalu suagsi tanpa turunan-
turunan dan yang memenuhi persamaan tersebut (Sgeh2996: 93). Dalam
solusi persamaan diferensial parsial dikenal Istisolusi umum dan solusi

khusus. Solusi umum itu sendiri adalah suatu solaeg terdiri dari sejumlah
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fungsi bebas sembarang yang jumlahnya sesuai deogin persamaannya.
Sedangkan solusi khusus merupakan suatu solusibysaglidapatkan dari solusi
umumnya dengan pilihan khusus dari fungsi sebaf@piegel, 1983:2). Sebagai
contoh u = x?y — ixy2 + F(x) + G(y) merupakan solusi dari persamaan

o%u
0x0dy

= 2x —y. Solusi ini disebut sebagai solusi umum karendiriedari dua

fungsi bebas sembarang yak(x) danG(y). secara khusus kald&t(x) = 2 sinx,

G(y) = 3y*— 5, akan ditemukan solusi khususnya sebagai leriku

u=x2y—%xy2+25inx+3y4—5

2.6 Persamaan Linier Homogen dengan Koefisien Koten

Suatu persamaan diferensial linier homogen orde ditrgan koefisien
konstan:
ay”" +by' +cy=0 (2.11)
dengam, b,c € R, a # 0, maka solusi umum dari persamaan (2.11) adalah

Yy =6yt 6Yy:

dengarnc;dan ¢, konstan.
Selanjutnya jikay = e™ disubstitusikan ke persamaan (2.11) maka diperoleh
ar?e™ + bre™ + ce™ =0
e™(ar?+br+c)=0 (2.12)
Karenae™ tidak mungkin sama dengan nol, maka persamaar?)(2libagi
dengare™, sehingga diperoleh

ar?+br+c=0 (2.13)
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Akibatnya y = ™ adalah solusi untuk persamaan (2.11) jika dan dgikg r
memenuhi persamaan (2.13). Persamaan (2.13) dipelssémaan bantu yang
dihubungkan dengan persamaan homogen.

Persamaan bantu tersebut adalah kuadratik, danak&eamya adalah sebagai

berikut:
—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
= a , dan r, = ca

Ketika b? — 4ac > 0, akarr;danr, adalah real dan berbeda. Jia— 4ac = 0,
maka akar-akarnya real dan sama. Ketla— 4ac < 0 maka akar-akarnya
adalah bilangan kompleks konjugat.

Jika persamaan bantunya mempunyai akar-akar reglherbedadistinct
real rootg yaitu akar-akar real, danr,, makae™* dane™* adalah solusi untuk
persamaan (2.11). Oleh karena itu, solusi umump#asamaan (2.11) adalah

y(x) = c;e™* + c,e™*
denganc;danc, konstan.

Jika persamaan bantunya mempunyai akar kemépedted rodtyaitur,
maka solusi untuk persamaan (2.11) adatdh danxe™, dan solusi umumnya
adalah

y(x) = ce™ + cyxe™
dengarnc; danc, konstan.

Jika persamaan bantunya mempunyai akar-akar kospl{emplex
conjugate rootgyaitua + iff, maka solusi untuk persamaan (2.13) adalah

e cos fx dan e* sin Bx
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dan solusi umumnya adalah
y(x) = cie* cos fx + c,e™ cos fx

dengarc; danc, konstan (Nagle, 1993:153-162).

2.7 Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai Batas

Masalah nilai batas (MNB) melibatkan suatu persanthirensial parsial
dan semua solusinya yang memenuhi syarat yang dksmmsyarat batas
(Spiegel, 1983: 276).

Misal persamaan diferensial linier orde dua
az()y" + a1 (0)y" + ag(x)y = f(x) (2.14)
dengan koefisien-koefisier, (x), a;(x), apo(x) dan fungsi f(x) merupakan
fungsi-fungsi yang kontinu di dalam selamag< x < b dengana,(x) # 0 di
dalam selang ini. Menentukan solygix) dari persamaan diferensial (2.14) pada
suatu titikx = x, di dalam selang < x < b dan memenuhi dua syarat awal yang
diberikan
y(xo) = yo dany’(xo) = y; (2.15)
merupakan suatmasalah nilai awa(MNA). Dalam banyak MNA variabel bebas
x dari persamaan diferensial pada umumnya menyatakitu, x, menyatakan
waktu awal dany, dan y; menyatakan syarat awal. Bila variabelbebas
merupakan variabel yang menyatakan tempgpbde variabgl maka mencari
suatu solusiy(x) dari persamaan diferensial yang memenuhi syarda pigik
akhir dariselang <x < b

y(a) = A dany(b) =B (2.16)
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dengan A dan B dua buah konstanta, disspatat batasPersamaan diferensial
(2.14), bersama-sama dengan syarat batas (2.16)pakan suatunasalah nilai
batas(MNB). Bentuk dari syarat batas pada titik akhipaiasangat berbeda-beda
(Finizio dan Ladas, 1982: 244).

Ada beberapa bentuk khusus syarat batas yang dignrdalam aplikasi,

yaitu:
Separated : apy(a) + ayy'(a) = ¢,

b;y(b) + by’ (b) = c,,
Dirichlet : y(@a) =cy, yb) =c,
Neumann : y'(a) =c;, y'(b) =c,
Periodic Py = y(Th vy (ENL = (T)

y(0) = y(2T),y'(0) = y'(2T)
dengan periodenya adalam. Bentuk Dirichlet dan Neumann adalah syarat batas
yang khusus digunakan pada masalah nilai batadg NE@P6: 612).
Contoh:
Pandang suatu persamaan:

au( B azu( t) 0<x<lL t>0 (2.17)
at D =bga 0, —

dengan syarat batas
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (2.18)
u(x,0) = f(x), 0<x<lL (2.19)
Misal:

ulx, t) = X(x)T(t) (2.20)
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Maka% = X(x)T'(t) danf;%‘ = X" (x)T(0). (2.21)
Substitusi (2.21) ke persamaan (2.17) menghasilkan

X()T'(t) = BX" ()T (¢)

dan pemisahan variabelnya menghasilkan

T'(t)  X"(x)
pT()  X(x)
Selanjutnya
O -k
atau
T'(t) — BKT(t) = 0 danX" (x) — KX(x) =0 (2.22)

Karena persamaan (2.20) maka syarat batas (2.18adne
X(0)T(t) =0danX(L)T(t) =0, t>0
KarenaT(t) = 0, t > 0 makau(x,t) = 0 atauX(0) = X(L) =0 (2.23)
Dengan mengombinasi kondisi batas (2.23) dengesapman diferensial untuk
X di (2.22) maka

X"(x) —KX(x) =0, X(0)=X(L)=0 (2.24)
Untuk menyelesaikan persamaan (2.24) maka bentgap@an diferensial biasa
dibentuk menjadi persamaan bant¥:— K = 0 sehingga terdapat tiga kasus,
Kasus 1: Jikak > 0, maka akar-akarnya adalah/K. Maka solusi umum dari
persamaan (2.24) adalah

X(x) = C,eVE* 4 C,e~VEx

Untuk menentukanC; dan C, maka dikombinasikan dengan syarat batasnya

sehingga:
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X(0)=C, +C, =0 atauC, = —C,

dan X(L) = C,eV¥: + C,e VKL = 0. KarenaC, = —C; maka:
Cl(e‘/m — e“/m) =0

Kedua ruas dikak KL maka;

Cy(e?Fr—1) =0
Karena K > 0 maka (ez\/m - 1) > (0 sehinggaC; = C, = 0 mengakibatkan

tidak ada solusi nontrivial untuk > 0.
Kasus 2: JikaK = 0. Maka akar-akarnya adalah kembars= 0. Maka solusi
umum dari persamaan (2.24) adalah

X(x)=C, +Cyx
Syarat batas pada persamaan (2.24) menghasilkan0 dan C; + C,L = 0.
SehinggaC; = C, = 0. KarenaK = 0 maka tidak ada solusi nontrivial untuk
persamaan (2.24).
Kasus 3: Jik& < 0. Maka akar-akarnya adalahiv—K. Maka solusi umum dari
persamaan (2.24) adalah

X(x) = C; cosV—Kx + C, sinvV—Kx

Karena syarat batas pada persamaan (2.24) dengan
C; = 0 maka menghasilkan

C, sin V=Kx =0

Maka C, = 0 atau sinvV—Kx = 0. sinvV—Kx = 0 hanya ketika/—Kx = nm atau

K=- ("L—”)Z dengam = 1,2,3, ...
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Maka solusi nontrivial-nya adalah

X,(x) = a, sin (nl,ﬂ)

dengam,, adalah konstan.

T

2
KarenakK = — ("T) maka persamaan untikdi (2.22) menjadi
T'(t)+ B (E)z T =10
D -
Untuk setiam = 1,2,3, ...
Maka solusi umum nya adalah
nm 2

T,(6) = be #(7) ¢

Menghasilkan solusi

nmx z nm)? nmwx
u,(x, t) = X,,(x)T,(t) = a, sin(%) bne_ﬂ(T) t= cne_B(T) ‘ sin(T)

denganc,, adalah konstan (Nagle, hal 536-539).

2.8 Nilai Eigen dan Fungsi Eigen

Dalam bahasa Jermareijeri dapat diartikan dengan sebenarnya atau
karakteristik. Oleh karena itu nil@igendapat juga dinamakan nilai sebenarnya
atau nilai karakteristik (Anton, 1987:277). Semuiaineigen A adalah real
(Folland dalam Sutrima, 2004)

Jika A adalah matriksr x n, maka vektor tak nak di dalamR" disebut
vektor eigen (eigenvectorjlari A jika Ax adalah suatu kelipatan skalar dayi

yaitu Ax = Ax untuk suatu skalar sebararlg Skalar 2 disebut nilai eigen
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(eigenvaluedari A danx disebut sebagai vektergendari A yang terkait dengan
A (Anton, 2000: 384)

Untuk memperoleh nila@gigendari suatu matriké yang berukuram x n,
makaAx = Ax dituliskan sebagadx = AIx atau(Al — A)x = 0. Agar A menjadi
nilai eigen maka harus ada pemecahan tak nol dari persafidanA)x = 0.
Akan tetapi karendet(A4) # 0, maka persamagil — A)x = 0 akan mempunyai
solusi tak nol jika dan hanya jika

det(Al —A) =0
yang disebut dengan persamaan karakteristik matikSkalar yang memenuhi
persamaan ini adalah nilkaigendari A.

Bila diperluas, makdet(il — A) = 0 adalah polynomigb dalam variabel

A yang disebut polinomial karakteristik matriks
p(A) = det(A — A) = A" + ¢, AV L+ -+ ¢, (Anton, 2000:385)
Jika A adalah suatu matriks x n danA adalah suatu bilangan real maka
pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen:
1. A adalah nilaeigendari A
2. Sistem persamadidl — A)x = 0 memiliki solusi nontrivial
3. Ada vekior tak nok di dalamR"sehinggadx = Ax
4. A adalah solusi dari persamaan karakteridgtit{A] — A) = 0

(Anton, 2000: 388).
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2.9 Metode Pemisahan Variabel Persamaan Diferensial Psial Nonlinier

Metode pemisahan variabel adalah teknik klasik yahektif untuk
menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan difergmarsial. Misalnya saja
solusi u(x,t) untuk persamaan diferensial parsial sebagai koasbilinier tak
hingga fungsi komponen sederhangx,t), n = 0,1,2, ... yang juga memenuhi
persamaan dan kondisi batasnya (Nagle, 1993:536).

Untuk menentukan solusi komponen,(x,t), pertama misalkan
u,(x,t) = X,(x)T,,(x). Selanjutnya dilakukan proses substitusi dariddemti ke
persamaan diferensial dan dengan menggunakan kdadeésnya yang nantinya
menghasilkan dua persamaan diferensial biasa uongsi X,,(x) dan T,(x).
Dengan cara ini akan dihasilkan solusi untuk peesamdiferensial parsial
(Nagle, 1993:536).

Pemisahan dari variabel-variabel adalah pendekatamg biasanya
digunakan untuk menyelesaikan persamaan linier miadel matematik fisika
yang dihadapi. Untuk persamaan-persamaan yang atiedib dua variabel bebas
X, y dan variabel tidak bebas, maka pendekatan ini merujuk pada pencarian
solusi analitik dalam bentuk perkalian fungsi-fungsng bergantung pada
argumen-argumen yang berbeda yaitu
w(x, t) = @(x)P(t) (2.25)
Integral untuk beberapa kelas khusus dari persamiigarensial parsial nonlinier
orde satu berdasarkan mencari solusi analitik dddantuk penjumlahan fungsi-

fungsi yang bergantung pada argumen-argumen yabgdee

w(x, t) = ex) +YP(t) (2.26)
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Untuk orde dua dan yang lebih tinggi maka solusliiknya boleh menggunakan
bentuk (2.25) dan (2.26) juga. Masing-masing sotlisebut solusi perkalian
fungsi-fungsi terpisah dan penjumlahan fungsi-funigspisah (Polyanin dan
Zaitsev, 2003).

Dalam kasus yang jarang terjadi, pemisahan varidbkElm persamaan
nonlinier dilakukan dengan menggunakan teknik yaama seperti persamaan
linier. Secara khusus, solusi analitik adalah mernem dalam bentuk perkalian
atau penjumlahan fungsi-fungsi yang bergantung madamen-argumen yang
berbeda. Solusi analitik tersebut disubtitusikadgppersamaan dan melakukan
prosedur manipulasi aljabar dasar, sehingga meitignasuatu persamaan yang
melibatkan dua sisi bebas dari variabel berbed&ukupersamaan dengan dua
variabel). Kemudian disimpulkan bahwa masing-masisg harus sama dengan
konstanta yang sama hal ini disebut pemisahan &otast
Contoh:

Persamaan gelombang dengan nonlinier eksponensial.

9%y 0 Aw OwW
6? = aé—;(e Wa) (227)
Mempunyai solusi pemisahan penjumlahan. Dengan ubénssikan (2.26) ke
(2.27) dan dibagi dengart¥, maka diperoleh persamaan:

eMypp, = a(e™gy)

Kemudian masing-masing dipisahkan dan disamadenagakdnstantad):

e My, =C dan a(el‘pqo,;);c =C (2.28)
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Solusi PDB dari bentuk (2.28) menghasilkan suatussalari persamaan (2.27)

dengan bentuk (2.2¢Polyanin dan Zaitse003.

2.10 Struktur Solusi Pemisahan Secara Umum

Pemisahan persamaan linier dari matematika fisikanpunyai solusi
analitik dalam bentuk:
w(x,y) = @1 ()P () + 92 ()P (1) + - + P (D) Pn () (2.29)
Denganw; = @;(x)y;(y) adalah solusi partikulir, fungsi; (x)dan ¥ (y) dengan
I yang berbeda tidak berhubungan satu sama lain.
Persamaan diferensial parsial nonlinier denganimenlkuadratik atapower
A9 s W] + 009D [Tz W]+ + fn (g 3) [Tinw] = 0 (2.30)
Juga mempunyai solusi analitik bentuk (2.29). Haelstuk (2.30)]; [w] adalah
bentuk-bentuk diferensial yang merupakan perkgbarkalian bilangan bulat
power non-negatif dari fungsi w dan turunan parsialnya yaitu
0xW, Oy W, Oy W, O, W, 0, W, Oy, w dll. Sehingga solusi pemisahan secara umum
untuk persamaan (2.29) adalah persamaan (2.3(k Bieperti persamaan linier,
pada persamaan nonlinier funggix dengan indeks yang berbeda biasanya
berhubungan satu sama lain [dan untuk fungs(y)]. Secara umum, fungsi
@;(x) dan y;(y) dalam (2.29) tidak diperkenalkan di awal dan harus
diidentifikasi.

Solusi bentuk khususnya adalah:

w(x,y) = e()Y(y) + x(x);
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variabel bebas di sisi kanan dapat ditukarkan. Makasus khusug(x) = 0,
untuk perkalian solusi-solusi terpisah, dan jikéx) = 1, untuk penjumlahan

solusi-solusi terpisabPolyanin dan Zaitse2003.

2.11 Bentuk Umum dari Persamaan Diferensial Fungsial

Secara umum, dari subtitusi bentuk (2.29) padaapsaan diferensial
(2.30) diperoleh persamaan diferensial fungsional
O (X)V1(Y) + O, (XY, (V) + -+ O (X)P(Y) =0 (2.31)
Untuk ¢;(x) dany;(y). Fungsionatb;(X) dan'¥;(Y) masing-masing bergantung
padax dany,

D;(X) = Qj(xX, 1, P 1, P 1y s P @ P )

(2.32)
V() =Y. 909 ¥ s Y Y )
Rumus ini untuk menyelesaikan persamaan orde di3®)(2untuk persamaan

orde tinggi, sisi kanan persamaan (2.32) akan iberignan orde tinggi dap;

dany; (Polyanin dan Zaitse2003.

2.12 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional deng®iferensiasi
Prosedur untuk mengkonstruksi solusi persamaamedsel fungsional
meliputi tiga tahap berikut, yaitu:
1. Asumsikan bahwa'¥, # 0. Persamaan (2.31) dibagi dengdt, dan
diturunkan terhadap. sehingga menghasilkan persamaan yang seruga teta
dengan bentuk yang lebih sederhadg.(X)¥,(Y) + ,(X)F,(Y) + -+

D1 X Py, (Y) =0
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(]
Y (Y) N

X)) =0;(X), ¥ = [

prosedur di atas diteruskan sampai memperoleh durdulb persamaan
pemisahan,

O, (X)P,(Y) + D,(X)P,(Y) =0 (2.33)
Dimisalkan tiga kasus. Kasusondegenerate|®,(X)| + |®,(X)| # 0 dan
|9, ()| + [P.(V)| # 0. Maka persamaan (2.33) ekuivalen dengan Persamaan
diferensial biasa.

D, (X) + CD,(X) =0, CP(Y)-P,(Y)=0
denganC adalah sebarang konstanta. Persan@&as 0 dan?; = 0 sesuai
dengan kasus limif = oo.
Kasustwo degenerate

(X)) =0, D,(X)=0 = P,(Y)areany:

P.(V) =0, P,(Y) =0 = ®,,(X)are any.
. Solusi dua bentuk persamaan (2.33) harus disubigtin ke persamaan
diferensial fungsional-asli (2.31) untuk menghilkalgy konstanta yang
berlebihan dari pengintegralan [ini muncul kareraspmaan (2.33) yang
diperoleh dari (2.31) dengan diferensiasi]
. Kasus¥, = 0 harus diperlakukan secara terpisah (karena peesaiidagi
dengan¥, = 0 pada tahap pertama). Demikian juga, semua kasusKain
harus dipelajari di mana fungsional dari persamddé@rensial fungsional
menengahiftermediat¢ yang telah dibagi itu habis.

(Polyanin dan Zaitse2003
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2.13 Solusi Persamaan Diferensial Fungsional dengagplitting
Penyederhanaan persamaan diferensial fungsiondl){.32) dengan
diferensiasi, menyebabkan adanya konstanta yamebiiean dari pengintegralan.

Konstanta tersebut harus dihilangkan pada saap tkfa@r. Selain itu, persamaan

yang dihasilkan mungkin saja memiliki orde yanghdinggi daripada persamaan

asli. Untuk menghindari kesulitan-kesulitan ini,lusd persamaan diferensial
fungsional dibawa ke solusi persamaan fungsionkhidn standar dan solusi
sistem persamaan diferensial biasa. Dengan demmkémalah asli dibagi menjadi
dua masalah sederhana.

Di bawah ini, merupakan langkah-langkah dasar nestpbiting.

1. Pada tahap pertama persamaan (2.31) dikerjakangaehzersamaan
fungsional murni yang bergantung pada dua variabetlan Y, dengan
®, = d,(X) dan¥, =¥, (Y) tidak diketahui jumlahnya (n = 1, ..., k).
Sehingga dapat ditunjukkan bahwa persamaan furgsibiinier (2.31)
memiliki solusi yang berbeda untikl:

D;(X) = Ci1Pprs1(X) + Ci 2Py (X) + -+ + Ci @ (X), i =1, ..., m;
\Pm+}(y) - _Cl,]\Pl(Y) - CZ,]‘{IZ(Y) -t Cm,]\Pm(Y)J ] = 11 ;k - m,
(2.34)
m=12..,k—1
DenganC; ; adalah sebarang konstanta
2. Pada tahap kedua, substitusikbj(X) dan'¥;(Y) secara berturut-turut dari
(2.32) ke semua solusi (2.34) untuk mendapatkarersispersamaan

diferensial biasa untuk fungsi yang tidak diketalgj(x) dan y,(y).

Selanjutnya didapatkan solusi pemisahan secara whatrbentuk (2.29).
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[ Persamaan Awali (x,y, w, Wy, Wy, Wy, Wyy, Wyy, ... ) = 0 ]

Mencari solusi pemisahan secara umum

A

[ Mendefinisikan solusiv = ¢, (), () + -+ @, ()P, () ]

Substitusikan ke persamaan awal

&

[ Menuliskan kembali persamaan diferensial fungsiorﬂal

Memakaisplitting prosedure

=

[ Diperoleh: (i) persamaan fungsional, (ii)menentukestem persamaan diferensial bias%

Perlakukan persamaan fungsional (i)

S

[ Menyelesaikan persamaan fungsiodal(x)¥, (y) + -+ + @, (x)¥(y) = 0 ]

Substitusikanb,, ¥, pada sistem yang
telah ditentukan (ii)

-

[ Menyelesaikan sistem persamaan diferensial biasg tgdah ditentukan ]

Memperolehyp,, dany,, dari sistem persamaan
diferensial biasa yang telah ditentukan

-

[ Menuliskan kembali solusi pemisahan secara umuipdasamaan awal]

Gambar 2.1.Skema Umum untuk Mengkonstruksi Solusi PemisahaarddJmum dengan
Splitting Method

( Polyanin dan Zaitsev, 2003).



31

2.14 Solusi dari Persamaan Fungsional Sederhana dan Aghsinya
1. Persamaan fungsional

(Dllpl + (Dzlpz + (D3IP3 = 0 (235)
dengan®; adalah semua fungsi dari argumen yang samalfjaadalah semua
fungsi dari argument lainnya, yang mana mempunyaisblusi:

CD1 = AchBJ (DZ - AZCD3: ng == _Allyl _AzlPZ;

(2.36)
¥y =AY, Wy = A3, @3 = —4;,D, — A,D;;

Sebarang konstanta diubah namanya medjaei C; ; danA, = C,; pada solusi

pertama, dan pada solusi kedlja= —Ci dan4, = % . fungsi dari sisi sebelah
i1%2;

12
kanan persamaan (2.35) diasumsikan sebarang.
2. Persamaan fungsional
O,¥; + O,¥, + D, + O,¥, =0 (2.37)
dengan®; semua fungsi dari argumen yang sama‘fiaadalah semua fungsi dari
argumen lainnya, mempunyai solusi
O, = A, 05 + A, D, Oy = Az D3 + A,Dy;
(2.38)
Y, = —-A¥Y, — A9, Y, = —A4,Y, —AY,;
bergantung pada empat konstanta sebadang, A,; lihat solusi (2.34) dengan
k=4m=2,C,=A4,,C, =A4A,C; = Az danC,, = A,.
Fungsi dari sisi kanan persamaan (2.36) diasumsi&barang.
Persamaan (2.37) juga mempunyai dua solusi yang lai
D1 = A1 D0y, Oy = Ay D@y, O3 = A3y, ¥y = —A1Y, — AW, — A3¥3;
} (2.39)

W, =AYy, ¥, =AY, V5 =A3Y,, O, =—A410; — AP, — A3D3;
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yang melibatkan tiga konstanta sebarang. Padaigotiamad; = C; 1,4, =
C,1,danA; = C3; dan di solusi kedua; = —CL,A2 =(,/C3 dand; = %

1,3 1.3
Solusi (2.39) terkadang disebdegenerateduntuk menegaskan fakta bahwa

solusi (2.39) memuat lebih sedikit konstanta sefsadaripada solusi (2.38).

Contoh: Persamaan nonlinier

02w 4 (6w)2 _r 02w _ V@- (2_40)

axat | \ox ax2 ax3
Solusi analitiknya dicari dari bentuk

w = p(0)8(x) + Y (t) (2.42)
Substitusi (2.41) ke dalam persamaan (2.40) sehinggnghasilkan

"

goéH;C I~ (.mpeayc’x + @2[(9);)2 F 899’5’95] B Vgoex;cx =0

Persamaan diferensial fungsional ini dapat dikurkaegrersamaan (2.37) dengan

CI)1 = (pél q)Z = (pl/J, d)3 = (pzl (D4- =Vo,

(2.42)
Wi =0x Yy =—0k ¥3= (Ox)z — 00y, ¥y = —0Oxxx
Dari substitusi (2.42) ke persamaan (2.38) dipérelstem persamaan
Q¢ = A19? + Ay, o = A30° + A, (0,)? — 00, = —A10, + A3O,,,
(2.43)

ng;cx = AZGJ; i A499’c,x

Ini dapat ditunjukkan bahwa dua persamaan terakh{2.43) adalah konsisten
jika dan hanya jika fung#l dan turunannya bergantung linier.

enam konstant&,, B,, A;, A,, A3, dan A, harus memenuhi tiga kondisi
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Bl(Al + BZ - A3B1) = 0,
BZ(Al + BZ - A3B1) = 0, (245)
Blz +A4Bl _AZ &S 0

Integralkan (4.44) sehingga menghasilkan

B, ..
o {83 exp(B,x) —B—i, jika By # 0 (2.46)
Bzx + B3, jlka Bl = 0

denganB; adalah sebarang konstanta.

Dua persamaan pertama di (2.43) menyebabkdany:

sz oo
Cexp(—Ayvt)—A;’ jika A, # 0
QY = 1 ik A 0 l/) = A3(p 1§ A4_V (247)
» JU 2 =

Aqt+C
denganC adalah sebarang konstanta.
Formula (2.46), (2.47) dengan relasi (2.45) menrgstkan diperolehnya solusi

persamaan (2.40) dalam bentuk (2.41):

w=2%4 ¢, jikad, =B, =0, B, = —4,
t+C,
—Ax
w=2C"*1 4 )} jikaAd, =0,B, = —A,, B,=—A, — A4,
At+Cy

w = C e 2BV Ly (A + B), jika Ay = A3 =B, =0, A, = B> + A,B,

_ VvB+C e M
o 1+Ce—VvABt

+ ‘V(A - B), ]lka Al = A3Bl - Bz, AZ - B% + A4Bl
denganCy, C,, C3, B, dan A sebarang konstanta.
Analisis dari solusi kedua persamaan (2.39) darsgmeaan fungsional (2.37)

menyebabkan solusi persamaan diferensial (2.40) t&bi dua:

X e 90t(®)

[+ G + Y (t), w = @(t)e W-l_ vA
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dengang(t) daniy(t) sebarang fungsi, dafy dan A adalah sebarang konstanta

(Polyanin dan Zaitsev, 2003).

2.15 Penyederhanaan Skema untuk Mengkonstruksi Sai Pemisahan

Secara Umum

Untuk membangun solusi analitik dari persamaanOj2dg@ngan nonlinier
kuadratik ataupower yang tidak bergantung secara eksplisit padaemuaf;
konstan), ini masuk akal untuk menggunakan pendekging disederhanakan
berikut. Seperti sebelumnya, mencari solusi dalantuk penjumlah terbatas
(2.29). Asumsikan bahwa sistem koordinat fu{gsi(x)} diatur oleh persamaan
diferensial linier dengan koefisien konstan. Solyang paling umum untuk
persamaan tersebut adalah bentuk:

@i(x) = x*, @;(x) = e, ;(x) = sin(a;x), @;(x) = cos(B;x) (2.48)
Rangkaian fungsi ini terhingga (dalam berbagai kioend) dapat digunakan
untuk mencari solusi pemisahan (2.29), dengan;, danpg; dianggap sebagai
parameter bebas. Sistem fungsi 1§ (y)} ditentukan dengan menyelesaikan
persamaan nonlinier karena mengganti (2.29) ke ndafgersamaan yang

dipertimbangkan ( Polyanin dan Zaitsev, 2003).

2.16 Metode Pemisahan Variabel Fungsional
Struktur penyelesaian terpisah fungsional adalabalkan persamaan
linier untukw = w (x, y) yang diperoleh dari persamaan linier fisika matgaa

untuk z =z (x,y) dengan perubahan nonlinier dalam variabek= F(z).
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Kemudian, jika persamaan linier untukmengakui solusi terpisah, persamaan
nonlinier yang ditransformasikan untuk akan mempunyai solusi analitik dari
bentuk

w(x,y) = F(z), dengare = Y _1 @m()Pm (¥). (2.50)
Namun, masih adas banyak persamaan diferensialnmnijang tidak dapat
direduksi menjadi persamaan linier yang memilikluso analitik dari bentuk
(2.50). Penyelesaian-penyelesaian tersebut disgbemyelesaian terpisah
fungsional. Secara umum, fungsi-funggj,(x),¥,,(y),dan F(z) pada (2.50)
tidak diketahui sebelumnya dan harus diidentifikasi

Gagasan utama, persamaan diferensial fungsiona yérasilkan dari
substitusi persamaan (2.50) dalam persamaan dsfatgrarsial asli direduksi ke
bentuk persamaan fungsional bilinier standar.

Keterangan 1: Dalam pemisahan variabel fungsionahcari solusi dalam
bentukw = F(p(x) + ¥(y)) danw = F(@(x)y(y)) menghasilkan hasil yang
setara, karena dua bentuk adalah ekuivalen seoagsibnal. Oleh karena itu,
Fle(x)p() = F(e(x) + ¥(¥)), dengarF; (z) = F(e*), ¢1(x) = Inp(x), dan
Y1 (y) =Inyp ().

Keterangan 2: Dalam mengkonstruksi solusi pemiséinagsional dengan
bentukw = F(¢@(x) + ¥(v)), diasumsikan bahwa dany tidak konstan.

Keterangan 3: Fungdi(z) bisa dihitung dengan persamaan diferensial
biasa atau dengaaverdetermined systemlari persamaan; keduanya mungkin

dipakai.
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Untuk mempermudah analisis pencarian penyelesarpsah fungsional
khusus, beberapa dari fungsi di persamaan (2.5) disingkat suatu priori dan
fungsi yang lain yang akan didefinisikan yang digepenyelesaian pemisahan
fungsional khusus.

Pemisahan fungsional khusus dari bentuk persanta&f)(dalam kasus
khusus dengan komposit argumen adalah linier dihsalatu variabel bebas
(misal: dix). Substitusikan persamaan (2.50) ke persamaan gipetpjari dan
mengeliminasix menggunakan ekspresi dariuntuk mendapatkan persamaan
diferensial fungsional dengan dua argumen.

Berikut adalah solusi sederhana pemisahan fundsilamabentuk khususx(dan

y dapat ditukar):

w=F(z), z=vy,(y)x+ Y,(y) (z adalah linier dix);
w=F(z2), z=9P;(y)x* + P,(y) (z adalah kuadratik dk);
w=F(2), z=1P,)e™ +P,(y) (z memuat eksponensia).

Solusi pertama akan disebut solusi perjalanan deoi {raveling-wavé
umum. Dalam rumus terakhire’* dapat diganti dengarcosh(ax + b),
sinh(ax + b), atausin(ax + b) untuk mendapatkan 3 modifikasi yang lain.

Setelah mensubstitusikan sembarang pernyataans digapersamaan
dasar, hilangkarx dengan bantuan pernyataanini akan menghasilkan suatu
persamaan diferensial fungsional dengan dua arguynéianz ( Polyanin dan

Zaitsev, 2003).
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2.17 Persamaan Diferensial Kekekalan Massa

Semua persamaan diferensial gerak dasar fluidat dipaunkan dengan
meninjau suatu volume keunsuran atau suatu sistmskiran. Disini dipilih
suatu volume kendali keunsuran yang letaknya tétkp dy, dz),perhatikan

gambar di bawah ini:

Tabel 2.1 Flux massa

d ~
Xiceluar T /Z Sisi | Massa Masuk Massa Keluar

Ziteljar 0 |
7 X pudydz [pu + I (pw)dx|dydz

e M 0 -
Ymgsuk o YViediuar y pvdxdz [pv + @ (pv) dy dxdz

ddyl) z dxd [ + 2 )d__d d
w w - w)azl|ax

/ ldxmasuk ’ y / aZ 0 y

Gambar 2.2 Volume Kendali

Dengan memperhatikan hukum kekekalan massa untlukneokendali

yang tetap:

d
fffVKa_Z; dv + Z(piAiVi)keluar - Z(piAiVi)masuk =0 (2-51)
Unsur itu sedemikian kecilnya sehingga integraummnya menjadi suatu suku
diferensial:

d G
Wk 5 dv =~ Ldxdydz (2.52)
Jika suku-suku dalam persamaan (2.52) serta dala fhax massa masuk dan

massa keluar disubtitusikan ke persamaan (2.5Kama
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%’dxdydz + [pudydz + % (puw)dxdydz + pvdxdz + % (pv)dxdydz +
pwdxdy + aa_z (pw)dxdydz] — [pudydz + pvdxdz + pwdxdy] = 0

sehingga diperoleh:

% dxdydz + % (puw)dxdydz + ;—y (pv)dxdydz + % (pw)dxdydz = 0 (2.53)

Dengan menghilangkan volume unsxdydzmaka dapat dituliskan:
ap , @ ] d \
7c T oz (PW + 5, (pv) + 57 (pw) = 0 (2.54)
Ditinjau definisi operasi grid (dalam notasi veRtoraitu:
N e a
V—lai‘]@i‘ka (2.55)
Maka diperoleh persamaan kontinu:
2 +V.(pv) =0 (2.56)

(John,1999)

2.18 Aliran Tak Termampatkan (Incompressible Flow)

Dalam kasus aliran tak termampatkan ini memberikbanyak
penyederhanaan, salah satunya adalah perubahapatetgm dapat diabaikan.
Maka% ~ 0, tidak tergantung apakah alirannya steady atak steady, sehingga
kerapatan itu dapat dikeluarkan dan dapat dibagidilgergensi dalam persamaan
(2.56), maka hasilnya adalah:

V=20 (2.57)

atau dalam sistem koordinat hasilnya adalah:
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ou ov ow
a g Z—O (2.58)

(Kaplan, 1963)

2.19 Persamaan Diferensial Momentum Linier
Dengan menggunakan volume kendali keunsuran yamnga sseperti
Gambar (2.2), maka bentuk persamaan linier yangasaslalah:
Y & %fffw( vpdv + XMV ketuar — LMV masuk (259)
Juga di sini volume kendali sangat kecil sehinggiame di atas berubah menjadi
suku derivatif:
%fﬂw( vpdv ~ %(pv)dxdydz (2.60)
Flux momentum terjadi di keenam sisi dengan mengzma Gambar

(2.2) dapat dibuat tabel flux:

Tabel 2.2 Flux Momentum

Sisi | Momentum Masuk Momentum Keluar
6 -
X puVdydz [puV + EP (puV)dx|dydz
6 -
y pvVdxdz [va - E (pvV)dy|dxdz
F -
z pwVdxdy [pWV + FP (pwV)dz|dxdy

Jika suku-suku dalam persamaan (2.60) serta dafa fhax momentum masuk

dan momentum keluar disubtitusikan ke persama&d)2naka:
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YF= %(pv)dxdydz + [pquydz + % (puV)dxdydz + pvVdxdz +
% (pvV)dxdydz + pwVdxdy + % (pwV)dxdydz] — [puVdydz +
pvVdxdz + pwVdxdy]

sehingga diperoleh:
YF =dxdydz [% (pV) + a% (puV) + 6%/ (pvV) + ;—Z (pWV)] (2.61)

dengan persamaan (2.61) ekuivalen dengan:

V[ap+v( )]+ <6v+ 6v+ 6v+ av)
ac TP P G T ax TV ay T W az

Dengan memperhatikan[g—f + V. (pv)] = 0, maka:

(%+u%+v%+w%)=% (2.62)
Persamaan (2.62) merupakan percepatan total vddanuiali.

Maka persamaan (2.61) menjadi:
ARG Z—: dxdydz (2.63)

Persamaan (2.63) menunjukkan bahwa gaya netto yaldene kendali harus
berukuran diferensial dan sebanding dengan volunseiruitu. Gaya ini terdiri
atas dua jenis, yaitu gaya gravitasi dan gaya pesiamu Dengan mengabaikan

gaya gravitasi maka gaya yang bekerja hanyalah gasanukaan yang

didefinisikan:
dF dF
—_— = -V kel
(dV)permukaan p+ (d”)kental (2.64)
dF
denga E)kental =V Tij (265)
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Txx  Tyx Tax
dengan Tjj = Txy Tyy Tzy
Txz Tyz Tz

adalah tensor tegangan kental yang bekerja pada

elemen. Dengan memanfaatkan persamaan (2.63),(2.658), maka diperoleh
av
persamaan momentum:— = —Vp + V. 1

atau dapat diuraikan menurut komponen-komponekuteri

; . (0u ou ou ou\ _ 9p | Otxx | OTyx | 0Tz

0. Xmomentump(at+uax+vay+waz)_ 6x+ dx i dy Y 9z

i w o (42 WY _ _ 0 Otxy  Otyy 0Tz

(ii). ymomenturrp(at+uax+vay+w62)— =AY L% T oz r (2.66)

g
ox

6_p 0Txz | OTyz | 0Ty

ow
(iif). zmomenturp (E+u 2 e e

+v s we) = -
2.20 Konstruksi Persamaan Navier- Stokes
Persamaan ini dinamakan persamaan Navier-Stokes uménghormati
ahli matematika Perancis, L.M.H Navi¢t758-1836) darSir Gorge Gabriel
Stokegq(1819-1903), yang menemukan rumus-rumus tersebumgbh, 2002).
Deskripsi matematis gerakan fluida berdasarkan sisenikut ini:
a. Konstanta Massa jenipg,

b. Konstanta Kekentalam,

c. Kontinuitas (aliran tak termampatka%%& Z—; + Z—‘Z =0

Untuk fluida Newtonian mampu mampat, generalisdsara kental 3
dimensi dapat dinyatakan dalam koordinat Carteselzagai (untuk tegangan

normal dan tegangan geser):
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ou \
Txx = 2.“%
d
Tyy = 2“%
=2 ow
Tz = 2U7; > (2.67)

_ _ 6u+ v
Txy - Tyx - .u(@ a)

_ _ dv , ow
Tyz - sz =3 ﬂ(&"‘@)
ow = Ju
szszzz.u(a'{_g) j

Selanjutnya jika persamaan (2.67) disubstitusikampd&rsamaan (2.66) (i)

untukx momentum, maka:

oG udtroBewit) =2 2 (23 + 2 (w34 )+ 2w 32+ 3)
atau

ou ou ou ou ap 9%u %u %v %w %u
—tu—tv—tw—)=—"—+2u—+pu— —
? (6t N ox N ay N 62) ax L ¥ 0x? v dy? i

dxdy ”axaz 072
Jika lebih diuraikan lagi menjadi:

ap %u %u %u 0%u 2%v 2w

ou
P(—+“—+”—y+w—) S e Pl it e N

i) (L @R 6

Subtitusikan persamaan kontinuitas aliran tak temp&tkan + +—_ 0 ke

persamaan (2.68) maka,

o\ _ _op  (Pu P, o
p(Grust v twi) =L (S + 55+ 55) +us (0

atau

ou 0w OuL 0wy oy (0% 0% o

p(ar+uax+vay+waz)_ ax+”(ax2+ay2+az2) (2'69)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Prosedur yang analog dilakukan jika persamaan Y2l8ubstitusikan ke

persamaan (2.66) (ii) untykmomentum, maka:

Y o e o) 8y ovy 8 v ow
p(5+u£+vﬁ+wa_z)_ 6y+6x('u(6y+ax)>+ay(2‘uay)+az<‘u(az+6y)>

v v v ap 0%u 92 9%v 9%v 92w

v v
p(Gtugt v+ Wa) =~ u o H S A

Jika lebih diuraikan lagi menjadi:

ov v v ov\ _ _a_p 62_1; 9%y 9% 0%u 9% 92w
p(5+ % NG E)_ ay+,uax2+,u 2 thoz T H0x0y+# +”ayaz
sehingga diperoleh

v v v v %v  9%v | 9%v d ow
p(5+u£+va+W£) __+'u(3x2+ﬁ+ﬁ)+ﬂf)y( +£+E) (270)

Subtitusikan persamaan kontinuitas aliran tak tenp:ﬂkan?—i+g—;+2—‘:= 0 ke

persamaan (2.70) ke maka,

w, o __m,  (Pe P P, 0
p(5+u3x+ + 32) +,Ll( § g 2)+Mﬁy(0)

ay 0x2 9y 0z
atau
= CEcp Ep
p( +u——+v—+waz) ay+u(3xz+3y2+3zz) (2.71)

Prosedur yang analog juga dilakukan jika persanf2&) disubstitusikan

ke persamaan (2.66) (iii) untzkmomentum, maka:

(Gt evire ) = = (0 G ) 4 (0 G ) i )

atau

ow _dp 2w 2w 9%v
p(at Tu ax + + az) 0z +‘u6x2 +'u6y2 + 2“ 0z2 +'u6xaz dyoz

Jika lebih diuraikan lagi menjadi:

ow ow ow ow a a%w 2%w 2%w %u 9%y o%w
p( tut+v=+ —)=——” == T

aw w gw gw gw
ot ax oy 0z 0z dx2 #E)yz #E)zz #axaz 'uayc')z d9z2
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sehingga diperoleh,
p(Srrusi+ v w )=—a—”+u([’2—w+[’2—w+az—w)+ui(a—“+a—"+a—w) (2.72)

ot ax oy 0z 0z 0x2 = dy? 022 9z \ox dy 0z

Subtitusikan persamaan kontinuitas aliran tak te‘npmkan‘;—Z+Z—;+‘;—‘:= 0 ke

persamaan (2.72) maka,

DBy D) B (P O Sy D
p(6t+uax+vay+waz)_ az'i_'u ax2+ay2+az2 +”az(0)
atau

ow ow ow ow 2w 92w 92w
(B rult vt wd) =~ 2y (SH 420+ 2Y) (2.73)

Selanjutnya asumsikan bahwa masalah dibatasi pasiss ldua dimensi,
maka persamaan (2.69) dan (2.71) dengan mengabsikahuz dapat ditulis
sebagai persamaan momentum fluida 2D dengan karapan kekentalan tetap

sebagai berikut:

op 9%u
X momentum: p( +u—+v y):—a+ﬂ(—+—)

0x2
(2.74)
/o _dp o%v  9%v
y momentumyp (E +u + ay) = -5 +p (ﬁ + a_yz)
diketahui definisi bilangan Reynold (Re):
Re = % (2.75)

denganu adalah kecepatau, diameter pipap densitas fluida dap viskositas
absolut fluida. (Godwin.et All,1986)

Jika disubstitusikan bilangan Reynold tersebut ppdasamaan (2.74) serta
diasumsikan tekanan atpypada persamaan (2.74) adalah konstan sehinggt dapa

diabaikan, maka akan menjadi persamaan Navier-Stdddam 2D, yaitu:
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.o0u ou ou _ 1 *u | o*u

(2.76)

v ov v _ 1 %y | %
ymomentum§+ua+v5_ﬁ<@+m>

2.21 Bentuk Kanonik Persamaan Diferensial Parsial

Bentuk umum persamaan diferensial parsial liniedeordua pada
persamaan (2.8) mengandung turunan keduaudaapat diubah oleh perubahan
variabel independen dalam bentuk yang mirip dendjéumsi, gelombang dan
persamaan Laplace. Sehingga persamaan ini sebanaragupakan prototipe
persamaan linier orde dua dari bentuk (2.8). Vemsihgubah persamaan ini
disebutbentuk kanonikZauderer, 2006: 124).

Persamaan (2.8) dibagi dengaiix,y)sehingga diperoleh:
a2u 92u

2B C 9u
e T W) gy TN 52 =0

Dengan faktorisasi operator, maka persamaan (2i@p@at dinyatakan sebagai

(2.77)

berikut:
22 2B 90 Ccou_ (@ ) /(0 _ )
ﬁ+7(x,}’)aa ;a—yzz(a—WJr(x,}Oa)(a—W (X,}’)a)o (2.78)

dengarw™ (x,y) + w™(x,y) = —%(x, y) danw* (x, y)w—(x,y) = —%(x, ).

Selanjutnya, solusi untuk® dinyatakan sebagai berikut:

—B(x,y) £/B%(x,y) — A(x,y)C(x,y)
A(x,y)

dimanaw™*(x,y) danw~(x,y) adalah sebarang fungsi real yang diberikan.
Dengan memandang diskriminannya, diperoleh bahye-tipe dasar

persamaan diferensial parsial harus memenuhi slyarikiut:



46

1. JikaB? — 4AC < 0 disebut bentuk Persamaan Eliptik

2. JikaB? — 4AC = 0 disebut bentuk Persamaan Parabolik

3. JikaB? — 4AC > 0 disebut bentuk Persamaan Hiperbolik

dan dijamin terdapat koordinat karakteristik yditw, y) dan n(x, y) pada vektor

singgung kurva karakteristi% = —w*(x,y). Maka diperoleh bentuk kanonik

secara umum dari tipe-tipe dasar persamaan difateparsial yaitu sebagai

berikut:

1. Eliptik: ugq +ugp + ala, flug + b(a, flug + c(a, flu = d(a, f) dengan
E=a+ipdanp =a—if

2. Parabolikiu,, (§,1) + a(§, Mue (€, n) + b, Mu,(&,n) + c(EmMulE,n) = dE,n)

3. Hiperbolik: ug, (€,n) + a(€, nue(€,n) + b(E Mu, (1) + c(EnuE,n) = d(En)

(Zauderer, 2006: 126-128)

2.22 Batas Kemampuan Manusia dalam Al-Qur'an

Dalam al-Qur’an surah al-Bagarah ayat 286 AllaHitrean:

e - -

- “i,/// P 2, 5 o2 Z //C// 4 PR rd -
N ST e Enis G ey V) Lews W N

-
oy

Pl ol Basl
c e B Gl R S G TP T
G Gl Ny U35 LB e ol Jo sadles S10) Tle s N G55 Glak
P

oo o . - < _ET_ L . < > 2 <. - -
i)l o Gl Ly col Tlsoly O jaely Ue Gasly oy G 33 N

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuangah

kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikeamg diusahakannya dan
ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakann(mereka berdoa): "Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kampalatau kami tersalah. Ya
Tuhan kami, janganlah Engkau bebankan kepada kaefam yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-oranglusebleami. Ya Tuhan
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kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apagy#sk sanggup kami
memikulnya. beri maaflah Kami; ampunilah Kami; daahmatilah kami.
Engkaulah penolong kami, Maka tolonglah kami tedmdkaum yang
kafir."(Q.S.al-Bagarah: 286)
Penekanan tentang batas kemampuan manusia teplatik awal ayat tersebut
yaitu,

P[RR e

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuangah
kesanggupannya

Dalam tafsir al-Maragi katat-Takliif (<)) diartikan kewajiban yang
mempunyai beban atau bobot dan lkalt&\V/us'u (=) diartikan batas kekuatan
manusia tanpa menyusahkan atau merepotkan dirabgla.karena itu dikatakan
bahwa ayat ini menerangkan bahwa Allah tidak memiiebeseorang melainkan
hanya sebatas kemampuannya, yang mungkin dilakokamya (Al-Maragi,
1974. 143-148). Hal ini merupakan karunia dan rahidah. Ayat yang
maknanya sama adalah firman Allah:

el ;é@’ 5 A 93’,;5"}5:’ 2 L AT dy
Artinya: Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak nesdgki
kesukaran bagim(Q.S.al-Bagarah: 185).

Dalam tafsir al-Qurthubi lebih lengkap dijelaskaahtva kataat-Takliif
(—<) (pembebanan) adalah sesuatu yang memberatkaoraege Terbebani
sesuatu artinya artinya adalah menanggung atauhaerzeban tersebut. Makna
ini disampaikan oleh al Jauhari. Sedangkan ka&tas adalah kesungguhan,
kemampuan dan kesanggupan. Sehingga pada ayaijdlsiskian bahwasanya

Allah memberitahukan bahwa dari awal diturunkanayat pertama, hamba-

hamba-Nya tidak pernah dibebani dengan suatu ibaatahh itu yang dilakukan
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dengan anggota badan yang terlihat ataupun yarak tigrlihat, kecuali
pembebanan itu masih dapat dilakukan oleh merektuk kata—lS;, sebenarnya
kata ini memerlukan dua objekéf'ul) sekaligus, namun pada ayat ini salah satu
objek tersebut tidak disebutkan. Perkiraan yangrssimya adalah: Allah SWT
tidak membebani seseorang dengan ibadah, ataupgardgang lainnya. Karena
Allah dengan kenikmatan dan kasih sayang-Nya keplaaaba-Nya (Al-
Qurthubi, 2008: 959-965).

Dalam tafsir Ibnu Katsir ditambahkan bahwa aydamiyang menghapus
beban berat yang dirasakan oleh para sahabat ydetoi ayat
() 4y Saulaye i f oSudil 3 L) a0 o) 5) “Dan jika kamu melahirkan apa yang ada
dalam hatimu atau kamu menyembunyikannya, niscajlah Amembuat
perhitungan denganmu tentang perbuatan itiMaksudnya, meskipun Dia
menghisab dan meminta pertanggungjawaban, namuah Ailak mengadzab
melainkan disebabkan dosa yang seseorang mengitkaknpuan untuk menolak
bisikan atau godaan syaitan. Apabila manusia tidaknpunyai kemampuan itu
maka beban itu tidak akan diberikan kepada man@si&iubarak, 2006: 102-
103). Atau dengan kata lain, seperti yang dijelagka@da tafsir al-Qur’anul Majid
an-Nur, bahwa Allah hanya akan mengadzab sesegeargydiberikan pekerjaan
yang mana pekerjaan tersebut mampu dikerjakanidak sulit untuk dikerjakan
tetapi tidak dikerjakan (ash-Shiddieqy, 2000: 513).

Tafsir al-Aisar mengatakan bahwa Ayat ini meneramglalam mencapai
tujuan hidup itu manusia diberi beban oleh Allaht.sveesuai batas

kesanggupannya, mereka diberi pahala lebih dag yalah diusahakannya dan
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mendapat siksa seimbang dengan kejahatan yang ddkdukannya. Agama
Islam adalah agama yang tidak memberati manusigatiebeban yang berat dan
sukar. Mudah, ringan dan tidak sempit adalah askekpdari agama Islam. Hal
ini merupakan salah satu dari lemah-lembut sertsihksayang-Nya kepada
makhluk-Nya (Al-Jazairi, 2006: 488-491). Sesuaiginfirman Allah:
zo~ e ol 82K U U

Artinya: ....dan Dia sekali-kali tidak menjadikamtuk kamu dalam agama suatu
kesempitan..(Q.S Al Hajj: 78)
dan firman Allah swt.:

Lhaiia (B (B8 R LR 1 40 By )
Artinya: Allah hendak memberikan keringanan kepagdaan manusia dijadikan
bersifat lemah(Q.S An Nisa': 28)

Dalam tafsirfi-zhilalil quran dikatakan bahwa setiap tugas yang diberikan
oleh Allah adalah sesuai dengan batas kemampuansmaWalaupun akan ada
saat di mana manusia merasa berat melaksanakaetg@, itu bukanlah karena
beban tersebut berat. Tetapi itu merupakan kelemdha manusia itu sendiri.
Dengan melipatgandakan semangat dan meningkathad, tsemua itu akan
dapat diatasi. Sebab, semua tugas yang dibebankesih ndalam lingkup
kemampuannya (Qutb, 2001: 141).

Ditambahkan dari tafsir al-Maragi bahwa ayat iningh@ong manusia
agar mengerjakan perbuatan yang baik serta meram&i&wajiban-kewajiban
yang telah ditetapkan oleh agama. Ayat ini mempenigertian bahwa perbuatan
baik itu adalah perbuatan yang mudah dikerjakanusiarkarena sesuai dengan

watak dan tabiatnya, karena ada kegembiraan ddmahkgiaan dalam
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mengerjakannya. Sedang perbuatan yang jahat ageddiuatan yang sukar
dikerjakan manusia karena tidak sesuai dengan wisaktabiatnya, karena ada

keberatan atau kesusahan dalam mengerjakannyadrdeli) 1974: 148).
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PEMBAHASAN

3.1 Solusi Partikulir Masalah Nilai Awal PersamaanNavier-Stokes 2D

Pandang persamaamomentum Navier-Stokes berikut:

du du Ju 1 *u | o*u
E'{‘Ua‘FUa—a(w‘Fm) (31)
Dalam hal ini persamaan (3.1) merupakan bentukapeaan diferensial parsial

parabolik, selanjutnya dilakukan prosedur fakt@iisaperator untuk persamaan

Laplace di ruas kanannya, sehingga dapat dinyatsddaagai berikut:

a+i%) (%—i%)u(x,y) (3.2)
dengani = v—1. Dari persamaan (3.2) dimisalkan fungsi sebarai(g,y),
yakni:
‘;—Z - ig—;‘ =w(x,y) (3.3)
Substitusikan (3.3) ke persamaan (3.1), maka ddipgatakan kembali bentuk
persamaan (3.1) tersebut sebagai berikut:

0w _ du

ow
a‘}‘l—

du du

Dalam hal ini dapat diasumsikan bahw% konstan (dapat diabaikan)

atauvZ—; ~ 0 . Hal ini karena persamaan (3.1) menyatakan pakgar partikel

dalam suatu bidang gelombang hanya pada sumbuwleh karena itu,

mengakibatkan persamaan (3.4) dapat dinyatakamgyaebarikut:

du

du du __ow . 0w du __ow . ow

51



52

Pada kondisi awal (ketika= 0), diberikan suatu nilai awakx, 0) = f(x)
dan %(x, 0) =g(x) untuk suatu fungsi-fungsf(x),g(x) sebarang. Hal ini

mengakibatkan persamaan (3.5) dapat dinyatakan&esaiagai berikut:

900 +uf'(x) = +u (3.6)

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan tiga&tur {urbulen
dalam fungssin 7, maka secara parametik dapat dinyatakan bahwa
X1 =sintT (3.7)
sehingga ketikd= 0 maka dapat dinyatakan

(3.8)

u(x,0) = u(sint,0) = f(sinT1)

Dengan memperhatikan kembali persamaan (3.6), @n@ersamaan
tersebut merupakan persamaan diferensial parsidé @atu, maka dapat

disimpulkan bahwa vektor-vektor singgung arah g@arsamaan tersebut adalah

sebagai berikut:

dt _ dx _ du _ ¢
5= 1, =W dan == g +uf (x) (3.9)

sehingga dari persamaan (3.9) diperoleh:

t=s, x=us, dan U = f:zo(g(x) +uf’'(x))ds (3.10)
Oleh karena itu, bersama dengan kondisi awalny&rolieh

Xy =us+sint atau sint=x; —us (3.11)
sehingga dari persamaan (3.11) diperoleh

f(sint) = f(x, —us) = u(x, 0) (3.12)
Selanjutnya jika kedua ruas persamaan (3.11) dahrdengams, maka

X, +us=us+sint+us
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Atau dapat dinyatakan
(3.13)

Xy +us =sint+ 2us

Karena telah diketahui pada persamaan (3.10) bakws, maka persamaan
(3.13) dapat dinyatakan sebagai berikut:
Xy +ut =sint + 2ut (3.14)

Dari persamaan (3.10) untik= fsszo(g(x) +uf’'(x))ds , maka:

U= [7 7 (9Ge) + uf ' (e))ds + £ (x2) (3.15)
Atau
U= J75 " (9G) +uf' (ep))d + £ (x2) (3.16)

Subtitusikan persamaan (3.7) dan (3.14) ke persa®ak6) diperoleh

) — fttlz:otzs(g(sin ) + uf'(sint))dt + f(sint + 2ut) (3.17)

Jika dimisalkanA = sint + 2ut, sehingga diperoleh untuk% = 2u maka
mengakibatkan
dt = 2 atauu dt = 2da
2u 2
sehingga persamaan (3.17) dapat dinyatakan kes#dzigai berikut:

U= J«}Lz=sin‘[+2ut(g(l))%+flz=SinT+2ut(f/(A)) (%) dl+f(sll’l‘[+ Zut)

Aqy=sint Aqy=sint

1 AZ:SinH—Zut(‘g(ﬂ))dl + %flzzsmﬂ—zut(f'(l))dl + f(Sil’lT + Zut)

 2uyJA1=sint Ay=sintT

sint + 2ut

i 2ut
sint + f(sint + 2ut)

= % [G(sinT + 2ut) — G(sin7)] + %(f(/l)) |
= i[G (sint + 2ut) — G(sint)] + é [f(sint + 2ut) — f(sint)] + f(sinT + 2ut)
sehingga diperoleh;

U(x,t) = [iG(sinr + 2ut) + ;f(sinr + 2ut)] + [—ﬁG(sinr) —%f(sinr)
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yang merupakan solusi awal bidang gelombang peatas 0 di sumbuw.
Selanjutnya paday momentum persamaan Navier-Stokes dikerjakan

dengan prosedur yang analog, bentuk persamaanpghdiayatakan sebagai

v v v _ 1 %y | v
Persamaan (3.18) tersebut merupakan bentuk persatifiesensial parsial

parabolik. Selanjutnya dilakukan faktorisasi operaimtuk persamaan Laplace di

ruas kanannya yang dapat dinyatakan sebagai berikut

9%v 9%v 5] o 0 . %0
ﬁ+a—y2_(£+la)(a—la)v(x,y) (3.19)

dengani = v—1. Dari persamaan (3.19) dimisalkan fungsi sebanag, y),

yakni
v .0y
a—la— W(X,y) (320)

Substitusikan persamaan (3.20) ke persamaan (3mM&ka dapat dinyatakan

kembali bentuk persamaan (3.18) diperoleh

. 0w

ow v v v
E+la—a+ua+va (321)

Dalam hal ini dapat diasumsikan bahw% konstan (dapat diabaikan)

atauuz—z ~ 0. Hal ini karena persamaan (3.18) menyatakan pakgarpartikel

dalam suatu bidang gelombang hanya pada sumbwWOleh karena itu,

mengakibatkan persamaan (3.21) dapat dinyatakagaeberikut:

v dv __ ow . ow v v
E+O+va——a+l$ a.tau%+v@

__ow . ow
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Pada kondisi awal (ketika= 0), diberikan suatu nilai awally, 0) = f(y)
dan %(y,0)=g(y) untuk suatu fungsi-fungsf(x), g(x) sebarang. Hal ini

mengakibatkan persamaan (3.22) dapat dinyatakabdesebagai berikut:

av v

I +vf') =5 +v (3.23)

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan tiga&tur {urbulen
dalam fungssin 7, maka secara parametik dapat dinyatakan bahwa
y, =sint (3.24)
sehingga ketika = 0 maka dapat dinyatakan
v(y,0) = v(sint,0) = f(sinT) (3.25)
Dengan memperhatikan kembali persamaan (3.23), ndingersamaan
tersebut merupakan persamaan diferensial parsidé @atu, maka dapat
disimpulkan bahwa vektor-vektor singgung arah g@ansamaan tersebut adalah
sebagai berikut
Zz 1, gl v, dandv1 =90 +vf ) (3.26)
sehingga dari persamaan (3.26) diperoleh
t=s,y=vs,danv; = fsszo(g(y) +vf'(y))ds (3.27)
Oleh karena itu, bersama dengan kondisi awalnyeradieh:
Yy, =vs+sint atau sint=y—vs (3.28)
sehingga dari persamaan (3.28) diperoleh
f(sint) = f(y —vs) = v(y,0) (3.29)
Selanjutnya jika kedua ruas persamaan (3.28) diahndengams, maka

Y, + vs = vys +sint + vs dau y, + vs = sint + 2vs (3.30)
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Karena telah diketahui pada persamaan (3.27) bahwa maka persamaan
(3.30) dapat dinyatakan sebagai berikut:

Vv, + vt =sint + 2vt (3.31)

Dari persamaan (3.27) untik= fsszo(g(Y) + v f'(y))ds, maka:

V=177 (90w + vif r)ds + £ (72) (3.32)
atau
V= fttlz:otzs(g(h) +vf'(y1))dt + f(v2) (3.33)

Subtitusikan persamaan (3.24) dan (3.28) ke pemaif®33) diperoleh
V= fttlz:otzs(g(sin ) + vf'(sint))dt + f(sint + 2vt) (3.34)
Jika dimisalkan A = sint + 2vt, sehingga diperoleh untu% = 2v maka

mengakibatkamnlt = % atauv dt = %d)l

sehingga, persamaan (3.34) dapat dinyatakan kesdisigai berikut:

Ay=sint+2vt

V= fflfji;“:“”(g(z)) % + T () G) dA + f(sint + 2vt)

Ay=sin t+2vt

(g)dA +5 [ (F/())dA + f (sin + 2vt)

_ 1 rAz=sint+2vt
T 2v YAy =sint

sint + 2vt

- 2—10 [G(sinT + 2vt) — G(sinT)] + 3 (F(A)) | sint

+ f(sint + 2vt)

- i [G(sinT + 2vt) = G(sin )] + 2 [f(sinT + 2vt) — f(sinT)] + f(sinT + 2vt)
Sehingga diperoleh
V(y,t) = ZLUOG(sinT + 2vt) + %f(sinr + th)] + [—ZLUOG(sinr) - %f(sinr)

yang merupakan solusi awal bidang gelombang pada sa0 di sumbuy.
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3.2 Solusi Partikulir Masalah Nilai Batas Persaman Navier-Stokes 2D

Pandang Persamaan momentum Navier-Stokes 2D deaddim a
(persamaan (3.1)) dan(persamaan (3.18)) serta persamaan ko%ﬁnﬂg—; = 0.

Dalam hal ini didefinisikan batas-batas daekaufded of regiondalam interval
0 <x<Ldan0 <y < W. Akibatnya kondisi batas bidang gelombang dapat
didefinisikan sebagai berikut:

u(x,y,t) =u(0,y,t) =0 dan u(L,y,t) =0

Danu(x,0,t) = u(x,W,t) = 0, untuk setiap t > 0

2
Untuk persamaaxmomentum Navier-Stokes, didefinisikanr= a—i—z iy

92 . W) . MO WA . o ow ow
. sehingga\w = ——+ FIvE Jika dimisalkan. = = danv = ———yang

disebut sebagaitream functionmaka substitusi fungsi ini ke persamaan (3.1).

Diperoleh:

0 <aw>+<6W) d <6W) ow 0 (6w> 1 /(0? N 02 (6w>
at \dy dy/) dx \dy dx dy \dy/) Re\dx? dyZ%)\dy

Selanjutnya dengan mengasumsi%%nke bentuk Aw, maka persamaan Navier-

Stokes dapat diubah dalam bentuk PDP nonlinier endeat yaitu:

0 ow\ 0 ow 0 1 /0% 0?2
Karena telah dimisalkan sebelumnya baliwa = 327'2' + 327“2' maka:

o0 (9w  3%w ow\ 8 [9*w |, 9*w ow a8 [(9%w = d*w
2 ()2 52) S ()
at \dx?2 dy? dy/ dx \0x2 dy? dx 0y \ 9x2 dy?

= (;Tzz + %) (ZZTVZV + ZZTVZV) (3.35)
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Selanjutnya salah satu solusi eksak untuk persaniNener-Stokes

menurut A.D Polyanin dan V.F Zaitsev (2003) yangldi adalah berbentuk:

- ow _ ow _0F . 06

w = F(y,t)x + G(y, t) sehingga berlaky; =F(y,t) danay =3x + 5y
Akibatnya persamaan (3.35) dapat diselesaikan fuétsuku secara terpisah
dengan pemisahan solusi sebagai bentuk sistemnpeasaberikut, untuk suku

pertama,
a (9w = 9%w o[ o fow a (ow
a2 (oo + 55%) = a(a(a) +£(5)>
0 OF 0G
_a_(a_( )+ 2 (ay“@))

) 92F azc)
~ ot (0 7 ay? N 72
_ 0%F 936
T atdy atdy?

suku kedua,

(aw) d (62 i 62W)
dy/ dx \0x2 dy?

@22 +2@)
- &+ D220+ 5 (& + D)

oF oG F 20%G
=G+ 5)m0+5ix+55)

oF dG\ (0%F
={l—x+—)|—
ay dy/ \oy?
__OF 9°F | 0G0°*F
oy ay? | ayay?

suku ketiga,

ow d (9’w  9*w a [ o (ow a [ow
) e (2242 ()
dx 0y \9x2 dy? dy \ 9x \dx dy \dy
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-ﬂMH %%w
P04

dan suku keempat,

1 (092 %2\ (9*w | 9*w 1 (02 22 ] oF G
E(E“La_yz)(ﬁJ’a_yz)_E(ﬁJrﬁ)(a(er (ay“a))

1 [ 8% (9%F 9% (9%G 0% (d°F 9% (d%G
() + ) () 22
Re \ 0x2 \0y? dx2 \9y? dy?2 \0y? dy2 \0y?

04F 204G 1 [0*F 204G
A0 e ) S

Dengan menggunakan keempat persamaan hasil dnatka,persamaan (3.35)

dapat dinyatakan kembali menjadi

3 3 2 2 3 3 4 4
i BB o S L BT oL Rty (3.36)

otdy? atoy2 o9y~ dy? 9y dy? ay3 ay3 Re \dy* oyt
sehingga dari persamaan (3.36) diperoleh

03F 0F 0°F 93F 1 0*F

——F—x=——x 3.37
atoy? x ay oy~ ay? ay3 Re 0y* ( )
293G 9G 9%F 3G 1 9*G

460 _p2a_ 126 (3.38)
atoy2 = 0y 0y? dy3  Redy*

Dalam hal ini persamaan (3.37) dan (3.38) salingdeh.
Bagi persamaan (3.37) dengakemudian integralkan terhadgp

0°F . [OFO*F  (OF aﬂrd
atay2 ™Y " | 5y ay2 Y 3y Y T Re) 9y7 Y
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sehingga diperoleh

9%F aF\?2 3%F 1 33F
oyt (G5) ~F o =y THO (339)

Integralkan persamaan (3.38) terhaglap

0% [0GOF (9 1[0
datdy? y dy 0y? Y ay3 Y = Re ay* Y

sehingga diperoleh

0%G 0G OF %G 1 9%G
atay -(3_y£_F33/—2_E-5)/—3+f2(t) (340)

Untuk sebarang fungsi konstghtt) danf,(t)
Selanjutnya penyelesaian persamaan Navier-Stokessudibu y dapat

dikerjakan dengan prosedur analog padaomentumnya. Untuk persamagn

2

2
momentum Navier-Stokes, didefinisikan= 6_2 g | sehinggaaw = vy v
0x 0y? 9x? y?
Jika dimisalkarnu = 2—‘;" danv = — % yang disebut sebagstream functionmaka

ketika fungsi ini disubtutusikan ke persamaan (Bdigeroleh
0 ow ow\ d ow ow 9 ow 1 (92 92 ow
= (RN Bl R ol ) el )
Selanjutnya dengan mengasumsik%g/vn ke bentukAw, maka persamaan

Navier-Stokes dapat diubah dalam bentuk PDP n@nloride empat yaitu

d ow\ 0 ow 0 1 [ 02 02
Karena telah dimisalkan sebelumnya balima = o’w + o’w maka
dx2 d0y?

0 (02w 02w ow\ @ (02w = 03w ow 9 (9%w . 9w
) ()R ) A (5 -
at \0x2 ay? dy/ 0x \9x2 d0y? dx 0y \0x?2 ay?
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L % ) (L4 2 (3.41)

Re \0x2 d0x2 ay?2

Selanjutnya salah satu solusi eksak untuk persaniNeaner-Stokes
menurut A.D Polyanin dan V.F Zaitsev (2003) yangldi adalah yang berbentuk
g ow oF aG ow
w = F(x,t)y + G(x,t) sehingga berlakg; — ™ dana = F(x,t)
Akibatnya persamaan (3.41) dapat diselesaikan fétsuku secara terpisah
dengan pemecahan solusi sebagai bentuk sistemm@amsaberikut, untuk suku

pertama,

a (62w+62w) ~ a( a (6w) n a (6w)
at \ax2 = ay2)  at\ox \ox ay \ oy

_ 0%F 936
= " otox2”)  otox?

suku kedua,

- (&)Y, s ey oo ool
dy/ 0x \ 0x2 ay2) dy/ ox \ dx \ox dy \ oy

ax \9x2 ax?
93F 936G
=—F(55v+53)

suku ketiga,

ow 0 (62W+62W) _ow o d (6W) n a (a_w)
dx 0y \9x?2 dy2) ~ ax oy \ ax \ax dy \dy
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-G+ )52+ D) v @)
- (Zy+9)()

_or o a6t
~ ox” 9x? | ox ox?

dan suku keempat,
1487202 0% 0’w . 0*w 1 (0% 0? a [ow o [ow
R e ) (a(a) +5(5)>
(a_2+a_2) i(a_F +a_G)+i(F)
0x2  dy2/) \ox 6xy ox ay
Sy 4 902G
R[22

1
Re

Re \9x2 = 8y?/) \ax
a 1 (9?% 9%F 9% 9%G 9% 0%F 0% 9%G )
" Re \9x2 axzy 9x2 9x2 dy? 6x2y 6y2 dx
1 (0*F 1 (9*F %G
RS 0r0) =2 (3 2
(6x4y+ e 6x4y+6x4

Dengan menggunakan keempat persamaan hasil dinatka,persamaan (3.41)

dapat dinyatakan kembali menjadi

33F 336 33F 336 OF 8%F | G 9%F 1 (9*F *G
- (v + )+ vy S+ = 2 (T + 55 (3.42)
sehingga dari persamaan (3.42) diperoleh
93F 63 OF 0%F 1 9*F
- - = ——— 3.43
otox? y 6x3 y y axz Re 0x* ( )
3 3 2 4
_9°6 96 09Go°F _ 10 (3.44)
0tdx? 0x3 dx 0x? Re dx*

Dalam hal ini persamaan persamaan (3.43) dan (8alihp terpisah.

Bagi persamaan (3.43) dengakemudian integralkan terhadap
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0°F OF OF 0°F 0*F
atox2 " e T ) ax oz T axt *

sehingga diperoleh

_OF _ pOF (6_F)2 _ _ 19k (3.45)

dtox 0x? ax Re 0x3

Integralkan persamaan (3.44) terhagap

0°6 L [9G_ [0GO’F 1 rd'G
0tdx? 3 dx3 y: O0x 0x? 8 Re ) 0x* *

sehingga diperoleh

0%G 0%G OF G _ 1. 986

(3.46)

" atdx | ox? ax 6x Re 0x3 fz (t)

Untuk setiapf; (t) danf,(t) adalah sebarang fungsi

3.3 Penyelesaian Persamaan Navier-Stokes dengaraf@y Batasnya
Selanjutnya penyelesaian untuk persamaamomentum Navier-Stokes
dilakukan dengan menggunakan persamaan (3.39)ataarpaan (3.40). Dalam

hal ini persamaan (3.40) dapat ditulis

1)+ P () -2 4500 can

ay dy dy dy \dy Re d0y?

Jika dimisalkanaa—i = u , maka (3.47) menjadi

w+ul-FLZw =22 @+ f0

yakni
Ju _ 1 9% ou
%t " reayr T F35 ay u— + f2(8) (3.48)

Dengan metode pemisahan variabel dimisalkan

u(y,t) =Y()T(t) danF(y,t) = Y(y)T(t)
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sehingga persamaan (3.48) menjadi

YOOT' (1) = %Y”(y)T(t) +YITOY' T —YOITOY' ()T ()

atau

YOOT'(t) = —Y" (T (L) (3.49)

Selanjutnya persamaan (3.49) dibAgy)T (t) sehingga menjadi

') _ 1Y)
T(t) ~ Re Y(¥) (3.50)

kedua ruas dari persamaan (3.50) pasti bernilaasaitu konstant& sehingga

dapat ditulis

T'(t) -

to C yakni T'(t) = CT(t) (3.512)
Y”()/) _ Vel .

dan o) = C yakniY"(y) = Re CY(y) (3.52)

Karena persamaan tersebut akan mempunyai solagi gk 0 maka

T
T

—C yakni T'(t) = —CT(t) (3.53)

Y'(y) _

dan b —Re C yakniY'"' (y) = —Re CY(y) (3.54)

persamaan (3.53) dan (3.54) dapat ditulis menjadi

T'(t)+CT(t) =0 (3.55)
Y'(y)+ReCY(y) =0 (3.56)
Misal Re C = a maka persamaan (3.54) menj&di(y) + a¥Y(y) =0 (3.57)

Sebelum menyelesaikan Persamaan diferensial biasa pgérsamaan

(3.54) dan (3.56) di atas, diberikan kondisi batas persamaan Navier-Stokes

2D vyaitu u(0,t) = u(W,t) = 0 untuk setiap t > 0 karenau(y,t) = Y(y)T(t)

maka kondisi batasnya menjadi
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Y(0)T(t) = 0 danY(W)T(t) = 0 untuk setiag > 0

Y(0)=Y(W) =0 (3.58)
Persamaan (3.57) dapat ditulis

r’+a=0 (3.59)

Sehingga akar-akar persamaan (3.59) adalah:

re =-—-a
2 = +V-a
= +V-1Va

= +iva untuk setiap konstanta kekentatas Re - C
Sehinggd’ (y) = C; cosvay + C,sinvay
Jika0 <y < W, maka
Y(0) = C, cosva(0) + C,sinva(0)=C, +0=C, =0
dan
Y(W) = C, cosvVaW + C,sinvaW
Karena telah diperolety, = 0 maka
Y(W) = C,sinvaW =0
Artinya C, = 0 atausinvaW =0
JikaC, # 0 makasinvaW = 0 terpenuhi jikayaW = nm, vn=0,+1,+2, ...

nmw
ataul = \/—a

sehingga solusi umumnya menjadi

Y(y) = a, sin (3—9 y (3.60)

nm

Untuk persamaan (3.55) dimafia= W = N

sehingga diperoleh
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T'(t) + %T(t) =0 (3.61)
Persamaan (3.61) dapat ditulis
m—==0 (3.62)
Sehingga solusi umumnya menjadi
T(t) = bne%t (3.63)

Substitusikan (3.60) dan (3.63) pada/, t) = Y(y)T(t) sehingga diperoleh

nm

u(y,t) = a, sin (ﬁ) bne%t

Misal a,,b,, = C,, maka

u(y,t) = Cne%t sin (3—;) y

Adalah solusi nilai batas bidang gelombang diomentum Navier-Stokes 2D

Untuk mengetahui gambar dari solusi analitik degrspamaan Navier-

Stokes 2D, maka diinputkan pada MATLABurce codeebagai berikut:

y=0: 1: 5; Cn=0. 001; n=1; t =2; a=4000* 0. 001
u=Cn*exp(n*pi *t/an(1/2))*si n(n*pi *y/ar(1/2));
pl ot (y, u)

pada sumbuu,V) (gambar 3.1) dan

t=0:1:5; Cn=0. 001; n=1; y=2; a=4000*0. 001
u=Cn*exp(n*pi *t/an(1/2))*si n(n*pi *y/ar(1/2));
pl ot (t,u)

pada sumbuut) (gambar 3.2), menghasilkan gambar di bawah ini:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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U 0.025
0.02- g

0.015 B

Gambar 3.1 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomdpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada

Sumbu (@,y)
-16
x 10
U 35
3 | H
250 /
,/’
2 |- //’ -
15 4
1 |- e
051 —— .
0 R 7\ | | | t
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Gambar 3.2 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomdpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu (,1)

Sedangkan untuk gambar penampang gelombang padbus@yy,)

diinputkansource cod@ada MATLAB sebagai berikut:

clc, clear
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t=1:12; Cn=0. 001; n=1; y=1: 12; a=4000*0. 001
u=zeros(12,12)

for i=1:12
for j=1:12
u(i,j)=Cn*exp(n*pi*t(j)/anr(1/2))*sin(n*pi*y(i)/ar(1/2));
end
end
surf(y,t,u)

yang menghasilkan gambar di bawah ini:

Gambar 3.3 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomdpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu .y}

Berikutnya penyelesaian untuk persamgamomentum Navier-Stokes
dilakukan dengan prosedur yang analog dengan pasatmomentumnya dan
menggunakan persamaan (3.45) dan persamaan (3dihgga dalam hal ini

persamaan (3.46) bisa ditulis



69

2 G0) ~ P () + e = e (5) + 20 (364

Selanjutnya dimisalka%f; = v, maka (3.64) menjadi

0 0 oF 1 92
—s W —F—W)+v—=———= )+ fo(0)
ov 1 9%v ov oF
Atau—a——gﬁ-}'lza—va-}'fz(t) (365)

Persamaan (3.65) bersolusi trivial jik%g + 0.

Dengan metode pemisahan variabel dimisalkan

v(x,t) = X(x)T(t) danF (x,t) = X(x)T(t)

Sehingga persamaan (3.65) menjadi

—XQOT'(t) = = X" ()T () + XET(OX' @T(E) = XOT(OX' ()T (L)
XOT'(8) = 2o X" O)T(®) (3.66)

Selanjutnya persamaan (3.66) dib&§i)T (t) sehingga menjadi

T'@®) _ 1 X"(x)
T(t)  Re X(x) (3.67)

kedua ruas dari persamaan (3.67) pasti bernilaasaitu konstant& sehingga

dapat ditulis

% = C yakni T'(t) = CT(t) (3.68)
X”(x) HRV 22

dan o = C yakniX"(x) = Re CX(x) (3.69)

Karena persamaan tersebut akan mempunyai solagi jk 0 maka

T'(t) _ N
T = —C yakni T'(£) = —CT(¢) (3.70)
danx);’(s;) — _Re C yakniX" (x) = —Re CX(x) (3.71)

persamaan (3.70) dan (3.71) dapat ditulis menjadi
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T'(t) +CT(t) =0 (3.72)
X"(x)+ReCX(x)=0 (3.73)
Misal Re C = a maka persamaan (3.73) menj&di(x) + aX(x) = 0 (3.74)
Sebelum menyelesaikan Persamaan diferensial baasgpetsamaan (3.71) dan
(3.73) di atas, diberikan kondisi batas dari peesmmNavier-Stokes 2D yaitu
u(0,t) = u(L,t) = O0untuksemuat >0 karena v(x,t) = X(x)T(t) maka
kondisi batasnya menjadi:

X(0)T(t) = 0 danX(L)T(t) = 0 untuk semua > 0

X(0)=X(W)=0 (3.75)
Persamaan (3.74) dapat ditulis:

r’+a=0 (3.76)

Sehingga akar-akar persamaan (3.76) adalah:

% B=1=0
o2 = tV—-a
= +V-1Va

= +iva untuk setiap konstanta kekentatas Re - C
SehinggaX (x) = C; cosvax + C,sinVax
Jika0 < x < L, maka
X(0) = €, cosVa(0)+ C,sinva(0)=C,+0=C, =0
dan
X(L) = C;cosVaL + C,sinVal
Karena telah diperolefy, = 0 maka

X(L) = C,sinval =0
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Artinya C, = 0 atausinvaL = 0
JikaC, # 0 makasin+aL = 0 terpenuhi jika/aL = nm, Yvn = 0,+1,+2, ...

nrm
AtauL = 7

Sehingga solusi umumnya menjadi

X(x) = a, sin (%) X (3.77)

Untuk persamaan (3.72) dimafia= L = :l/—g sehingga diperoleh

)" %T(t) =0 (3.78)

Persamaan (3.78) dapat ditulis:

nr — a E
m-——== 0 ataum = 7 (3.79)

Sehingga solusi umumnya menjadi

T(t) = byeia (3.80)
Substitusikan (3.77) dan (3.80) pada;, t) = X(x)T(t) sehingga diperoleh

nm

Uy
Va
\/E) X bpe

v(x, t) = ay, sin(
Misal a, b,, = C,, maka:

_ %gt . (nm
v(x,t) = C,evae sin (\/—E)x

Adalah solusi nilai batas bidang gelombang ciomentum Navier-Stokes 2D
Untuk mengetahui gambar dari solusi analitik peesamNavier-Stokes

2D, maka diinputkan pada MATLABource codeebagai berikut:

x=0:1:5; Cn=0. 001; n=1; t =2; a=4000* 0. 001
v=Cn*exp(n*pi *t/ar(1/2))*sin(n*pi *x/a”(1/2));
pl ot ( x, v)

pada sumbuv(X) (gambar 3.4) dan
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t=0: 1: 5; Cn=0. 001; n=1; x=2; a=4000* 0. 001;
v=Cn*exp(n*pi *t/an(1/2))*sin(n*pi *x/ar(1/2));
plot(t,v)

pada sumbuv(t) (gambar 3.5)

yang menghasilkan gambar di bawah ini:

U 0.025 ‘
0.02f 7 0\ /]
0.015f / \ /o
ooi / / 8

\
\
/ \ /
0.005+ y i
\

-0.005 \ / i
-0.01F N i |
-0.015} \ / g

-0.02} N 7 -

_0025 L L L L L Il L L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 X

Gambar 3.4 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelondpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu ¥¢,%)

x 10
VU 35

15- B

0.5+ B

0 . | ! ! I I I I t

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Gambar 3.5 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomipdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu ¢,1)
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Sedangkan untuk gambar penampang gelombang padbus@mx,)

diinputkansource cod@ada MATLAB sebagai berikut:

clc, clear
t=1:12; Cn=0.001; n=1; x=1: 12; a=4000*0. 001
v=zeros(12, 12)

for i=1:12
for j=1:12
V(i,j)=Cn*exp(n*pi*t(j)/ar(1/2))*sin(n*pi*x(i)/ar(1/2));
end
end

surf(x,t,v)

yang menghasilkan gambar di bawah ini:

Gambar 3.6 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomipdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu ¢,x,9)
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3.4 Bentuk Kanonik dari Persamaan Navier-Stokes2

Persamaan Navier-Stokes memenuhi syarat tipe passaaiiptik, karena:

BZ(x,y)—A(x,y)C(x,y) = _ééz _$< 0
Selanjutnya dicariw®(x,y) dan w~(x,y) yang merupakan akar persamaan

kuadrat tersebut, dimame* (x,y) # w—(x,y) sehingga diperoleh:

—B(x,y) + JBZ(x, y) — A(x,y)B(x,y)
A(x,y)

g —— Re=+

Atauwt(x,y,t) =i danw~(x,y,t) = —i, dengan = v—1

wix,y,t) =

|
0
él‘_

wilx,y,t) =

2|

Selanjutnya( wﬂfy) dan (a%_w_%) disebut turunan berarah sepanjang

kurva karakteristik.

1. Menentukarf(x,y,t)

d .
a. d_; = _W+(xl y; t) karena/v+(x, y, t) — maka

% = —i, selanjutnya kedua ruas diintegralkan terhadap

% = [ —i dx, sehingga diperoleh= —

Dimana,t + ix = &(x, t), dané(x, t) adalah konstan

b. Z—; = —w*(x,y,t) karenaw* (x,y, t) = i maka

dt

o= —i, selanjutnya kedua ruas diintegralkan terhadap

fZ—; = [ —i dy, sehingga diperoleh= —

Dimana,t + iy = &(y, t), dané(y, t) adalah konstan



Dari a dan b diperoleh

Gy, t) =8 t)+éy, ) =t +ix)+(t+iy) =2t +i(x+y)

Dari persamaan di atas diperolgh=1i,¢, =i , danf, =2

2. Menentukam(x,y,t)

a.

b.

dat

i —w~ (x,y,t) karenaw~(x,y,t) = —i maka

dx
at & . % . . .
o [idx, sehingga diperoleh= ix
Dimana, t — ix = n(x,t), dann(y, t) adalah konstan

2—; = —w (x,y,t) karenaw~(x,y,t) = —i maka

2—; = i, selanjutnya kedua ruas diintegralkan terhadap
fz—; = [ i dy, sehingga diperoleh= iy

Dimana,t — iy = n(y, t), dann(y, t) adalah konstan

Dari a dan b diperoleh

nxyt) =nl,t) +nly,t) =t —ix) +(t—iy) =2t —i(x +y)

Dari persamaan di atas diperolgh= —i ,n, = —i , dang, = 2

& i, selanjutnya kedua ruas diintegralkan terhadap
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Jika diberikan koordinat karakterisgKx, y,t) , n(x,y,t), dan jikau = u(¢,n) =

U(f(x, Y, t)r n(x; v, t)) maka:

1.

ou

0x

u odud oud
ou_ ouds  duan
ox

0¢ 0x  Onox

= ufgx + UnMy,

Untuk ¢, =idann, = —i maka

ou

0x

= iusz — iur,



ou __ -
a—l(uf—un)
ou _ 0uodé ou an
"oy 9&dy  onay

ou

3, = &Sy T gy

Untukfy =1 danny = —i maka

ou __ - g
@—luf—lun

du _ -
s L(ug—un)

ou _ 0udé  dudn

"ot  9fat an ot

ou
Py ufft + uyne

Untuk ¢, = 2 dann, = 2 maka

u __

5= 2ug + 2u,
ou __ .
= 2(u§ Uy)

9%u _ dudu

©9x2 T 9x ox

Karena diketahu% = i(us — uy) , maka

0%u

ooz = Qe — up)] [i(ug — uy)]

2
371; = [iuf — iun][iuf — iun]

2
ZT: = [iu; - iun][ lug — iun]

azu _ 2 2
oez . UE + 2ug — Uy
9%u _ duodu
" ay? 9yody

Karena diketahu% = i(us —uy,), maka
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55z = [iug —u] [iCug —uy)]
oyr = Litte — tuy][ing — tuy]
oz = lie — iy ][ ug = fuy]
= = —u} + 2ug — ul

Subtitusikan persamaan (1),(2), (3), (4) dan (5Jappersamaan Navier-Stokes

agar diperoleh bentuk kanonik dari persamaan N&tiekes tersebut.

2 2
.0u ou du M Ydp 1 (0°u , 0°u
USILE U e, Rzt ‘ax+Re<a—xz+—ayz>

[2ue — 2wy | + ufivg — iu,] + v]ive — iy | + Z—Z - Rie ((—u% + 2up — ud) +
(—ué + 2ug, — u,%)) =10

[2ug — 2uy| + ufiug — iuy| + v[iug — iu, | + Z—Z - R%(—Zu? +4ug, —2uf) =0
Untuky momentum dikerjakan dengan analog sehingga dgterol

2 2
v v ov_ _op 1 (o o
y momentum:==+u ==+ V3 = ~35 T Re <6x2 + 6y2>

[2175 - 217,7] + u[ivg - ivn] + v[ivg - ivn] + Z_Z - R%((—Zvé + 4vg, — 207 ) =0

3.5 Masalah Nilai Batas dan Batas Kemampuan Manusi

Masalah nilai batas dalam matematika adalah demngglibatkan suatu
batas untuk suatu persamaan diferensial parsialssggem persamaan diferensial
parsial baik linier atau tidak linier dalam suatatds daerah tertentbbqunded
region). Dalam hal ini batas-batas daerah dinyatakanndasaatu interval

0<x<L dan 0 <y < W, jika masalah yang dihadapi adalah kasus dua
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dimensi. Solusi awal dan solusi umum persamaanretiégal parsial harus

terdefinisi atau sahih di dalam atau pada batasnsiatau daerah. Sehingga baik

solusi analitik atau solusi numerik secara kesélamuharus terdefinisi dengan
baik pada batas dan syarat batas sistem.

Selanjutnya telah diketahui bahwa manusia memputkganampuan

kemampuan

terbatas sesuai dengan ukuran yang diberikaim Allah kepadanya. Makhluk
ini, misalnya, tidak dapat terbang. Ini merupakatals satu ukuran atau batas

yang dianugerahkan

Allah  kepadanya. ®ak ti mampu
melampauinya, kecuali jika ia menggunakan rakalntuk menciptakan satu

alat, namun akalnya pun, mempunyai ukuran yangk tisk@mpu dilampaui.
Sebagaimana diterangkan pada firman Allah berikut

(2 08B ¥ U3 ()
Artinya: Maka Aku bersumpah dengan apa yang kahat.|Dan dengan apa
yang tidak kamu lihai(Q.S. al-Haggah: 38-39)

] }\[

L)

PR PR T B
Oaras Lag el DU

mempunyai

Di sisi lain, manusia berada di bawah hukumdmukAllah sehingga
segala yang dilakukan pun tidak terlepas dawkum-hukum yang telah
kadar

dan ukuran tertentu.

Hany@ karena hukum-hukum
tersebut cukup banyak, dan manusia diberi kemammenilih maka manusia
dapat memilih yang mana di antara takdiangy ditetapkan

Tuhan
terhadap alam vyang dipilihnya. Di sinilah pegtiga pengetahuan dan
perlunya ilham atau petunjuk llahi.

Dari paparan di atas, maka dapat dilihat bahwakadelasi antara ayat

286 dari surah al-Bagarah yang membahas tentarsg bB@imampuan manusia
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dengan bahasan masalah nilai batas pada matenfatiktu permasalahan pada
matematika, tidak dapat mengerjakan tanpa bat&saena interpretasinya akan
sulit diperoleh jika permasalahan tersebut tidakldfnisi dengan jelas begitu
juga dengan manusia, Allah memberikan ujian sedeagan kemampuannya
karena jika tidak terdefinisi dengan jelas dalatraartidak diketahui dengan jelas
karena telah sampai pada batas kemampuan manuweha, ufian tersebut akan

sulit untuk diselesaikan.



BAB IV
PENUTUP
4.1 Kesimpulan
Dari paparan pembahasan di atas dapat dikonstrlaegikah-langkah
d’Alembert Solutionuntuk memperoleh model gelombang di sumbdany

sebagai berikut:

U(x,t) = [2—1‘10 G(sint + 2ut) + ;f(sinr + 2ut)] + [—igG(sinr) — %f(sinr)]
dan
V(y,t) = [ﬁG(sinT + 2vt) + %f(sinr + 2vt)] + [—iG(sin T) — %f(sin T)]
Selanjutnya, dengasplitting methoddapat diselesaikan model gelombang
pada persamaan Navier-Stokes 2D menggunakan ratas bdengan langkah-
langkah sebagai berikut:

1. Diberikan persamaan umur(e,y, w, Wy, Wy, Wy, Wyy, Wy, ... ) = 0 . Hal
ini digunakan untuk mencari solusi pemisahan semaam.

2. Didefinisikan stuktur solusi sebagai berikut= @)y, (y) + -+
o, (X)W, (y) yang selanjutnya akan disubtitusikan ke dalam goeasin
umum.

3. Menulis kembali persamaan umum Navier-Stokes yaatngitnya
dikerjakan dengan menggunaksplitting procedure.

4. Menghasilkan persamaan fungsional dan sistem peesandiferensial
biasa.

5. Menyelesaikan persamaan fungsionalv = @, (x)¥; (y) + -+

O ()W (y) = 0.

80
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6. Subtitusikan®,, dan¥,, yang diperoleh ke dalam sistem persamaan
diferensial biasa.
7. Menyelesaikan sistem persamaan diferensial bidsacga diperolefp,
dany, .
8. Menulis kembali solusi pemisahan umum dari persamaaum.
Hasil darisplitting methodpada persamaan Navier-Stokes 2D adalah sebagai
berikut
W(x,y,t) =U(y,t) +V(x,t)
= Cnen_\/gt sin (3—;) M Cnen_\/gt sin (%) %

Gambarnya adalah:

U 0.025

\\ //

0.02 - / \ /A
\ /
\ /

0.015} / \\ /]

ooif / \\ / ]

/ \\ /
0.005 - \ / *
\ /
\ /
0 \ /

_0025 I I I I Il I Il I I y
0 0.5 s 15 2 2.5 3, SLS) 4 4.5 5

Gambar 4.1 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomgpdari Persamaan Navier-Stokes 2d pada
Sumbu (,y)
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Sumbu @,1)

x 10"

3.5
0.5

Gambar 4.2 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelondpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada

Gambar 4.3 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomipdari Persamaan Navier-Stokes

2D pada Sumbuwi(y,)
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Gambar 4.4 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomipdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu ¢,X)
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Gambar 4.5 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelomtdpdari Persamaan Navier-Stokes 2D pada
Sumbu ¢,t)
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Gambar 4.6 Grafik Solusi Nilai Batas Bidang Gelontpdari Persamaan Navier-Stokes
2D pada Sumbuw(x,)

Bentuk kanonik dari persamaan Navier-Stokes 2Dkuxtmomentum:
. . . . b 4 2 2\ _
[Zug = Zu,]] + u[lug = lun] + v[lug — Lun] + A ﬁ(—Zuf + dug, — 2un) =0

dan untuky momentum:

d 1
[2ve — 2v,] + ulive — ivy| + v]ive — ivy| + £ = ((—Zué + 4vp, — 21],?)) =0

4.2 Saran

Data yang dimasukkan untuk memperoleh gambar pesmagngelombang
sebaiknya langsung diterapkan pada data perainagkdblangsung dari Daerah
Aliran Sungai. Metode pemisahan variabel untuk &agarsamaan diferensial

parsial non linier dapat dikerjakan dengan metodgldigt-Ritz. Penelitian ini
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juga dapat dilanjutkan pada justifikasi analisisaran lebih lanjut dan analisis
pengaruh besaran yang terkait dalam model NaviakeStkhususnya pada fluida

cair.
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