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ABSTRAK

Sari, Cindy Novita. 2024. Ketaksamaan Tipe Lemah Operator Integral pada Ruang
Morrey Tak Homogen yang Diperumum Di Ruang Kuasi Metrik. Skripsi.
Progam Studi Matematika, Fakultas Sains Dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman,
M.Si. (1) Erna Herawati, M.Pd.

Kata kunci: Operator Integral Fraksional, Ruang Morrrey Tak Homogen Yang
Diperumum

Operator Integral Fraksional merupakan salah satu operator dalam perkembangan ilmu
analisis. Operator ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral
dari fungsi integral fraksional. Ruang Morrey adalah bentuk perumuman atas ruang
Lebesgue. Ruang Morrey pada domain tak homogen yang merupakan ruang fungsi-fungsi
terintegralkan lokal yang konvergen terhadap norma Morrey tak homogen diperumum.
Pada penelitian ini akan membahas mengenai ketaksamaan tipe lemah operator integral
fraksional pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum di ruang kuasi metrik.
Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan ketaksamaan Chebyshev.
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ABSTRACT

Sari, Cindy Novita. 2024. A Weak Type Inequality for FractionL Integral Operator on
Generalized Non-Homogeneus Morrey Spaces on Quasi Metric Spaces.
Thesis. Mathematic Department, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University, Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur
Rahman, M.Si. (I1) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Fractional Integral Operators, Generalized Non-Homogeneus Morrey Spaces
On Quasi Metric Spaces

The Fractional Integral Operator is one of teh operators in the developtment of analytical
science. The operator maps any real-valued fungtion into the integral of fractional integral
function. Morrey spaces is a generalization of Lebesgue spaces. The Morrey spaces on
nonhomogeneus domain which is the spaces of locally integrated functions that converge
to the generelized nonhomogeneus norm Morrey spaces. In this study, we will discuss a
weak type inequality for fractional integral operator on generalized non-homogeneus
Morrey spaces on quasi metric spaces. We proved of this inequality using the Chebyshev
inequality.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Operator merupakan suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke
ruang bernorma lainnya. Menurut Royden, H.L dan Fitzpatrick (2010)
mendefinisikan, misalkan X dan Y adalah ruang bernorma, dengan T suatu
operator terbatas dari ruang bernorma X ke Y jika terdapat C > 0, sedemikian
sehingga

IT(f): Y|l <C||f : X|luntuk setiap f € X,
di manal|f : X|| menotasikan norma f di ruang bernorma X. Jika untuk ruang
bernorma X = Y dan T merupakan suatu operator terbatas, maka dapat dikatakan
bahwa T terbatas di ruang bernorma X.

Salah satu objek kajian yang menjadi bahan penelitian pada perkembangan
analisis modern adalah teori operator integral fraksional. Operator integral
fraksional sering disebut sebagai potensial Riesz yang dikenalkan pada tahun 1886.
Operator ini dipelajari pertama kali oleh Hardy, Littlewood, dan Sobolev pada
sekitar tahun 1920-an dan 1930-an. Operator integral fraksional ini memetakan
sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari fungsi integral
fraksional.

Hardy, Littlewood dan Sobolev telah mengatakan bahwa operator integral
fraksional merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. Pada tahun 1930-an,
Sergei Sobolev menyempurnakan keterbatasan operator K, menggunakan operator

maksimal pada ruang Lebesgue yang dikenal dengan ketaksamaan Hardy



Littlewood Sobolev. Ketaksamaan tersebut disebut juga dengan ketaksamaan tipe
kuat untuk K, diruang Lebesgue. Namun, ketaksamaan ini tidak berlaku untuk p =
1, dan sebagai gantinya berlaku ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral
fraksional. Ketaksamaan Hardy Littlewood Sobolev dan ketaksamaan tipe lemah
dapat dibuktikan dengan menggunakan ketaksamaan tipe lemah dan tipe kuat untuk
operator maksimal Hardy Littlewood.

Pada tahun 1938, sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, seorang ahli
matematika C.B. Morrey mendefinisikan suatu ruang yang disebut dengan ruang
Morrey. Kemudian E. Nakai (1994)I memperkenalkan ruang Morrey diperumum,
di mana Nakai mendefinisikan ruang Morrey diperumum sebagai ruang fungsi-
fungsi yang diintegralkan lokal yang memenuhi norma Morrey diperumum-(p, q)
dan memenuhi kondisi doubling dengan konstanta penggandaan C. Selanjutnya,
Nakai membuktikan ketaksamaan tipe kuat untuk operator integral fraksional pada
ruang Morrey diperumum. Lebih lanjut, Gunawan, H., Eridani (2009) juga
membahas mengenai keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey
diperumum dengan p memenuhi kondisi doubling. Lalu, Eridani dkk (2009)
mengganti p dari kondisi doubling menjadi growth dengan tetap mempertahankan
keterbatasan operator integral fraksional di ruang yang sama. Hal tersebutlah juga
yang mendasari terciptanya istilah ruang tak homogen.

Ruang tak homogen merupakan ruang R¢ yang dilengkapi dengan ukuran
Borel tak negatif © yang memenuhi kondisi growth. Berbeda dengan ruang
homogen yang dilengkapi oleh ukuran u yang memenuhi kondisi doubling. Dengan
menggunakan pengertian  ke-tak homogenan tersebut. Kelanjutannya,

diperkenalkan ruang Morrey diperumum untuk domain tak homogen yang



merupakan ruang fungsi-fungsi terintegralkan lokal yang konvergen terhadap
norma Morrey tak homogen diperumum. Ketaksamaan tipe kuat untuk operator I,
pada ruang Morrrey tak homogen diperumum juga telah dibuktikan oleh,
Sihwaningrum dkk. Hasil dalam Sihwaningrum (2012) mengatakan Ketaksamaan
tipe lemah untuk operator I, pada ruang Lebesgue tak homogen dapat diperumum
dalam konteks ruang Morrey tak homogen diperumum.

Kajian operator integral fraksional dengan memperkenalkan operator
integral fraksional yang diperumum juga telah dikembangkan oleh E. Nakai (1994).
Erdani dkk juga telah membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral
fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang diperumum dengan
menggunakan ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe lemah untuk
operator maksimal Hardy Littlewood. Sebagai perluasan dari hasil-hasil tersebut,
pada penelitian ini, ketaksamaan tipe lemah dapat dibuktikan dengan menggunakan
ketaksamaan tipe lemah dan tipe kuat untuk operator maksimal Hardy Littlewood,
dengan begitu akan dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral
fraksional pada ruang morrey tak homogen yang diperumum dengan memeperluas
hasil dalam Sihwaningrum, dkk. (2012) dengan menggunakan ketaksamaan
Chebyshev. Pemahaman terkait ketaksamaan operator integral fraksional pada
ruang Morrey tak homogen yang diperumum memiliki signifikasi untuk
mengetahui ketaksamaan dan sebagai perluasan hasil dari penelitian-penelitian
yang ada.

Bagaimanapun juga, pada hakikatnya mamusia sendiri adalah makhluk

yang diciptakan dengan berbagai ketaksamaan didalamnya. Begitupun makhluk



hidup dan alam semesta ini diciptakan dengan berbagai ketaksamaan. Allah SWT

berfirman dalam surah Al-Hujurat ayat 13 (Agama, Departemen. 1985),

&) e e &0 G Al (B3 s a8Ulea 5 5 0 e jKIEIR G G G
(050 e 0 "
’Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian
dari laki-laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan
bersuku-suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya
yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara

kalian. Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal’’
Ayat diatas jelas menunjukkan bagaimana manusia diciptakan dengan
berbagai ketaksamaan agar saling mengenal. Allah SWT menciptakan ketaksamaan
dan perbedaan sebagai suatu kondisi yang harus dijadikan pelajaran yang sangat

berharga. Keseimbangan alam semesta bergantung pada bagaimana kita hidup

secara berdampingan tanpa saling mengeksploitasi satu sama lain.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, adapun rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah: Bagaimana pembuktian ketaksamaan tipe lemah untuk
operator integral fraksional K} pada ruang Morrey tak homogen diperumum di

ruang kuasi metrik menggunakan ketaksamaan Chebysev?

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui bagaimana
pembuktian ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional K} pada
ruang Morrey tak homogen diperumum di ruang kuasi metrik menggunakan

ketaksamaan Chebysev.



1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan informasi pembuktian
ketaksamaan tipe lemah operator integral fraksional pada ruang Morrey tak

homogen yang diperumum di ruang kuasi metrik.

15 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, akan dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk
operator integral fraksional pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum di
ruang kuasi metrik dan bukan ruang lainnya. Serta, pembuktiannya akan

menggunakan ketaksamaan Chebysev.

1.6 Metode Penelitian
Penenlitian ini adalah penelitian pustaka (library research) yang dilakukan
dengan melakukan kajian terhadap buku-buku analisis harmonik, teori ukuran,
jurnal serta sumber lainnya yang berkaitan dengan teori yang dibahas. Metode yang
digunakan dalam penelitian ini adalah menggunakan metode pembuktian secara
induktif. Di mana pembuktian dimulai dengan pembuktian teorema yang umum
menuju pada akibat khusus. Berikut langkah penelitian secara garis besar:
1. Membuktikan ketaksamaan operator maksimal Hardy Littlewood pada
ruang Morrey tak homogen yang diperumum.
2. Membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk K} pada ruang Morrey tak
homogen diperumum melalui teorema Hardy Littlewood Sobolev dan

memanfaatkan ketaksamaan Holder serta Chebyshev.



BAB 2

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ruang Lebesgue
Ruang Lebesgue merupakan ruang dasar dalam ruang fungsi pada analisis

fungsional yang didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.1.1
Misalkan untuk R¢ merupakan himpunan terukur, maka 1 < p < oo, dan

suatu fungsi f di R® didefinisikan sebagai

1

IVMv=<flﬂ@P¢0p<w @1)
R

(Royden dan Fitzpatrick, 2010)
Definisi 2.1.2
Ruang Lebesgue lemah LV (R™) didefinisikan sebagai semua fungsi

loc

terukur f : R™ —» R yang memenuhi

| 1reor ar <o 2.2)
K
Untuk setiap subhimpunan kompak K € R™. (Mu’tazili, 2019)

2.2 Ruang Lebesgue Lokal
Ruang Lebesgue lokal didefinisikan dengan fungsi terukur 1 < p < oo

yang disimbolkan [P = I? (R%) merupakan kumpulan kelas-kelas ekuivalen f

loc loc
sedemikian sehingga untuk sub himpunan kompak S € R™ berlaku fs |fIP < oo,

(Bartle, 1995)



2.3 Ruang Lebesgue Tak Homogen

Definisi 2.3.1

Untuk fungsi terukur 1 <p < oo, ruang Lebesgue tak homogen
didefinisikan dengan LP (1) = LP (R%, u) sedemikian sehingga

1

Wl = ([ YP dur) <o 23)

(Ilvanal, 2013).

2.4 Ruang Ukuran Pada Ruang Kuasi Metrik

Pada sub bab ini akan dibahas mengenai ruang ukuran pada ruang kuasi
metrik. Eridani dkk pada tahun 2009 mendefinisikan dengan definisi berikut.
Misalkan support fungsi f : X — R didefinisikan oleh

supp (f) ={x € X : f(x) # 0}.

Misalkan pula X := (X, d, 1) merupakan ruang topologi di mana u adalah
ukuran lengkap. Sehingga ruang fungsi kontinu dengan support kompak adalah
padat dalam L*(X,u) dan d : X X X — [0, o) merupakan ruang kuasi metrik, yaitu
fungsi yang memenuhi kondisi berikut:

1. Untuk semuax € X, d(x,x) =0
2. Untuk semua x,y € X dengan x # y, d(x,y) > 0
3. Terdapat konstanta K; > 1 sehingga untuk setiap x,y € X maka

d(x,y) < K, d(y,x).

4. Terdapat konstanta K, > 1 sehingga untuk setiap x,y,z € X maka

d(x,z) < Kz(d(x, y) +d(y, z)).

(X, d, u) disebut ruang kuasi metrik. Jika ¢ memenuhi kondisi doubling,
dinotasikan dengan u € (DC), yaitu x € (DC) jika untuk semua x € X dan seluruh

konstanta r > 0 terdapat konstanta € > 1 sehingga u(B(x,2r)) < Cu(B(x,1)),



maka (X, d, u) disebut ruang tipe homogen. Jika suatu kondisi doubling tidak

terpenuhi, maka X disebut ruang tipe tak homogen. (Eridani dkk, 2009)

2.5 Operator Integral Fraksional
Definisi 2.5.1
Misalkan f adalah fungsi terukur bernilai riil pada R",n > 1, dan

misalkan 0 < a < n. Integral fraksional dalam orde-a didefinisikan sebagai

LfG)=1 f() dy, x€R"
]Rn

dengan syarat integral ini ada. (Wheeden, 2015)
Menurut Wheeden, dengan membiarkan f untuk bervariasi, pemetaan yang

didefinisikan sebagai I, : f — I, f di mana I, merupakan fungsi yang memetakan

f:R™ - Rmenujul,f : R" - R.

Definisi 2.5.2

Operator integral fraksional di ruang kuasi metrik tak homogen R™ yang

dinotasikan dengan K didefinisikan sebagai

Kifeo = | T

R d(x, )’)1_“
dengan 0 < a < 1 dan fungsi f yang didefinisikan pada R™ (Utoyo, 2012).
Contoh 1.

Misalkan suatu bola B = {x € R™ : ||x|| < 1}, dan fungsi f,,(x) merupakan

fungsi karakteristik pada bola. Maka operator integral fraksional dari f adalah

_ f(x)
I, f(y) = J]Rn—bf —ya dx
f(x) d + f(x) dx

B le_yln—a Bclx_yln—a



— — dx+ | ——————dx
le—yln‘“ gelx —y|" @

1
=f—_dx
le_yln @

==
= —ax.
i< 1% = yI"®

Untuk y = 0, maka

= | dx

Ixi<z 121"

= f |x|*1dx .
lxll<1

Misalkan |x| = r maka dx = dr, sedemikian sehingga

1

I, f(0) = Cf rlran dr

0

1
=Cf re1 dr
0

Untuk y € R,

efo = | iy

i< X =y

=f lx —y|*7" dx
<1

Sf [x|*1 dx—f ly|*~1 dx
lxll<1 llx]|<1

=C —|yl**IB|
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=C—Cylyl*™.
Karena ||y|| > 0dan a —n < 0, sedemikian sehingga

Iy f(y) =C — Cyly|*?

Cy
ly|t-e’

(Nurjannah, 2018).

2.6 Fungsi Operator Maksimal
Definisi 2.6.1
Misalkan f = f(x) dengan f € L} (R™) vyaitu fungsi terintegralkan

loc

lokal pada R™. Fungsi Mf = Mf(x) didefinisikan dengan

Mf(x) == sup———
T = S B e s

lf ) d).

Dalam hal ini B(x,r) menyatakan bola dengan pusat di x € R" radius

r > 0 dan |B(x, r)| menyatakan volumenya. (Gunawan, 2006)

2.7 Operator Integral Fraksional Pada Ruang Tak Homogen

Operator integral fraksional pada ruang tak homogen juga terkait dengan
operator maksimal Hardy Littlewood pada ruang tak homogen. Untuk 1 < p < o
dan ukuran u yang memenuhi kondisi growth, ruang Lebesgue tak homogen lokal
L .(w) = L7, .(R%, w) didefinisikan sebagai ruang semua fungsi terukur f yang

loc

memenuhi

f FOIIP du(y) < oo
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untuk setiap subhimpunan terbatas K dari R¢. Kemudian untuk fungsi f €
(u)operator maksimal Hardy Littlewood pada ruang tak homogen didefinisikan

loc

sebagai

M
f(x) ililg.u(B( )) B(x,r)

If ldu(y) (2.5.1)

di mana B(x, ) adalah sebarang bola yang berpusat di x € R? dan berjari-jari r >

0. (Eridani dkk, 2004)

2.8 Ketaksamaan Tipe Lemah
Misalkan didefinisikan operator K : LP - LP,1 < p < oo dapat dikatakan

memenuhi ketaksamaan tipe lemah (p, p) jika terdapat ¢ > 0 sedemikian sehingga

clifll\’ .
|A;] < 7 ,untuk setiapA > 0, f € LP,

di mana dengan A;:={y€R: |Kf(y)| > A} = Ur=q(ar, by) dan |4;| <
Yre1(b —ay) , ag, by € R. Untuk p = oo, operator K dikatakan memenuhi
ketaksamaan tipe lemah (oo, o) jika ada ¢ > 0 sedemikian sehingga ||Kf||;»~ <

c||f|lz~ . (Duoandikoetxes, 2001)

2.9 Ruang Morrey dan Ruang Morrey Diperumum

Definisi 2.9.1
Ruang morrey yang dinotasikan sebagai LP* () adalah himpunan fungsi

di L?

loc

() yang konvergen terhadap norma ||f : LP*|| didefinisikan sebagai

1

LPA(W)|| = — Pd
I Gl = sup ,u(Bx = f FOIP du(y)
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Di mana B(x,r) € R% adalah bola pada ruang R® dengan jari-jari r dan
berpusat di x € R%. (Sihwaningrum, 2016)
Ruang Morrey yang diperumum didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.9.2

Misalkan diberikan ukuran v pada X,A > 0,1 < p < oo dan fungsi ¢ :

(0,) — (0,00). Ruang morrey diperumum L%, » X, v, ) didefinisikan sebagai

himpunan semua fungsi f € I¥ (X, v), sedemikian sehingga

loc

1

f If(y)lpdv(y)> <.

|7+ tocxvmf = Supcp(u(B))(u(B)

Di mana supremum tersebut dicari atas semua bola B := B(x, r)yaitu sebarang bola

terbuka dalamX. Jika = u , maka L? (X v,p) =LP o (X 10). (Utoyo, 2012)

2.10 Kondisi Doubling
Definisi 2.10.1

Andaikan ¢: (0,0) — (0,) dan asumsikan jika ¢ memenuhi syarat
yaitu terdapat C; > 1 sedemikian sehingga untuk setiap s, v > 0 berlaku,

O
o =

< C; ,untuk setiap s € [— ZU]

f°°¢§s) ds < C,p(v)

Maka fungsi ¢ dapat dikatakan memenuhi kondisi doubling. (Eridani, dkk, 2004)
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2.11 Kondisi Growth
Definisi 2.11.1

Misalkan p: (0, ) — (0, ). Apabila terdapat konstanta k; dan k, yang
memenuhi 0 < 2k; < k, < o dan konstanta C > 0 sedemikian sehingga untuk

setiap r > 0 berlaku,

sz'
t
sup p(s) <C f &dt
T<ssr K t

Fungsi p: (0,0) — (0, o0) dikatakan kondisi growth. (Ivanal, 2013)

2.12 Ketaksamaan Chebyshev
Definisi 2.12.1

Misalkan u adalah ukuran Borel pada R? dan E € R? merupakan
himpunan terukur. Apabila fungsif adalah fungsi yang diintegralkan pada E, maka

untuk setiap y > 0 berlaku

W(x € B 1f@)] > YD) <= [ rrenduco
Y JE

Ketaksamaan Chebyshev ini dibahas oleh Royden dan Fitzpatrick (2010).

2.13 Kajian Integerasi Topik dengan Al-Qur’an/Hadits

Dalam sub bab ini membahas mengenai ketaksamaan dan ketagwaan
dalam Al-Qur’an. Dalam hal ini mengibaratkan manusia memiliki ketaksamaan.
Ketaksamaan tersebut dapat mencakup berbagai hal dalam berkehidupan.
Ketaksamaan ini adalah rahmat Allah SWT yang akan selalu ditemukan di setiap
ciptaan-Nya. Bukan serta merta untuk menjadikan suatu perbandingan, melainkan
supaya manusia belajar untuk saling melengkapi satu sama lain. Hal ini merupakan

salah satu bentuk kekuasaan Allah SWT semata untuk manusia kembali pada Allah
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SWT dan mendekatkan diri kepada-Nya. Sebagaimana difirmankan dalam Al-

Quran surat Hujurat ayat 13.
&) e e &0 G Al (B3 s a8Ulea 5 5 0 e jKIEIR G G G
0 508 e 0§y
“’Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian dari laki-
laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan bersuku-
suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya yang
paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara kalian.
Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal’’. (Agama,
Departemen. 1985)

Ayat ini menjelaskan bahwa Allah SWT menciptakan manusia dengan
penuh keberagaman dan ketaksamaan suku, bangsa, kelompok, umat, kabilah agar
dapat saling mengenal. Ketaksamaan atau perbedaan itu merupakan keniscayaan
universal yang harus disikapi dengan lapang dada. Ayat tersebut juga menjelaskan
bahwa yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah yang paling bertakwa bukan
siapa dari bangsa tertentu, kaum tertentu, maupun lainnya.

Ada banyak perbedaan dalam kehidupan di dunia, namun hal tersebut
menjadikan keseimbangan dalam berkehidupan yang harmonis. Petunjuk lain untuk
menguatkan ayat sebelumnya yang terdapat dalam Al-Quran mengenai
ketaksamaan yakni dalam Surah Ar-Rum ayat 22.
€0 il nis¥ o &) 005015 2l Cadad 5 o S5 o Ll I 4l ey

“dan di antara tanda-tanda kekuasaan-Nya adalah penciptaan langit dan
bumi dan berlain-lainan bahasamu dan warna kulitmu. Sesungguhnya pada yang
demikian itu benar-benar terdapat tand-tanda bagi orang-orang yang mengetahui”
(Agama, Departemen. 1985)

Melalui ayat tersebut Allah SWT menjelaskan dan mengingatkan sejatinya

ketaksamaan merupakan tanda kebesaran-Nya. Jika menghendaki, Allah SWT

sangat mampu menciptakan ciptaannya menjadi satu keseragaman. Namun yang di
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inginkan-Nya adalah keberagaman yang bewarna sebagai bentuk rahmat dan kasih
sayang bagi umat-Nya. Hal ini menunjukkan sempurnanya kekuasaan-Nya dan
berlakunya kehendak-Nya. Sesungguhnya Dia menetapkan adanya ketaksamaan itu

agar tidak terjadi kekacauan namun keharmonisan.

2.14 Kajian Topik dengan Teori Pendukung Al-Qur’an/Hadits

Ketaksamaan dalam matematika diartikan sebagai kalimat pernyataan
yang menyatakan hubungan tak sama. Biasanya akan ditandai dengan tanda hubung
lebih kecil, lebih besar, lebih kecil atau sama dengan, dan lainnya. Ketaksamaan ini
bentuk Rahmat Allah SWT sebagaimana terkandung dalam Al-Qur’an surah Al-
Hujurat ayat 13 (Agama, Departemen. 1985),

“Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian
dari laki-laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan
bersuku-suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya
yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara
kalian. Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal .

Dalam tafsir Ath Thobari (2009) menjelaskan tentang ayat ini bahwa
sesungguhnya orang yang paling mulia di anatara manusia disisi Tuhan adalah
orang yang paling bertakwa kepada-Nya, dengan menunaikan segala kewajiban
yang diwajibkan-Nya dan menjauhi segala kemaksiatan yang dilarang-Nya. Bukan
orang yang paling besar rumahnya dan paling banyak keluarganya.

Pada ayat tersebut Said Nursi (2003) menafsirkan, menjelaskan, dan
memberikan penekanan bahwa keberagaman yang sengaja diberikan Allah SWT
kepada manusia agar mereka sadar akan tugas kemanusiaan merekauntuk saling

melengkapi, dengan begitu manusia dapat saling mengenal dan membantu satu

sama lain.
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Said Nursi (2003) juga memberikan keterangan bahwa pada ayat ini
khusus membahas tentang kehidupan sosial, yang mana didalamnya terdapat
ketaksamaan dan juga suatu keharmonisan apabila dapat memahaminya dengan
baik. Maka dianjurkan untuk manusia agar saling mengenal dan memahami,
sehingga dapat menjalin relasi dan saling membantu.

Begitu pula dengan Quraish Shihab (1992), yang mengatakan bahwa ayat
ini berbicara mengenai prinsip dasar hubungan antar manusia. Pada ayat ini
penekanan yang ditonjolkan Quraish Shihab adalah dengan menghilangkan
ketaksamaan yang di sengaja oleh Allah SWT sebagai rahmat, tidak ada perbedaan
dari segi derjat, suku, atau warna kulit. Menurut beliau yang membedakan hanyalah

ketakwaan seseorang dihadapan Allah SWT.

2.15 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Dalam pembahasan artikel Weak-(p,) Inequality for Fractional Integral
Operators on Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type oleh lvanal,
D., dan H. Gunawan (2013) yang telah membuktikan bahwa,
Lemma 2.15.1

Misalkan f € Lj,.(u) maka untuk sebarang bola B(x, R) pada R berlaku

J |f(y)| _UVI g (y) <C RaMnf(X) (2.15.1)
B(x,R )lx v

Bukti. Dengan menguraikan dekomposisi suatu bola B(x,R) dan berdasarkan
definisi operator maksimal serta fakta bahwa .72 je—co 2/% adalah konvergen, maka

untuk sebarang bola B(x, R) © R¢ berlaku

If I If )|
- ———d
jB(xR)lx_ e W)= Z -fB(xziﬂR\B(x,sz)|x—y|"_“ H)



-1
1
< jZoo (2/R)n« L(x‘sz)lf(yNdu(y)

-1
< 2"RYM™f(x) Z iy

j=—o0

-1
<2VRMf(x) Y 2

Jj=—0o0

< CRM f(x).
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BAB 3

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif, di mana teknik
pengumpulan data diperoleh dengan studi pustaka. Studi pustaka tersebut
didapatkan dengan cara menghimpun berbagai referensi yang berhubungan dengan

topik penelitian yakni melalui buku maupun jurnal.

3.2 Pra Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan cara menghimpun berbagai referensi yang
sesuai dengan penelitian yang akan dilakukan pembuktiannya yakni dari buku,
jurnal, dan artikel. Pada penelitian ini, penulis menggunakan beberapa rujukan,
berikut beberapa rujukan:

Rujukan pertama dari Denny Ivanal Hakim dan Hendra Gunawan pada
tahun 2013 yang berjudul Weak-(p,q) Inequality for Fractional Integrals Operator
On Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type. Penelitian ini
membahas ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap
perumuman Ruang Morrey melalui ketaksamaan Chebyshev.

Rujukan kedua diambil dari Idha Sihwaningrum pada tahun 2016 yang
berjudul Ketaksamaan Tipe Lemah untuk Operator Integral Fraksional di Ruang
Morrey Atas Ruang Metrik Tak Homogen. Penelitian ini membahas tentang
perumuman dari ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional di ruang

Lebesgue atas ruang metrik tak homogen.
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Penelitian  selanjutnya adalah

“Ketaksamaan Tipe Lemah untuk Operator

penelitian

Integral Fraksional pada Ruang Morrey

Tak Homogen yang Diperumum di Ruang Metrik”.

3.3 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian yang ada sesuai dengan penelitian yaitu penelitian

kualitatif berikut tahapan-tahapan penelitiannya:

|

Penelitian Pendahuluan

Studi Pustaka

A 4

Perumusan Masalah

A4

Pembatasan Masalah

|

Analisis Pembahasan Masalah

'l 1o 2.1 ‘L
Gampat—oT

1 la s
TUwuIiart

Kesimpulan

dan Saran

yang berjudul




BAB 4

PEMBAHASAN

4.1 Ketaksamaan Operator Integral Fraksional pada Ruang Morrey Tak

Homogen yang Diperumum

Sebelum membuktikan ketaksamaan operator integral fraksional pada
ruang morrey tak homogen yang diperumum, akan ditunjukkan ketaksamaan
operator integral fraksional di ruang kuasi metrik tak homogen.

Untuk membuktikan ketaksamaan tersebut diperoleh dengan membagi
integral pada definisi K2 menjadi bagian lokal yang ditaksir oleh operator
maksimal M™ yang membutuhkan lemma berikut.

Lemma4.1.1
Untuk a > 0, misalkan f € L}, .(x) maka untuk sebarang bola B(x, R) pada R¢

berlaku

lf Wl

d(x,y)t=*
B(x,R)

du(y) < € R“M™f (x) (4.1)

Bukti. Dengan menguraikan bola B(x,R) dan berdasarkan definisi operator
maksimal serta fakta bahwa 2];1_00 2/% adalah konvergen, maka untuk sebarang

bola B(x, R) < R< berlaku

ot L
L("'R) dcyyie WO = L(X,J/)S%R a0, y)i-e )

"'fl If I ()

2de(x,y)<R d(x' y)l—a

20
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:f 'ﬂwldmw

d(xry)<%R d (‘xl y)l_“

+L TR

R=A(x.Y)<3R d(x,y)l-«

+L Do)

Red(xy)<r A6, Y14

Siﬁ < 1 d(li(—;)il—adu(y)

f )l

. _ s
2iR<d(xy)<2i+1r 406, Y)17¢

du(y)

j=1

-1
= lf )
) jZoo 'L(x,y)sziﬂR d(x,y)l-a du(y)

-1
If I
i} Z f a0x yyi-a )

j=—ooB(2j+1R)

-1
1
< Z (2/R)1-« fB (x'szR)If(y)mM(y)

Jj=—00

-1
a1
< ij(sz) (2R B(x'szR)If(y)Idu(y)

-1
< 2"R*M"f (x) Z 2Ja

Jj=—00

< 2/RM f(x) Z 2J

Jj=—

< CR*M f(x).
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Kemudian dengan menggunakan Lemma 4.1.1 dapat diperoleh dua
ketaksamaan yang diberikan sebagai berikut.
Akibat 4.1.2
Misalkan B(x, R) merupakan bola dengan pusat di x € R% dan berjari-jari R > 0,

maka

1
— du(y) = CR® 4.2
-L(x,R)d(x'y)l * Y (%2)

dan untuk sebarang bola B(a,r) € R berlaku bahwa
f X8 (V) du(y) < C R*M™xp(qm (%) (4.3)
B(x,R) d(x, y)l—a
Bukti. Untuk akibat (4.2), ambil sebarang bola B(a,r) € R%. Didefinisikan

f(y) = 1 untuk setiap y € B(x, R).

lf I IfF )|
jB(xR)d(x yyie WO = Lu,y)s%zzd(x.—y)l‘“d”(y)

N j If I ()

%de(x,y)<R d (x' y)l—a

. LT
da

(y)<;R d(x, y)i=«

N j I ) I_ ()

%de(x,y)<%R d(x' y)l a

f lf )l
R<d(xy)<Rd(x }/)1 *

) lf )
— 14
le R<d(X3’)<—R d(x y)l a .u(:V)

j=1

———du(y)
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N FO
: Z J d(x,y)i-@ du(y)

If )l
= Z f dCx,y)-@ du(y)
= ﬁRSd(x,yk R

2j+1
-1

If )l
= z f Wdu(y)

Jj==% 2jR<d(x,y)<2/*1R
-1
lf )l
< w7
B Z J o d(x,y)te W)
J==0 d(x,y) <2/*1R
-1
If ()l
< LA
< Z J 20 y)17 du(y)

j=—OO B(x'2j+1R)

=2 @R [ 1ae)

< 2R“
< CR“
Untuk akibat (4.3), ambil sebarang bola B(a,7) € R%. Didefinisikan f(y) =

XB(a,r)(Y) untuk setiap y € B(x,R)

o) o)
L("'R)d(x’y yie WO = fa(ac.y)s%;e d0x,yyi-a 0
If )l
————d
+LR5d(x,y)<R d(x' y)l—a ‘Ll(y)

2
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[ ol
- fd(x.y)s%R d(x,y)l-« du(y)

N f If () I_ ()

%de(X,J/)<%R d(x,y)t=«

N f If ) I_ du()

%de(x,y)<R d(x'y)l *

If Ol
z f iyt s ————du(y)

-1

< Z f #yy))ll_adu(y)

J==% 2jR<d(x,y)<2J+1R

-~ IF )
< Z f A6 )= du(y)

J==% gq(x,y)<2/+1R

-1

lf I
<2 | dpo)

J==% B(x,2/+1R)

-1
1
< jZOOW f |)(B(a,r)(Y)| du(y)

B(x,2/*1R)

-1

. 1
<Y ONGE |t o)

j=—o B(x,2/+1R)

< 2R*M)p@r(¥)

<C RaMXB(a,r) (y)
Dalam penelitian Sihwaningrum dkk (2012) bukti ketaksamaan tipe lemah

untuk M™ pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum diasumsikan bahwa

fungsi ¢ memenuhi kondisi integral, yaitu f:o@dt < C¢(r), Vvr > 0. Dengan
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mengasumsikan kondisi integral untuk fungsi ¢?untuk 1 < p < oo, juga dapat
dibuktikan suatu ketaksamaan untuk M™ yang diberikan dalam lemma berikut.
(Ivanal dan Gunawan, 2013 dan Sihwaningrum dkk, 2010)

Lemma 4.1.3

Misalkan 1 < p < oo dan jika fungsi ¢ memenuhi kondisi integral

f ¢(t) dt < C¢(r)P,untuk setiap r > 0
T

maka untuk sebarang bola B(a,r) € R% dan untuk setiap fungsi f € LP®(u)

berlaku

fRdIf(y)I” M o0 ARG) < CrrpEP I g, (44)

Bukti. Kita amati sebarang bola B(a,r) € R%. Dengan menguraikan R%, maka

dapat diperoleh

] lfFOIP M™ xgar()duly)
]Rd

< J lfFOIIPM"™ x (0. du(y)
B(a,2r)

' j PM™ X0 ) ARE).
; B(a'zf“)\s(a,zfr)lf(y)l Xe@r ()

Karena untuk setiap y € B(a, 2r) dan R > 0 berlaku

1 u(B(a,r) n B(y,R)
ﬁ XB(a,r)(x)d.u(x) = ( R )
B(y,R)
- u(B(y,R))
Rn
<cC

u
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maka untuk setiap y € B(a, 2r) berlaku bahwa M" x5, (y) < C,. Karena untuk

setiap y € B(a, 2/*'r) \ B(a, 2/r) dengan j € N dan VR > 0 berlaku

f X8@arn(®) _u(B(a,7) N B(y,R))
By® R R™

- ,u(B(a, r))
~Ir+nr)n

dengan demikian M™yp e (y) < Z—‘j untuk y € B(a,2/*1r) \B(a, 2/r) dengan
jEN.
Berdasarkan kedua taksiran diatas untuk Myg,(y) yang diberikan

sebelumnya, serta ||f || ».#(, dan kondisi doubling dari ¢?, maka dapat diperoleh
f . lfDIPM" xp(ar) ) du(y)
R

< j fFODIPM™ ¥ g0y () dpu(y)
B(a,2r)

' J PM" xp(an ()d
; B(a'zf“r)\B(a,zfr)lf(y)I Xear ()

s p
<C ] If(y)lpdu(y)+2f , , lfg%)ldu(y)
B(a,2r) = B(a,2/*1r)\B(a,2/1)

i IFII?
. n . P Lp (1)
< ¢ @"QOPIFIE o + E @) () —
j=1

- p
< Crn”f”fp,d,(u)z ¢(27+1r)
j=0
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[ee] 2j+1r¢(t)p
=0 2ir

= g0
<O, o | St
r

<Crt o MPIFIL oo -

di mana hasil tersebut merupakan ketaksamaan yang diinginkan.

4.2 Ketaksamaan Tipe Lemah untuk KJ pada Ruang Morrey Tak
Homogen yang Diperumum
Ketaksamaan Chebyshev menjelaskan bahwa jika sebuah fungsi non-
negatif melebihi atau lebih besar dari konstanta positif di suatu himpunan, maka
ukuran himpunan tersebut selalu lebih kecil atau sama dengan (didominasi) hasil
bagi dari integral fungsi tersebut terhadap seluruh interval dengan konstanta positif
tersebut. Ketaksamaan Chebishev lebih lengkapnya diberikan dalam teorema
berikut.
Teorema 4.2.1
Anggaplah p adalah ukuran Borel pada R? dan E € R® merupakan himpunan

terukur. Jika f fungsi yang diintegralkan pada E, maka untuk setiap y > 0 berlaku

W(x € B If)] > 1)) <= [Ireotduco.
Y Jg

Bukti. Teroema diatas dapat dilihat pembuktiaanya pada Royden dan Fitzpatrick

(2010). Didefinisikan bahwa E, = {x € E : |f(x)| >y} untuk setiap y > 0.

Karena E,, < E, maka didapatkan

! [reotduc > 2 1ol duc
Y Jg Y Ey
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= L du(x)

v
= “(Ey) '

Anggaplah B(a,r) sebagai sebarang bola di R% dan y sebarang bilangan riil

positif. Dalam bukti ketaksamaan tipe lemah untuk K, untuk mengaitkan

ketaksamaan M™ dalam akibat 4.1.2 dan lemma 4.1.3 digunakan ketaksamaan

Chebyshev dengan ukuran himpunan berikut:

lfFIP

x € B(a,r) : =
{ B(x,R)d(x'y)l ¢

du(y) > V} :

Lebih lanjut, ketaksamaan tipe lemah untuk K} pada ruang Morrey tak homogen
yang diperumum diberikan dalam teorema berikut.
Teorema 4.2.2.

Misalkan 1 < p < g < oo, perhatikan bahwa ir>1£¢(r) =0, sup ¢(r) = o, dan
r >0

jika fungsi ¢ memenubhi

J"qu(t)ll dt < Cop(r)P

t

dan

ré(r) + foot“‘lqb(t) dt < C¢(r)§

T

untuk setiap r > 0, maka sebarang bola B(a,7) € R% dan untuk setiap f €

LP® () berlaku

q
u({x € B(a,r) : [Kof ()| > v} < Crgp(r)P (M) VY >0.  (4.5)

Bukti. Pandang bahwa sebarang bola B(a,r) € R%. Untuk setiap x € B(a,r) tulis

K, f(x) = K;(x) + K,(x) di mana
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ko= | f®

——d
B(xR)d( )1 @ (y)

dan

_ f»)
falr) = fRd\B(x,R) d(x,y)=*

du(y)
untuk sebarang R > 0 yang tertentu. Berdasarkan ketaksamaan Holder dan dengan
menguraikan R*\B(x, R) secara dipartisi, kondisi growth dari u, serta definisi dari

£ ll p,) didapatkan

K, (2)] < f f&)

————du(y)
RA\B(x,R) d(x,y)t-

IA

S F)
1 g
Z 'fB(x 2/+1R)\B(x,2/R) d(x,y)t-= y)i-¢ @)

IA

i (27R)1-« fB (szlR)If(y)Idu(y)

Z ((Z:gl ( fB (x,zj+1R)|f (y)lpdu(y)f (u (B(x, 2J+1 R))>1‘;
2]+1R 1
Z ((21+1R31 <L(x,2j+1R)|f(J’)|pdu(y)> (21+1R)

1

S j+1p\% 1 P
=t ;(2’ R) ((ZJ—R) | (xlzw)lf(y)lpdu(y))

< Cliflnogy Y (2FR) ¢ (271R).
j=0

Karena fungsi t — t*¢(t) memenuhi kondisi doubling, maka

o)

2/*1R

K< Clfllpeg ). | e 9(0)de
- JR
j=0
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[ee]

= Clifllpeg, | e 9(0de

R

14
< Collfll sy (RS

P
Ambil sebarang y > 0. Misalkan y = <W> , karena diasumsikan fungsi
ol LR B ()

¢ memenuhi ir>1£qb(r) <y <sup¢(r), maka terdapat k, € Z sedemikian
r >0

sehingga untuk suatu Ry, R, € [2%°, 2ko*1] maka berlaku

P(R1) <7 < p(Ry).
Karena% < i—: < 2, maka terdapat C > 0 sedemikian sehingga ¢(R,) < C¢p(R,).
Akibatnya

¢(R) <7 < P(Ry) . (4.6)
Dengan demikian, untuk R = R, maka berlaku

K, (1 < Collll o ® (R

p
< Gollf llpo gy 7?

Y
>
Didefinisikan bahwa E; = {x € B(a,r) : |[K2f(x)| > y}. Karena untuk setiap x €
B(a,r) berlaku
Y
|Kaf ()| < [K ()| + K, ()] < |Ky ()] +2
maka kita memiliki
. |4
wED < u(fx € Bl@n) < 1K 0] > Z}).

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan (3.2), diperoleh
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1

FOIP 1
)l = <—L(xR1)d( b = )> (L(X‘Rl)mdu(yﬁ

a(1-2 p
SClRl( p)U( )%d,@)).

Kemudian berdasarkan ketaksamaan terakhir, ketaksamaan Chebyshev, dan dengan

menggunakan ketaksamaan (4.3), (4.4), dan (4.6) serta kondisi untuk fungsi ¢ yaitu

P
r%p(r) < Cp(r)e untuk setiap r > 0, maka diperoleh

14
14
u(E,) <u|{xeBlan: dl(f(yﬁll SOy %
B(x,Ry) 261R1 L
2R FOIP
-L(a r) J;3(xR yd(x, y)te Tox yi—a W) du(x).

RE®-1) lfFIP
- " fRdL(XRl)d(x Y- 2 XB(ar) () du(y)du(x)

C _ XB(ar)(x)
— SR [ o [ XD guyduty)
yp ot RA Jo BlRy A6 Y)TTE ’

C
<RI j O™ (0 ()
R

C
—,,qb(Rl)q O .

C Pz
<V g,
< (;rn(p(r)P (”f”l;qb(”)) ,

di mana ketaksamaan tersebut merupakan ketaksamaan yang diinginkan.
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1
Perhatikan bahwa ¢(r) =7 » dan %z%—% memenuhi hipotesis

1
Teorema (4.6). Karena untuk ¢(r) = r » berlaku LP?(u) = LP (i), maka untuk

setiap fungsi f € LP (1) dan sebarang bola B(a,r) € R% berlaku

LP? ()

I£1IP !
plx € Bar) : [Kef () >y < €| ———5 (4.7)

untuk setiap y > 0. Karena pada ketaksamaan (4.7) diatas berlaku bahwa untuk

sebarang bola B(a,r) pada R%, maka untuk sebarang f € LP (i) berlaku

1m0\
ux e R : [K f()| >yD < C T" Yy >0

terbukti bahwa teorema (4.6) merupakan perumuman teorema berikut,

Jika 1<p <£ dan 22 —%, maka terdapat konstanta C > 0 sedemikian

1
14

sehingga untuk setiap f € LP(u) dany > 0 berlaku

q
Wf e
pu({x e R®: [KZf)l >yH < C <+(m
Kemudian kita subtitusikan% =1- ﬁ untuk suatu A € [0,n — &) pada

1
ketaksamaan r%¢(r) < C¢(r)e , didapatkan
p(r)<crt,  vr>o.

Berdasarkan ketaksamaan terakhir, maka dideroleh
f t* L p(t)dt < Crite 1, Vr >0
r

yang merupakan kondisi untuk fungsi ¢ dalam Teorema 4.5. hal ini menunjukkan

bahwa Teorema 4.2 merupakan perluasan Teorema 4.5.
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4.3 Analisis Integrasi Topik dengan Kajian Islam

Ketaksamaan dalam matematika adalah kalimat atau pernyataan yang
menunjukkan perbandingan ukuran dua objek atau lebih. Dalam hal ini
ketaksamaan biasa di notasikan dengan tanda hubung lebih kecil, lebih besar, lebih
kecil sama dengan, lebih besar sama dengan, tidak sama dengan, dan lainnya.
Dalam matematika khususnya matematikawan sering menggunakan ketaksamaan
untuk jumlah terikat yang rumus eksaknya tidak dapat dihitung dengan mudah.
Beberapa ketaksamaan seperti itu sering digunakan sehingga memiliki nama dari
peneliti seperti ketaksamaan Bernoulli, Chebysev, dan lainnya. Pada segala aspek
kehidupan manusia juga tidak lepas dari ketaksamaan atau perbedaan. Sebagaimana

ketaksamaan yang di bahas dalam Al-Qur’an surah Al-Hujurat ayat 13.
&) e e &0 O Al (B3 st a8uea 5 5 R0 e aKIEIR G G G
(0505 e 0 " s
Ayat tersebut menjelaskan bahwa ketaksamaan adalah rahmat Allah SWT
yang akan selelu ditemukan dalam ciptaan-Nya untuk saling belajar dan
melengkapi satu sama lain. Allah SWT menciptakan keberagaman dan
ketaksamaan bukan untuk menjadi perbandingan, namun agar supaya manusia
mendekatkan diri kepada-Nya. Dalam ayat tersebut juga menjadi pedoman bahwa
yang kemuliaan diukur dari tingkat ketakwaan terhadap Allah SWT. Adanya
ketaksamaan dalam kehidupan menjadikan keseimbangan yang harus disikaapi

dengan lapang dada.



BAB 5
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitian ini, maka penulis dapat
menyimpulkan bahwa ketaksamaan tipe lemah operator integral fraksional pada

ruang morrey yang diperumum tak homogen di ruang metrik yaitu ,u(E,,) <

- o (Vo0 1
e (——=)

Dalam kajian keislaman dapat disimpulkan bahwa ketaksamaan menjadi
bentuk tolak ukur ketagwaan terhadap-Nya. Ketaksamaan menjadi solusi sekaligus
rahmat bagi suatu permasalahan dalam berkehidupan demi menciptakan

keharmonisan.

5.2 Saran

Penelitian yang dilakukan penulis pada skripsi ini menggunakan
ketaksamaan operator integral pada ruang morrey tak homogen di ruang metrik.
Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan melalukan
penelitian ketaksamaan dengan ketaksamaan tipe kuat pada operator integral
fraksional dan ketaksamaan-ketaksamaan lainnya. Penulis juga menyarankan untuk

menggunakan ruang fungsi lainnya.
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