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ABSTRAK 

   

Sari, Cindy Novita. 2024. Ketaksamaan Tipe Lemah Operator Integral pada Ruang 

Morrey Tak Homogen yang Diperumum Di Ruang Kuasi Metrik. Skripsi. 

Progam Studi Matematika, Fakultas Sains Dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, 

M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata kunci: Operator Integral Fraksional, Ruang Morrrey Tak Homogen Yang 

Diperumum 

 

Operator Integral Fraksional merupakan salah satu operator dalam perkembangan ilmu 

analisis. Operator ini memetakan sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral 

dari fungsi integral fraksional. Ruang Morrey adalah bentuk perumuman atas ruang 

Lebesgue. Ruang Morrey pada domain tak homogen yang merupakan ruang fungsi-fungsi 

terintegralkan lokal yang konvergen terhadap norma Morrey tak homogen diperumum. 

Pada penelitian ini akan membahas mengenai ketaksamaan tipe lemah operator integral 

fraksional pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum di ruang kuasi metrik. 

Pembuktian ketaksamaan tersebut akan menggunakan ketaksamaan Chebyshev. 
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ABSTRACT 

 

Sari, Cindy Novita. 2024. A Weak Type Inequality for FractionL Integral Operator on 

Generalized Non-Homogeneus Morrey Spaces on Quasi Metric Spaces. 

Thesis. Mathematic Department, Faculty of Science and Technology, Maulana 

Malik Ibrahim State Islamic University, Malang. Advisors: (I) Dr. Hairur 

Rahman, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Keywords: Fractional Integral Operators, Generalized Non-Homogeneus Morrey Spaces 

On Quasi Metric Spaces 

 

The Fractional Integral Operator is one of teh operators in the developtment of analytical 

science. The operator maps any real-valued fungtion into the integral of fractional integral 

function. Morrey spaces is a generalization of Lebesgue spaces. The Morrey spaces on 

nonhomogeneus domain which is the spaces of locally integrated functions that converge 

to the generelized nonhomogeneus norm Morrey spaces. In this study, we will discuss a 

weak type inequality for fractional integral operator on generalized non-homogeneus 

Morrey spaces on quasi metric spaces. We proved of this inequality using the Chebyshev 

inequality.
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 مستخلص البحث

 

. المتباينة الضعيفة من النوع الضعيف للمشغل التكاملي على فضاء 2024 .ساري، سيندي نوفيتا
. البحث العلمي. قسم الرياضيات، كلية العلوم موري المتجانس المعمم في الفضاء شبه المتري

( د. 1والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية مالانج. المشرف الأوّل:)
 ( إيرنا هيراواتي، الماجستيرة.2تير. المشرفة الثانية )خير الرحمن، الماجس

 
 المشغل التكاملي الكسري، فضاء الموري غير المتجانس المعمم الكلمات المفتاحية :

 
المشغل التكاملي الكسري هو أحد المشغلات في تطور علم التحليل. يحوّل هذا المشغل في أي دالة الذي 

لية لدّالة تكاملية كسرية. فضاء الموري هو الصورة المعممة من الفضاء له قيمة حقيقية إلى الصورة التكام
ليبيسج. فضاءات الموري على المجالات غير المتجانسة هي فضاءات للدوال القابلة للتكامل محليًا والتي 

المشغل  تتقارب إلى معيار الموري غير المتجانس المعمم. ناقشت هذه الورقة البحثية المتباينة من النوع الضعيف
التكامل الكسري على فضاء الموري غير المتجانس المعمم في الفضاء شبه المتري. وإستخدام الإثبات لمتباينة 

 .التشيبيشيف
. 

. 
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BAB 1  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Operator merupakan suatu pemetaan dari ruang bernorma yang satu ke 

ruang bernorma lainnya. Menurut Royden, H.L dan Fitzpatrick (2010) 

mendefinisikan, misalkan 𝑋  dan 𝑌  adalah ruang bernorma, dengan 𝑇  suatu 

operator terbatas dari ruang bernorma 𝑋  ke 𝑌  jika terdapat 𝐶 > 0 , sedemikian 

sehingga 

‖𝑇(𝑓): 𝑌‖ ≤ 𝐶‖𝑓 ∶ 𝑋‖untuk setiap 𝑓 ∈ 𝑋 , 

di mana‖𝑓 ∶ 𝑋‖  menotasikan norma 𝑓  di ruang bernorma 𝑋 . Jika untuk ruang 

bernorma 𝑋 = 𝑌 dan 𝑇 merupakan suatu operator terbatas, maka dapat dikatakan 

bahwa T terbatas di ruang bernorma 𝑋. 

Salah satu objek kajian yang menjadi bahan penelitian pada perkembangan 

analisis modern adalah teori operator integral fraksional. Operator integral 

fraksional sering disebut sebagai potensial Riesz yang dikenalkan pada tahun 1886. 

Operator ini dipelajari pertama kali oleh Hardy, Littlewood, dan Sobolev pada 

sekitar tahun 1920-an dan 1930-an. Operator integral fraksional ini memetakan 

sebarang fungsi bernilai real ke dalam bentuk integral dari fungsi integral 

fraksional.  

Hardy, Littlewood dan Sobolev telah mengatakan bahwa operator integral 

fraksional merupakan operator terbatas dari ruang Lebesgue. Pada tahun 1930-an, 

Sergei Sobolev menyempurnakan keterbatasan operator 𝐾𝛼 menggunakan operator 

maksimal pada ruang Lebesgue yang dikenal dengan ketaksamaan Hardy 
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Littlewood Sobolev. Ketaksamaan tersebut disebut juga dengan ketaksamaan tipe 

kuat untuk 𝐾𝛼 di ruang Lebesgue. Namun, ketaksamaan ini tidak berlaku untuk 𝑝 =

1, dan sebagai gantinya berlaku ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral 

fraksional. Ketaksamaan Hardy Littlewood Sobolev dan ketaksamaan tipe lemah 

dapat dibuktikan dengan menggunakan ketaksamaan tipe lemah dan tipe kuat untuk 

operator maksimal Hardy Littlewood. 

Pada tahun 1938, sebagai perluasan dari ruang Lebesgue, seorang ahli 

matematika C.B. Morrey  mendefinisikan suatu ruang yang disebut dengan ruang 

Morrey. Kemudian E. Nakai (1994)l memperkenalkan ruang Morrey diperumum, 

di mana Nakai mendefinisikan ruang Morrey diperumum sebagai ruang fungsi-

fungsi yang diintegralkan lokal yang memenuhi norma Morrey diperumum-(𝑝, 𝑞) 

dan memenuhi kondisi doubling dengan konstanta penggandaan 𝐶 . Selanjutnya, 

Nakai membuktikan ketaksamaan tipe kuat untuk operator integral fraksional pada 

ruang Morrey diperumum. Lebih lanjut, Gunawan, H., Eridani (2009) juga 

membahas mengenai keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Morrey 

diperumum dengan 𝑝  memenuhi kondisi doubling. Lalu, Eridani dkk (2009) 

mengganti 𝑝 dari kondisi doubling menjadi growth dengan tetap mempertahankan 

keterbatasan operator integral fraksional di ruang yang sama. Hal tersebutlah juga 

yang mendasari terciptanya istilah ruang tak homogen. 

Ruang tak homogen merupakan ruang ℝ𝑑 yang dilengkapi dengan ukuran 

Borel tak negatif 𝜇  yang memenuhi kondisi growth. Berbeda dengan ruang 

homogen yang dilengkapi oleh ukuran 𝜇 yang memenuhi kondisi doubling. Dengan 

menggunakan pengertian ke-tak homogenan tersebut. Kelanjutannya, 

diperkenalkan ruang Morrey diperumum untuk domain tak homogen yang 
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merupakan ruang fungsi-fungsi terintegralkan lokal yang konvergen terhadap 

norma Morrey tak homogen diperumum. Ketaksamaan tipe kuat untuk operator 𝐼𝛼 

pada ruang Morrrey tak homogen diperumum juga telah dibuktikan oleh, 

Sihwaningrum dkk. Hasil dalam Sihwaningrum (2012) mengatakan Ketaksamaan 

tipe lemah untuk operator 𝐼𝛼 pada ruang Lebesgue tak homogen dapat diperumum 

dalam konteks ruang Morrey tak homogen diperumum. 

Kajian operator integral fraksional dengan memperkenalkan operator 

integral fraksional yang diperumum juga telah dikembangkan oleh E. Nakai (1994). 

Erdani dkk juga telah membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral 

fraksional yang diperumum pada ruang Morrey yang diperumum dengan 

menggunakan ketaksamaan tipe Hedberg dan ketaksamaan tipe lemah untuk 

operator maksimal Hardy Littlewood. Sebagai perluasan dari hasil-hasil tersebut, 

pada penelitian ini, ketaksamaan tipe lemah dapat dibuktikan dengan menggunakan  

ketaksamaan tipe lemah dan tipe kuat untuk operator maksimal Hardy Littlewood, 

dengan begitu akan dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral 

fraksional pada ruang morrey tak homogen yang diperumum dengan memeperluas 

hasil dalam Sihwaningrum, dkk. (2012) dengan menggunakan ketaksamaan 

Chebyshev. Pemahaman terkait ketaksamaan operator integral fraksional pada 

ruang Morrey tak homogen yang diperumum memiliki signifikasi untuk 

mengetahui ketaksamaan dan sebagai perluasan hasil dari penelitian-penelitian 

yang ada.  

Bagaimanapun juga, pada hakikatnya mamusia sendiri adalah makhluk 

yang diciptakan dengan berbagai ketaksamaan didalamnya. Begitupun makhluk 
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hidup dan alam semesta ini diciptakan dengan berbagai ketaksamaan. Allah SWT 

berfirman dalam surah Al-Hujurat ayat 13 (Agama, Departemen. 1985), 

ِ يَا أيَُّهَا النَّاسُ إِنَّا خَلقَْنَاكُمْ مِنْ ذكََرٍ وَأنُْثىَٰ وَجَعلَْنَاكُمْ شُعوُباً وَقَباَئلَِ لِتعََارَفوُا ۚ إِنَّ  أكَْرَمَكُمْ عِنْدَ اللََّّ

َ  عَلِيمٌ خَبيِرٌ    أتَقَْاكُمْ ۚ إِنَّ اللََّّ

’’Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian 

dari laki-laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan 

bersuku-suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya 

yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara 

kalian. Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal’’ 

 

Ayat diatas jelas menunjukkan bagaimana manusia diciptakan dengan 

berbagai ketaksamaan agar saling mengenal. Allah SWT menciptakan ketaksamaan 

dan perbedaan sebagai suatu kondisi yang harus dijadikan pelajaran yang sangat 

berharga. Keseimbangan alam semesta bergantung pada bagaimana kita hidup 

secara berdampingan tanpa saling mengeksploitasi satu sama lain. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang diatas, adapun rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah: Bagaimana pembuktian ketaksamaan tipe lemah untuk 

operator integral fraksional 𝐾𝛼
𝑛  pada ruang Morrey tak homogen diperumum di 

ruang kuasi metrik menggunakan ketaksamaan Chebysev? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui bagaimana 

pembuktian ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional 𝐾𝛼
𝑛  pada 

ruang Morrey tak homogen diperumum di ruang kuasi metrik menggunakan 

ketaksamaan Chebysev. 

۱۳ 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan informasi pembuktian 

ketaksamaan tipe lemah operator integral fraksional pada ruang Morrey tak 

homogen yang diperumum di ruang kuasi metrik. 

1.5 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, akan dibuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk 

operator integral fraksional pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum di 

ruang kuasi metrik dan bukan ruang lainnya. Serta, pembuktiannya akan 

menggunakan ketaksamaan Chebysev. 

1.6 Metode Penelitian 

Penenlitian ini adalah penelitian pustaka (library research) yang dilakukan 

dengan melakukan kajian terhadap buku-buku analisis harmonik, teori ukuran, 

jurnal serta sumber lainnya yang berkaitan dengan teori yang dibahas. Metode yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah menggunakan metode pembuktian secara 

induktif. Di mana pembuktian dimulai dengan pembuktian teorema yang umum 

menuju pada akibat khusus. Berikut langkah penelitian secara garis besar: 

1. Membuktikan ketaksamaan operator maksimal Hardy Littlewood pada 

ruang Morrey tak homogen yang diperumum. 

2. Membuktikan ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐾𝛼
𝑛 pada ruang Morrey tak 

homogen diperumum melalui teorema Hardy Littlewood Sobolev dan 

memanfaatkan ketaksamaan Holder serta Chebyshev. 
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BAB 2  

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Ruang Lebesgue 

Ruang Lebesgue merupakan ruang dasar dalam ruang fungsi pada analisis 

fungsional yang didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1.1 

Misalkan untuk ℝ𝑑 merupakan himpunan terukur, maka 1 < 𝑝 < ∞, dan 

suatu fungsi 𝑓 di ℝ𝑑 didefinisikan sebagai 

‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
ℝ𝑑

)

1

𝑝

< ∞                                (2.1) 

(Royden dan Fitzpatrick, 2010) 

Definisi 2.1.2 

Ruang Lebesgue lemah 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛)  didefinisikan sebagai semua fungsi 

terukur 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ yang memenuhi 

∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

𝐾

 𝑑𝑥 < ∞                                         (2.2) 

Untuk setiap subhimpunan kompak 𝐾 ⊆ ℝ𝑛. (Mu’tazili, 2019) 

2.2 Ruang Lebesgue Lokal 

Ruang Lebesgue lokal didefinisikan dengan fungsi terukur 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

yang disimbolkan 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 = 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑑) merupakan kumpulan kelas-kelas ekuivalen  𝑓 

sedemikian sehingga untuk sub himpunan kompak 𝑆 ∈ 𝑅𝑛  berlaku ∫ |𝑓|𝑝 < ∞
𝑠

. 

(Bartle, 1995) 
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2.3 Ruang Lebesgue Tak Homogen 

Definisi 2.3.1  

Untuk fungsi terukur 1 ≤ 𝑝 < ∞ , ruang Lebesgue tak homogen 

didefinisikan dengan 𝐿𝑝(𝜇) = 𝐿𝑝(ℝ𝑑 , 𝜇) sedemikian sehingga 

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

ℝ𝑑

𝑑𝜇𝑥)

1

𝑝

< ∞                          (2.3) 

(Ivanal, 2013). 

2.4 Ruang Ukuran Pada Ruang Kuasi Metrik 

Pada sub bab ini akan dibahas mengenai ruang ukuran pada ruang kuasi 

metrik. Eridani dkk pada tahun 2009 mendefinisikan dengan definisi berikut. 

Misalkan support fungsi 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑅 didefinisikan oleh 

𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 0}. 

Misalkan pula 𝑋 ≔ (𝑋, 𝑑, 𝜇) merupakan ruang topologi di mana 𝜇 adalah 

ukuran lengkap. Sehingga ruang fungsi kontinu dengan support kompak adalah 

padat dalam 𝐿1(𝑋, 𝜇) dan 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) merupakan ruang kuasi metrik, yaitu 

fungsi yang memenuhi kondisi berikut: 

1. Untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 

2. Untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0 

3. Terdapat konstanta 𝐾1 > 1  sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 maka 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐾1 𝑑(𝑦, 𝑥). 

4. Terdapat konstanta 𝐾2 > 1  sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 maka 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝐾2(𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)). 

(𝑋, 𝑑, 𝜇) disebut ruang kuasi metrik. Jika 𝜇 memenuhi kondisi doubling, 

dinotasikan dengan 𝜇 ∈ (𝐷𝐶), yaitu 𝑥 ∈ (𝐷𝐶) jika untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan seluruh 

konstanta 𝑟 > 0  terdapat konstanta 𝐶 > 1  sehingga 𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑟)) ≤ 𝐶𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)), 
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maka (𝑋, 𝑑, 𝜇)  disebut ruang tipe homogen. Jika suatu kondisi doubling tidak 

terpenuhi, maka 𝑋 disebut ruang tipe tak homogen. (Eridani dkk, 2009) 

2.5 Operator Integral Fraksional 

Definisi 2.5.1 

Misalkan 𝑓  adalah fungsi terukur bernilai riil pada ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 1,  dan 

misalkan 0 < 𝛼 < 𝑛. Integral fraksional dalam orde-𝛼 didefinisikan sebagai 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑦)
1 

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦,     𝑥 ∈ ℝ𝑛

ℝ𝑛

 

dengan syarat integral ini ada. (Wheeden, 2015) 

Menurut Wheeden, dengan membiarkan f untuk bervariasi, pemetaan yang 

didefinisikan sebagai 𝐼𝛼 ∶ 𝑓 → 𝐼𝛼𝑓 di mana 𝐼𝛼 merupakan fungsi yang memetakan 

𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ menuju 𝐼𝛼𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ. 

Definisi 2.5.2 

Operator integral fraksional di ruang kuasi metrik tak homogen ℝ𝑛  yang 

dinotasikan dengan 𝐾𝛼
𝑛 didefinisikan sebagai 

𝐾𝛼
𝑛𝑓(𝑥) = ∫

𝑓(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

ℝ𝑛

 

dengan 0 < 𝛼 < 1 dan fungsi 𝑓 yang didefinisikan pada ℝ𝑛 (Utoyo, 2012). 

Contoh 1. 

Misalkan suatu bola 𝐵 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ‖𝑥‖ < 1} , dan fungsi 𝑓𝜒𝐵
(𝑥)  merupakan 

fungsi karakteristik pada bola. Maka operator integral fraksional dari 𝑓 adalah 

𝐼𝛼 𝑓(𝑦) = ∫
𝑓(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
ℝ𝑛

𝑑𝑥 

= ∫
𝑓(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵

𝑑𝑥 + ∫
𝑓(𝑥)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵𝑐

𝑑𝑥 
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= ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵

𝑑𝑥 + ∫
0

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵𝑐

𝑑𝑥 

= ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵

𝑑𝑥 

= ∫
1

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
‖𝑥‖<1

𝑑𝑥 . 

 

Untuk 𝑦 = 0, maka 

𝐼𝛼 𝑓(0) = ∫
1

|𝑥|𝑛−𝛼
‖𝑥‖<1

𝑑𝑥 

= ∫ |𝑥|𝛼−1

‖𝑥‖<1

𝑑𝑥 . 

Misalkan |𝑥| = 𝑟 maka 𝑑𝑥 = 𝑑𝑟, sedemikian sehingga 

𝐼𝛼 𝑓(0) = 𝐶 ∫ 𝑟𝑛−1
1

0

𝑟𝛼−𝑛 𝑑𝑟 

= 𝐶 ∫ 𝑟𝛼−1
1

0

 𝑑𝑟 

= 𝐶 𝑟𝛼 |
1
0

 

= 𝐶 . 

Untuk 𝑦 ∈ ℝ, 

𝐼𝛼 𝑓(𝑦) = ∫
1

|𝑥 − 𝑦|1−𝛼
‖𝑥‖<1

𝑑𝑥 

= ∫ |𝑥 − 𝑦|𝛼−1

‖𝑥‖<1

 𝑑𝑥 

 ≤ ∫ |𝑥|𝛼−1

‖𝑥‖<1

 𝑑𝑥 − ∫ |𝑦|𝛼−1

‖𝑥‖<1

 𝑑𝑥 

= 𝐶 − |𝑦|𝛼−1|𝐵| 
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= 𝐶 − 𝐶1|𝑦|𝛼−1 . 

Karena ‖𝑦‖ > 0dan 𝛼 − 𝑛 < 0, sedemikian sehingga 

𝐼𝛼 𝑓(𝑦) = 𝐶 − 𝐶1|𝑦|𝛼−1 

= 𝐶 −
𝐶1

|𝑦|1−𝛼
 . 

(Nurjannah, 2018). 

2.6 Fungsi Operator Maksimal 

Definisi 2.6.1 

Misalkan 𝑓 = 𝑓(𝑥)  dengan 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (ℝ𝑛)  yaitu fungsi terintegralkan 

lokal pada ℝ𝑛. Fungsi  𝑀𝑓 = 𝑀𝑓(𝑥) didefinisikan dengan 

𝑀𝑓(𝑥) ≔ sup
𝑟>0

1

|𝐵(𝑥, 𝑟)|
∫ |𝑓(𝑦)|

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑑(𝑦). 

Dalam hal ini 𝐵(𝑥, 𝑟) menyatakan bola dengan pusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑛  radius 

𝑟 > 0 dan |𝐵(𝑥, 𝑟)| menyatakan volumenya. (Gunawan, 2006) 

2.7 Operator Integral Fraksional Pada Ruang Tak Homogen 

Operator integral fraksional pada ruang tak homogen juga terkait dengan 

operator maksimal Hardy Littlewood pada ruang tak homogen. Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

dan ukuran 𝜇 yang memenuhi kondisi growth, ruang Lebesgue tak homogen lokal 

𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇) = 𝐿𝑙𝑜𝑐

𝑝 (ℝ𝑑, 𝜇) didefinisikan sebagai ruang semua fungsi terukur 𝑓  yang 

memenuhi 

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝 𝑑𝜇(𝑦) < ∞
𝐾
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untuk setiap subhimpunan terbatas 𝐾  dari ℝ𝑑 . Kemudian untuk fungsi 𝑓 ∈

𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇)operator maksimal Hardy Littlewood pada ruang tak homogen didefinisikan 

sebagai 

                            𝑀 𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑟)

                (2.5.1) 

di mana 𝐵(𝑥, 𝑟) adalah sebarang bola yang berpusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑 dan berjari-jari 𝑟 >

0. (Eridani dkk, 2004) 

2.8 Ketaksamaan Tipe Lemah 

Misalkan didefinisikan operator 𝐾 ∶ 𝐿𝑝 → 𝐿𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞ dapat dikatakan 

memenuhi ketaksamaan tipe lemah (𝑝, 𝑝) jika terdapat 𝑐 > 0 sedemikian sehingga 

|𝐴𝜆| ≤ (
𝑐‖𝑓‖𝐿𝑝

𝜆
)

𝑝

, untuk setiap 𝜆 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 , 

di mana dengan 𝐴𝜆 ≔ {𝑦 ∈ 𝑅 ∶  |𝐾𝑓(𝑦)| > 𝜆} = ⋃ (𝑎𝑘, 𝑏𝑘)∞
𝑘=1 dan |𝐴𝜆| ≤

∑ (𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)∞
𝑘=1 , 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 ∈ 𝑅 . Untuk 𝑝 = ∞ , operator 𝐾 dikatakan memenuhi 

ketaksamaan tipe lemah (∞, ∞) jika ada 𝑐 > 0  sedemikian sehingga ‖𝐾𝑓‖𝐿∞ ≤

𝑐‖𝑓‖𝐿∞ . (Duoandikoetxes, 2001) 

2.9 Ruang Morrey dan Ruang Morrey Diperumum 

Definisi 2.9.1 

Ruang morrey yang dinotasikan sebagai 𝐿𝑝,𝜆(𝜇) adalah himpunan fungsi 

di 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝜇) yang konvergen terhadap norma ‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝,𝜆‖ didefinisikan sebagai 

‖𝑓 ∶ 𝐿𝑝,𝜆(𝜇)‖ ≔ sup
𝐵=𝐵(𝑥,𝑟)

(
1

𝜇(𝐵(𝑥, 2𝑟))
𝜆

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵

𝑑𝜇(𝑦))

1

𝑝

 



12 
 

  

Di mana 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 adalah bola pada ruang ℝ𝑑 dengan jari-jari 𝑟 dan 

berpusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑. (Sihwaningrum, 2016) 

Ruang Morrey yang diperumum didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.9.2 

Misalkan diberikan ukuran 𝑣  pada 𝑋, 𝜆 ≥ 0,1 ≤ 𝑝 < ∞  dan fungsi 𝜙 ∶

(0, ∞) → (0, ∞) . Ruang morrey diperumum 𝐿𝜙
𝑝 (𝑋, 𝑣, 𝜇)  didefinisikan sebagai 

himpunan semua fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
𝑝 (𝑋, 𝑣), sedemikian sehingga 

‖𝑓 ∶  𝐿𝜙
𝑝 (𝑋, 𝑣, 𝜇)‖ = sup

𝐵

1

𝜙(𝜇(𝐵))
(

1

𝜇(𝐵)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑣(𝑦)

𝐵

)

1

𝑝

< ∞ . 

Di mana supremum tersebut dicari atas semua bola 𝐵 ≔ 𝐵(𝑥, 𝑟)yaitu sebarang bola 

terbuka dalam𝑋. Jika = 𝜇 , maka 𝐿𝜙
𝑝 (𝑋, 𝑣, 𝜇) = 𝐿𝜙

𝑝 (𝑋, 𝜇). (Utoyo, 2012) 

2.10 Kondisi Doubling 

Definisi 2.10.1 

Andaikan 𝜙: (0, ∞) → (0, ∞)  dan asumsikan jika 𝜙  memenuhi syarat 

yaitu terdapat 𝐶1 > 1 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑠, 𝑣 > 0 berlaku, 

1

𝐶1
≤

𝜙(𝑠)

𝜙(𝑣)
≤ 𝐶1 , untuk setiap   𝑠 ∈ [

𝑟

2
, 2𝑣] 

∫
𝜙(𝑠)

𝑠
𝑑𝑠

∞

𝑟

≤ 𝐶1𝜙(𝑣) 

Maka fungsi 𝜙 dapat dikatakan memenuhi kondisi doubling. (Eridani, dkk, 2004) 
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2.11 Kondisi Growth 

Definisi 2.11.1 

Misalkan 𝜌: (0, ∞) → (0, ∞). Apabila terdapat konstanta 𝑘1 dan 𝑘2 yang 

memenuhi 0 < 2𝑘1 < 𝑘2 < ∞  dan konstanta 𝐶 > 0  sedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑟 > 0 berlaku, 

sup
𝑟

2
<𝑠≤𝑟

𝜌(𝑠) ≤ 𝐶 ∫
𝜌(𝑡)

𝑡

𝑘2𝑟

𝑘1𝑟

𝑑𝑡 

Fungsi 𝜌: (0, ∞) → (0, ∞) dikatakan kondisi growth. (Ivanal, 2013) 

2.12 Ketaksamaan Chebyshev 

Definisi 2.12.1 

Misalkan 𝜇  adalah ukuran Borel pada ℝ𝑑  dan 𝐸 ⊆ ℝ𝑑  merupakan 

himpunan terukur. Apabila fungsi𝑓 adalah fungsi yang diintegralkan pada 𝐸, maka 

untuk setiap 𝛾 > 0 berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ 𝐸 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤
1

𝛾
∫ |𝑓(𝑥)|

𝐸

𝑑𝜇(𝑥) 

Ketaksamaan Chebyshev ini dibahas oleh Royden dan Fitzpatrick (2010). 

2.13 Kajian Integerasi Topik dengan Al-Qur’an/Hadits 

Dalam sub bab ini membahas mengenai ketaksamaan dan ketaqwaan 

dalam Al-Qur’an. Dalam hal ini mengibaratkan manusia memiliki ketaksamaan. 

Ketaksamaan tersebut dapat mencakup berbagai hal dalam berkehidupan. 

Ketaksamaan ini adalah rahmat Allah SWT yang akan selalu ditemukan di setiap 

ciptaan-Nya. Bukan serta merta untuk menjadikan suatu perbandingan, melainkan 

supaya manusia belajar untuk saling melengkapi satu sama lain. Hal ini merupakan 

salah satu bentuk kekuasaan Allah SWT semata untuk manusia kembali pada Allah 
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SWT dan mendekatkan diri kepada-Nya. Sebagaimana difirmankan dalam Al-

Quran surat Hujurat ayat 13. 

ِ  يَا أيَُّهَا النَّاسُ إِنَّا خَلقَْنَاكُمْ مِنْ ذكََرٍ وَأنُْثىَٰ وَجَعلَْنَاكُمْ شُعوُباً وَقَباَئلَِ لِتعََارَفوُا ۚ إِنَّ  أكَْرَمَكُمْ عِنْدَ اللََّّ

َ عَلِيمٌ خَبيِرٌ   أتَقَْاكُمْ ۚ إِنَّ اللََّّ

‘’Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian dari laki-

laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan bersuku-

suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya yang 

paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara kalian. 

Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal’’. (Agama, 

Departemen. 1985) 

 

Ayat ini menjelaskan bahwa Allah SWT menciptakan manusia dengan 

penuh keberagaman dan ketaksamaan suku, bangsa, kelompok, umat, kabilah agar 

dapat saling mengenal. Ketaksamaan atau perbedaan itu merupakan keniscayaan 

universal yang harus disikapi dengan lapang dada. Ayat tersebut juga menjelaskan 

bahwa yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah yang paling bertakwa bukan 

siapa dari bangsa tertentu, kaum tertentu, maupun lainnya. 

Ada banyak perbedaan dalam kehidupan di dunia, namun hal tersebut 

menjadikan keseimbangan dalam berkehidupan yang harmonis. Petunjuk lain untuk 

menguatkan ayat sebelumnya yang terdapat dalam Al-Quran mengenai 

ketaksamaan yakni dalam Surah Ar-Rum ayat 22. 

  وَمِنْ  آيََاتِهِ  خَلْقُ  السَّمَاوَاتِ  وَالْْرَْضِ  وَاخْتلََِفُ  ألَْسِنتَكُِمْ  وَألَْوَانكُِمْ  إِنَّ  فِي ذلَِكَ  لََيََاتٍ  لِلْعَالِمِينَ 

“dan di antara tanda-tanda kekuasaan-Nya adalah penciptaan langit dan 

bumi dan berlain-lainan bahasamu dan warna kulitmu. Sesungguhnya pada yang 

demikian itu benar-benar terdapat tand-tanda bagi orang-orang yang mengetahui” 

(Agama, Departemen. 1985) 

 

Melalui ayat tersebut Allah SWT menjelaskan dan mengingatkan sejatinya 

ketaksamaan merupakan tanda kebesaran-Nya. Jika menghendaki, Allah SWT 

sangat mampu menciptakan ciptaannya menjadi satu keseragaman. Namun yang di 

 

۱۳ 

۲۲ 
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inginkan-Nya adalah keberagaman yang bewarna sebagai bentuk rahmat dan kasih 

sayang bagi umat-Nya. Hal ini menunjukkan sempurnanya kekuasaan-Nya dan 

berlakunya kehendak-Nya. Sesungguhnya Dia menetapkan adanya ketaksamaan itu 

agar tidak terjadi kekacauan namun keharmonisan. 

2.14 Kajian Topik dengan Teori Pendukung Al-Qur’an/Hadits 

Ketaksamaan dalam matematika diartikan sebagai kalimat pernyataan 

yang menyatakan hubungan tak sama. Biasanya akan ditandai dengan tanda hubung 

lebih kecil, lebih besar, lebih kecil atau sama dengan, dan lainnya. Ketaksamaan ini 

bentuk Rahmat Allah SWT sebagaimana terkandung dalam Al-Qur’an surah Al-

Hujurat ayat 13 (Agama, Departemen. 1985), 

“Wahai sekalian manusia, sesungguhnya kami telah menciptakan kalian 

dari laki-laki dan perempuan dan telah kami jadikan kalian berbangsa-bangsa dan 

bersuku-suku supaya terjadi saling kenal mengenal di antara kalian. Sesungguhnya 

yang paling mulia di sisi Allah SWT adalah orang yang paling bertakwa di antara 

kalian. Sesungguhnya Allah SWT Maha mengetahui juga Maha mengenal”.  
 

Dalam tafsir Ath Thobari (2009) menjelaskan tentang ayat ini bahwa 

sesungguhnya orang yang paling mulia di anatara manusia disisi Tuhan adalah 

orang yang paling bertakwa kepada-Nya, dengan menunaikan segala kewajiban 

yang diwajibkan-Nya dan menjauhi segala kemaksiatan yang dilarang-Nya. Bukan 

orang yang paling besar rumahnya dan paling banyak keluarganya. 

Pada ayat tersebut Said Nursi (2003) menafsirkan, menjelaskan, dan 

memberikan penekanan bahwa keberagaman yang sengaja diberikan Allah SWT 

kepada manusia agar mereka sadar akan tugas kemanusiaan merekauntuk saling 

melengkapi, dengan begitu manusia dapat saling mengenal dan membantu satu 

sama lain. 
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Said Nursi (2003) juga memberikan keterangan bahwa pada ayat ini 

khusus membahas tentang kehidupan sosial, yang mana didalamnya terdapat 

ketaksamaan dan juga suatu keharmonisan apabila dapat memahaminya dengan 

baik. Maka dianjurkan untuk manusia agar saling mengenal dan memahami, 

sehingga dapat menjalin relasi dan saling membantu.  

Begitu pula dengan Quraish Shihab (1992), yang mengatakan bahwa ayat 

ini berbicara mengenai prinsip dasar hubungan antar manusia. Pada ayat ini 

penekanan yang ditonjolkan Quraish Shihab adalah dengan menghilangkan 

ketaksamaan yang di sengaja oleh Allah SWT sebagai rahmat, tidak ada perbedaan 

dari segi derjat, suku, atau warna kulit. Menurut beliau yang membedakan hanyalah 

ketakwaan seseorang dihadapan Allah SWT. 

2.15 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Dalam pembahasan artikel Weak-(𝑝,) Inequality for Fractional Integral 

Operators on Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type oleh Ivanal, 

D., dan H. Gunawan (2013) yang telah membuktikan bahwa, 

Lemma 2.15.1  

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝜇) maka untuk sebarang bola 𝐵(𝑥, 𝑅) pada ℝ𝑑 berlaku 

                                 ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀𝑛𝑓(𝑥)                   (2.15.1) 

Bukti. Dengan menguraikan dekomposisi suatu bola 𝐵(𝑥, 𝑅)  dan berdasarkan 

definisi operator maksimal serta fakta bahwa ∑ 2𝑗𝛼−1
𝑗=−∞  adalah konvergen, maka 

untuk sebarang bola 𝐵(𝑥, 𝑅) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) = ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

𝑑𝜇(𝑦) 
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≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)𝑛−𝛼

−1

𝑗=−∞

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤ 2𝑛𝑅𝛼𝑀𝑛𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑗𝑅𝛼𝑀 𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼

−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀 𝑓(𝑥). 
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BAB 3  

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif, di mana teknik 

pengumpulan data diperoleh dengan studi pustaka. Studi pustaka tersebut 

didapatkan dengan cara menghimpun berbagai referensi yang berhubungan dengan 

topik penelitian yakni melalui buku maupun jurnal. 

3.2 Pra Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan cara menghimpun berbagai referensi yang 

sesuai dengan penelitian yang akan dilakukan pembuktiannya yakni dari buku, 

jurnal, dan artikel. Pada penelitian ini, penulis menggunakan beberapa rujukan, 

berikut beberapa rujukan: 

Rujukan pertama dari Denny Ivanal Hakim dan Hendra Gunawan pada 

tahun 2013 yang berjudul Weak-(𝑝,𝑞) Inequality for Fractional Integrals Operator 

On Generalized Morrey Spaces of Non-Homogeneous Type. Penelitian ini 

membahas ketaksaman lemah untuk operator integral fraksional terhadap 

perumuman Ruang Morrey melalui ketaksamaan Chebyshev. 

Rujukan kedua diambil dari Idha Sihwaningrum pada tahun 2016 yang 

berjudul  Ketaksamaan Tipe Lemah untuk Operator Integral Fraksional di Ruang 

Morrey Atas Ruang Metrik Tak Homogen. Penelitian ini membahas tentang 

perumuman dari ketaksamaan tipe lemah untuk operator integral fraksional di ruang 

Lebesgue atas ruang metrik tak homogen. 
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Penelitian selanjutnya adalah penelitian skripsi yang berjudul 

“Ketaksamaan Tipe Lemah untuk Operator Integral Fraksional pada Ruang Morrey 

Tak Homogen yang Diperumum di Ruang Metrik”. 

3.3 Tahapan Penelitian 

Tahapan penelitian yang ada sesuai dengan penelitian yaitu penelitian 

kualitatif berikut tahapan-tahapan penelitiannya: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Penelitian Pendahuluan 

Studi Pustaka 

Perumusan Masalah 

Pembatasan Masalah 

Analisis Pembahasan Masalah 

Kesimpulan dan Saran 

Mulai 

Selesai 

Gambar 3.1 Flowchart 
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BAB 4  

PEMBAHASAN 

 

4.1 Ketaksamaan Operator Integral Fraksional pada Ruang Morrey Tak 

Homogen yang Diperumum 

Sebelum membuktikan ketaksamaan operator integral fraksional pada 

ruang morrey tak homogen yang diperumum, akan ditunjukkan ketaksamaan 

operator integral fraksional di ruang kuasi metrik tak homogen. 

Untuk membuktikan ketaksamaan tersebut diperoleh dengan membagi 

integral pada definisi 𝐾𝛼
𝑛  menjadi bagian lokal yang ditaksir oleh operator 

maksimal 𝑀𝑛 yang membutuhkan lemma berikut. 

Lemma 4.1.1 

Untuk 𝛼 > 0, misalkan 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝜇) maka untuk sebarang bola 𝐵(𝑥, 𝑅) pada ℝ𝑑 

berlaku 

                              ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅)

≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀𝑛𝑓(𝑥)                            (4.1) 

Bukti. Dengan menguraikan bola 𝐵(𝑥, 𝑅)  dan berdasarkan definisi operator 

maksimal serta fakta bahwa ∑ 2𝑗𝛼−1
𝑗=−∞  adalah konvergen, maka untuk sebarang 

bola 𝐵(𝑥, 𝑅) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)≤

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 
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= ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)<

1

4
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

4
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2𝑗
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2𝑗+1
𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
2𝑗𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

= ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)≤2𝑗+1𝑅

−1

𝑗=−∞

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

𝐵(2𝑗+1𝑅)

−1

𝑗=−∞

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼

−1

𝑗=−∞

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤ ∑ (2𝑗𝑅)
𝛼 1

(2𝑗𝑅)

−1

𝑗=−∞

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤ 2𝑛𝑅𝛼𝑀𝑛𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2𝑗𝑅𝛼𝑀 𝑓(𝑥) ∑ 2𝑗𝛼

−1

𝑗=−∞

 

≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀 𝑓(𝑥). 
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Kemudian dengan menggunakan Lemma 4.1.1 dapat diperoleh dua 

ketaksamaan yang diberikan sebagai berikut. 

Akibat 4.1.2 

Misalkan 𝐵(𝑥, 𝑅) merupakan bola dengan pusat di 𝑥 ∈ ℝ𝑑 dan berjari-jari 𝑅 > 0, 

maka 

                                         ∫
1

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≥ 𝐶 𝑅𝛼                              (4.2) 

dan untuk sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑  berlaku bahwa 

                            ∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)                  (4.3) 

Bukti. Untuk akibat (4.2), ambil sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 . Didefinisikan 

𝑓(𝑦) = 1 untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑅).  

∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) ≤ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)≤

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦)          

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

 = ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)<

1

4
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

4
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

 ≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2𝑗
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2𝑗+1
𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1
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≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
1

2𝑗𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<
1

2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
1

2𝑗𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<
1

2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

2𝑗𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

𝑑(𝑥,𝑦) < 2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼
∫ 1

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ (2𝑗𝑅)
𝛼 1

(2𝑗𝑅)
∫ 1

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2 𝑅𝛼 

≤ 𝐶 𝑅𝛼 

Untuk akibat (4.3), ambil sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 . Didefinisikan 𝑓(𝑦) =

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑅) 

∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)  ≤  ∫   
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)≤

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫    
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 
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= ∫   
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑(𝑥,𝑦)≤

1

4
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫    
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

4
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2
𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

+ ∫    
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<𝑅

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼1

2𝑗
𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<

1

2𝑗+1
𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=1

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

2𝑗𝑅≤𝑑(𝑥,𝑦)<2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

𝑑(𝑥,𝑦)<2𝑗+1𝑅

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼
∫ |𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)|

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ ∑ (2𝑗𝑅)
1

(2𝑗𝑅)
∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

−1

𝑗=−∞

 

≤ 2 𝑅𝛼𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 

≤ 𝐶 𝑅𝛼𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) 

Dalam penelitian Sihwaningrum dkk (2012) bukti ketaksamaan tipe lemah 

untuk 𝑀𝑛 pada ruang Morrey tak homogen yang diperumum diasumsikan bahwa 

fungsi 𝜙 memenuhi kondisi integral, yaitu ∫
𝜙(𝑡)

𝑡

∞

𝑟
𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟), ∀𝑟 > 0. Dengan 
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mengasumsikan kondisi integral untuk fungsi 𝜙𝑝 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ , juga dapat 

dibuktikan suatu ketaksamaan untuk 𝑀𝑛  yang diberikan dalam lemma berikut. 

(Ivanal dan Gunawan, 2013 dan Sihwaningrum dkk, 2010) 

Lemma 4.1.3 

Misalkan 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan jika fungsi 𝜙 memenuhi kondisi integral 

∫
𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟)𝑝, untuk setiap  𝑟 > 0 

maka untuk sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑  dan untuk setiap fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) 

berlaku 

                    ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

ℝ𝑑

𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) ≤ 𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝
.        (4.4) 

Bukti. Kita amati sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 . Dengan menguraikan ℝ𝑑 , maka 

dapat diperoleh 

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

ℝ𝑑

𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑎,2𝑟)

+ ∑ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑎,2𝑗+1)\𝐵(𝑎,2𝑗𝑟)

∞

𝑗=1

. 

Karena untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑎, 2𝑟) dan 𝑅 > 0 berlaku 

1

𝑅𝑛
∫ 𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

𝐵(𝑦,𝑅)

=
𝜇(𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑦, 𝑅))

𝑅𝑛
 

≤
𝜇(𝐵(𝑦, 𝑅))

𝑅𝑛
 

≤ 𝐶𝜇 
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maka untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑎, 2𝑟) berlaku bahwa 𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) ≤ 𝐶𝜇. Karena untuk 

setiap 𝑦 ∈ 𝐵(𝑎, 2𝑗+1𝑟) \ 𝐵(𝑎, 2𝑗𝑟) dengan 𝑗 ∈ ℕ dan ∀𝑅 > 0 berlaku 

∫
𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)

𝑅𝑛
𝐵(𝑦,ℛ)

=
𝜇(𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝐵(𝑦, 𝑅))

𝑅𝑛
 

≤
𝜇(𝐵(𝑎, 𝑟))

(2𝑗𝑟 + 𝑟)𝑛
 

≤
𝐶𝜇

2𝑗𝑛
 , 

dengan demikian 𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦) ≤
𝐶𝜇

2𝑗
 untuk 𝑦 ∈ 𝐵(𝑎, 2𝑗+1𝑟) \𝐵(𝑎, 2𝑗𝑟)  dengan 

𝑗 ∈ ℕ. 

Berdasarkan kedua taksiran diatas untuk 𝑀𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)  yang diberikan 

sebelumnya, serta ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) dan kondisi doubling dari 𝜙𝑝, maka dapat diperoleh 

∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)
ℝ𝑑

(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑎,2𝑟)

+ ∑ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑎,2𝑗+1𝑟)\𝐵(𝑎,2𝑗𝑟)

∞

𝑗=1

 

≤ 𝐶 (∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑎,2𝑟)

+ ∑ ∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

2𝑗𝑛
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑎,2𝑗+1𝑟)\𝐵(𝑎,2𝑗𝑟)

∞

𝑗=1

) 

≤ 𝐶 ((2𝑟)𝑛𝜙(2𝑟)𝑝‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝 + ∑(2𝑗+1𝑟)

𝑛
∞

𝑗=1

𝜙(2𝑗+1𝑟)
𝑝

‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝

2𝑗𝑛
) 

≤ 𝐶𝑟𝑛‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝 ∑ 𝜙(2𝑗+1𝑟)

𝑝
∞

𝑗=0
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≤ 𝐶𝑟𝑛‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝 ∑ ∫

𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

2𝑗+1𝑟

2𝑗𝑟

∞

𝑗=0

𝑑𝑡 

≤ 𝐶𝑟𝑛‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝 ∫

𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 

≤ 𝐶𝑟𝑛 𝜙 (𝑟)𝑝‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)
𝑝  , 

di mana hasil tersebut merupakan ketaksamaan yang diinginkan. 

4.2 Ketaksamaan Tipe Lemah untuk  𝑲𝜶
𝒏  pada Ruang Morrey Tak 

Homogen yang Diperumum 

Ketaksamaan Chebyshev menjelaskan bahwa jika sebuah fungsi non-

negatif melebihi atau lebih besar dari konstanta positif di suatu himpunan, maka 

ukuran himpunan tersebut selalu lebih kecil atau sama dengan (didominasi) hasil 

bagi dari integral fungsi tersebut terhadap seluruh interval dengan konstanta positif 

tersebut. Ketaksamaan Chebishev lebih lengkapnya diberikan dalam teorema 

berikut. 

Teorema 4.2.1 

Anggaplah 𝜇  adalah ukuran Borel pada ℝ𝑑  dan 𝐸 ⊆ ℝ𝑑  merupakan himpunan 

terukur. Jika 𝑓 fungsi yang diintegralkan pada 𝐸, maka untuk setiap 𝛾 > 0 berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ 𝐸 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤
1

𝛾
∫ |𝑓(𝑥)|

𝐸

𝑑𝜇(𝑥). 

Bukti. Teroema diatas dapat dilihat pembuktiaanya pada Royden dan Fitzpatrick 

(2010). Didefinisikan bahwa 𝐸𝛾 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ |𝑓(𝑥)| > 𝛾}  untuk setiap 𝛾 > 0 . 

Karena 𝐸𝛾 ⊆ 𝐸, maka didapatkan 

1

𝛾
∫|𝑓(𝑥)|

𝐸

𝑑𝜇(𝑥) ≥
1

𝛾
∫ |𝑓(𝑥)|

𝐸𝛾

𝑑𝜇(𝑥) 
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≥ ∫ 𝑑𝜇(𝑥)
𝐸𝛾

 

= 𝜇(𝐸𝛾) . 

Anggaplah 𝐵(𝑎, 𝑟)  sebagai sebarang bola di ℝ𝑑  dan 𝛾  sebarang bilangan riil 

positif. Dalam bukti ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐾𝛼  untuk mengaitkan 

ketaksamaan 𝑀𝑛  dalam akibat 4.1.2 dan lemma 4.1.3 digunakan ketaksamaan 

Chebyshev dengan ukuran himpunan berikut: 

{𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  ∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) > 𝛾} . 

Lebih lanjut, ketaksamaan tipe lemah untuk 𝐾𝛼
𝑛 pada ruang Morrey tak homogen 

yang diperumum diberikan dalam teorema berikut. 

Teorema 4.2.2. 

Misalkan 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ , perhatikan bahwa inf
𝑟>0

𝜙(𝑟) = 0 , sup
𝑟>0

𝜙(𝑟) = ∞ , dan 

jika fungsi 𝜙 memenuhi 

∫
𝜙(𝑡)𝑝

𝑡

∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟)𝑝 

dan 

𝑟𝛼𝜙(𝑟) + ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)
∞

𝑟

𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
𝑝

𝑞 

untuk setiap 𝑟 > 0 , maka sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑  dan untuk setiap 𝑓 ∈

𝐿𝑝,𝜙(𝜇) berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝐾𝛼𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝 (
‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝛾
)

𝑞

, ∀𝛾 > 0.         (4.5) 

Bukti. Pandang bahwa sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 . Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) tulis 

𝐾𝛼𝑓(𝑥) = 𝐾1(𝑥) + 𝐾2(𝑥) di mana 
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𝐾1(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

dan 

𝐾2(𝑥) = ∫
𝑓(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

untuk sebarang 𝑅 > 0 yang tertentu. Berdasarkan ketaksamaan Holder dan dengan 

menguraikan ℝ𝑑\𝐵(𝑥, 𝑅) secara dipartisi, kondisi growth dari 𝜇, serta definisi dari 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇), didapatkan 

|𝐾2(𝑥)| ≤ ∫
𝑓(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
ℝ𝑑\𝐵(𝑥,𝑅)

𝑑𝜇(𝑦) 

≤ ∑ ∫
𝑓(𝑦)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)\𝐵(𝑥,2𝑗𝑅)

𝑑𝜇(𝑦)

∞

𝑗=0

 

≤ ∑
1

(2𝑗𝑅)1−𝛼

∞

𝑗=0

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

 

≤
21

2𝛼
∑

(2𝑗+1𝑅)
𝛼

(2𝑗+1𝑅)1

∞

𝑗=0

(∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

)

1

𝑝

(𝜇 (𝐵(𝑥, 2𝑗+1𝑅)))
1−

1

𝑝
 

≤ 𝐶 ∑
(2𝑗+1𝑅)

𝛼

(2𝑗+1𝑅)1

∞

𝑗=0

(∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

)

1

𝑝

(2𝑗+1𝑅)
1−

1

𝑝 

≤ 𝐶 ∑(2𝑗+1𝑅)
𝛼

∞

𝑗=0

(
1

(2𝑗+1𝑅)1
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑅)

)

1

𝑝

 

≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ∑(2𝑗+1𝑅)
𝛼

∞

𝑗=0

𝜙 (2𝑗+1𝑅). 

Karena fungsi 𝑡 → 𝑡𝛼𝜙(𝑡) memenuhi kondisi doubling, maka 

|𝐾2(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ∑ ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡
2𝑗+1𝑅

2𝑗𝑅

∞

𝑗=0
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= 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇) ∫ 𝑡𝛼−1𝜙(𝑡)𝑑𝑡
∞

𝑅

 

≤ 𝐶0‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)(𝑅)
𝑝

𝑞 . 

Ambil sebarang 𝛾 > 0. Misalkan 𝛾̅ = (
𝛾

2𝐶0‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

)

𝑞

𝑝

, karena diasumsikan fungsi 

𝜙  memenuhi inf
𝑟>0

𝜙(𝑟) < 𝛾̅ < sup
𝑟>0

𝜙(𝑟),  maka terdapat 𝑘0 ∈ ℤ  sedemikian 

sehingga untuk suatu 𝑅1, 𝑅2 ∈ [2𝑘0 , 2𝑘0+1] maka berlaku 

𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̅ ≤ 𝜙(𝑅2). 

Karena 
1

2
≤

𝑅1

𝑅2
≤ 2, maka terdapat 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 𝜙(𝑅2) ≤ 𝐶𝜙(𝑅1). 

Akibatnya  

                                                        𝜙(𝑅1) ≤ 𝛾̅ ≤ 𝜙(𝑅2) .                                            (4.6) 

Dengan demikian, untuk 𝑅 = 𝑅1maka berlaku 

|𝐾2(𝑥)| ≤ 𝐶0‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)𝜙(𝑅1)
𝑝

𝑞 

≤ 𝐶0‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜙(𝜇)𝛾̅
𝑝

𝑞 

=
𝛾

2
 . 

Didefinisikan bahwa 𝐸𝜆 = {𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝐾𝛼
1𝑓(𝑥)| > 𝛾}. Karena untuk setiap 𝑥 ∈

𝐵(𝑎, 𝑟) berlaku 

|𝐾𝛼
1𝑓(𝑥)| ≤ |𝐾1(𝑥)| + |𝐾2(𝑥)| ≤ |𝐾1(𝑥)| +

𝛾

2
 , 

maka kita memiliki 

𝜇(𝐸𝜆) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝐾1(𝑥)| >
𝛾

2
}) . 

Dengan menggunakan ketaksamaan Holder dan ketaksamaan (3.2), diperoleh 
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|𝐾1(𝑥)| ≤ (∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

)

1

𝑝

(∫
1

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

)

1−
1

𝑝

 

≤ 𝐶1𝑅1

𝛼(1−
1

𝑝
)

(∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

) . 

Kemudian berdasarkan ketaksamaan terakhir, ketaksamaan Chebyshev, dan dengan 

menggunakan ketaksamaan (4.3), (4.4), dan (4.6) serta kondisi untuk fungsi 𝜙 yaitu 

𝑟𝛼𝜙(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
𝑝

𝑞  untuk setiap 𝑟 > 0, maka diperoleh 

𝜇(𝐸𝛾) ≤ 𝜇 ({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶  ∫
|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)

> (
𝛾

2𝐶1𝑅1

𝛼(1−
1

𝑝
)
)

𝑝

}) 

≤
2𝑝𝐶1

𝑝𝑅1

𝛼𝑝(1−
1

𝑝
)

𝛾𝑝
∫ ∫

|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝑑𝜇(𝑦)

𝐵(𝑥,𝑅1)𝐵(𝑎,𝑟)

𝑑𝜇(𝑥).  

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝑅1

𝛼(𝑝−1)
∫ ∫

|𝑓(𝑦)|𝑝

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑥,𝑅1)ℝ𝑑

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)𝑑𝜇(𝑦)𝑑𝜇(𝑥) 

=
𝐶

𝛾𝑝
𝑅1

𝛼(𝑝−1)
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

ℝ𝑑

∫
𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑥)

𝑑(𝑥, 𝑦)1−𝛼
𝐵(𝑦,𝑅1)

𝑑𝜇(𝑥)𝑑𝜇(𝑦) 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝑅1

𝛼𝑝 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑛

ℝ𝑑

𝜒𝐵(𝑎,𝑟)(𝑦)𝑑𝜇(𝑦) 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝜙(𝑅1)

𝑝2

𝑞
−𝑝

𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝
 

≤
𝐶

𝛾𝑝
𝛾̅

𝑝2

𝑞
−𝑝

𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝‖𝑓‖
𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝
 

  ≤ 𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝 (
‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝

𝛾
)

𝑞

 , 

di mana ketaksamaan tersebut merupakan ketaksamaan yang diinginkan. 
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Perhatikan bahwa 𝜙(𝑟) = 𝑟
−

1

𝑝  dan 
1

𝑞
=

1

𝑝
−

𝛼

1
 memenuhi hipotesis 

Teorema (4.6). Karena untuk 𝜙(𝑟) = 𝑟
−

1

𝑝 berlaku 𝐿𝑝,𝜙(𝜇) = 𝐿𝑝(𝜇), maka untuk 

setiap fungsi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) dan sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ ℝ𝑑 berlaku 

                   𝜇({𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶ |𝐾𝛼𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶 (
‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝

𝛾
)

𝑞

               (4.7) 

untuk setiap 𝛾 > 0. Karena pada ketaksamaan (4.7) diatas berlaku bahwa untuk 

sebarang bola 𝐵(𝑎, 𝑟) pada ℝ𝑑, maka untuk sebarang 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶ |𝐾𝛼𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶 (
‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝

𝛾
)

𝑞

, ∀𝛾 > 0 

terbukti bahwa teorema (4.6) merupakan perumuman teorema berikut, 

.Jika 1 ≤ 𝑝 <
𝑛

𝛼
 dan 

1

𝑞
=

1

𝑝
−

𝛼

𝑛
, maka terdapat konstanta 𝐶 > 0  sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝜇) dan 𝛾 > 0 berlaku 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑑 ∶ |𝐾𝛼
𝑛𝑓(𝑥)| > 𝛾}) ≤ 𝐶 (

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝜇)

𝛾
)

𝑞

 

Kemudian kita subtitusikan
1

𝑞
= 1 −

𝛼

1−𝜒
 untuk suatu 𝜆 ∈ [0, 𝑛 − 𝛼) pada 

ketaksamaan 𝑟𝛼𝜙(𝑟) ≤ 𝐶𝜙(𝑟)
1

𝑞 , didapatkan 

𝜙(𝑟) ≤ 𝐶𝑟
𝜆−1, ∀𝑟 > 0. 

Berdasarkan ketaksamaan terakhir, maka dideroleh 

∫ 𝑡𝛼−1
∞

𝑟

𝜙(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝑟𝜆+𝛼−1, ∀𝑟 > 0 

yang merupakan kondisi untuk fungsi 𝜙 dalam Teorema 4.5. hal ini menunjukkan 

bahwa Teorema 4.2 merupakan perluasan Teorema 4.5. 
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4.3 Analisis Integrasi Topik dengan Kajian Islam 

Ketaksamaan dalam matematika adalah kalimat atau pernyataan yang 

menunjukkan perbandingan ukuran dua objek atau lebih. Dalam hal ini 

ketaksamaan biasa di notasikan dengan tanda hubung lebih kecil, lebih besar, lebih 

kecil sama dengan, lebih besar sama dengan, tidak sama dengan, dan lainnya. 

Dalam matematika khususnya matematikawan sering menggunakan ketaksamaan 

untuk jumlah terikat yang rumus eksaknya tidak dapat dihitung dengan mudah. 

Beberapa ketaksamaan seperti itu sering digunakan sehingga memiliki nama dari 

peneliti seperti ketaksamaan Bernoulli, Chebysev, dan lainnya. Pada segala aspek 

kehidupan manusia juga tidak lepas dari ketaksamaan atau perbedaan. Sebagaimana 

ketaksamaan yang di bahas dalam Al-Qur’an surah Al-Hujurat ayat 13. 

ِ يَا أيَُّهَا النَّاسُ إِنَّا خَلقَْنَاكُمْ مِنْ ذكََرٍ وَأنُْثىَٰ  وَجَعلَْنَاكُمْ شُعوُباً وَقَباَئلَِ لِتعََارَفوُا ۚ إِنَّ أكَْرَمَكُمْ عِنْدَ اللََّّ

َ عَلِيمٌ خَبيِرٌ   أتَقَْاكُمْ ۚ إِنَّ اللََّّ

Ayat tersebut menjelaskan bahwa ketaksamaan adalah rahmat Allah SWT 

yang akan selelu ditemukan dalam ciptaan-Nya untuk saling belajar dan 

melengkapi satu sama lain. Allah SWT menciptakan keberagaman dan 

ketaksamaan bukan untuk menjadi perbandingan, namun agar supaya manusia 

mendekatkan diri kepada-Nya. Dalam ayat tersebut juga menjadi pedoman bahwa 

yang kemuliaan diukur dari tingkat ketakwaan terhadap Allah SWT. Adanya 

ketaksamaan dalam kehidupan menjadikan keseimbangan yang harus disikaapi 

dengan lapang dada. 

 

۱۳ 
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BAB 5  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitian ini, maka penulis dapat 

menyimpulkan bahwa ketaksamaan tipe lemah operator integral fraksional pada 

ruang morrey yang diperumum tak homogen di ruang metrik yaitu 𝜇(𝐸𝛾) ≤

𝐶𝑟𝑛𝜙(𝑟)𝑝 (
‖𝑓‖

𝐿𝑝,𝜙(𝜇)

𝑝

𝛾
)

𝑞

. 

Dalam kajian keislaman dapat disimpulkan bahwa ketaksamaan menjadi 

bentuk tolak ukur ketaqwaan terhadap-Nya. Ketaksamaan menjadi solusi sekaligus 

rahmat bagi suatu permasalahan dalam berkehidupan demi menciptakan 

keharmonisan. 

5.2 Saran 

Penelitian yang dilakukan penulis pada skripsi ini menggunakan 

ketaksamaan operator integral pada ruang morrey tak homogen di ruang metrik. 

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan melalukan 

penelitian ketaksamaan dengan ketaksamaan tipe kuat pada operator integral 

fraksional dan ketaksamaan-ketaksamaan lainnya. Penulis juga menyarankan untuk 

menggunakan ruang fungsi lainnya. 

  



 

35 
 

DAFTAR PUSTAKA 

 

Agama, Departemen. 1985. Muqaddimah Al-Qur’an dan Tafsirnya. Jakarta: 

Departemen Agama 

Bartle, Robert G. 1995. The Elements of Integration and Lebesgue Measure. John 

Willey & Sans, Inc., New York. 

Duoandikoetxea. 2001. Fourier Analysis. American Mathematical Society: 

Providence, Rhode Island.  

Eridani, H. Gunawan, E. Nakai, dan Y. Sawano. 2009. Characterizations For The 

Generalized Fractional Integral Operators On Morrey Spaces. Math Ineq. 

Appl.  

Eridani, Gunawan, H., Nakai, E. 2004. On Generalized Fractional Integral 

Operators. Scientiae mathematicae Japanicae Online. 

E. Nakai. 1994. Hardy-Littlewood Maximal Operator, Singular Integral Operators, 

And The Riesz Potentials On Generalized Morrey Spaces. Math. Nachr. 

Gunawan, H., Eridani. 2009. Fractional Integrals and Generalized Olsen 

Inequalities. J Math. 

Gunawan, G., dan H. Gunawan. 2006. Keterbatasan Operator Riesz di Ruang 

Morrey. 

Ivanal, D., H. Gunawan. 2013. Weak (𝑝, 𝑞) Inequalities for Fractional Integral 

Operators on Generalized Morrey Spaces of NonHomogeneous type. 

Mathematica Acterna. 

Mu'tazili, A. 2019. Sifat Inklusi dan Beberapa Konstanta Geometri untuk Ruang 

Morrey Kecil. Tesis Program Magister. Institut Teknologi Bandung. 

Royden, H. L. dan Fitzpatrick, P. M. 2010. Real Analysis, Fourt Edition. China 

Machine Press : China 

Said Nursi, Baiduzzaman. 2003. Menjawab Yang Tak Terjawab Menjelaskan Yang 

Tak Terjelaskan. Jakarta. PT. Raja Grafindo. 

Shihab, M Quraish. 1992. Membumikan Alquran. Bandung. Mizan. 



36 
 

 
 

Sihwaningrum, I., Maryani, S., dan Gunawan, H. 2012. Weak Type Inequalities for 

Fractio Integral Operators on Generalized Non-Homogeneous Morrey 

Spaces. Anal. Theory Appl. 

Sihwaningrum, I. 2016. Ketaksamaan Tipe Lemah untuk Operator Integral 

Fraksional di Ruang Morrey Atas Ruang Metrik Tak Homogen. Konferensi 

Nasional Penelitian Matematika dan Pembelajarannya (KNPMP I). 

Universitas Muhammadiyah Surakarta. 

Thabari, Abu Ja’far Muhammad bin Jarir Ath. 2009. Tafsir Ath Thabari (Jilid 23). 

Jakarta. Pustaka Azzam.  

Utoyo, M. I. 2012. Fractional Integral Operator and Olsen Inequalities in Wighted 

Morrey Space on Non-Homogeneous Spaces. Far East Journal of 

Mathematical Sciences (FJMS). 

Wheeden, R. L. 2015. Measure and Integral: An Introduction to Real Analysis. 

CRC Press. 

 

 

 



 

37 
 

RIWAYAT HIDUP 

 

Cindy Novita Sari, lahir di Sidoarjo pada tanggal 11 

April 1998, bertempat tinggal di Kabupaten Sidoarjo, 

Kecamatan Wonoayu, Jawa Timur. Anak pertama dari dua 

bersaudara, putri Alm. Bapak rintik Asmoro dan Ibu Tutik 

Muzaiyanah.  

Menempuh pendidikan dasar di SD Negeri 

Ketimang dan lulus pada tahun 2011. Selanjutnya 

melanjutkan pendidikan sekolah menengah pertama di SMP Negeri 1 Wonoayu dan 

lulus tahun 2014. Kemudian melanjutkan pendidikan sekolah menengah atas di 

MAN 1 Sidoarjo dan lulus pada tahun 2017. Pendidikan berikutnya ditempuh di 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang dengan mengambil 

program studi Matematika di Fakultas Sains dan Teknologi.  

Selama menjadi mahasiswa, cukup berperan aktif pada organisasi dan 

kepanitiaan. Diantaranya tergabung dalam anggota Koperasi Mahasiswa (Kopma) 

Padang Bulan UIN Malang pada tahun 2018, tergabung sebagai volunteer 

Empowering Indonesia pada tahun 2019, serta berperan sebagai asisten praktikum 

statistika elementer pada semester ganjil Tahun Akademik 2019/2020. Selama 

perjalanan menyelesaikan perkuliahan juga aktif sebagai tutor privat, magang 

sebagai kasir toko di tahun 2018-2019, dan bekerja sebagai administrasi keuangan 

di tahun 2022 hingga sekarang. 

 

  



38 
 

 
 

 



39 
 

 
 

 


