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ABSTRAK

Khotimah, Husnul. 2012Penerapan Lemma Goursat pada Grup Direct
Product Rank Dua. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malikdhim Malang.

Pembimbing : I. Evawati Alisah, M.Pd.
[l. Abdul Aziz, M.Si.

Kata Kunci : Lemma Goursat, GrupDirect Product, Rank Dua

Lemma Goursat berperan penting dalam pendeskripsikan subgrup dar
direct product dalam bentuk subgrup normalnya secara indivigmma Goursat
memungkinkan suatu cara menemukan semua subgrigyugadirect product,
bahkan untuk kasus generator sama yang tidak ddifzdtukan olehdirect
product secara langsung.

Permasalahan yang muncul adalah “Bagaimana pemekapsna Goursat
pada grupdirect product rank dua?” Karena itu, tujuan dari penulisan skripsi ini
adalah untuk mengetahui penerapamma Goursat pada grupdirect product
rank dua.

Dengan menerapkdremma Goursat terhadap gruplirect product rank dua
atau G, X G, yang disusun dari grupG,,*) dan (G,,°) di manaN; < G; dan
N, 2 G,, maka diperoleh bayangaii < G, X G, adalahG{/N{ X G,/N,, dan
diperoleh hubunganG;/N; dan G,/N, sesuai dengan fungsi isomorfisme
¢:G,;/N; — G,/N,. SehinggaH subgrup dariG; X G, dapat direpresentasikan
olehG1/N1 X G;/N,, di manaG,/N; = G,/N,. Misal H, suatu himpunan yang
direpresentasikan oleh fungsi isomorfisme di mana H, = {(a,b) € G1 X
Gylo(axN{) =boNy;a€ Gy;b € Gy}, maka H subgrup dariG,; X G, dapat
dicari dengan mencari himpunah, yang sesuai dengan banyaknya isomorfisme
yang terjadi dariG;/N; ke G,/N,. Hal ini dapat ditunjukkan lebih jelas pada
contoh grupdirect product untuk kasus dengan generator grup penyusun yang
berbeda-beda.
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ABSTRACT

Khotimah, Husnul. 2012mplementation of Goursat's Lemma on Group of
Direct Product Rank Two. Thesis, Mathematics Department of Science
and Technology Faculty of Islamic State Univers8ftgulana Malik Ibrahim
of Malang.

Advisor : |. Evawati Alisah, M.Pd.
Il. Abdul Aziz, M.Si.

Key Word : Goursat's Lemma, Group of Direct Product, Rank Two

Goursat’s Lemma has essential role to describegraup of direct product
in terms of its normal subgroup of the individuabgps. Goursat's Lemma
enables a way to find all subgroup of direct pracdii@roup, even in case at same
generator that can’'t be done by direct productctlye

The problem that appear is “How to Implement Gotsdaemma on Group
of Direct Product Rank Two?” In consequence, thgpse of this thesis is to be
know implementation of Goursat's Lemma on grougiadct product rank two.

By implementing Goursat’s Lemma on group of dingeduct rank two or
G, X G, that is arranged from groupG,,*) and (G,,°) where N; < G; and
N, 2 G,, then the imagé! < G; X G, i1sG;/N; X G,/N,, and the relationship of
G,/N, andG,/N, according to isomorphism: G, /N, = G,/N,. SOH subgroup
of G, X G, can be described by, /N, X G,/N,, whereG,/N; = G,/N,. Let H,
is a set that described by isomorphigmwhereH,, = {(a, b) € G, X G,|¢p(a *
N;) = boNy;a € Gy; b € Gy}, thenH can be found by looking fal, one that
accord to isomorphism of,/N, to G,/N,. It can be pointed out clear on
examples of group of direct product with differease of generator.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika mempunyai peran yang sangat penting dalam kehidupan
manusia. Sumardyono (2004) menyebutkan matematika dapat dipandang
sebagal struktur yang terorganisir, aat, pola pikir deduktif, cara bernalar,
bahasa artificial, serta seni yang kreatif. Sedangkan Mangroo (2003)
menyebutkan bahwa melalui penalaran, ilmu matematika dikembangkan dari
pencacahan, penghitungan, pengukuran, dan pengkajian sistematik terhadap
bentuk dan gerak objek-objek dari fenomena sehari-hari. Pembelgaran
matematika akan melatih kemampuan berpikir kreatif, kritis, logis, analitis,
dan sistematis.

Namun peran matematika tidak hanya sebatas pada hal tersebut. Pada
masa sekarang, ilmu matematika digunakan di seluruh dunia sebagai alat
penting dalam berbagal bidang, seperti ilmu eksak (kimia, fisika, dan teknik),
ilmu hidup dan kesehatan (biologi, psikologi, apotik dan keperawatan), ilmu
socia (antropologi, komunikasi, ekonomi, bahasa, dan geografi), ilmu teknik
(komputer, jaringan, pengembanagn perangkat lunak), serta bisnis dan
perdagangan (Gouba, 2008).

Keilmuan matematika yang lebih mendalam dikaji dalam matematika
murni, atau matematika untuk perkembangan matematika itu sendiri. Secara
umum, semakin kompleks suatu ggjala, semakin kompleks pula aat yang

melalui berbagai perumusan (model matematikanya) diharapkan mampu



untuk mendapatkan atau menjadi pendekatan penigiesiessak secara lebih
akurat. Di sinilah matematika murni memegang peraya. Salah satu
cabang matematika murni yang dapat dicirikan sebgg@eralisasi adalah
aljabar. Mangroo (2003) menyebutkan bahwa aljabamungkinkan

pengujian pola, urutan dan hubungan dalam matemagdng memuat
variable, kondisi, ekspresi linear dan kuadratikertas penyederhanaan,
subtitusi dan faktorisasi untuk membentuk suatuegmdisasi yang dapat
digunakan sebagai suatu strategi kuat dalam peraecatasalah dalam
matematika.

Aljabar abstrak secara dasar mempelajari tentangktst-struktur
aljabar beserta sifat-sifatnya. Dalam aljabar alkstsuatu struktur aljabar
terdiri dari satu himpunan tertutup atau lebih dengatu operasi atau lebih
serta memenuhi beberapa aksioma. Aljabar abstrakekaekan pada metode
aksiomatik, definisi, teorema, dan bukti (Clark9&%

Grup merupakan bagian dari kajian dalam aljabartrabsyang
penting untuk dipelajari, karena banyak sekali @&byang dipelajari dalam
matematika berupa grup. Teori grup menduduki posisintral dalam
matematika. Teori grup memungkinkan sifat-sifati destem-sistem ini dan
berbagai sistem lain untuk dipelajari dalam lingkapg umum, dan hasilnya
dapat diterapkan secara luas. Saat ini grup menapyrgyan penting dalam
teori kode, simetri, berbagai bidang biologi, kirsexta fisika (Judson, 1997).

Raisinghania dan Aggarwal (1980) menyebutkan batsuatu
himpunan G dengan operasi biner “*” disebut gruga jimemenuhi tiga

aksioma, vyaitu: asosiatif, mempunyai identitas, daempunyai invers.



Dengan demikian grup mempunyai tiga penyusun, Jaitgpunan, operasi
biner, dan aturan atau aksioma yang harus dipegarimenjadi suatu grup.
Perhatikan dua ayat Al-Qur’'an surat Al-Faathir ayadan surat An-

Nuur ayat 45 sebagai berikut:

///

Jg;wds& jf;); s quq 3 C_u,c,‘.bj

Artinya:
“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumang menjadikan
Malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus dgab macam
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (adg)ydua, tiga
dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apagy
dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa astgala
sesuatu.”

Artinya:
“Dan Allah telah menciptakan semua jenis hewan dari Maka
sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atasupnya dan
sebagian berjalan dengan dua kaki sedang sebagyamg( lain)
berjalan dengan empat kaki. Allah menciptakan apangy
dikehendaki-Nya, Sesungguhnya Allah Maha Kuasa astgala
sesuatu.”

Pada kedua ayat di atas, pertama, dalam QS AliFaajlat 1
dijelaskan makhluk yang disebut malaikat. Malaikétterbagi menjadi tiga
kelompok, yaitu kelompok malaikat dengan dua sagadaikat dengan tiga

sayap, dan malaikat dengan empat sayap. Sedanglkan @S An-Nuur ayat

45 dijelaskan makhluk yang disebut hewan, yang kikamuterbagi menjadi



tiga kelompok, yaitu hewan yang berjalan di atasufpga, hewan yang
berjalan dengan dua kaki, dan hewan yang berjatgratkaki. Abdussyakir
(2007) menjelaskan dalam kedua ayat di atas, Ya#Al-Faathir ayat 1 dan
QS An-Nuur ayat 45, terdapat konsep matematika yemkandung di
dalamnya, yaitu sekumpulan atau sekelompok objgikoyang mempunyai
ciri-ciri yang sangat jelas. Inilah yang dalam maagka dinamakan dengan
himpunan.

Kemudian perhatikan ayat Al-Qur'an surat An-Najnaiag5 dan Adz-
Dzaariyat ayat 49 sebagai berikut:

g 2 _ -

) ’S?T);.mg;g;;y@;,u

Artinya:
“‘Dan bahwasanya Dialah yang menciptakan berpasaagamgan
pria dan wanita.”

.N// 2

) K o33 Gals 08 Jem 3

=

Artinya:

“Dan segala sesuatu Kami ciptakan berpasang-pasangapaya

kamu mengingat kebesaran Allah.”

Surat An-Najm ayat 45 menjelaskan bahwa manusigtdian
berpasang-pasangan, yaitu sepasang pria dan wkeitaudian surat Adz-
Dzaariyat ayat 49 menjelaskan lebih jauh bahwa mitenya manusia yang
diciptakan berpasangan, tetapi segala sesuatu rda doi juga diciptakan
Allah secara berpasang-pasangan. Sehingga dalaAnQ&jm ayat 45 dan

QS Adz-Dzaariyat ayat 49 tersebut terdapat konsegiemmatika yang

terkandung di dalamnya, yaitu fungsi yang memetakatn himpunan ke



himpunan yang lain, yang dalam hal ini interaksitaarmakhluk sejenis,
berupa berpasang-pasangan. Inilah yang dalam migkantbkenal sebagai
operasi biner.

Selanjutnya perhatikan ayat Al-Qur’an surat Ali émrayat 190-191
sebagai berikut:
OB POt e PN PR RPN FEREA

> “
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Artinya:

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dsihh
bergantinya malam dan siang terdapat tanda-tandgi ls@ang-orang
yang berakal. (yaitu) Orang-orang yang mengingatalil sambil
berdiri atau duduk atau dalam keadan berbaring darereka
memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (garberkata): "Ya
Tuhan Kami, Tiadalah Engkau menciptakan ini dengiarsia, Maha
suci Engka, Maka peliharalah Kami dari siksa nerdka
Dari ayat Al-Qur’an surat Ali Imron ayat 190-191 alias, dijelaskan
mengenai sekelompok manusia yang disellut Albab (orang-orang yang
berakal). Kelompok ini bisa disebut sebagHul Albab jika orang-orang
dalam kelompok tersebut memenuhi beberapa sifaitu yaenantiasa
mengingat Allah, baik dalam keadaan beriri, dudatgu berbaring, dan
memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi dekggakinan bahwa
semua itu tidaklah sia-sia.

Dengan demikian dalam ayat Al-Qur'an surat Ali Im@yat 190-191

di atas, terdapat konsep matematika yang terkandudglamnya, yaitu sifat



yang harus dipenuhi agar suatu kelompok dapat uliselatu kelompok yang
tertentu atau lebih khusus lagi. Inilah yang dafaatematika dikenal sebagai
aturan atau aksioma yang harus dipenuhi agar &e&impok atau himpunan
dapat dikatakan sebagai suatu grup.

Kemudian perhatikan ayat Al-Qur’an surat Al-Infitreyat 7 berikut:

1o 7 T wle T

¢

Artinya:
“Yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakagadienmu
dan menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang.”

Ayat di atas, yaitu QS Al-Infithar ayat 7 menjelaskbahwa tubuh
manusia terdiri dari penyusun-penyusun yang seignbagbih jauh, Wibowo
(2008) menyebutkan bahwa penyusun tubuh manusidenipa sistem-
sistem organ, dan jumlahnya ada 12 sistem. Sisigens organ ini
mempunyai sifat yang sama dengan tubuh secara uryaita, merupakan
unsur penunjang aktifitas manusia. Sehingga dal&@nAQInfithar ayat 7
terdapat konsep matematika yang terkandung di dglamyaitu sub-
kelompok yang juga memenuhi sifat-sifat kelompo#uknya. Inilah yang
dalam matematika dikenal dengan subgrup.

Pembahasan mengenai subgrup dagct productbanyak dilakukan
oleh ilmuan matematika, di antaranya Delsarte, Djybdan Yeh mengenai
jumlah subgrup pada tahun 1948, yang selanjutrkenths dalam satu paket
dan dihubungkan dengan fungsi simetrik oleh L. &uftada tahun 1994
(Calugareanu, 2009).

Macdonald (1998) menyebutkan aplikasi dari teongli simetrik

diawali oleh P. Hall pada tahun 1950an, dengan m&tikan bahwa jumlah



subgrup H bertipeu dari suatup-grup bertiped sehinggaG/H bertipe v
adalah sebuah polinomial gdidengan koefisien bilangan bulat, yang dikenal
sebagai polinomial Haly,’},, . Selain itu, Hall juga menemukan derajat dan
koefisiennya, serta menunjukkan bahgfg = g{}H. Selanjutnya Calugareanu
(2009), memperkenalkan kembali sebagaimana Goupasdd tahun 1890,
suatu metode untuk mengkonstruksi subglaftice dari direct sumdan
semua isomorfisme yang terjadi.

Lemma Goursamendeskripsikan subgrup dalirect productdalam
bentuk subgrup normalnya secara individu, sehirdggsat digunakan untuk
mencari subgrup dari grup haglirect product khususnya untuldirect
product grup siklik dengan generator sama, yang mana taglat dicari
dengan menggunakan teorema suzuki. Pada tahun 249, Anderson
mengaplikasikanLemma Goursatdan menggeneralisasikannya. Sedangkan
Kristina Kublik (2009) membahas mengenai genersiisgari Teorema
Goursat untuk suatu grup terhadap ring komutatifrdadul.

Berdasarkan latar belakang di atas mengenai bapgakopik
penelitian yang membahas subgrup daect product maka penulis tertarik
untuk melakukan penelitian mengenai penerdpamma Goursatterhadap
grup direct product rankdua, serta mengkhususkan pali@ct productdari
grup siklik. Oleh karena itu, penulis menggunakasiu] “Penerapah.emma

Goursatpada Grugirect Product Ranlbua”.
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12

13

14

Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan wkan dibahas
adalah bagaimana peneragamma Goursapada grupdirect productrank

dua?

Batasan M asalah
Pada penelitian ini diberikan batasan sebagai berik
1. Grup yang diirect productadalah grup bilangan bulat moduto(Z,,)
yang merupakan grup siklik.
2. Unsur yang dikaji meliputi: homomorfisme dan isofiesne, penentuan

himpunan, dan pendefinisian fungsi.

Tujuan Penélitian
Tujuan dari dilakukannya penelitian ini adalah #ntonelakukan
penerapathemma Goursaterhadap gruplirect productdari grup siklikrank

dua.

Manfaat Penelitian

Di antara manfaat yang dapat diambil dari penelitini adalah
sebagai berikut:
1. Bagi Peneliti

Sebagai sarana untuk menuangkan ilmu yang teladypalidselama

perkuliahan serta memperdalam dan menambah wawksdmuan



matematika bidang aljabar abstrak khususnya mengenarapahemma
Goursatpada gruplirect product rankdua.
2. Bagi Pembaca
Sebagai bahan pustaka untuk mempelajari aljab#nasbs
3. Bagi Lembaga
Sebagai tambahan bahan rujukan di perpustakaam daidang

aljabar abstrak.

1.6 Metode Pendlitian
1. Jenisdan Pendekatan Pendlitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah penelitis@skrmptif
kualitatif. Penelitian deskriptif berusaha menggarkbn suatu gejala yang
terjadi. Dengan demikian, penelitian ini bertujuamtuk menggambarkan
sifat sesuatu yang tengah berlangsung pada sdatMttode kualitatif ini
memberikan informasi yang mutakhir sehingga beraenf bagi
perkembangan ilmu pengetahuan serta lebih banyadt disterapkan pada
berbagai masalah.

Adapun pendekatan yang digunakan adalah pendekataiitatif
dengan memakai bentuk kajian literatur. Metode ydigginakan adalah
metode kajian literatur atau penelitian kepustakagakni dengan
mengumpulkan informasi dari buku, jurnal, dokumeatatan serta bahan-
bahan yang berkaitan dengan kajian yang terdapatdeagai sumber
kepustakaan. Pendekatan ini bertujuan untuk meatparkan keutuhan

(wholenessglari obyek, artinya data yang dikumpulkan dalangkarstudi
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kasus dipelajari sebagai suatu keseluruhan yangtegrasi, di mana
tujuannya adalah untuk memperkembangkan pengetafamgnmendalam
mengenai obyek yang bersangkutan yang berarti tthsifatkan sebagai
penelitian yang eksploratif dan deskriptif.
. Sumber Kajian

Sumber Kajian diperoleh dari berbagai perpustakiamatiputi buku-
buku dan jurnal-jurnal yang berkaitan. Literatuarmaof yang digunakan
antara lainAbstract AlgebraDummit dan Foote, 2004Modern Algebra
(Raisinhania dan Aggarwal, 198@lementary Abstract AlgebréEdwin
W. Clark, 1998),The Total Number of Subgroup of A Finite Group
(Grigore Calugareanu, 2009)Generalizations and Applications of
Goursat's Lemm4dD. Anderdon, 2009)Subgroups of Direct Products of
Groups, ldeals and Subring of Direct Products ofnd®, and Goursat’s
Lemma.(D. Anderson dan V. Camillo, 2009), ddbeneralizations of
Goursat Theorem for GroufKristina Kublik, 2009) Sedangkan Literatur
pendukung digunakan antara laiBlement of Abstract Algebr&. H.
Connel, 1999),Intro Abstract Algebra(Paul Garret, 1997)Schaum’s
Outline of Theory and Problems of Abstract Algefirbyod R. Jaisingh,
2004), Abstract Algebra: Theory and Applicatioqfithomas W. Judson,
1997), Notes for UndergraduatéP. Hs. Kropholler, 2004)Pengantar
Struktur Diskrit (Suryadi, 1996),Dasar-Dasar Teori Bilangan(Gatot
Muhsetyo,1997), serta dari jurnal-jurnal, interritn berbagai sumber

yang berkaitan dengan penelitian.
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3. Definisi Operasional
Pada penelitian ini grup yangditiect productberupa grup bilangan
bulat modulon (Z,) dengan bentuk berupa grtgnk dua. Gruprank dua
adalah grup dengan benti#km X Z,~, denganp,q bilangan prima dan
m, n bilangan bulat positif.
4. Langkah-L angkah Penedlitian
Langkah-langkah penelitian yang ditempuh adalahgaiberikut:
1) MenguraikarLemma Goursat.
2) PembuktiaLemma Goursat.
3) Menentukan kondisi yang harus dipenuhi oleh suaty derhadap
Lemma Goursat.
4) MenerapkanLemma Goursaterhadap grumlirect productZ, rank
dua, meliputi homomorfisme dan isomorfisme yang ghkimterjadi.
5) Penulisan himpunan.
6) Pendefinisian fungsi.
7) Menunjukkan fungsi tersebut terdefinisi dengan kddkh memenuhi
kondisiLemma Goursat.
8) Memberikan contoh.

9) Menarik kesimpulan.
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1.7 SISTEMATIKA PENULISAN

Sistematika penulisan dalam penelitian ini ada&diagai berikut:

BAB |

BAB I

BAB Il

BAB IV

: PENDAHULUAN

Dalam bab ini diuraikan tentang latar belakang maksaumusan
masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, ntapéaeelitian,

metode penelitian, dan sistematika penulisan.

: KAJIAN TEORI

Dalam bab ini akan diberikan teori-teori yang meaohg
pembahasan masalah, meliputi grup, subgrup, subgoamal,
grup siklik, grup bilangan bulat modulg homomorfisme grup,
kernel, koset, grup faktor, isomorfisme dan te@omorfisme

grup, sertairect product

: PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan diulas mengenai penerdpamma Goursat
terhadap grupdirect productrank dua, dilanjutkan pemberian

contoh untuk beberapa kasus yang berbeda-beda.

: PENUTUP

Bab ini berisikan kesimpulan dari pembahasan masida saran

untuk penelitian lebih lanjut.
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KAJIAN TEORI

2.1 Operasi Biner

Definisi 2.1.1 (Operasi Biner)

Misal S suatu himpunan tak kosong daynp € S. Suatu operasi bines™
pada himpunars merupakan pemetaan yang didefinisikan sebagaix S - S
sehingga* (a,b) = a b dengan(a,b) €S XS, danax*b €S untuk setiap
a,b € S (Ayres dan Jaisingh, 2004:23).

Dari definisi di atas, agar suatu operasipada suatu himpunan tak kosong
S dapat dikatakan opersai biner, harus dipenuhkduadisi, yaitu:

1. Operasi #” tertutup diS, yaitu untuk setiap, b € S makaa * b € S.

2. Operasi ¥ terdefinisi dengan baik pad&, yaitu untuk setiap pasangan
berurutan(a, b) € S x S dapat dioperasikan dan dipetakan dengan tepat satu
nilai a = b.

Contoh 2.1.1.1

DiketahuiZ himpunan semua bilangan bulat. Didefinisikan ogierpadaZ
dengan syarat untuk setiapb € Z , a * b = a + b. Akan ditunjukkan operasi
merupakan operasi biner pagda

Pertama, akan ditunjukkan bahwa operasimerupakan operasi yang
tertutup. Sesuai dengan sifat bilangan bulat, npgkgumlahan dua bilangan bulat
akan menghasilkan bilangan bulat juga. Sehinggab = a + b € Z. Jadi,

terbukti operast merupakan operasi yang tertutup.

13
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Kedua, akan ditunjukkan bahwa operasi merupakan operasi yang
terdefinisi dengan baik. Didefinisikan operagpadaZ yaitua * b = a + b untuk
Va,b € Z. Misal a, b, c,d € Z dengana = ¢ danb = d, maka harus ditunjukkan
a+b=c+d.

Karena diketahuz = ¢ danb = d, maka berlaku
axb=cx*d
sehinggaa + b =c+d

Jadi terbukti operast merupakan operasi yang terdefinisi dengan baik.
Dengan demikian terbukti bahwa operaspadaZ dengana * b = a + b untuk
a, b € Z merupakan operasi biner patla
Contoh 2.1.1.2

Didefinisikan operasix pada Z dengan syarat untuk setiapb € Z,
a*b=+a-b. Akan ditunjukkan bahwa operasibukan merupakan operasi
biner padé.

Perhatikan bahwa jika = 1 dan b = 2 maka berakibaia *b =12 =
V1-2 =+/2 ¢ Z. Jadi, operasi tidak memenuhi kondisi tertutup. Perhatikan juga
bahwa jikaa = 1dan b = 1 maka berakiba b = V1-1 =+/1 = +1. Jadi
terdapat satu nilai, b tetapi menghasilkan dua nilai yang berbeda yaidan—1,

di manal # —1. Jadi operast tidak memenuhi kondisi terdefinisi dengan baik,

artinya* padaZ dengana * b = va - b untuk setiapa, b € Z bukan merupakan

operasi biner pada
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Lemma 2.1.2 (Clark, 1998:1)
Suatu operasi biner * * 7 pada suatu himpurfamerupakan suatu aturan yang
mengkombinasikan dua elemen $liuntuk menghasilkan suatu elemen i
Aturan ini harus memenuhi kondisi berikut:
a. S tertutup terhadap “ *”, yaitu untuk b € S makaa xb € S
b. Hukum substitusi berlaku, yaitu untuk senaja, c,d € S
a=cdanb=d= axb=c=*d
c. Untuk semuaz, b,c € S
a=b=axc=bxc
d. Untuk semuaz, c,d € S
c=d=>a*c=ax*xd
Bukti:
a.) S xS memuat himpunan semua pasangan ter(aub) di manaa,b € S.
Persamaan pasangan terurut ini didefinisikan dengan
a=cdanb =d & (a,b) = (c,d)
x»:SXS—>S sehingga * (a,b) =ax*b. Sekarang, jikaa,b €S maka
(a,b) € S X S. Sehingga aturam memetakana,b) ke a * b € S. Jadi jelas
a = b tertutup diS.
b.) Karena untuk semua,b,c,d € S, jika a = ¢ dan b = d, maka berakibat
(a,b) =(c,d)= axb=c=xd.
Karena berlakw = ¢ danb = d  (a,b) = (c,d), sehingga terbukti

a=cdanb=d >a*xb=c*d.
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c.) Misala = b dan untuk semua€ S , c = c¢. Maka diperoleh
a=bdanc=c e (a,c) =(b,c)=>ax*xc=b=x*c.
d.) Misala = a dan untuk semuga d € S , c = d. Maka diperoleh

a=adanc=d e (a,c) =(a,d)=>a*xc=axd.

2.2Grup

Definisi 2.2.1 (Grup) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31)

Suatu himpunari tak kosong dengan operasi biner “ * ” ditulis aghi (G,*)

disebut Grup jika memenuhi kondisi berikut:

a. Operasi biner “ * ” bersifat assosiatif di, yaitu (a * b) *c = a * (b * ¢),
Va,b,c €G.

b. Terdapat elemen identitéf) di G sehinggar * [ = [ xa = a, Va € G.

c. Setiap anggoté& punya invers diz, yaituvVa € G,3a~! € G sehingga
axal=alxa=1

Contoh 2.2.1.1

(Z,+) merupakan grup, deng@adalah himpunan bilangan bulat daroperasi

penjumlahan.

Bukti:

i. Ambil a,b € Z makaa + b € Z. JadiZ tertutup pada operasi penjumlahan.

ii. Ambil a,b,c € Z maka(a + b) + c = a + (b + ¢). Jadi operasi penjumlahan
assosiatif diZ.

lii. Terdapat0 € Z sehinggaa + 0 = 0+ a = a, Va € Z. Jadi terdapat identitas

operasi penjumlahan @iyaitu 0.
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Iv. Untuk setiapa € Z terdapat(—a) € Z sehinggaa + (—a) = (—a) + a = 0.
Jadi setiam € Z memiliki invers diZ yaitu (—a).

Karena keempat kondisi dipenuhi, mgWa+) merupakan grup.

Contoh 2.2.1.2

(S,+) dengars = {x € §| — 10 < x < 10} bukan suatu grup.

Bukti:

Ambil 5 €S maka5+5=10 ¢ S, sehingga “+” tidak tertutup d¥. Karena

(S, +) tidak memenuhi salah satu syarat grup, nm@&ka) bukan suatu grup.

Teorema 2.2.2 (Ketunggalan | dentitas)

Elemen identitas suatu grup adalah tunggal

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:75).

Bukti:

Misal (G,*) grup dan misal danl’ elemen identitas di.

Karenal elemen identitas di, makal «I' = 1"« =1’

Karenal’ elemen identitas di, makal’ * [ =[x [' =1

Dari kedua pernyataan di atas, maka diperoleh

I'=I1xI'=1I'xI=1

Sehinggd’ =1

Dengan demikian terbukti bahwa elemen identita® a@dalah tunggal.

Teorema 2.2.3 (Ketunggalan Invers)

Masing-masing elemen suatu grup mempunyai inverggai

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:75).
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Bukti:
Misal (G,*) grup dan/ identitas diG. Misal a sebarang elemen di danb,c

invers daria di G.

Karenab invers daria, makab xa=a*b =1 ................ccccccciiiiinnnnnnn. (2.2.3.1)
Karenac invers daria, makac * @ = @ * € =1 ..cccocccvviriiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeen, (2.28.2
bx(axc)=bxl [dari (2.2.3.2)]

=b [+ I identitas diG]
Sehingga diperoleh * (@ * €) = D ......cccccivirrriienneiiiniiisinasiessnnnnsban s (2.2.3.3)
Selanjutnyab xa) xc =1 *c f-dari (2.2.3.1)]

=C [ I identitas diG]

Sehingga diperolefb * @) * € = € .....oceeeeeriiriiiiiiniic i st (2.2.3.4)

Dari hukum assosiatif grup diperoléh (a *c) = (b *a) *c

Dari (2.2.3.3) dan (2.2.3.4) didapatkan= c. Dengan demikian terbukti bahwa
elemena mempunyai invers tunggal.

Teorema 2.2.4

Invers dari invers elemen suatu grup adalah elataesendiri

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:75-76).

Bukti:

Misal (G,*) grup,! elemen identitas dir, dana sebarang elemen @d. Akan

ditunjukkan bahwda=1)"! = a.

(axa™x(@ ) t=Ix@hH™

ax(@?tx(@hH™H=(>@"hH"!
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axl= (a1
a=(aH?
Teorema 2.2.5 (Hukum Kanselas kiri dan Kanselasi Kanan)
Misal (G,*) grup dam, b, c sebarang elemen di
Jikaa * ¢ = a * b, makac = b. [Hukum kanselasi Kiri]
Jikac * a = b * a, makac = b. [Hukum kanselasi kanan]

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:76).
Bukti:
Misal (G,*) grup dam, b, c sebarang elemen di
() Hukum kanselasi kiri
axc=ax*b
alx(axc)=alx(ax*b)
(atxa)xc=(atxa)*h
[xc=1xb
c=b
(i) Hukum kanselasi kiri
cxa=b=xa
(cxa)yxa ' =(b*a)*a?
cx(axa ) =bx(axat)
cxI=bx*I

c=b»>b

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 2.2.6 (Hukum Kebalikan Invers Operasi Elemen)
Invers dari operasi terhadap dua elemen suatu gdglah operasi terbalik
terhadap invers masing-masing elemen tersebut
(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:76-77).
Bukti:
Misal (G,*) grup dama, b € G
Akan ditunjukkan(a * )" = b 1 x a1
Karena ingin ditunjukkan invers dan = b adalahb™! x a1, maka ini sama
halnya dengan menunjukkan
(axb)* (b™rt+xa 1) = (b1 xa™1) * (axb) =1dengan identitas di;.
(axb)x(b~'xa ™) =[(axb) b ] *a™!
=[ax(b*xbH]*a™
=(a*x)*xat

=axq !

Sehingga@ * b) * (b2 % A1) = Luvvoveiieieeeee e, (2.2.6.1)
Sementara itu
(b~txa D x(axb)=(atxb") *(bxa)

=[(@+b ) «b]+a

=[atx(bxb )] *a

=(atxDxa

=alxq

=1

Sehinggab txa ™) *x(a*xb)=1......cceeevviiiiiiiiiiiiiiiiieen... (2.2.6.2)
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Dengan demikian, dari (2.2.6.3) dan (2.2.6.4), dijed
(axb)yt=b"1xqg?

Teorema 2.2.7
Misal (G,*) grup. Jikaa,b sebarang elemen di, maka persamaam*x = b
mempunyai solusi unik di G (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:77-78).
Bukti:
Misal (G,*) grup dana,b € G, akan ditunjukkam * x = b mempunyai solusi
x=alxbdigG.
Diketahuia € G,b € G makaa™ € G,b € G
Jadia ' = b € G.
Substitusix dengam ! * b, maka
axx=ax(a"!*b)

=(a*xa 1) xb

=1xb

=b
Dengan demikiaw = a~! = b memenuhi persamaan« x = b. Ini menunjukkan
bahwax = a~?! * b adalah solusi dati * x = b di G. Selanjutnya akan
ditunjukkan solusi ini unik.
Misal x = x; danx = x, adalah dua solusi dari persamaanx = b di G, maka
axx; =bdana*x, =»>b
Tetapi kenyataannya
ax*xx;=b,a*xx,=»b
a*XxXy =ax*xy

1

(@' *xa)xx; = (@' xa)x,
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Dengan demikian jelag * x = b mempunyai solusi unik = a ! b di G.

Definis 2.2.8 (Grup Abelian)

Suatu grup(G,*) disebut Grup Abelian atau Grup Komutatif jika pasperasi

biner “ * " berlaku sifat komutatif, yaitua * b = b * a untuk setiapa,b € G

(Raisinghania dan Aggarwal,1980:31).

Contoh 2.2.8.1

(Z,+) merupakan grup abelian, dendamdalah himpunan bilangan bulat dan

operasi penjumlahan.

Bukti:

i. Ambil a,b € Z makaa + b € Z. JadiZ tertutup pada operasi penjumlahan.

ii. Ambil a,b,c € Z maka(a + b) + c = a + (b + c¢). Jadi operasi penjumlahan
assosiatif diz.

iii. TerdapatO € Z sehinggaa + 0 = 0 + a = a, Va € Z. Jadi terdapat identitas
operasi penjumlahan @iyaitu 0.

iv. Untuk setiapa € Z terdapat(—a) € Z sehinggaa + (—a) = (—a) + a = 0.
Jadi setiam € Z memiliki invers diZ yaitu (—a).

v. Untuk semuaz, b € Z makaa + b = b + a € Z.

Karena (Z,+) memenuhi semua kondisi grup dan komutatif terhaoiagrasi

penjumlahan, makéz, +) merupakan grup abelian.
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Contoh 2.2.8.2
_([a b . .

(M,y,,X) denganM,, = {[C d] | Va,b,c,d € Z} dan x operasi perkalian
matriks, bukan grup abelian. Hal ini dapat dilipatia contoh berikut:
1 2112 11_18 5
[3 4] [3 2] B [18 11]
2 1111 21_[5 8
[3 2] [3 4]_ [9 14]

1 2112 1 2 1111 2
Jelas bahw. 4] [3 2];&[3 2] [3 4]
Sehingga M,,,%) bukan grup abelian.
Definisi 2.2.9 (Order Grup)
Jika (G,*) suatu grup, maka order dati adalah banyaknya elemen @idan
dinotasikan dengajt| (Fraleigh, 2003:50).
Contoh 2.2.9:

Z, merupakan grup bilangan bulat modulo 2 derifgar {0, 1}. Maka order dari

7., adalah 2.

2.3. Subgrup

Definisi 2.3.1 (Subgrup) (Judson, 1997:46-48)

Diketahui (G,*) merupakan grup. Himpunai € G disebut subgrup dag jika
dan hanya jika memenuhi kedua aksioma berikut:

1. H bukan merupakan himpunan kosong.

2. (H,*) merupakan grup.
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Contoh 2.3.1
(C,x) merupakan suatu grup, di mafgaadalah himpunan bilangan kompleks
tanpa nol dan % " operasi perkalian. Misadl = {1,—1, i, —i} sub himpunan dari
C. Karena:
1. H tak kosong.
2. “ x 7 tertutup diH, yaitu:
1x(-1)=-1€H
WX =i el
1x(-i)=—i€H
(-D)xi=—i€H
(-)x(-)=i€H
ix(—i)=1€H
3. 1 merupakan unsur identitas Miterhadap operasi perkalian dan setiap elemen
di H mempunyai invers, yaitu untuk setiape H mengakibatkanx ™! x x =
I € H:
% karenal x 1 =1
(-Dt=-1 karena(—1) x (—1) =1
() t=-i karena(—i) xi=1
(i) t=i karenai x (—i) =1
Jadi (H,x) memenuhi kondisi grup, sehingga jelas balfjiax) merupakan

subgrup dar{C,x).
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Definisi 2.3.2 (Subgrup Trivial dan Subgrup Sejati)

Diketahui(G,*) merupakan grup dai € G merupakan subgrup dafi Subgrup

H disebut subgrup trivial jika dan hanya jika= {I}, dengan/ € G merupakan

elemen identitas. Subgrupdisebut subgrup sejati jika dan hanya jika G

(Fraleigh, 2003:51).

Teorema 2.3.3 (Sifat-sifat Subgrup) (Fraleigh, 2003:52)

Diketahui (G,*) merupakan grup daH subgrup darG, maka kedua pernyataan

berikut berlaku:

1. Elemen identitas € G juga merupakan elemen identitas pada

2. Untuk setiam € H berlakua™! € H dengarmz™! merupakan invers elemen

Bukti:

Diketahui(G,x) merupakan grup dat subgrup darG dengan/ elemen identitas

di G.

1. Andaikan terdapaiy € H, dengan Iy * a = a * Iy = a untuk setiap € H .
Karena H € G , maka untuk setiam € H berlaku a € G. Karena G
merupakan grup, maka berlaku a = a * I = a. Dengan demikian diperoleh
a * Iy = a * [ dan menggunakan teorema kanselasi kiri diperhjeh I . Jadi,
terbukti bahwd € H.

2. KarenaH merupakan grup terhadap operasi biné€rdan [y = I, maka untuk
setiapa € H berlakua xa ! = a! xa = Iy. Sehingga jelas bahwa untuk

setiapa € H terdapau™! € H.
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Teorema2.3.4

Diketahui (G,*) merupakan grup daH < G. HimpunanH merupakan subgrup
dari G jika dan hanya jik&f # @ dan untuk setiap,b € H berlakua * b~ € H ,
dengarb~! merupakan invers eleménDummit dan Foote, 2004:47).

Bukti:

KarenaH subgrup dar(z, untuka, b € H maka menurut Teorema 2.3.3 terdapat
b~! € H dan dengan demikianx b~! € H.

Akan ditunjukkan H merupakan subgrup dafi. KarenaH € ¢ maka sifat
assosiatif operasi+” pada G juga berlaku paddi. Jika dipilih b = a, akan
diperoleh a*b™* =axa ! =1€ H. Dengan demikianH memuat elemen
identitas dan menunjukkah = @. Selanjutnya, jika dipilile = I, akan diperoleh
axb™'=1+b"1=b"1 € H untuk setiaph € H. Dengan demikiarf memuat
invers dari setiap elemennya. Jadi, terbukti baHwaerupakah subgrup dati
Teorema 2.3.5

Diketahui (G,*) merupakan grup daH, K merupakan subgrup-subgrup déri
makaH N K juga merupakan subgrup atas

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:178).

Bukti:

KarenaG merupakan grup dan misaidentitas diG. KarenaH, K subgrup dara,
maka pasti € H danl € K sehinggd € HNK < G.

Dengan demikian jelas bahwian K + 0.

Ambil sebaranga,b € HN K, akibatnyaa,b € H dan a,b € K. Karena H
merupakan subgrup maka menurut Teorema 2.3.4 barlalb ! € H. Karenak

juga merupakan subgrup maka menurut Teorema i8adlerlakuz « b~ € K.
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Akibatnya axb~1 € HNK, dan menurut Teorema 2.3.4 berakibdtn K

merupakan subgrup atés

2.4 Subgrup Normal

Definisi 2.4.1 (Koset)

Misalkan (G,*) suatu grupH subgrup darG dana adalah sebarang elemen dari
G. Himpunan

H xa = {h x a: h € H} disebutKoset Kanardari H. Analog dengan itu,

a* H = {a * h: h € H} disebutKoset Kiridari H

(Fraleigh, 2003:97).

Contoh 2.4.1

Misal (Z,,+) suatu grup darH ={...,—10,-5,0,5,10,...} subgrup dariZ,,
yang berisi semua kelipatan 5. Akan ditentukan kdage H padaz,, .

Terdapat lima koset yang berbeda dapadaZ,,, sebagai berikut:

O+H=H =1{..,—10,-5,0,5,10,...}

1+H=1{..,-9,-4,1611,...}

2+H=4{.,-8,-3,2712,...}

3+-H=1{.,-7,-2,3,8,13,...}

44 H={.,6—6-1,4,9,14,...}

Koset yang laim + H akan sama dengan salah satu koset di atas.

Definisi 2.4.2 (Subgrup Normal)

Subgrup(N,*) dari grup(G,*) disebut subgrup normal dagi, jika untuk setiap

g € G dan untuk setiap € N berlakug * N = N = g (Fraleigh, 2003:132).
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Contoh 2.4.2
Dalam setiap grups, subgrup trivial{e} dan G sendiri merupakan subgrup
normal.
Teorema 2.4.3 (Robinson, 2003:60)
Misal (G,*) grup dan(H,*) subgrup darG, maka pernyataan berikut ekuivalen:
1. g+H = H * g untuk semug € G.
2. g+h=g~ ! c Hdimanah € H dang € G.
Bukti:
() Misalh € H dang € G, makag *h € g *x H = H » g sehingga untuk, € H
berlaku
gxh=hi*g
Gl e T
gxhxg l=h *I
gxhxgl=h€eH
Dengan demikian terbukgi x h x g~ € H.
(i) Misalh € H dang € G, maka untukh; € H berlaku
g*hxgl=h; €H
grhxglxg=hxg
gxh*xl=hy*xg
grh=hxg€Hxg
sehinggay * H € H = g. Selanjutnya misal, € H maka
g lrhyxg=g"xhyx (g7
=g lsh,*g

=g_1*g*h2



29

=1x*h,
=h, €H
yang menunjukkan bahwax g = g * h, sehinggad x g € g = H.
Dengan demikian karen@ «H C Hx g dan Hxg € g+ H, maka terbukti
g*H=H=xg.
Teorema 2.4.4
Setiap subgrup dari grup abelian adalah normal.
Bukti:
Misal (G,*) grup abelian dagH,*) subgrup darG. Misal h sebarang elemen dari
H dang sebarang elemen ddii Maka
gxhxgt=hxgxg™! [+ abelian]
=h=xl,
= hx*Iy; [-identitas subgrup sama dengan identitas grupnya]
=he€eH
Dengan demikian, karengx h x g~ € H untukVg € G danVvh € H, makaH
merupakan subgrup normal @i
Teorema2.4.5
Misal (G,*) grup. JikaH subgrup darG danK subgrup normal dafi, maka
H N K subgrup normal daf{ (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:216).
Bukti:
KarenaH dan K subgrup dariG, maka menurut Teorema 2.3F6n K adalah
subgrup darG. KarenaH n K subgrup darG dan pastd N K € H, makaH N K

adalah subgrup daH.
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Selanjutnya harus ditunjukkad N K normal di H. Akan ditunjukkan untuk
Vh € H dana € H N K berlakuh xa*h™ € H N K.
a € H n K berarti bahwa € H dana € K.
K normal, maka untukh € H dana € K, (h€ H= h € (), berlakuh x a *
= G L S (2.4.5.1)
KarenaH subgrup, maka untuk € H dana € H berlaku
h* a * hgt cliNmn RN R W ........... (2.4.5.2)
Sehingga dari 2.4.5.1 dan 2.4.5.2 diperoleh
h+axh™' € Hn K untukvh € H dana € H N K.
Dengan demikiaiy N K merupakan subgrup normal ii
Teorema 2.4.6
JikaH subgrup normal daff danK subgrup darG sedemikian hinggdl € K <
G, makaH pasti normal dK. Tetapi jikaH normal diK , H belum tentu normal
di G (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:218).
Bukti:

Misal (G,*) grup.H subgrup normal dair danK subgrup dariz dengan
H € K € G. Akan dibuktikanH subgrup normal dai. Akan ditunjukkan untuk
vk € K danh € H berlakuk = h * k™! € K.

Pertama, akan ditunjukkat subgrup dark. KarenaH subgrup normal di
G, berartiH subgrup dariz. SedangkarK juga subgrup dar; denganH < K.
Maka pastiH subgrup dark.

Selanjutnya akan ditunjukkad normal di K. Misal ambil k sebarang
elemen diK danh sebarang elemen #i, maka

keGheH [+KCAaG]
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KarenaH normal diG, maka berlaku
kxhxk™ € H
Selanjutnya, karend subgrup darK, maka
k xh k™1 € H berlaku untukvk € K danh € H.

Dengan demikiai¥ merupakan subgrup normalkdi

2.5 Grup Faktor

Definisi 2.5.1 (Grup Faktor)

Bila N adalah Subgrup Normal dari grg@,*), maka himpunan dari koset-koset
G/N ={g=*N|g € G} membentuk grup(G/N,x) yang didefinisikan oleh
(gl *N)*(g2+N) = (gl*g2)* N yang disebut Grup FaktarolehN.

Order dari Grup FaktofG/N,*) adalah banyaknya koset-koset dérdalama,
sehingga:

1G/N| = |G:N| = !
IN|

(Robinson, 2003:62).
Contoh 25.1

MisalkanG = {0,1, 2, 3,4, 5} = Z¢ Grup danH = {0, 2,4} adalah subgrup
dari G. Maka akan ditunjukkan grup fak@fH. Pertama, akan ditunjukkan
bahwaH merupakan subgrup normal, di mana koset kiri séemgan koset
kanan.G = Zg = {0,1, 2, 3,4, 5}, generatornya adaldh1, 2, 3,4, dan5
Koset kiri:

0+ H=0+{0,2,4} = {0,2,4}

14+H=1+4{0,24}= {1,3,5}
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2+ H=2+{0,24}={2,4,0}
3+H=3+{0,2,4}={3,51}
44 H=4+{0,2,4}=1{4,0,2}
S5+ H=5+1{0,24}={51,3)}

Koset kanan:
H+0=1{0,24}+0={0,2,4}
H+1={0,2,4}+1=1{1,3,5}
H+2={0,24}+2=1{2,4,0)
H+3={0,24}+3={351}
H+4=1{0,2,4}+4 = {4,0,2}
H+5={0,24}+5={51,3}

Sehingga:
04+ H=H+ 0= {0,2,4}
1+H=H+1= {135}
2+ H=H+ 2 =1{240}
3+H=H+3={351}
44+ H=H+4={402)
5+H=H+5 = {51,3}

Karena diperoleh koset kirl = koset kanan, mAkaerupakan subgrup normal.

Banyaknya unsur yang membentuk grup faktpH adalah

|G| _ 6

|G|—|GH|— =o=2
H 7V NL 3

Misal diambil koset kiri:

0+ H = {0,2,4}
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1+ H = {1,3,5}
2+ H = {2,4,0}
3+ H = {351}
44+ H = {4,072}
5+ H = {5,1,3}
Maka:
04+H =2+H =4+H = {0,2,4)
1+H =3+H =5+H = {1,3,5}
Sehingga unsur dari grup faktornya ada 2, yaité:H = {0, 2,4} = H dan

1+ H = {1, 3,5} dengan tabel sebagai berikut:

Tabel 2.5.1 Grup Faktor daitr, +)Zs = {0,1,2,3,4,5} TerhadagH, +) = {0, 2,4}

+ H 1+H
H H 1+H
1+H 1+H H

2.6. Grup Siklik

Definisi 2.6.1 (Pembangun)

Diketahui (G,*) merupakan grum € G, danH = {a"|n € Z}. Elemena disebut
pembangun grufl dan dinotasikar a > = H.

Contoh 2.6.1

Pembangun dan subgrup déi,, +) adalah sebagai berikut:
{0,1,2,3,4,56789} =<1>=<3>=<7>=<9>= Z,
{0,2468}=<2>=<4>=<6>=<8>

05} =<5>
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Dari perhitungan didapat pembangun dayj, yaitu 1,3,7, dan 9. Sedangkan
subgrupnya yait« 2 >,< 4 >,<5>,< 6 > dan< 8 >.

Definisi 2.6.2 (Grup Siklik)
Diketahui(G,+) merupakan grup. Jika terdapa€ G sehingga< a > = G maka

G disebut grup siklikDummit dan Foote, 2004:54).
Contoh 2.6.2
Diketahui (Z, +) merupakan grup dengahhimpunan bilangan bulaGrup (Z, +)
merupakan grup siklik karera1l > =7Z dan< -1 > =Z.
Teorema 2.6.3
Setiap grup siklik adalah abelian (Fraleigh, 2003:5
Bukti:
Misal (G,x) grup siklik yang dibangkitkan oleh elemen Misal x, y sebarang
elemenG, makax = a™ dany = a™ dengam, m € Z.
Sehinggar * y = a™ * a™
_ qntm
_ gmn
=am*q’
=y*x
Demikian terbukti banwa * y = y * x, sehinggd G,*) abelian.
Teorema 2.6.4

Jikaa generator dari suatu grup sikljk,*), makaa™! juga generator dafiG,*)

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:98-99).
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Bukti:

Misal grup siklik (G,*) dibangkitkan oleha € G, maka dari definisi diketahui
bahwaG = < a >. Selanjutnya™ = a=™ = (a7 )™,

Karenan adalah bilangan bulat, makan juga bilangan bulat. Sehingga berlaku
G=<al>.

Teorema 2.6.5

Subgrup dari suatu grup siklik merupakan grup lsi@raleigh, 2003:61).

Bukti:

Misalkan G merupakan grup siklik yang dibangun oleldan H subgrup
dari G. Akan ditunjukkan bahwa& merupakan grup siklik. Jik&l = {I}, jelas
bahwal = H sehinggaH merupakan grup siklik. Jik& +# {I}, maka terdapat
elemenx € H denganx # e. KarenaH merupakan subgrup dafi, makax €
G dan berakibatx = a™ € H untuk suatun € Z*. Pilih bilanganm € Z*
sebagai bilangan yang terkecil sehinggac H.

Akan ditunjukkan bahwa a™ > = H. Diambil sebarang € H dan karena
H merupakan subgrup dafi makay € G dan berakibay = a* € H untuk suatu
z € 7. Diperhatikan bahwanm < z dan dari algoritma pembagian pada
diperolehz = mq 4+ r untuk suatug,r € Z dan 0 <r < m. Dengan demikian
diperolen:

a” = a™i*" = g™iq"
dan
a” = (a™) 1a*
Karena a™,a? € H dan H merupakan grup, akibatnya(a(®)™? € H dan

(@™~ 9a* € H. Dengan demikian diperoleh” = (a™) %a”* € H. Karenam



36

merupakan bilangan yang terkecil sehinggd € H dan karena0 <r <m,
dengan kata lain = 0 sehinggar”™ = a® = I dan diperoleh:

a? = g™t = (@™)1
Jadi, karena untuk sebaramce H berlakuy = (a™)4, maka< a™ > = H dan

dengan kata laif merupakan grup siklik.

2.7 Grup Bilangan Bulat Modulo n

Definis 2.7.1 (Ekuivalen) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:11-13)

Suatu relasfl pada himpunan A disebut relasi ekuivalen bila marhesifat-sifat
berikut:

a.a |l a berlaku untukva € A (Sifat Refleksif).

b.a Il b maka berlakw || a untukVa, b € A (Sifat Simetris).

c.a ll b danb || c, maka berlakw || ¢ untukva, b, c € A (Sifat Transitif).

Definisi 2.7.2 (Relasi Modulo n)

DiketahuiZ merupakan himpunan seluruh bilangan bulatrd&. Didefinisikan
juga relasi~ padaZ sebagai berikut. Diketahui, b € Z, makaa ~ b jika dan
hanya jikaa — b = gqn untuk suatug € Z. Relasi~ tersebut dinamakan relasi
modulon (Dummit dan Foote, 2004:8).

Contoh 2.7.2

Misalkan diketahuin = 4, maka untuk sebarang bilangane Z jika dibagi
dengan 4 menggunakan algoritma pembagian akan ragiigin sisa pembagian
berupa bilangaf,1, 2 dan3. Lebih lanjut, diperhatikan bahwa:

0 = {a€Zla~0}=1{044148,...}

[l

={a€Zla~1}=4{..,—-7,-3,1,509,...}
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2 ={a€zla~2}={..,—6,-2,26,10,...}
3=f{a€zZla~3}=1{..,—5-33,711,...}

Teorema 2.7.3

Relasi modulon merupakan relasi ekuivalen (refleksif, simetriandransitif)
(Ayres dan Jaisingh, 2004:63).

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa relasi modutomerupakan relasi ekuivalen. Diambil
sebarang Z, maka:

a. Untuk sebarang € Z berlakua —a = 0 = On, dengan demikiaa ~ a dan

dengan kata lain relasi moduwamerupakan relasi refleksif.

b. Diambil sebarang, b € Z dengam ~ b, yaitua - b = gn untuk suatu; € Z .
Perhatikan bahwa(a — b) = —(qn) © b — a = (—q)n. Karenag € Z maka
—q € Z , sehingga berlakb ~ a. Dengan kata lain relasi modutamerupakan
relasi simetris.

c. Diambil sebarangz, b, c € Z dengana ~ b dan b ~ c. Karenaa ~ b, maka
berlakua — b = gn untuk suatug € Z dan karena juga ~ ¢, maka berlaku
b- ¢ = rn untuk suatu € Z. Diperhatikan bahwa:
a—c=(a—-b)+(b—rc)

=qn+rn

=(q@+m)n
Karena q,r € Z, akibatnyaq +r € Z dan dengan demikian berlaka ~ c.
Dengan kata lain relasi modutomerupakan relasi transitif.

Jadi, terbukti bahwa relasi modulamerupakan relasi ekuivalen.
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Teorema 2.7.4

Diketahuin € Z, maka himpuna@ = {0,1,...,n — 1} merupakan grup terhadap
operasi* yang didefinisikarit * b = a + b. Grup ini disebugrup bilangan bulat
modulon atau dinotasikan deng#h (Judson, 1997:36-37).

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa operasimerupakan operasi biner. Pertama, akan
ditunjukkan bahwa operasi merupakan operasi yang tertutup. Ambil sebarang
a,b € G dan diperhatikan bahwa+ b € Z. Dengan demikian menurut algoritma
pembagian padZ diperoleha + b = gn + r untuk suatu,r € Z dan0 < r < n.
Diperhatikan bahwaa +b =qgn+r © (a+ b) —r = qn, dengan kata lain
(a + b) ~ r sesuai definisi relasi module. Karena(a + b) ~r , makaa + b €
r dan dengan demikiam + b =7 . Jadi operask merupakan operasi yang
tertutup.

Kedua, akan ditunjukkan bahwa operasi merupakan operasi yang
terdefinisi dengan baik. Untuk sebaragh € G, berlakua + b € Z. Dengan
demikian sebarang elemen pabdapat dioperasikan, dengan kata lain operasi
merupakan operasi yang terdefinisi dengan baiki, Jguerasi * merupakan
operasi biner.

Selanjutnya akan ditujukkan bahwé&,*) merupakan grup. Jelas bah&a
bukan merupakan himpunan kosong. Akan ditunjuklkamuaG memenuhi sifat
assosiatif.

Untuk sebarang, b, ¢ € G, diperhatikan bahwa:

(@axb)xc=a+bxc

-@¥bh+e
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=ax*(b+c)
=ax* (b*7)
Jadi, terbukti bahwa sifat assosiatif berlaku.

Jika dipilih elemer® € G, maka untuk setiap € G akan berlaku:

Il
o

0+a +a

Il
Q

+ 0

I
Q

)

Il
Ql

Jadi,0 € G merupakan elemen identitas patla
Untuk sebarang € G dipilih elemenn —a € G. Karenan ~ 0, akibatnyan = 0

dan diperhatikan bahwa:

a*n—a=a+n—a n—axa=n—a-+a
=7 dan =7
=0 =0

Jadi, setiap elemea € G memiliki elemen invers terhadap operasiyaitu

n —a € G. Karena keempat aksioma berlaku m#&kanerupakan grup terhadap
operasix.

Teorema 2.7.5

GrupZ, merupakan grup siklik.

Bukti:

Jikan = 0 makaZ, = {0} dan jikan #+ 0, maka dapat dipilill € Z,, sehingga
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2.8 Homomorfisme dan I somorfisme Grup

Agar lebih mudah memahami definisi homomorfisme damorfisme,
terlebih dahulu akan diberikan definisi mengenaigki, fungsi injektif, surjektif,
serta fungsi bijektif.
Definisi 2.8.1 (Fungsi)
Misal A dan B adalah himpunan. Suatu fungsi atau pemetaan Aldte B,
dituliskan sebagaf:A — B, merupakan suatu aturan yang memasangkan tiap
elemenx di A dengan tepat satu elemgfx) = y di B.
Himpunan A disebutdomain dan himpunanB disebutkodomain Sedangkan
bayangandari fungsi f adalahIm(x) = {f(x)|x € A}, yang merupakan sub
himpunan dariB. Bayangan darif disebut juga dengan daerah hasdnge

(Munir, 2005:128-129).

Gambar 2.8.Fungsi

Definisi 2.8.2 (Fungsi injektif / Satu-satu)

Fungsif: A — B disebut injekiif jika semua elemenmempunyai bayangan @i
dan tidak ada dua elemdnyang memiliki bayangan sama. Yaitu,, x, € A dan
f(x1) = f(x;) maka berakibatc; = x, atau Vx;,x, € A dan x; # x, maka

berakibatf (x;) # f(x,) (Munir, 2005:131).
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Gambar 2.8.Fungsi Injektif

Contoh2.8.2
f:R - R di manaf(x) = 2x merupakan fungsi injektif.
Bukti:

Ambil x,y € R sedemikian hingga

f)=71)
2x = 2y
Y 'l

Definisi 2.8.3 (Fungs Surjektif / Onto)
Fungsi f: A - B disebut surjektif jika setiap elemen himpunBnmerupakan
bayangan dari satu atau lebih elemen himpuha¥aituVy € B,ax € A3y =

f(x) (Munir, 2005:132).

Gambar 2.8.Fungsi Surjektif
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Contoh 2.8.3

f:R = R di manaf(x) = 4x merupakan fungsi surjektif.

Definisi 2.8.4 (Fungsi Bijektif / Satu-Satu dan Onto)

Fungsif: A - B disebut bijektif jika merupakan funagsi injektifmguga surjektif

(Munir, 2005:133).

Gambar 2.8.4ungsi Bijektif

Contoh 2.8.4

1) f:R- R di manaf(x) = x> merupakan fungsi bijektif.

2) f:R->R di manaf(x)=x? bukan fungsi injektif dan bukan fungsi
surjektif.

Definisi 2.8.5 (Homomorfisme)

Misal (G,*) dan (H,e) grup. Suatu pemetaaw : G - H sedemikian hingga

p(x*y) = @(x)° @(y), untuk semua, y € G disebuthomomorfisme

(Dummit dan Foote, 2004:36).

Teorema 2.8.6 (Sifat Homomor fisme) (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:98-99)

Misal (G,*) dan(H,°) grup danp : G - H suatu homomorfisme, maka
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1. Bayangan homomorfik dari identitas@liadalah identitas di.

2. Bayangan homomorfik dari invers sebarang elemeh ¢ adalah invers dari
bayanganu.

3. Jika a merupakan sebarang elemen berorder hingo&, dnaka order dari
bayangarm juga berhingga dan merupakan pembagi dari arder

Bukti:

1. Misal (G,*) dan (H,0) grup dan¢ : G - H suatu homomorfisme, akan
ditunjukkan untukl; elemen identitas dG, maka ¢(l;) adalah elemen
identitas diH .

Misal I; elemen identitas di dan Iy elemen identitas dH, dan misala
sebarang elemei sedemikian hingga(a) € H, maka didapatkan
p(a) oIy = ¢(a)
Selanjutnya
p(a)ely = ¢(a)
p@)ely =p(axls)
p(a)ely =@(a)e° o)
Iy = () [kanselasi kiri]
Dengan demikiap (I;) adalah identitas di.

2. Misal (G,*) dan (H,°) grup dang : G = H suatu homomorfisme dan misal
a1 invers elemem di G, akan ditunjukkap(a~1) merupakan invers elemen
p(a) diH.

Misal a sebarang elemeh dani; elemen identitas di.
Makaaxal=I;=a1xa

Selanjutnya
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plaxa™) =9s)

p(a)ep(a™) =)

Dan

alxa=1I;

p(a™txa) = o)

p(a™) e g(a) = o)

Sehinggap(a) e p(a™) = p(a™") e p(a) = ¢(ls)

Sebagaimana diketahui sebelumnia identitas di G, dengan bayangan
homomorfik daril; adalahg(l;), yang merupakan identitas #i. Dengan
demikian, karena(l;) = Iy = ¢(a) o p(a™1).

Maka ¢@(a 1) = [p(a)]™!. Jadi terbukti bahwa bayangan homomorfik dari
inversa adalah invers dag(a).

. Misal (G,*) dan(H,°) grup danp : G —» H suatu homomorfisme. Misal € G
dengana™ = I; dan¢@(a) € H dengan [¢(a)]™ = Iy. Akan ditunjukkann

membagim ataum = nq denganmm, n, q bilangan bulat.

pa™) = o)

plaxax..xa)=q@(;)
%(_J
sebanyakn
p(a)cg(a)e..c(a) = o)
sebaﬁgalm
p(@™ = o)

Karenal; identitas diG, di mana bayangan homomorfiknya adatafi;;)

elemen identitas di. Sehingga berakibat ordefa) < m.
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Jadi ordekp(a) berhingga bila ordet juga berhingga.
Misal orderg(a) = n, makan < m, di manan bilangan bulat positif terkecil
yang memenuhip(a)]" = ¢ ()
Selanjutnya, menurut algoritma pembagian, terddgahgan bulatg danr
sedemikian hinggar = nq + r di mana0 < r < n. Selanjutnya,
[p(@]™ = ¢Us)
[e(@)]™*" = o)
[[e(@)]"]? e [e(@)]" = @)
[oUe)]? o [p(@)]" = @) [+ (@(@))" = ¢Us)]
[e(@]" = ¢Us) [ oUs) = In]
Karena0 < r < n dan orderp(a) = n, maka hanya ada kemungkinan= 0
dan dengan demikian = nq. Jadi terbukti bahwa membagim.
Definisi 2.8.7 (Kernel)
Misal(G,*) dan (H,°) grup, jikag : G - H adalah suatu homomorfisme, maka
kernel darip adalah himpunan K yang didefinisikan dengan
K = {k € Glo(k) = I}
dan ditulis dengaker ¢, dengarn; elemen identitas df
(Dummit dan Foote, 2004:75).
Teorema 2.8.8 (Kernel)
Misal(G,*) dan (H,°) grup, jika¢g : G —» H adalah suatu homomorfisme, maka
kernel darip adalah suatu subgrup normaldi

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980:261).
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Bukti:

Misal(G,*) dan (H,°) grup dane : G - H adalah suatu homomorfisme.
Misal I; elemen identitas di dan/y elemen identitas di. Misal K kernel darip
dengark = {x € G; p(x) = Iy}.

Pertama, akan ditunjukkak adalah subgrup dair. Karena bayangan
identitas diG adalah identitas dH, makag(l;) = I;. Akibatnyal; € K dan
dengan demikiai tidak kosong. Misa&, b € K makag(a) = I; dang(b) = Iy
sehingga

p(a*b™") = g@(a)o o)

= ¢p(a) ° [p()]™" [+ (™) = [e®)] ]
= Iy e [Iy]™

=Iyoly [ gl ™ = Ix]

— 1,

Dengan demikiam * b~ € K. Sehinggal subgrup darg.
Selanjutnya, akan ditunjukkdh normal diG. Misal x sebarang elemen di
dank sebarang elemen Hi, makag (k) = I. Oleh karena itu,
pxrkxx") =)o plk) e p(x™)
= () oIy o [p()]™
= @) [p()] ™"
=Ily €K
Makax * k xx™1 € K.
Dengan demikian, karenax k xx~1 € K untuk Vx € G danVk € K, makak

merupakan subgrup normal @i
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Definisi 2.8.9 (Isomorfisme) (Dummit dan Foote, 2004:37)

Pemetaarp : G — H disebut suatisomorfismedanG danH dikatakanisomorfik

atau mempunyai tipe isomorfisme yang sama, dituks H, jika

1. ¢ adalah suatu homomorfisme.

2. ¢ adalah fungsi bijektif.

Contoh 2.8.9

1. Untuk sebarang grup, terdapat isomorfisme dafi ke dirinya sendiri, atau
ditulisG = G.

2. Pemetaan eksponensiadxp : R - R* didefinisikan sebagaiexp(x) =
e*erupakan suatu isomorfisme déR, +) ke (R*,x), karenaexp(x + y) =
exp(x)exp(y) makae*tY = e*e¥.

Teorema 2.8.10 (T eorema | somor fisme Pertama)

Setiap bayangan homomorfik dari suatu grup, isoialengan grup faktornya.

Sebaliknya, setiap grup faktor dari suatu grup atdalayangan homomorfik dari

grup tersebut (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:264)

Bukti:

Misal(G,*) dan (H,°) grup, jikag : G - H adalah suatu homomorfisme,
sehinggad = ¢(G). Misal I; elemen identitas di danl; elemen identitas di.
Misal K = ker ¢, sehinggag(K) = Iy, maka menurut teorema 2.8.8er ¢
adalah subgrup normal dati sedemikian hingg& /K adalah grup faktor dat
oleh K. Akan ditunjukkan bahw& /K = H. Misal u : G/K - H denganu(K *
a) = @(a) untukVa € G. Akan ditunjukkaru suatu isomorfisme.

Pertama, akan ditunjukkan terdefinisi dengan baik. Untuk itu, harus

ditunjukkan bahwa bayangan setiap eleriena di ¢ adalah sama. Dengan kata
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lain, bayangan setiap elemen koget a dari G/K di H adalah sama. Dengan
demikian, untuk sebarang* a € K * a sedemikian hingg& € K, makag(k *
a) =@(k)op(a) =1y °¢@(a) = p(a). Dengan demikian terbukp terdefinisi
dengan baik.

Selanjutnya akan ditunjukkanfungsi satu-satu.

u(K * a) = u(K * b)

(@) = ¢(b)

p(a) o @(b) ~t = @(b) o @(b) ~! [~ kedua ruas dikatp(b) ~1]
p@opd) t=1Iy

plaxb ™) =1y

axb ek [- definisikerg]

K+xa=Kxb ["K*xa=Kxb& a*xb ! €K]

Dengan demikiap merupakan fungsi satu-satu.

Selanjutnya akan ditunjukkanonto. Karena untuk € G, setiap elemel
selalu berbentulp(a). Dan oleh karena itu, untuk setiap elenién a elemen
G /K sedemikian hingga(K * a) = ¢(a), maka jelas bahwa onto.

Selanjutnya, misak * a dankK * b elemen koset di /K, maka
H[(K *a) * (K *b)] = u(K * a*b)

= p(axb)
= ¢(a) > ¢(b)
= u(K * a) o u(K * b)
Maka, jelasu suatu homomorfisme. Karepahomomorfisme, satu-satu dan onto,

makau merupakan isomorfisme. Sehingga terbGtk = H.
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Sebaliknya, misaN subgrup normal daf sedemikian hingg& /N adalah

grup faktor, akan ditunjukkan bahwa= G /N.
Dengan demikian, akan ditunjukkan pemetdanG — G/N dengans(a) = N *
a untukV¥a € G suatu homomorfisme. Misal b sebarang elemea®, maka
6(axb)=N=*ax*b

= (N*a)* (N *b)

=d(a) *6(b)
Jadi,§ merupakan fungsi homomorfisme. Dan lagi, jika& a sebarang elemen
G /N, maka untuk setiap € G berlakué(a) = N * a. Dengan demikiag onto.
Dengan demikianG /N adalah bayangan homomorfik d&ri Sehingga secara
umum, setiap grup faktor dari suatu grup adalalabgsgn homomorfik dari grup

tersebut.

2.9 Direct Product
Definisi 2.9.1 (Direct Product)
Direct product dari dua grup abelian(4,*) dan (B,o) dengan operasix
merupakan himpunan semua pasangan teilrut), dengana € A danb € B
yang diberikan oleh

(aq,b1) X (az,bz) = (ay * az, by © by)
(Cameron, 2004:2).
Teorema2.9.2
Jika G suatu grup abelian berhingga dengan order setydakiua, makaG
isomorfik dengarlirect productdari grup siklik dengan bentuk

G = Zplm X sznz X .. X Zpsns
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di mana untuk setiap p; prima dam; bilangan bulat positif.
Jika grupG mempunyai ordemr, maka
n=p;'py* .pg’
(Clark, 1998:53-54 dan Judson, 1997:193).
Catatan:p; saling relatif prima.
Jadip; bisa diperoleh dari faktorisasi prima dari order:.
Contoh 2.9.2
Misal ¢ = {0,1,2,3,4,5} himpunan bilangan bulat dengan opera&snodulo 6
sedemikian hingga: = Z merupakan grup abelian berorder= 2 - 3. Maka
akan ditunjukkartz isomorfik dengan gruf, x Z; sebagai berikut:

Didefinisikanf:Z, — Z, X Z5 dengaryf (a) = (a mod 2,a mod 3) untuk
Va € Zg. Akan ditunjukkary'(a) = (a mod 2, a mod 3) terdefinisi dengan baik.
Misal a, b € Zg dana = b, harus ditunjukkaita mod 2,a mod 3) =
(b mod 2,b mod 3). Karena diketahut = b maka berlaku

f(a) = f(b)
(amod 2,amod 3) = (b mod 2,b mod 3)
Sehinggd terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya akan ditunjukkafi(a) = (a mod 2,a mod 3) untuk Va € Zg
merupakan homomorfisme. Misat, b € Zg. Akan ditunjukkan f(a + b) =
f(a) + f (D).
f(a+b) = ((a+ b)mod 2,(a+ b) mod 3))

= (amod 2 + b mod 2,a mod 3 + b mod 3)

= (amod 2,a mod 3) + (b mod 2,b mod 3)

=f(a) +£(b)
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Jadif homomorfisme.
Selanjutnyaf:Zs — Z, X Z3 denganf(a) = (a mod 2,a mod 3) untuk
Va € Z¢ diperoleh:
f(0) = (0mod 2,0 mod 3) = (0,0)
f(1) = (1 mod 2,1 mod 3) =(1,1)
f(2) = (2mod 2,2 mod 3) = (0,2)
f(3) = (3mod 2,3mod 3) = (1,0)
f(4) = (4mod 2,4mod 3) = (0,1)
f(5) = (5mod 2,5mod 3) = (1,2)
sehinggaf merupakan fungsi satu-satu onto dan elegrekuivalen dengan

elemenz, X Zs;. Dengan demikiar¥, isomorfik dengarz, X Zs.

2.10 Kajian Subgrup dalam Konsep Islam

Suatu himpunan G dengan operasi biner “*” ataulidi{i@,*) disebut grup
jilka memenuhi empat aksioma, yaitu: tertutup, aasgsmempunyai identitas,
dan mempunyai invers. Sehingga dengan demikianp gnempunyai tiga
penyusun, yaitu himpunan, operasi biner, dan atatan aksioma yang harus
dipenuhi agar menjadi suatu grup.

Perhatikan dua ayat Al-Quran surat Al-Faathir ayadan surat An-Nuur

ayat 45 sebagai berikut:
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Artinya:
“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumiang menjadikan
Malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus dogab macam
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (adg)y@ua, tiga dan
empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa v#ehendaki-Nya.
Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu.”

< ¥

N “
N L)
))

2 J'j/

Artinya:

“Dan Allah telah menciptakan semua jenis hewan dan, Maka

sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atasytnya dan sebagian

berjalan dengan dua kaki sedang sebagian (yang) lberjalan dengan
empat kaki. Allah menciptakan apa yang dikehenbligia; Sesungguhnya

Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu.”

Pada kedua ayat di atas, pertama, dalam QS AliFastit 1 dijelaskan
makhluk yang disebut malaikat. Malaikat ini terbaggnjadi tiga kelompok, yaitu
kelompok malaikat dengan dua sayap, malaikat detigarsayap, dan malaikat
dengan empat sayap. Sedangkan dalam QS An-Nuu#Aaydijelaskan makhluk
yang disebut hewan, yang kemudian terbagi menigalikelompok, yaitu hewan
yang berjalan di atas perutnya, hewan yang ber@dgsmgan dua kaki, dan hewan

yang berjalan empat kaki. Kedua kelompok terselapiat digambarkan sebagai

berikut:
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Malaikat _
Malaikat

dengan
2 sava

Malaikat
dengan
4 saval

Malaikat
dengan
3 saval

Gambar 2.10.Himpunan Malaikat

hewan

hewan

perut

hewan

2 kaki

hewan

yang yang yang
berjalan berjalan berjalan
di atas dengan dengan

4 kaki

Gambar 2.10.Himpunan Hewan

Abdussyakir (2007) menjelaskan dalam kedua ayaitas, yaitu QS Al-
Faathir ayat 1 dan QS An-Nuur ayat 45, terdapatsépnmatematika yang
terkandung di dalamnya, yaitu sekumpulan atau eak@bk objek-objek yang
mempunyai ciri-ciri yang sangat jelas. Inilah yatedam matematika dinamakan
dengan himpunan.

Kemudian perhatikan ayat Al-Qur'an surat An-Najmaiay5 dan Adz-

Dzaariyat ayat 49 sebagai berikut:

s9E
43‘)

lee e
Sy, ) e . P
G @Y SV s Gle
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Artinya:
“‘Dan bahwasanya Dialah yang menciptakan berpasaagamgan pria
dan wanita.”
AL SO ) PR AR, .
Q}f&ﬂd&jJW;&df:w)
Artinya:

“Dan segala sesuatu Kami ciptakan berpasang-pasangapaya kamu

mengingat kebesaran Allah.”

Surat An-Najm ayat 45 menjelaskan bahwa manusiptdi@an berpasang-
pasangan, yaitu sepasang pria dan wanita. Kemsdiat Adz-Dzaariyat ayat 49
menjelaskan lebih jauh bahwa bukan hanya manusiag ydiciptakan
berpasangan, tetapi segala sesuatu di dunia i@ ¢igptakan Allah secara

berpasang-pasangan. Hubungan ini dapat digambsaekemai berikut:

berpasang*
pasangan

manusia

e pria
berpasangan
dengan

wanita

Gambar 2.10.®perasi Biner pada Manusia

berpasang*
pasangan

hewan

* hewan jantan
berpasangan
dengan

hewan betina

hewan e * hewan
jantan betina

Gambar 2.10.0Dperasi Biner pada Hewan
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Hubungan ini jika ditulis secara matematis menjadi:
(pria,wanita) = pria berpasangan dengan wanita
(Jantan,betina) = jantan berpasangan dengan betina

Dalam matematika, hubungan atau relasi ini seaad lumum ditulis
sebagak (a,b) = a * b, di mana “ * “ merupakan fungsi yang memetakanb)
anggota suatu himpunah ke a x b anggota himpunad X A. Sehingga dalam
QS An-Najm ayat 45 dan QS Adz-Dzaariyat ayat 48efeut terdapat konsep
matematika yang terkandung di dalamnya, yaitu fuygsg memetakan satu
himpunan ke himpunan yang lain, yang dalam halinteraksi antar makhluk
sejenis, berupa berpasang-pasangan. Inilah yangmdahatematika dikenal
sebagai operasi biner.

Selanjutnya perhatikan ayat Al-Qur'an surat Ali ¢mrayat 190-191
sebagai berikut:
VT Y Ty ST alinty o sl ks 5 2.

e

vl" k! O)J—"""-L*’) v—é’;—* J—% ‘Jydj Lo...o.% A j.:_? ;y,dl )

<

T O Cas Slaszl, ot 1k L3S G /“;up)y@;)wT

)
N

\l\é
\\,

Artinya:

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, siih bergantinya
malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orangagrang berakal.
(yaitu) Orang-orang yang mengingat Allah sambildigratau duduk atau
dalam keadan berbaring dan mereka memikirkan tentpenciptaan
langit dan bumi (seraya berkata): "Ya Tuhan KamiadBlah Engkau
menciptakan ini dengan sia-sia, Maha suci Engkak#Maeliharalah
Kami dari siksa neraka.”

Dari ayat A-Qur'an surat Ali Imron ayat 190-191 dias, dijelaskan

mengenai sekelompok manusia yang disebiul Albab (orang-orang yang
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berakal). Kelompok ini bisa disebut sebagdil Albab jika orang-orang dalam
kelompok tersebut memenuhi beberapa sifat, yaihargeasa mengingat Allah,
baik dalam keadaan berdiri, duduk, atau berbarday) memikirkan tentang
penciptaan langit dan bumi dengn keyakinan bahwauaetu tidaklah sia-sia.

Dengan demikian dalam ayat Al-Qur'an surat Ali Imrayat 190-191 di
atas, terdapat konsep matematika yang terkandudglamnnya, yaitu sifat yang
harus dipenuhi agar suatu kelompok dapat diselaitiskelompok yang tertentu
atau kelompok uang lebih khusus lagi. Inilah yamdaoh matematika dikenal
sebagai aturan atau aksioma yang harus dipenuli sagdu kelompok atau
himpunan dapat dikatakan sebagai suatu grup.

Dari ketiga uraian di atas, yaitu mengenai himpuraperasi biner, dan
aturan atau aksioma suatu grup tertentu, jika &etig dipenuhi maka jadilah
suatu grup tertentu tersebut. Sebagai contoh sebaga disebutkan sebelumnya
yaitu grupulul albah

Ulul albab awalnya merupakan himpunan manusia yaaiing
berinteraksi. Namun di samping berinteraksi selmagaa manusia lainnya,
mereka juga senantiasa mengingat Allah, baik d&leedaan berdiri, duduk, atau
berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan leshait bumi dengan keyakinan
bahwa semua itu tidaklah sia-sia. Inilah yang metakan mereka dengan
manusia lain, sehingga mereka dapat disebut ulblabal sebagaimana

digambarkan sebagai berikut:
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manusi

menginga .H
Allah

Gambar 2.10.%rup Ulul Albab

memikirkan
fenomena

Dengan demikian dapat dilihat perbedaan sifat ypghas antara Ulul
Albab dengan manusia biasa pada umumnya. Kareearseg yang senantiasa
mengingat Allah belum tentu merupakan seorang Wibab, begitu juga
seseorang yang memikirkan fenomena belum tentutedimasuk Ulul Albab.
Tetapi seseorang yang sudah disebut Ulul Albab peagt orang yang senantiasa
mengingat Allah dan memikirkan fenomena.

Kemudian perhatikan ayat Al-Qur’an surat Al-Infitreyat 7 berikut:
12 G a G308 SEls ol

Artinya:
“Yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakgadienmu dan
menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang.”
Ayat di atas, yaitu QS Al-Infithar ayat 7 menjelaskbahwa tubuh
manusia terdiri dari penyusun yang seimbang. Lghith, Wibowo (2008)

menyebutkan bahwa penyusun tubuh manusia ini tefdir berbagai organ. Di

mana organ-organ yang berbeda akan bekerja samdantrk sistem-sistem
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organ. Sistem organ dalam tubuh manusia ini adambBzam dan dapat

digambarkan sebagai berikut:

Ket:

1 = sistem otot

2 = sistem kulit

3 = sistem hormon
4 = sistem ekskresi

5 = sistem reproduksi

6 = sistem pernapasan
o e o 7 = sistem peredaran darah

8 = sistem peredaran limfa

9 = sistem imun

10 = sistem pencernaan

11 = sistem rangka

12 = sistem saraf

13 = gen (elemen sama yang

menyusun semua sistem)

tubut

Gambar 2.10.&istem Organ dalam Tubuh Manusia sebagai Sub-Tubuh,
Gabungan Beberapa Organ Tubuh yang Bekerja Sama

Tiap sistem organ sebagai sub-tubuh tersebut meyapsifat yang sama
dengan tubuh secara umum, yaitu merupakan unsunjery aktifitas manusia.
Dengan demikian, dalam QS Al-Infithar ayat 7 teatadfonsep matematika yang
terkandung di dalamnya, yaitu sub-kelompok yang jongmenuhi sifat kelompok

induknya. Inilah yang dalam matematika dikenal @engubgrup.
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PEMBAHASAN

Lemma Goursat mendeskripsikan subgrup dari direct product dalam bentuk
subgrup normalnya secara individu. Sebelum dibahas mengenai Lemma Goursat,
terlebih dahulu akan ditunjukkan direct product grup G; X G, merupakan suatu grup.

Akan ditunjukkan bahwa untuk (Gq,*) dan (G,,°) grup, maka (G, X G,,00)
merupakan grup. Di mana untuk setiap a,;,a, € G; maka a, * a, € G,, dan untuk
setiap by, b, € G, maka b, ° b, € G,, dengan didefiniskan G, X G, = {(a,b)|a €
Gy; b € Gy}

Didefinisikan operasi 0 pada G; X G, yaitu (a,, b,)0(a 5, b,) = (a; * az, by ©
b,). Sebelumnya, akan ditunjukkan bahwa (a,,b,)0(a,, b,) = (a;, * a,, by ° by)
terdefinisi dengan baik. Harus ditunjukkan bahwa f: (G, X G,) O (G; X G,) = G, X
G, merupakan suatu fungsi. Misal (aq, by)O(ay, by), (a;’,by)O(ay’, by') € (G; X
G,) 0 (G, X G,) dengan (ay,by)d(a,, b,) = (a,’,b;)0(ay’,b,"), maka harus
ditunjukkan f[(ay, by)0(ay, by)] = fl(ai’, by HO(a,’, by")]

Dengan menggunakan definisi f dan karena
(ay, b)a(ay, by) = (a;’,b;NB(ay’, by")

(a, * az, by o by) = (a;' *ay’, by o by")
[(a1, b1)D(az, by)] = fl(a', by )B(az", by )]
Dengan demikian o merupakan suatu fungsi, sehingga O terdefinisi dengan baik di

Gy X G,.
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Untuk menunjukkan bahw&; X G, merupakan suatu grup, pertama akan
ditunjukkan untukG,; x G,tertutup terhadap operasidi G; X G,.
Diketahui untuk setiam,,a, € G; maka a; * a, € G;, dan untuk setiap
b,b, € G, maka b,°b, €G,. Misal (aq, b;)dan(a, b,) € G, X G,, akan
ditunjukkan(a4, b;)0(a,, by) € G, X G,. Karena
(ay, by)0(ay, by) = [(aq * az), (by ° by)]
= (a, *ay, by o by) € G, X G,
Dengan demikiam tertutup diG; X G,.
Kedua, akan ditunjukkarassosiatif diz; X G,. Misal (a4, b;), (a,, b;) dan
(a3, b3) € Gy X G,. Akan ditunjukkan
(ay, by)0O(ay, by)]0(as, bs) = (a1, by)0[(az, bz)O(as, bs)].
Karena
[(a1, b1)O(az, by)]0(as, bs) = [(a1 * az), (by ° by)]0(as, bs)
= [(ay * az * az), (by © by ° b3)]
= (ay, by)O[(a; * az), (b, © b3)]
= (ay, by)O[(az, by)o(as, bs)]
Dengan demikiamy assosiatif dG; X G,.
Ketiga, akan ditunjukkan bahwa terdapatelemen i@dentterhadapo di
G, X G,. Misal (a, b) € G; X G, dan misall, elemen identitas di,,danl, elemen
identitas diG,. Akan ditunjukkan terdapat elemen identifgs= (1,,1,) di G; X G,

yang memenuhia, b)ol, = I 0(a, b) = (a, b).
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I, elemen identitas di,, berarti untukva € G,berlaku
LA B R A7 T 1B.

I, elemen identitas df,, berarti untukvb € G, berlaku

Karena elemerd;; X G, merupakan pasangan terurut dan ka@ep&, grup,
maka untukva € G,,b € G,, dengan melihat persamaan (3.1) dan (3.2), maka
berlaku
(a,b) =(a*1,bol)

— Gmmloi o BRI s AR (3.3)
dan berlaku
(a,b) =(U,*a,l,ob)

SN N (i) e . - S SRR ... (3.4)
Sehingga dari (3.3) dan (3.4) diperoleh

(a,b) = (a,b)u(,,1,) = (I,,1,)a(a, b)

Dengan demikian diperoleli,,I,) = I;. Sehingga terdapat, = (I,,1,) sebagai
identitas diG; X G,.

Keempat, akan ditunjukkan bahwa setiap elemen pumyers diG; X G,.
Misal (a, b) € G, X G,. Misal I, elemen identitas di; sehinggaa™! invers daria
terhadapx di G,, dani, elemen identitas di, sehingga~! invers darib terhadap
di G,. Akan ditunjukkan terdapdia, b)~! invers sebarang elemén, b) di G; X G,

sehingga dipenul{ia, b)a(a, b)™! = I.
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Telah diketahui sebelumnya bahiwe= (1., 1,). Maka
(A, D)O(A, D) T = I s (3.5)
Selanjutnya,

(a,b)o(a b1 = (axa~L,bob1)

Sehingga dari (3.5) dan (3.6), dengan menggunaldamni kanselasi kiri diperoleh
(a,b)a(a,b)™t = (a,b)a(a™,b™1)

Jadi(a,b)™! = (a7, b™1). Sementara itu,

@5 T o) =i . S T N L Y e e 3 (3.7)
Selanjutnya,

(e, b Ho(a,b) =(axat,bob™1)

Sehingga dari (3.7) dan (3.8), dengan menggunaildam kanselasi kanan diperoleh

(a,b) 'a(a, b) = (a1, b~HO (a, b)

Jadi(a,b)™t = (a”%, b7 D).

Dengan demikian, terdapat invers dari setiap elerteb) di G; X G, Yyaitu

(a~1,b™1). Karena keempat aksioma terpenuhi, méka G, merupakan suatu grup.
Selanjutnya akan diselidiki apak#&h x G, merupakan grup abelian. Karena

dalam penelitian ini dibatasi setiap grup penyuspuap direct product G; X G,

merupakan grup siklik, maka jelas bahwa setiap gerpyusunnya merupakan grup
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abelian. Selanjutnya akan diselidiki apakah urGk*), (G,,°) grup abelian, maka
(G, X G,,0) juga merupakan grup abelian. Di mana untuk setiap, € G; maka
a, * a, = a, * a, € G, dan untuk setiap,, b, € G, makab; c b, = b, o b; € G,.
Misal (a1,by), (az, by) € G; X G, akan ditunjukkan bahwa

(aq,b1)a(ay, by) = (a,, by)O (aq, by). Karena
(ay, by)0(ay, by) = (ay * az, by ° by)

= (a, *a;, by o by)

= (az, by)o (ayq, by)

Dengan demikian terbukti bahwi x G, merupakan grup abelian.

Lemma3.1 LemmaGour sat

Misal G,G, grup, dan misal H subgrup dari G; X G, sedemikian hingga
kedua fungsi p;: H —» G, dan p,: H = G, surjektif. Misal N, kernel dari p,
dan N, kernd dari p;. Sehingga dapat diidentifikas N; sebagai subgrup
normal dari G; dan N, sebagai subgrup normal dari G,. Maka bayangan H
adalah G, /N; % G, /N, yang merupakan graf isomorfisme G, /N; = G,/N,
(D. Anderson, 2009:1).

Bukti :

Bukti dari Lemma Goursat akan dibahas bersamaan dengan penerapannya
pada grups; X G, sebagai berikut.

Misal (G1,*) dan(G,,°) grup, (G, X G,,0) grup hasildirect product dari G,

danGz, H< Gl X Gz dengaFH = {(a, b)la € Gl; b€ Gz}
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Diberikan fungsi

p1:H — G, dengarp,(a, b) = a onto,ker p; = N, < G,.
p,:H — G, dengarp,(a, b) = b onto,ker p, = N, 2 G, .
ker p; = N, 2 G, berarti untukvb € G, berlakub e N, = N, o b
ker p, = N; 2 G, berarti untukva € G, berlakua * N; = N; * a
Dengan demikian
p1(BW 3G, LA NI AN Rt L RN (3.9)
P DY NI £ A T, S S SOC S S ., S SR W, (3.10)
A (HDN RGOS s . L R L S e e (3.11)
=" o M. T R{A R IR~ (3.12)

Akan ditunjukkan bayangai adalahG,/N; X G,/N,.

Sebelumnya akan ditunjukkan danp, merupakan homomorfisme. Pertama,
akan ditunjukkarnp, danp, merupakan fungsi yang terdefinisi dengan baik.aMis
(a4,b1), (az, by) € H dengan(aq, b;) = (ay, by). Harus ditunjukkanp;(a;, b;) =
p1(az, by).

(aq,by),(ay, by) € H berarti a,,a, € G;. KarenaG,; grup, maka terdapat
a,”! € G, sehingga berlaka, * a,”! € G,. Karena(ay, b;) = (a,, b,), ini berarti
bahwa untuld, elemen identitas di; berlaku
a, xa, ' =1,
a,xa; txa, =1, *a,

a,*xI=1,+*a,
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a; = a,
p1(ay, by) = pi(az, by)
Sehinggep; terdefinisi dengan baik.

Sedangkan untuk menunjukkam, terdefinisi dengan baik, untuk
(a4,by), (az, by) € H dengan(a,, b;) = (a,, b,), harus ditunjukkan p,(a;,b;) =
p2(ay, by).

(ai, b1),(az, by) € H berarti by, b, € G,. KarenaG, grup, maka terdapat
b, € G, sehingga berlak, o b,”" € G,. Karena(ay, b;) = (ay, b,), ini berarti
bahwa untuld, elemen identitas di, berlaku
byob, ' =1,
byob, tob, =1 0b,

blolozloobz

p2(ay, b1) = p2(az, by)
Dengan demikiap, juga terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya akan ditunjukkam, danp, homomorfisme. Misahk,, a, € G,
dan by, b, € G,. KarenaG,; grup, makaa, * a, € G; dan karenaG, grup, maka
by © b, € G,. Dengan demikian berlaku
p1l(as, b1)o(az, by)] = py(ay * az, by © by)

=a; *a,

= p1(as, by) * p1(az, by) , dan
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pzl(as, by)O(az, by)] = pz(ay * az, by © by)

= b, ob,

= p2(ay, by) © pz(az, by)
Jadip, danp, merupakan homomorfisme.

Karena p; homomorfisme danker p; = N,, berdasarkan teorema kernel

(2.8.8) makav, normal diH yang berarti bahwa untuk setigp, b) € H berlaku
(a,b)aN, = N,0O(a, b)
yang juga berarti bahw¥é, normal diG; X G, untuk setiam € G, danb € G,.
Dan juga kareng, homomorfisme darker p, = N;, berdasarkan teorema kernel
(2.8.8) makav; normal diH, yang berarti untuk setiapa, b) € H berlaku
(a,b)aN; = N;O(a, b)
yang juga berarti bahw¥, normal diG; X G, untuk setiam € G; danb € G,.

Dengan demikian menurut Teorema Isomorfisme Pertkerango;: H — G,
homomorfisme dengai/ < G, X G,, dan N, normal di G; X G, sehingga(G; X
G,)/N, merupakan grup faktor, maka diperoleh
(G; X G N = G s e e e . ... (3.13)
Dan karenap,:H — G, homomorfisme denga#l < G, X G,, dan N; normal di
G, X G, sehinggd G, X G,)/N; merupakan grup faktor, maka diperoleh
(G X G2) NG 2= Gttt e e et e e e et ee e e e e nntaeeeeaane (3.14)

Sementara itu, untuk'a € G;Vb € G,, I, elemen identitas dG;, danl,
elemen identitas df,. UntukN; X I, < G; X G, berlaku

(N,,1.)0(a,b) = (Ny * a, I, o b) = (a * Ny, b o 1) = (a,b)a(Ny, I.)
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sehinggaV; x I, normal diG; X G,.
Dan untukl, x N, < G; X G, berlaku

(L, Np)a(a,b) = (I * a,N, o b) = (@ * L, b o N,) = (a,b)a(lL,, Ny)
sehinggd, X N, normal diG; X G,.

Akan diselidiki apakahv; x I, = N, sertal, X N, = N, dengan menyelidiki
apakahu,; danu, berikut merupakan isomorfisme di mana
Uy: Ny x I, = N; yang didefinisikan dengan (n4,1,) = ny; Vn, € Ny
U,: 1, X N, - N, yang didefinisikan dengan, (1,,n,) = n,; Vn, € N,

Pertama, diselidiki lebih dulu,: N; x I, = N; dengarnu;(n4,L.) = ny;¥n, €
N,. Misal (ny4, ), (n43, L) € N; X I, dengann;4,1,) = (nq3, L.).
Karena(n,4,1,) = (n4,, [,) berarti bahwa
ny xnp =1
Ny = Ny2
(g, L) = pa (e, L)
sehinggau, terdefinisi dengan baik. Dan karena untt € N; terdapat(n,,l,) €
N; X I, sedemikian hingga, (nq, I,) = n,, makay, onto. Kemudian misat,;,n,, €
N;. Karena N; subgrup normal dariG; maka ny; * ny, € N;, sehingga untuk
(ny11,1.), (n45, 1) € Ny X I, berlaku
pa[(n1y, 102, )] = (g1 * np, Lo L)

= 1 (N11 * N1z, L)
=MNqq * Ny

= 1 (Ngq, L) * py (g2, 1)
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Sehinggau; homomorfisme. Kareng, homomorfisme untuk
p1 (a1, L),y (Mg, 1) € Ny di mangu; (nyq, L) = py(naz, 1) maka
(g, L) = py(nyp, 1)

Nip = Ny2

ny1 * Nyt = Iy, € py(ker py); Iy, elemen identitas dv,
1~ (g * g ™Y = Iy xp; In, <, €lemen identitas diy x I,
(nq1 *nyp 74 L) = In,xi,

(nq1,1)a(ng 7 L) = Iy i,

(11, 1.)0(42, 1) = Iy 1,

(11, 1.)0(n412, 1) "0 (43, L) = Iy, x,0(112, 1)

(M1, 1)8 Iy x1, = Inyx1,0(M12, 1)

(n11, 1) = (N2, 1)

Dengan demikiany fungsi satu-satu. Karenghomomorfisme, onto dan satu-satu
maka p: Ny X I, = N; dengany,(nq,1,) = ny;Vn, € N; merupakan isomorfisme

dan diperoleh

Selanjutnya diselidiki,: I, X N, - N, yang dengamn,(l,,n,) = n,;Vvn, €
N,. Misal (I,,n57), (I,,ny;) € I, X N, dengan(l,, n,;) = (I,,ny3).
Karena(l,,n{,) = (I, ny,) berarti bahwa
Ny o 't =1,
N1 = N2

Uz (I, npq) = pa (1, nypp)
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sehinggau, terdefinisi dengan baik. Dan karena unt, € N, terdapat(l,,n,) €
I, X N, sedemikian hinggau,(l,,n,) =n,, maka u, onto. Kemudian misal
n,q,Ny, € N,. KarenaN, subgrup normal dars, makan,, o n,, € N,, sehingga
untuk (I,,ny,), (1,,ny,) € I, X N, berlaku
pz [(L, na) 1, naa] = pa (L * 1, Mg © Ng3)
=z (1, 21 ° N33)
=MNg3yq °Nyy
= (L, M21) * Pz (Lh, M22)
Sehingga u, homomorfisme. Dan untuku,(I,,nyq) * uy(I,,ny2) € N, di mana
Uy (1, ny1) = py (I, ny,) maka berlaku
po (Lo, 1) = pp (1., m33)
N1 = N2
Ngp 0Ny~ t = Iy, € pp(ker py); Iy, elemen identitas dv,
tyt(npy 0 npp™t) = I« I.xn, €lemen identitas di x N,
(Longy o™ ) = I«
(L, n20)0(., 1227 ") = It xn,
(L, n21)0(L, np2) " = I xw,
(Lo 1121)0(1, 192) " 0 Mp2) = I xn, 01 122)
(L., n21)00 xn, = I xn, 0, 122)

(I.,n21) = (I, n32)
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Dengan demikiam, fungsi satu-satu. Kareng homomorfisme, onto dan satu-satu
maka p,:I, x N, - N, yang dengan u,(l,,n,) =n,;¥n, € N, merupakan

isomorfisme dan diperoleh

Selanjutnya perhatikan kembali (3.13) dan (3.14)saM(a,b) € G, X G,
berartia € G; danb € G,. KarenaG,, G, grup abelian maka untuk setiap a, € G,
terdapata,~! € G, sehinggaa, *a,”! = a,”! * a; € G; dan untuk setiap,, b, €
G, terdapath, ' € G, sehinggab, ob, ' =b, 'ob; €G,. Sehingga dengan
demikian berlaku
(G1 X G3)/N;, = (a,b)oN,

= (a,b)a(,, N,)

= (ax*1,boN,)

= (a,boN,)

=SNG /NG Y. £ A i .. (3.17)
(G, X G3)/N; = (a,b)aN,

= (a,b)a(Ny, L)

=(a*Ny,bol,)

= (a* Ny, b)

S (G1/N1) X Gttt (3.18)

Dari (3.13) dan (3.17) diperoleh

Gy X (G /N3) 2 Gy vovvereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s ee e veseane s e s s s e ese s ereeees (3.19)
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Dan dari (3.14) dan (3.18) diperoleh

(G /ND) X G 2 Gy eooeeeeeeeeeeeee e eeeeeee e s seese e ee s ee e es s er e ee e (3.20)

Perhatikan lagi (3.19)

G, X (G,/N,) = Gy

Gy X (G, /Ny) X I, = Gy X I, [+ mengalikan kedua ruas dendah
Gy X ((Ga/Ny)ol,) = Gy X I,

Gy X (G3/N,) = Gy X1,

G,/N, =1, [+ hukum kanselasi kiri]

Dengan demikian diperoleh

Perhatikan juga (3.20)

(G1/Ny) X G5 = G,

I, X (G;/N;) X G, = I, X G, [ kedua ruas dikalikan denga
(L * (G1/N1)) X G, = I, X G,

(G1/Ny) X G, =1, X G,

G/N; =1, [+ hukum kanselasi kanan]

Dengan demikian diperoleh

Dari (3.10) dan (3.22) diperoleh

pl(NZ) = I,
G]_/Nl = pl(NZ) < Gl ............................................................. (323)
G, /N, =1,
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Dan dari (3.12) dan (3.21) diperoleh
p2(Ny) =L

Gz/Nz = pZ(Nl) < Gz ............................................................ (324)
G,/N, =1,
Sehingga dari (3.23) dan (3.24) diperoleh
Gy/N; < G

(G1/N1) X (G3/N2) S Gy X Gy oeeneveeeiieiie i e, (3.25)
G,/N, < G,

Dengan demikianH subgrup dariG; X G, dapat direpresentasikan oleh
G,/N; X G,/N,.

Selanjutnya akan diselidiki hubungan ant&{@N, danG,/N,. Didefinisikan
suatu fungstp: G, /N; = G,/N, denganp(a * N;) = b o N,; Ya € G,,b € G,. Akan
diselidiki apakahp merupakan suatu isomorfisme.

Pertama, akan ditunjukkap: G,/N; = G,/N, dengang(a * N;) = bo N,
merupakan fungsi yang terdefinisi dengan baik. belb@ya misal terdapat suatu
fungsi f: G; - G, homomorfisme dengafi(a) = b;Va € G, b € G, di mana untuk
Vay,a,Gq; by, by € G, berlaku f(a, * a;) = by o b, = f(ay) o f(ay). Misal ay *
Ny,a; * N; € Gi/N; di mana a;, * Ny = a, * N; dan misal by,b, € G,. Akan
ditunjukkang(a, * N;) = ¢(a, * N;). Karena
a; * Ny = ap * Ny
a, xa,” =1, €Ekerf
flaixa;™") =1,
fla)) e f(a,”) =1, [+ f homomorfisme]

fla)e[flad]™ =1
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byo (b))t =1,
by o (b)) eb, =1, 0b,
by o [(by) " eby] =1, 0b,

blolozloobz

by o N, = b, o N,[+ kedua ruas dioperasikan terhadgp
®(a * Ny) = ¢(az * Np)
Dengan demikianp terdefinisi dengan baik. Dan karena untéko N, € G,/N,
terdapat * N; € G,/N; sedemikian hingga(a * N;) = b o N,, makag onto.
Selanjutnya misala; * N;,a, * N; € G;/N; dan b; e N,,b, o N, € G,/N,
berlaku
@[(ay * Np) * (az * N1)] = @[(a; * az) * Ny ]
= (byoby) o N,
= (by o N3) o (b; o N)
= @(ay * Np) o p(a; * Ny)
Dengan demikiap merupakan homomorfisme.
Selanjutnya misala, * Ny,a, * N; € G;/N; dan ¢(a, * N;),p(a, * N;) €
G, /N, di manag(a; * N;) = ¢(a; * N;). Untuk menunjukkarp merupakan fungsi
satu-satu, maka harus ditunjukkan * N; = a, * N;. Sebelumnya misal terdapat
suatu fungsif: G; —» G, homomorfisme dengafi(a) = b;Va € G1,b € G,. Karena

berlaku
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@(as * Ny) = p(az * Ny)
by oN, = b, o N,

byob,™" =1, € f(ker f)

fHbyob ) =1

fHb) * f b ) = 1 I f homomorfisme]
F(bD] ™ * [f(b, D]t =L

FBOI™ * [[f b = 1.,

[f ()] * f(bo) = L

al‘1 *xa, =1,

a; *a; txa, =ag *1,

(ap*a; D*a, =a; *1,

I, xa, = a4 * I,

az — a1
a1 = az
a; * Ny = a, * N; { kedua ruas dioperasikan terhadgp

Sehinggap merupakan fungsi satu-satu. Kargmaonto, homomorfisme, dan satu-
satu, maka ¢:G,/N, » G,/N, dengan ¢@(a*N;)=beoN,; Va € G;,b € G,
merupakan fungsi isomorfisme. Dengan kata (gifiv; = G,/N,.

KarenaH subgrup darG; x G, dapat direpresentasikan oléh/N; X G,/N,,
dan hubungart; /N, danG,/N, dapat dinyatakan dengd#h/N; = G,/N,, dengan
demikian H dapat dicari dengan mencari himpunan yang sesraah banyaknya

isomorfisme yang terjadi dafi, /N, ke G, /N,.
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Berikutnya, didefinisikan suatu himpunaf, yang merepresentasikan

isomorfisme yang terjadi dafi, /N; ke G,/N,, dengan
Hy, ={(a,b) € G; X Gy|@p(a* N;) =boNy;a € Gy;b € Gy}
Akan diselidikiH, merupakan subgrup da X G,.

Sebelumnya akan ditunjukkan bahig tidak kosong. KarenH, merupakan
pasangan terur\t, b) di manaa € G;; b € G,. Karena
G, grup makd, € G,

JadiG; # @

G, grup makd, € G,

JadiG, # @

KarenaG, # @ danG, # @, makaH, = {(a,b) € G; X G,} # @. Dengan demikian
H, bukan himpunan kosong.

Untuk menunjukkanf, subgrup darit; X G,, maka harus ditunjukkafi,,
memenuhi kondisi perlu dan cukup ba@j X G,. Misal (aq,bq),(az, b;) € H,
berarti a,,a, € G; dan by, b, € G,. Karena G, grup, maka terdapat, ! € G,
sehinggaa, * a,”! € G,. Dan karenaG, grup, maka terdapdi, ' € G, sehingga
by o b,” " € G,, sehingga berlaku
el(ay * a;™") * Ni] = @[(ay * Np) * (a7 * Np)]

= @(a; * N) o p(a; "' * Ny)
= @(ay * Ny) o p[(az * Ny)™']
= @(ay * Ny) o [p(ap * N ™

= (byoNy) o (byoN,)™t
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= (byoNp) o (b " o Ny)
= (by e bz_l) o N,

Dengan demikian terbukti bahvig, subgrup dari; X G,.

Berdasarkan pembahas&emma Goursat di atas, ada dua kondisi yang
dideskripsikarLemma Goursat terhadap grug; X G, sebagai berikut:

Misal (G;,*) dan(G,,°) grup danV; < G, danN, 2 G,, maka

1. MisalH < G; X G,
p1:H — G; dengarp,(H) = G, onto di manger p; = N,; N, 2 G,

p,: H = G, dengarp,(H) = G, onto di manger p, = N;; N; 2 G,
Maka bayanga# adalahG,/N, X G,/N,.

2. HubunganG,/N; danG,/N, dapat dinyatakan oleh fungsi isomorfisme
¢:G,/N; =» G;/N; dengan ¢(a*N;)=boN, untuk Vac€Gy;bEG,.
Sehingga H dapat dinyatakan oleh himpunan yang merepres&atasi
isomorfisme dariG,/N; ke G,/N,, yaitu H, = {(a,b) € G; X Gy|p(a * N;) =
bo Ny a € Gy;b € G,} subgrup dariG, X G,. Di mana elemert{, ekuivalen
dengan elemei&,/N; X G,/N,, sehingga semua subgrup déyix G, yaitu H
termuat dalam bentul,,.

Selanjutnya akan diberikan beberapa contoh penetagama Goursat untuk
grup direct product rank dua dengan penyusun berupa grup siklik untasusk

generator yang berbeda-beda.
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Contoh 3.1:
KasusZ, X Z,
Misal G, = Z, = {0,1} danG, = Z, = {0, 1} merupakan grup bilangan bulat

modulo 2.

Tabel 3.1 Subgrup dafi, = Z, = {0,1} danG, = Z, = {0,1}

Subgrup darG; = Z, = {0,1}
Gy N, Gy /Ny Order
Ly = {6' i} L, = {6' i} Ly[Z, = {{6' i}}
Z, = {0,1} {0} Z,/{0} = {0}, {1}} 2
{0} {0} {03/{0} = {0}
Subgrup dart, = Z, = {0,1}
G, N, G,/N, Order
Z, = {0,1} Z, = {0, 1} L/, = {{0,1}} 1
Z, = {0,1} {0} Z,/{0} = {{0}, {1}} 2
{0} {0} {0}/{0} = {0} 1

Sumber: Kristina Kublik, 2009, diolah.

Dengan demikian, isomorfisme yang terjadi dgiiN; ke G, /N, adalah sebagai
berikut:
Isomorfisme grup faktor ber-order satu yaitu:
() @1:Z2/Z; - L,/ T,
di manag,:[0,1] - [0, 1]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (0,1),(1,0), (1, 1)} = Z, X Z,
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(i) @2:2,/Z; — {03/{0}

di manag,: [0,1] — [0]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0),(1,0)} = (< 1 >,0)
(il)) p3:{0}/{0} - Z,/Z,

di manags: [0] — [0, 1]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0),(0,1)} = (0,< 1 >)
(iv) 4:{0}/{0} - {0}/{0}

di manag,: [0] — [0]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0)}
Sedangkan isomorfisme grup faktor ber-order dutuyai

¢s:Z,/{0} > Z,/{0}

amenen: 1] [}

Sehingga subgruf,,. = {(0,0), (1,1)}

Dengan demikian, terdapat satu buah subgrup yaperaleh yaituH, =

{(0,0),(1,1)}, yang tidak akan dapat diperoleh dengan menggurdikect product
langsung Diagranattice Z, danZ,. Sehingga Diagrarnattice dariZ, X Z, adalah

sebagai berikut:
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Contoh 3.2 :

Kasusz, X Z3

Misal G; = Z, = {0,1} merupakan grup bilangan bulat modulo 2 dzn=

Gambar 3.Diagram LatticeZ, X Z,

Z5 = {0,1, 2} merupakan grup bilangan bulat modulo 3.

Tabel 3.2 Subgrup dafi, = Z, = {0,1} danG, = Z; = {0,1,2}

Subgrup dari; = Z, = {0, 1}
G, Ny G1/N; Order
Z, = {0,1} Z, = {0,1} Z,/Z, = {{0,1}} 1
Z, = {0,1} {0} Z,/{0} = {{0}, {1}} 2
{0} {0} {0}/{0} = {0} 1
Subgrup darG, = Z; = {0,1,2}
G, N, G,/N, Order
Z; ={0,1, Z; ={0,1,2} Z3/Z3 = {{0,1,2}} 1
Z3 = {0,1,2} {0} Z3/{0} = {{03}, {1},{2}} 3
{0} {0} {03/{0} = {0} 1

Sumber: Kristina Kublik, 2009, diolah.
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Jadi, isomorfisme yang terjadi d&ki/N; ke G,/N, adalah sebagai berikut:

Isomorfisme grup faktor ber-order satu yaitu:

(i)

(ii)

(iif)

(iv)

©1: Ly [ Ly - 13 ] Z3

di manag,:[0,1] - [0, 1, 2]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (1,0),(0,1), (1,1),(0,2), (1,2)} = Z, X Z3
P2 Ly /Ly — {0}/{0}

di manag,:[0,1] - [0]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (1,0)}

03:{0}/{0} - Z3/Z;

di manag,:[0] - [0, 1, 2]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (0,1), (0, 2)}

@4: {0}/{0} - {0}/{0}

di manag,: [0] - [0]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0)}

Dengan demikian Diagraimttice dariZ, X Z; sebagai berikut:

H 1

Pa

Gambar. 3.Diagram Lattice Z, X Zs

80
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Dari gambar di atas, ternyata Diagraattice yang diperoleh sama dengan hasil
perolehardirect product DiagramLattice Z, danZ. Jadi terlihat bahwa penggunaan
Lemma Goursat berlaku juga untuklirect product grup dengan generator berfaktor
pembagi prima.

Contoh 3.3:
KasusZ, X Z,
Misal G, = Z, = {0,1} merupakan grup bilangan bulat modulo 2, dan=

Z, = {0,1,2,3}merupakan grup bilangan bulat modulo 4.

Tabel 3.3 Subgrup dai, = Z, = {0,1} danG, = Z, = {0,1, 2,3}

Subgrup darG; = Z, = {0, 1}

G, N, G1/N; Order

Z, Z, Z,/Z, = {{0,1}} 1

L, {0} Z,/{0} = {{0}, {1}} 2

{0} {0} {03/{0} = {0} 1

Subgrup darG, =Z, ={0,1, 2,3}

G, N, G, /N, Order

Z, Zy Z4/7, = {{0,1,2,3}} 1

Ly <2>={0,2} Z4/< 2 >= {{0,2},{1,3}} 2

Ly {0} Z,/{0} = {{0},{1}, {2}, (3}} 4
<2> <2> <2>/<2>={0,2} 1
<2> {0} < 2 >/{0} = {{0}, {2} 2

{0} {0} {0}/{0} = (0} 1

Sumber: Kristina Kublik, 2009, diolah.



82

Jadi, isomorfisme yang terjadi d&ki/N; ke G,/N, adalah sebagai berikut:

Isomorfisme grup faktor ber-order satu yaitu:

(i)

(ii)

(iif)

(iv)

v)

(vi)

P12 Ly [Ty = Lo/ Ly

»1:10,1] - [0,1,2,3]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (0,2), (1,2), (0,3), (1,3)}
=73 X L,

03Ty Ty 5< 2 >/< 2>

di manag,: [0,1] - [0, 2]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0),(1,0),(0,2),(1,2)}

@3: Ly /Ly — {0}/{0}

di manags: [0, 1] - [0]

Sehingga subgrufi,, = {(0,0), (1,0)}

94:{0}/{0} - Z4/Z,

di manag,: [0] - [0, 1,2, 3]

Sehingga subgrufi,,, = {(0,0), (0, 1), (0, 2), (0, 3)}

9s:{0}/{0} >< 2 >/< 2>

di manags: [0] — [0, 2]

Sehingga subgruf,,. = {(0,0), (0,2)}

96:{0}/{0} - {0}/{0}

di managg: [0] — [0]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0)}
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Sedangkan isomorfisme grup faktor ber-order duuyai
() @7:Z,/{0} = Zy/< 2>
To 0,2
o7 [i] - [i, 3
Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (0,2), (1,1), (1,3)}
(i) @5 Z,/{0} >< 2 >/{0}
[0 0
& [i] - [z]
Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (1,2)}

Dengan demikian, terdapat diperoleh dua buah spbgang tidak dapat diperoleh

dengan menggunakadirect product Diagram Lattice Z, dan Z,, yaitu H, =
{(0,0), (0,2),(1,1),(1,3)} dan H,, ={(0,0),(1,2)}, Sehingga Diagraniattice

dariZ, x 7, adalah sebagai berikut:

Gambar. 3.Diagram Lattice Z, X Z,
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Contoh 3.4 :
KasusZ, X Zg

Misal G, = Z, = {0,1} merupakan grup bilangan bulat modulo 2 dzn=

Tabel 3.4 Subgrup dafi, = Z, = {0,1} danG, = Z¢ = {0,1,2,3,4,5}

Subgrup darG; = Z, = {0, 1}

G, Ny G,/N; Order
zZ, Z, Z,/Z, = {{0,1}} 1
Z, {0} Z,/{0} = {0}, {1}} 2
{0} {0} {0}/{0} = {0} 1
Subgrup darG, = Z¢ = {0,1,2,3,4,5}
G, N, G,/N, Order
Ze L Ze/Zs = {{0,1,2,3,4,5}} 1
Ze <2>={0,2,4} | Zs/<2b>={{0,2,4},{1,3,5}} 2
Ze <3>={0,3} | Zs/<3b>={{0,3},{1,3},{2,5} 3
Ze 0 Z/{0} = {01 (1}, 2}, B}, 8,51 | ©
<2> | <2>={0,2,4} <2>/<2>={0,2,4} 1
<2> {0} < 2>/{0} = {{0},{2}, {4} 3
<3> | <3>={0,3} <3>/<3>={0,3} 1
<3> {0} < 3>/{0} = {0}, (3} 2
{0} {0} {03/{0} = {0} s

Sumber: Kristina Kublik, 2009, diolah.

Jadi, isomorfisme yang terjadi d&ki/N; ke G, /N, adalah sebagai berikut:

Isomorfisme grup faktor ber-order satu yaitu:



(i)

(ii)

(i)

(iv)

(v)

(Vi)

01:Ly [y > Le[Zs

Sehingga subgruf,,, = {(0,0),(1,0), (0,1), (1,1),(0,2), (1, 2),(0,3),

(1,3),(0,%),(1,%),(0,5),(1,5)} = Z, x Z

020 Ty 5< 2 >/< 2>

di managp,: [0,1] - [0, 2, 4]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0),(1,0),(0,2),(1,2),(0,4), (1,4)}
03:7y )7, >< 3 >/<3 >

Sehingga subgrufi,,, = {(0,0), (1,0), (0, 3), (1,3)}

94 Ly /L, — {03/{0}
di manag,: [0, 1] - [0]

Sehingga subgrufi,, = {(0,0), (1,0)}

¢5:{0}/{0} - Zs/Zs

Sehingga subgrufi,,. = {(0,0), (0,b), (0, 2), (0,3), (0, %), (0, 5)}
0e:{0}/{0} 5< 2 >/< 2>

di managg: [0] - [0, 2,4]

Sehingga subgruf,,. = {(0,0), (0,2), (0,4)}

(vii) @,:{0}/{0} »<3>/<3 >

di manag,: [0] - [0, 3]
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Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (0,3)}

(viii) g: {03/{0} — {03/{0}

(ix)

)

di managg: [0] — [0]
Sehingga subgruf,,, = {(0,0)}
Sedangkan isomorfisme grup faktor ber-order dutuyai

Po: Ly [{0} > Zg/< 2 >

ol 3
o 1 L

Sehingga subgruf,, = {(0,0), (0,2), (0,4), (1, b), (1,3), (1,5)}.
P10:Z2/{0} < 3 >/{0}

.[0] _, [0
ouilg] -3

Sehingga subgruf,, , = {(0,0), (1, 3)}

Dengan demikian, terdapat diperoleh dua buah spbgang tidak dapat diperoleh

dengan menggunakadirect product Diagram Lattice Z, dan Zg, yaitu H,, =

{(0,0),(0,2),(0,4),(1,1),(1,3),(1,5} dan H, A ={(0,0),(1,3)}, Sehingga

DiagramLattice dariZ, X Z, adalah sebagai berikut:
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Gambar. 3.Diagram Lattice Z, X Z¢

Contoh 3.5:
KasusZy X Z4
Misal G, =7, ={0,1,2,3} dan G, =7, =1{0,1,2,3} merupakan grup

bilangan bulat modulo 4.

Tabel 3.5 Subgrup dafi, = Z, = {0,1, 2,3} danG, = Z, = {0,1,2,3}

Subgrup dar, =Z, = {0,1,2,3}

Gy Ny G1/N; Order

Z, Z, Z,/74 = {{0,1,2,3}} 1

Z, <2>=1{0,2} | Z,/<Z>=1{{0,2},(13} 2

Ly {0} Z4/{0} = {03}, {1}, {2}, (3}} 4
<2>=1{0,2} <2>={0,2} <2>/<2>={{0,2}} 1
<2>=1{0,2} {0} <2 >/{0} = {{0},{2}} 2

{0} {0} {0}/{0} = (0} 1
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Subgrup dart, = Z, = {0,1,2,3}

G, N, G,/N, Order

Zy4 Ly Z4/74 = {{0,1,2,3}} 1

Z, <2>={0,2} | Z,/<2>={{0,2},{1,3}} 2

Ly {0} Z4/{0} = {{0}, {1}, {2}, (31} 4
<2>=1{0,2} <2>={0,2} <2>/<2>={{0,2} 1
<2>=1{0,2} {0} <2 >/{0} = {{0}, {2}} 2

{0} {0} {03/{0} = {0} 1

Sumber: Kristina Kublik, 2009, diolah.

Jadi, isomorfisme yang terjadi d&k/N; ke G, /N, adalah sebagai berikut:
Isomorfisme grup faktor ber-order satu yaitu:
() @1:Zy) 2y = Ly[ Ly
¢,:10,1,2,3] - [0,1, 2,3]
Sehingga,,, = {(0,0), (1,0), (0,1),(1,1),(2,0),(0,2),(2,1),(1,2), (2,2),
(3,0),(0,3),(3,1),(1,3), 3,2),(2,3), (3,3)} = Zy X Z4
(i) @2: 742y < 2b >/< 2b >
di manag,:[0,1,2,3] = [0, 2], sehingga
Hy, ={(0,0),(1,0),(2,0),(0,2),(1,2),(2,2),(3,0),(3,2)}
(iii) @3:Z4/Zq ~ {0}/(0}
di manags:[0,1,2,3] - [0]
Sehingga,,, = {(0,0), (1,0),(2,0),(3,0)}
(iV) 9:<2>/<2>>17,]7,

di manag,: [0,2] - [0,1, 2, 3]
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Sehingga,,, = {(0,0), (0,1),(2,0),(2,1),(0,2),(2,2),(0,3),(2,3)}
(V) 05:<2>/<2>5<2>/<2>

di manags: [0,2] - [0, 2]

SehinggaH,,, = {(0,0), (2,0), (0,2), (2, 2)}
(Vi) @g:< 2 >/< 2 >- {0}/{0}

di managpy: [0,2] - [0]

Sehingga,,, = {(0,0), (2,0)}
(vii) ¢7: {03/{0} - Z4/Z,

di managp,: [0] - [0, 1,2, 3]

Sehingga subgrufi,, = {(0,0), (0, 1), (0,2), (0,3)}
(viii) @g:{0}/{0} »<2>/<2>

di managg: [0] - [0, 2]

Sehingga subgruf,,, = {(0,0), (0, 2)}
(iX) ¢o:{0}/{0} - {0}/{0}

di manag,: [0] - [0]

Sehingga subgrufi,,, = {(0,0)}
Sedangkan isomorfisme grup faktor ber-order dutuyai

() 010:Z4/<2>> TLy/< 2>
di manag,: [g 2] - [gg
1,3 1,3

Sehingga,,., = {(0,0),2,0),(0,2), (2.2, (L, 1),(1,3), 3. 1), G.3)}
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(i) @11:Z,4/< 2 >-< 2 >/{0}
amare[22]-[]
Sehinggd,, , = {(0,0),(2,0),(1,2),(3,2)}
(i) @12:<2>/{0} > Z,/<2 >
a9+ 03
Sehinggd,,,, = {(0,0), (0, 2), 2, 1), (Z,3)}
(iv) @q3:< 2a >/{0} »< 2b >/{0}
amare. ] - [
Sehinggd,,,, = {(0,0), (2, 2)}

Sedangkan isomorfisme grup faktor ber-order emaidiy

P14 La/{0} = Z,/{0}

i

Pada kasus ini, pemetaagp,, Satu-satu onto yang mungkin dengan

di manag,:

WI NI =] Ol
WI N =] Ol

mempertahankan adanya identif@s0) ada 6 sebagai berikut, misalhimpunan
hasil pemetaan tersebut, maka:

Apa_ ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)} =<1,b >

Apia_, = {(0,0),(1,1),(2,3),(3,2)} tidak memenuhi aksioma grup karena

(i' i) + (z §) = (§, 6) €& Ap1s—
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Apa_3 ={(0,0),(1,2),(2,1), (3, 3)} tidak memenuhi aksioma grup karena
(1,2)+(3,3) = (0,1) & Apq4_3

Ap4_s = {(0,0),(1,2),(2,3),(3,1)} tidak memenuhi aksioma grup karena
(1,2) +(3,1) = (0,3) & A@q4_4

Aps_s ={(0,0),(1,3),(2,1), (3, 2)} tidak memenuhi aksioma grup karena
(1,3)+(3,2) = (0,1) & Apq4_s

AD e = (@00 (1,NZ2)B, D =<1,35

Namun dari kemungkinan di atas, yang memenuhi aisigrup hanya ada dua,
yaitu A@,,4_, dand¢g,,_¢. Sehingga diperoleh

H ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)} dan

P14-1
H<P14—2 = {(6’ 6)' (i' g)' (2' 2)’ (g; T)}
Dengan demikian, terdapat diperoleh enam subgrum yadak dapat diperoleh

dengan menggunakairect product langsung Diagramattice Z, danz,, yaitu:
Hy,, = 1{(0,0),(2,2),(1,1),(3,3),(0,2),(2,0),(1,3), (3, 1)}

Hy,, = {(0,0),(1,2),(2,0),(3,2)}

Hy,, ={(0,0),(2,1),(0,2),(2,3)}

Hy,, = {(0,0),(2,2)}

Hy,,, ={(0,0),(11),(2,2),(3,3)}

Ho.,—, = {(0,0),(1,3),(2,2), 3, 1)}
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Sehingga Diagrarhattice dariZ, x Z, adalah sebagai berikut:

Gambar. 3.Diagram LatticeZ, X Z,

Dari beberapa contoh kasus di atas, terlihat baHvwsubgrup dariG; X G,
dapat dicari dengan mencari himpundf, yang sesuai dengan banyaknya
isomorfisme yang terjadi darG,/N, ke G,/N,, denganH, = {(a,b) € G; X
Gylp(a*N;) =boNy;a€Gy;be G, di mana ¢:G/N;, - G,/N, suatu

isomorfisme.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dengan menerapkan Lemma Goursat terhadap grup direct product rank dua atau G; X G,
yang disusun dari grup (Gq,*) dan (G,,°) di mana N; 2 G, dan N, 2 G,, maka diperoleh
bayangan H < G, X G, adalah G;/N; X G,/N,, dan diperoleh hubungan G,/N, dan G,/N,
sesual dengan fungsi isomorfisme ¢: G,/N; = G,/N,. Sehingga H subgrup dari G, X G, dapat
direpresentasikan oleh G;/N; X G,/N,, di mana G,/N; = G,/N,. Misal H, suatu himpunan
yang mereprentasikan fungsi isomorfisme ¢, di mana H, = {(a,b) € G, X G,|@(a * N;) =b o
Ny;a € Gy;b € Gy}, maka H subgrup dari G, X G,dapat dicari dengan mencari himpunan H,,

yang sesua dengan banyaknya isomorfisme yang terjadi dari G, /N; ke G, /N,.

4.2 Saran

1. Penelitian ini hanya terbatas pada grup direct product rank dua, untuk selanjutnya dapat
dilakukan penerapan Lemma Goursat pada grup direct product dengan rank-n hingga dan
rank-oo tak hingga.

2. Dalam skripsi ini dibahas kajian ajabar mengenai penerapan Lemma Goursat untuk mencari
subgrup direct product, untuk selanjutnya dapat dilakukan penelitian mengenai pembuatan

programnya.
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