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ABSTRAK 

 

Isa, Rafi Ainur. 2024. Struktur dan Sifat-sifat K-Aljabar. Skripsi. Program Studi 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Evawati Alisah, M.Pd., (II) Achmad 

Nashichuddin, M.A. 

 

Kata kunci: Operasi Biner, Grup, K-Aljabar 

 

K-Aljabar adalah cabang dari aljabar abstrak yang mempelajari struktur aljabar dengan 

operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu, seperti asosiatif, komutatif, dan 

distributif. Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari struktur aljabar, seperti 

grup, ring, dan field. Penilitian ini bertujuan untuk mendeskripsikan struktur K-Aljabar 

dibandingkan dengan Aljabar serta sifat-sifat pada K-Aljabar. Penelitian ini dilakukan 

menggunakan studi literatur. Pola pembahasannya dimulai dari kasus atau contoh hingga 

pembahasan yang umum. K-Aljabar terdiri dari tiga bagian, yaitu K-Grup penjumlahan 

K-Aljabar dalam konteks ruang vektor atau modul atas K yang elemen-elemen grup 

penjumlahan adalah elemen dari K, dan operasi penjumlahan dapat dianggap sebagai 

penjumlahan biasa dalam K. K-Ring adalah struktur aljabar dengan dua operasi 

(penjumlahan dan perkalian) yang memenuhi sifat-sifat tertentu dan melibatkan K-field 

sebagai filed skalar. K-Aljabar adalah generalisasi dari konsep ring yang juga merupakan 

ruang vektor atas K, menggabungkan operasi aljabar dan operasi skalar. K-Field adalah 

merupakan salah satu struktur K-Aljabar dengan operasi perkalian bersifat distributif 

terhadap operasi penjumlahan. Sehingga dari tiga struktur tersebut terdapat tiga sifat-sifat 

yang mendasari yaitu sifat Asosiatif, Komutatif, dan Distributif. Penelitian ini 

berkontribusi pada pemahaman yang lebih mendalam mengenai struktur dan operasi 

dalam K-Aljabar. 
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ABSTRACT 

 

Isa, Rafi Ainur. 2024. On the structure and properties of K-Algebra. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Evawati Alisah, 

M.Pd., (II) Achmad Nashichuddin, M.A. 

  

Keywords: Binary Operations, Groups, K-Algebra 

 

K-Algebra is a branch of abstract algebra that studies algebraic structures with binary 

operations that satisfy certain properties, such as associative, commutative, and 

distributive. Algebra is the branch of mathematics that studies algebraic structures, such 

as groups, rings, and fields. This study aims to describe the structure of K-Algebra 

compared to Algebra and the properties of K-Algebra. This research was conducted using 

literature studies. The pattern of discussion starts from cases or examples to general 

discussions. K-Algebra consists of three parts, namely K-Algebraic addition group in the 

context of vector spaces or modules over K whose addition group elements are elements 

of K, and addition operations can be thought of as ordinary addition in K. K-Ring is an 

algebraic structure with two operations (addition and multiplication) that satisfy certain 

properties and involves K-fields as scalar files. K-Algebra is a generalization of the ring 

concept which is also an upper vector space K, combining algebraic operations and scalar 

operations. K-Field is one of the K-Algebraic structures with multiplication operations 

being distributive to addition operations. So that from these three structures there are 

three underlying properties, namely Associative, Commutative, and Distributive 

properties. This research contributes to a deeper understanding of structures and 

operations in K-Algebra. 
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 مستخلص البحث 

 

. قسم  البحث العلمي.  K-Aljabar   ستروكتور دان سيفات سيفات:    ٣٢٠٢،  الرفيق  عينعيس  
إبراهيم   مالك  والتكنولوجيا، جامعة مولانا  العلوم  مالانالرياضيات، كلية   هالمشرف . ج الإسلامية الحكومية 

 ، الماجستير. ناصح الدين  أحمد ، الماجستير ، المشرف الثاني  :  ا واتى أليسة إيف: الأولى

 \ K-Aljabar: العمليات الثنائية ، المجموعات ،  الكلمات المفتاحية 
K-Aljabar    تحقق التي  الثنائية  العمليات  ذات  الجبرية  الهياكل  يدرس  الذي  التجريدي  الجبر  من  فرع  هو 

مثل   الجبرية،  الهياكل  يدرس  الرياضيات  فروع  من  فرع  هو  الجبر  والتوزيع.  والتبادل  الترابط  مثل  معينة،  خصائص 
-Kمقارنة بالجبر وخصائص    K-Aljabarالمجموعات والحلقات والحقول. يهدف هذا البحث إلى وصف بنية  

Aljabar  إلى الأمثلة  أو  الحالات  من  المناقشة  نمط  يبدأ  الأدب.  دراسة  باستخدام  البحث  هذا  إجراء  تم   .
يتكون   العامة.  وهي    K-Aljabarالمناقشات  أجزاء  ثلاثة  الإضافة    -Kمن  سياق    -Kمجموعة  في  الجبر 

النمطية فوق   ويمكن اعتبار  ،  Kعة الإضافة هي عناصر  حيث عناصر مجمو   Kالفضاءات المتجهة أو الوحدات 
عبارة عن بنية جبرية تحتوي على عمليتين )الجمع والضرب(   K. K-Ringعملية الجمع عملية إضافة عادية في 

هو تعميم لمفهوم الحلقة وهو أيضًا    K-Algebraكحقل عددي.    Kتستوفي خصائص معينة وتتضمن حقل  
فوق   متجه  العددية.  ،  Kفضاء  والعمليات  الجبرية  العمليات  بين  بنية    K-Fieldيجمع  عن  -Kعبارة 

Algebra    ثلاث هناك  الثلاثة  الهياكل  هذه  من  إذن  الجمع.  عملية  على  الضرب  عملية  توزيع  يتم  حيث 
والتوزيعية. والتبادلية  الترابطية  الخصائص  وهي  أساسية،  للهياكل  خصائص  أعمق  فهم  في  البحث  هذا  يساهم 

  K-Aljabar. في والعمليات 
 

 . 
 

 . 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar Abstrak merupakan bidang matematika yang mempelajari struktur 

aljabar, seperti grup, ring, field, dan ruang vektor. Istilah “Aljabar Abstrak” 

diperkenalkan sejak permulaan abad kedua puluh untuk membedakan dari bidang 

yang umumnya disebut sebagai aljabar. Aljabar merupakan studi aturan 

manipulasi rumus dan ekspresi aljabar yang melibatkan variabel dan bilangan riil 

atau kompleks, yang ini lebih dikenal sebagai aljabar elementer.  

Grup merupakan salah satu bidang kajian Aljabar Abstrak yang berfokus 

pada ekplorasi struktur himpunan. Konsep grup mengacu pada himpunan 

takkosong, dilengkapi dengan menggunakan satu operasi biner khusus. Sebuah 

himpunan dapat dikatakan grup jika memenuhi memenuhi beberapa sifat dasar, 

yaitu tertutup, sifat asosiatif, memiliki elemen identitas, dan setiap anggota 

himpunan memiliki invers. Grup juga mempunyai aplikasi luas dalam matematika 

sendiri dan keilmuan alam. Pada bidang kimia grup digunakan untuk 

mengklasifikasikan unsur kimia. Unsur-unsur dalam satu grup sering memiliki 

sifat-sifat serupa, seperti sifat reaktivitas. Salah satu aspek menarik dari K-Aljabar 

adalah kemiripannya dengan konsep grup. Oleh karena itu, penulis merasa tertarik 

untuk mendalaminya dan melakukan penelitian kembali struktur serta 

karakteristik yang terkait dengan K-Aljabar melalui pengembangan lebih lanjut. 

Konsep grup pada aljabar yang ditambahkan dengan operasi biner, yang 

kemudian menciptakan sebuah konsep inovatif yang disebut K-Aljabar. K-Aljabar 
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mencakup definisi, karekteristik, dan beberapa teorema. Ini adalah Struktur 

Aljabar yang terbentuk dari suatu grup 𝐺, dengan 𝑒 adalah elemen identitas pada 

𝐺 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. Sementara itu, operasi biner yang dipakai adalah operasi 

biner ⊙, yang didefinisikan sebagai 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1 = 𝑥𝑦−1 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈

𝐺 serta mematuhi aksioma-aksioma tertentu. (Akram, 2005). 

K-Aljabar adalah cabang dari aljabar abstrak yang mempelajari struktur 

aljabar dengan operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu, seperti asosiatif, 

komutatif, dan distributif. Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari 

struktur aljabar, seperti grup, ring, dan field. Aljabar adalah bidang yang 

melibatkan manipulasi simbol-simbol matematika untuk memahami dan 

menyelesaikan masalah dalam konteks struktur aljabar tersebut. Terdapat berbagai 

jenis aljabar, seperti aljabar linier, aljabar abstrak, aljabar Boolean, dan banyak 

lagi, yang masing-masing memiliki aturan dan properti khusus. K-Aljabar 

biasanya digunakan untuk memahami struktur matematika yang melibatkan 

himpunan dengan operasi biner, seperti grup, ring, dan field. 

Alam semesta mengandung prinsip-prinsip matematika dalam bentuknya, 

walaupun alam semesta diciptakan ketika matematika itu belum ada. Semua 

isinya alam semesta dijadikan Allah SWT dengan akurasi yang sangat tinggi, 

melibatkan perhitungan yang teliti dan cermat, serta menggunakan rumus dan 

persamaan yang rapi dan seimbang. 

Allah Subhanahu Wa Ta'ala berfirman: 

 

ـُٔوْا وُجُ 
خِرَةِ لِيَس ۤ   وْهَكُمْ اِنْ احَْسَنْتمُْ احَْسَنْتمُْ لِِنَْفسُِكُمْ ۗوَاِنْ اسََأتْمُْ فَلهََاۗ فَاِذَا جَاۤءَ وَعْدُ الِْٰ

لِيتُبَ رُِوْا مَا عَلَوْا تتَْبيِ  ةٍ وَّ لَ مَرَّ  وَلِيَدْخُلُوا الْمَسْجِدَ كَمَا دَخَلوُْهُ اوََّ
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Yang artinya: 

"Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik untuk dirimu sendiri. Dan 

jika kamu berbuat jahat, maka (kerugian kejahatan) itu untuk dirimu sendiri. 

Apabila datang saat hukuman (kejahatan) yang kedua, (Kami bangkitkan 

musuhmu) untuk menyuramkan wajahmu lalu mereka masuk ke dalam masjid 

(Masjidilaqsa), sebagaimana ketika mereka memasukinya pertama kali dan 

mereka membinasakan apa saja yang mereka kuasai." (Surah Al Isra’ Ayat 7) 

(Departemen Agama RI., 2006). 

 

Pada ayat diatas Allah SWT memberikan balasan terhadap pekerjaan kita 

semasa hidup di dunia, sehingga jika kita mengerjakan kebaikan maka kita pun 

akan mendapatkan kebaikan juga dan jika kita berbuat kejahatan atau kebatilan 

maka Allah SWT  membalas dengan keburukan. Maka kalau dikaitkan dengan 

sifat abstrak matematika, ini berarti objek matematika berasal semenjak proses 

dengan mengabstraksi peristiwa atau fenomena yang ada di dunia nyata. 

Dikarenakan  objek-objek matematika ini berasal dari proses abstraksi dunia 

nyata, maka matematika bisa digali hingga ke metode abstraksi. Ini adalah dasar 

dari cara kita belajar matematika. 

Berdasarkan penelitian terdahulu yang dilakukan oleh Nugroho, (2017) yang 

bertujuan menjelaskan struktur dan sifat-sifat kajian K-Aljabar. Berjudul Struktur 

dan Sifat-Sifat K-Aljabar, penelitian ini menggunakan metode kajian pustaka. 

Dengan cara mengumpulkan berbagai sumber dan teorema-teorema yang 

mendukung pada kajian K-Aljabar. Judul ini masih sedikit dilakukan atau diteliti 

oleh sebagian mahasiswa dan juga judul ini sangat menarik karena konsep K-

Aljabar yang hampir dengan konsep grup. Oleh karena, dalam pengembangan 

pembahasannya, penulis tertarik untuk membahas kembali struktur dan sifat-sifat 

K-Aljabar. 

Penelitian yang dilakukan oleh Kamil (2016) yang menjelaskan tentang K-

Aljabar, yakni K-Aljabar dibangun atas suatu grup dengan menggunakan operasi 
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biner ⊙ pada (𝐺,∗) sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 di 𝐺 didefinisikan 𝑥 ⊙ y = x ∗

𝑦−1 dan 𝑒 adalah unsur identitas di 𝐺, (𝐺,∗,⊙ 𝑒) memenuhi aksioma-aksioma 

pada K-Aljabar. Dalam penelitian ini diperoleh sifat-sifat K-Aljabar. 

Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh Arifin (2012) yang mengkaji 

tentang K-Aljabar, menunjukkan bahwa K-Aljabar adalah salah satu struktur 

aljabar yang dibangun atas suatu grup. Misalkan 𝐺 = (𝐺,∗) suatu grup terhadap 

operasi biner ∗, dan 𝑒 adalah unsur identitas pada 𝐺. ∀𝑥, 𝑦 di 𝐺 didefinisikan 

operasi 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ∗ 𝑦−1. Maka (𝐺,∗,⊙ 𝑒) memenuhi aksioma-aksioma tertentu 

yang disebut K-Aljabar. Penelitian ini menggunakan metode kepustakaan untuk 

mengkaji sifat-sifat K-Aljabar pada grup komutatif dan grup tidak komutatif. 

Berdasarkan latar belakang dan penelitian terdahulu maka, peneliti mengambil 

judul “Struktur dan Sifat-sifat K-Aljabar”. Peneliti merasa judul ini relevan 

dengan beberapa mata kuliah yang telah peneliti pelajari. 

  

1.2 Rumusan Masalah  

Dari paparan latar belakang diatas maka menghasilkan beberapa rumusan 

masalah yaitu: 

1. Bagaimana struktur K-Aljabar? 

2. Bagaimana sifat-sifat pada K-Aljabar? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah sebelumnya, maka tujuan penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Mendeskripsikan struktur K-Aljabar dibandingkan dengan Aljabar. 
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2. Deskripsi K-Aljabar dan sifat-sifatnya. 

  

1.4 Manfaat Penelitian 

1. Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan tentang toeri K-Aljabar, untuk pengembangan matematika, 

khususnya pada bidang aljabar. 

2. Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan kepustakaan yang 

dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya jurusan 

matematika untuk bidang aljabar. 

3. Hasil penelitian ini dapat digunakan untuk bahan referensi bagi pihak yang 

ingin mengetahui lebih banyak tentang teori-teori K-aljabar serta 

pengembangan dari teori-teori tersebut. 

 

1.5 Definisi Istilah 

Untuk menghidari potensi penafsiran yang salah terhadap judul skripsi, 

maka diperlukan definisi operasional sebagai berikut: 

1. Ring adalah himpunan yang memiliki dua operasi yang terdefinisi dengan 

jelas didalamnya. 

2. K-Ring adalah struktur yang terdiri dari sebuah himpunan K bersama 

dengan dua operasi biner. 

3. Field adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari dua operasi biner yaitu 

penjumlahan dan perkalian. 

4. K-Field adalah himpunan bagian dari K-Aljabar. Setiap K-Field juga 

merupakan K-Aljabar, tetapi tidak semua K-Aljabar merupakan K-Field. 
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1.6 Batasan Masalah 

Agar penelitian lebih terfokus dan tidak meluas dari pembahasan 

dimaksudkan, maka skripsi ini membataskan ruang lingkup penelitian kepada 

sifat-sifat K-Aljabar, yaitu komutatif, asosiatif, dan distributif.
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Himpunan 

Definisi 1. Himpunan 

Himpunan adalah sekelompok benda atau objek yang telah dideskripsikan 

secara tegas. Benda-benda dalam himpunan ini disebut anggota atau elemen 

himpunan. Himpunan ini biasanya disimbolkan menggunakan huruf kapital, 

misalkan 𝑍 atau 𝐵; jika 𝑎 merupakan elemen himpunan 𝑍, maka ditulis 𝑎 ∈ 𝑍. 

(Judson, 2013) 

Ada cara-cara yang digunakan untuk membentuk himpunan, yaitu 

menyebutkan anggota-anggota yang ada, menyatakan syarat-syarat anggota, dan 

menggunakan simbol-simbol untuk pembentuk himpunan. Misalnya, diberikan 

himpunan 𝐵 dan 𝑎 elemen 𝐵, maka secara simbolik ditulis 𝑎 ∈  𝐵. Sedangkan 

jika 𝑎 bukan elemen dari 𝐵 ditulis 𝑎 ∉ 𝐵. 

Contoh:  

𝑋 = {2, 4, 6, } 

beserta menyebut ketentuan elemen-elemennya: 

𝑋 = Himpunan tiga bilangan genap positif pertama 

Jadi dengan notasi pembentukan himpunan: 

𝑋 =  { 𝑥ǀ𝑥 < 7, 𝑥 bilangan genap positif } 

Sehingga jelas ada 3 elemen himpunan 𝑋 dan dapat ditulis sebagai 4 ∈ 𝑋. 

Sedangkan 5 tidak termasuk elemen dari 𝐴 dan ditulis 5 ∉ 𝑋. 
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Jika 𝑀 dan 𝑁 adalah himpunan, maka 𝑀 disebut himpunan bagian sejati 

(proper subset) pada 𝑁 jika dan hanya jika setiap elemen 𝑀 merupakan elemen 𝑁, 

dapat ditulis 𝑀 ⊆ 𝑁 dan 𝑀 ≠ 𝑁. Notasi yang umum digunakan untuk 𝑀 subset 𝑁 

adalah 𝑀 ⸦ 𝑁. Dua himpunan dianggap sama jika dan hanya jika dua himpunan 

mempunyai elemen yang sama. Dengan kata lain 𝑀 = 𝑁 jika elemen 𝑀 

merupakan elemen 𝑁 dan begitupun sebaliknya, jika setiap elemen 𝑁 merupakan 

elemen 𝑀. Oleh karena itu, untuk menunjukkan bahwa 𝑀 = 𝑁 harus dibuktikan 

bahwa 𝑀 ⊆ 𝑁 dan 𝑁 ⊆ 𝑀. 

Contoh: 

Misalkan 𝐴 = {0,1,2,3,4,5} dan 𝐵 = {0,1}, karena 0 ∈ 𝐴 dan 1 ∈ 𝐴 maka  (𝐵 ⊆

𝐴). 

Gabungan antara himpunan 𝑀 dan 𝑁 merupakan himpunan yang elemen-

elemennya mencakup seluruh elemen pada himpunan 𝑀 dan 𝑁. Penulisan 

matematik yang digunakan adalah 𝑀 ∪ 𝑁 = {𝑥ǀ𝑥 ∈ 𝑀 atau 𝑥 ∈ 𝑁}. 

Contoh: 

𝑀 = {1,2,3,4} dan 

𝑁 = {4,5,6}  

Maka 𝑀 ∪ 𝑁 = {1,2,3,4,5,6}. 

Irisan dua himpunan 𝑀 dan 𝑁 merupakan himpunan yang beranggotakan 

elemen-elemen yang ada di dalam himpunan 𝑀 dan juga terdapat dalam 

himpunan 𝑁. Hal ini secara matematik dituliskan sebagai 𝑀 ∩ 𝑁 = {𝑥ǀ𝑥 ∈ 𝑀 dan 

𝑥 ∈ 𝑁}. (Judson, 2013) 

Contoh: 

𝑁 = {1,2,3,4} dan 
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𝑀 = {4,5,6, }  

Maka ∩ 𝑁 = {4} . 

 

2.2 Operasi Biner 

Definisi 2. Operasi Biner 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 himpuan tidak kosong dan 𝑓: 𝑋 → 𝑌 merupakan pemetaan 

(fungsi) jika dan hanya jika untuk setiap elemen di 𝑋 mempunyai pasangan di 𝑌, 

dan jika kedua elemen sama di 𝑋 memiliki pasangan yang sama di 𝑌, secara 

matematis dinyatakan sebagai 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝑥1 = 𝑥2, berlaku 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). (Anton, 2000) 

Contoh: 

Misalkan 𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} dan 𝑌 = {1,2,3}. dan 𝑓: 𝑋 → 𝑌 seperti pada diagram 

berikut:  

  

 

 

 

 

Maka, himpunan 𝑓 diperoleh 𝑓{(𝑥, 2), (𝑦, 1), (𝑧, 3)}, maka 𝑓 suatu pemetaan dari 

𝑋 ke 𝑌. 

Operasi biner ∗ pada himpunan 𝑍 adalah pemetaan dari setiap pasangan 

berurutan 𝑥, 𝑦 dalam 𝑍 dengan tepat satu anggota 𝑥 ∗ 𝑦 dalam 𝑍. 

Beberapa sifat operasi biner. 

Misalkan ∗ adalah operasi biner pada himpunan 𝑍 yang takkosong 

𝑋 𝑓 

𝑥 1 

2 

3 

𝑦 

𝑧 

𝑌 
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1. Operasi biner ∗ bersifat komutatif jika 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍. 

2. Operasi biner ∗ bersifat asosiatif jika (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧), ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑍. 

3. Elemen 𝑒 ∈ 𝑍 dikatakan elemen identitas pada 𝑍 jika 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥,

∀𝑥 ∈ 𝑍. 

4. Elemen 𝑥 ∈ 𝑍 dikatakan mempunyai invers 𝑦 pada 𝑍 jika 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑒, 

elemen 𝑦 disebut invers dari 𝑥, dan bisa ditulis dengan 𝑦 = 𝑥−1. (Setiawan, 

2011) 

Contoh: 

Misalkan 𝐵 merupakan himpunan semua bilangan bulat. Operasi + pada 𝐵 

merupakan operasi biner, sebab operasi + merupakan pemetaan dari 𝐵 × 𝐵 → 𝐵, 

yaitu ∀(𝑎, 𝑏) ≤ (𝐵 × 𝐵), maka (𝑎 + 𝑏) ∈ 𝐵. Jadi jumlah dua bilangan bulat 

adalah bilangan bulat pula.  

 

2.3 Grup 

Kajian tentang grup merupakan pembahasan utama pada Struktur Aljabar 

atau Aljabar Abstrak. Himpunan yang operasi binernya memenuhi sifat-sifat 

tertentu merupakan ide sentral dari Struktur Aljabar atau Aljabar Abstrak. 

Definisi 3. Grup 

Misalkan 𝐺 adalah himpunan tidak kosong dan ∗ adalah operasi biner di 𝐺. 

Himpunan (𝐺,∗) dikatakan grup jika memenuhi beberapa aksioma berikut: 

1. Tertutup 

∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺 berlaku 𝑝 ∗ 𝑞 ∈ 𝐺. 

2. Asosiatif. 

∀𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐺 berlaku (𝑝 ∗ 𝑞) ∗ 𝑟 = 𝑝 ∗ (𝑞 ∗ 𝑟) 
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3. Himpunan 𝐺 memiliki elemen identitas. 

∃𝑒 ∈ 𝐺, ∀𝑝 ∈ 𝐺 sehingga berlaku 𝑒 ∗ 𝑝 = 𝑝 ∗ 𝑒 = 𝑝 

4. Setiap elemen di 𝐺 memiliki invers. 

∀𝑝 ∈ 𝐺, ∃𝑝−1 ∈ 𝐺 sehingga berlaku 𝑝 ∗ 𝑝−1 = 𝑝−1 ∗ 𝑝 = 𝑒 

Jika operasi ∗ bersifat komutatif, yaitu ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺 berlaku 𝑝 ∗ 𝑞 = 𝑞 ∗ 𝑝, maka 

(𝐺, ∗) dikatakan grup komutatif (Grup Abel). (Andari, 2015) 

Catatan. 

Misalkan 𝑒 elemen identitas dari 𝐺 dan 𝑝 sebarang unsur di 𝐺. Berikut istilah 

yang digunakan. 

1. Misalkan 𝑒 elemen identitas dari 𝐺 dan 𝑝 sebarang unsur di 𝐺. Berikut 

istilah yang digunakan. 

a. Jika 𝑒 ∗ 𝑝 = 𝑝, maka 𝑒 disebut elemen identitas kiri di 𝐺 

b. Jika 𝑝 ∗ 𝑒 = 𝑝, maka 𝑒 disebut elemen identitas kanan di 𝐺 

c. Jika 𝑒 ∗ 𝑝 = 𝑝 ∗ 𝑒 = 𝑝, maka 𝑒 disebut elemen identitas di 𝐺 

2. Misalkan 𝑝 sembarang unsur dari 𝐺 dan 𝑝−1 elemen dari 𝐺. Berikut istilah 

yang digunakan. 

a. Jika 𝑝−1 ∗ 𝑝 = 𝑒, maka 𝑝−1 disebut sebagai invers kiri dari 𝑝. 

b. Jika 𝑝 ∗ 𝑝−1 = 𝑒, maka 𝑝−1 disebut sebagai invers kanan dari 𝑝. 

c. Jika 𝑝−1 ∗ 𝑝 = 𝑝 ∗ 𝑝−1 = 𝑒, maka 𝑝−1 disebut sebagai invers dari 𝑝.  

Contoh: 

Selidiki apakah (ℤ, +) merupakan grup? 

Jawab: 

Perhatikan bahwa ℤ = {… , −2, −1, 0, 1, 2, … }, jadi jelas ℤ bukan himpunan 

kosong. Kemudian ambil sembarang 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ, Maka:  
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1. Karena 𝑝 dan 𝑞 adalah bilangan bulat, maka 𝑝 + 𝑞 juga merupakan bilangan 

bulat. Jadi ℤ tertutup terhadap operasi +. 

2. Perhatikan bahwa (𝑝 + 𝑞) + 𝑟 = 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 𝑝 + (𝑞 + 𝑟) sehingga operasi 

+ bersifat asosiatif di ℤ. 

3. Pilih 𝑒 = 0 ∈ ℤ, kemudian ambil sembarang 𝑝 ∈ ℤ sehingga berlaku 0 +

𝑝 = 𝑝 = 𝑝 + 0. Jadi ℤ mempunyai elemen identitas yaitu 𝑒 = 0. 

4. Pilih 𝑝−1 = −𝑝. Karena 𝑝 ∈ ℤ, maka −𝑝 ∈ ℤ. Selanjutnya perhatikan 

bahwa +(−𝑝) = 0 = (−𝑝) + 𝑝 . Jadi – 𝑝 adalah invers dari 𝑝. Jadi, setiap 

elemen ℤ mempunyai invers. 

Dengan demikian ℤ adalah grup terhadap operasi + sebab melengkapi 

semua aksioma yang menjadi syarat untuk grup, dan ini bisa disimbolkan 

sebagai (ℤ, + ). Grup 𝐴 disebut abelian apabila operasi biner ∗ bersifat 

komutatif. 

 

2.4 Ring 

Sistem bilangan yang telah dikenal seperti bilangan bulat, bilangan rasional 

dan bilangan kompleks mempunyai dua operasi yang didefinisikan yaitu 

penjumlahan dan perkalian. Sistem aljabar dengan dua operasi termasuk dalam 

sistem aljabar yang dinamakan ring. Ring adalah himpunan yang memiliki dua 

operasi yang terdefinisi dengan jelas didalamnya, dan memenuhi beberapa 

kondisi. Misalkan 𝑅 adalah himpunan yang didalamnya terdapat hubungan 

kesamaan, dinotasikan dengan =, dan operasi penjumlahan dan perkalian 

dinotasikan dengan + dan ×, yang terdefinisi. Maka 𝑅 adalah ring (dengan 

berdasarkan kepada kedua operasi) jika aksioma-aksioma dibawah ini terpenuhi: 



13 
 

 
 

1. Himpunan 𝑅 tertutup terhadap penjumlahan, yaitu 𝑥 ∈ 𝑅 dan 𝑦 ∈ 𝑅 

mengakibatkan 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑅. 

2. Penjumlahan di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 untuk 

semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅. 

3. Himpunan 𝑅 mengandung identitas penjumlahan 0 yaitu 𝑥 + 0 = 0 + 𝑥 = 𝑥 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 

4. Himpunan 𝑅 mengandung invers penjumlahan, yaitu untuk setiap 𝑥 di 𝑅, 

terdapat – 𝑥 di 𝑅 sedemikian sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0, 

5. Penjumlahan di 𝑅 bersifat komutatif, yaitu 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 untuk semua 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅. 

6. Himpunan 𝑅 tertutup terhadap perkalian, yaitu 𝑥 ∈ 𝑅 dan 𝑦 ∈ 𝑅 

mengakibatkan 𝑥 × 𝑦 ∈ 𝑅. 

7. Perkalian di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu 𝑥 × (𝑦 × 𝑧) = (𝑥 × 𝑦) × 𝑧 untuk 

setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅. 

8. Berlaku sifat distributif, yaitu 𝑥 × (𝑥 + 𝑦) = 𝑥 × 𝑦 + 𝑥 × 𝑧 dan (𝑥 + 𝑦) ×

𝑧 = 𝑥 × 𝑧 + 𝑦 × 𝑧 untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅. (Gilbert & Gilbert, 2014) 

Contoh: 

Buktikan bahwa himpunan ℤ dengan operasi penjumlahan (+) dan perkalian (×) 

merupakan ring. 

Jawab: 

Untuk membuktikan bahwa ℤ adalah ring, maka akan ditunjukkan bahwa ℤ 

memenuhi semua aksioma ring. 

1. Himpunan ℤ tertutup terhadap penjumlahan, yaitu 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, maka 𝑎 + 𝑏 ∈

ℤ. 
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2. Operasi penjumlahan (+) bersifat asosiatif di ℤ, yaitu (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 +

(𝑏 + 𝑐) untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

3. Himpunan ℤ mempunyai elemen identitas penjumlahan, yaitu ada elemen 

0 ∈ ℤ sehingga 𝑎 + 0 = 𝑎 untuk semua 𝑎 ∈ ℤ. 

4. Himpunan ℤ mempunyai elemen invers penjumlahan, yaitu untuk setiap 𝑎 ∈

ℤ, ada elemen −𝑎 ∈ ℤ sehingga 𝑎 + (−𝑎) = 0. 

5. Operasi penjumlahan (+) bersifat komutatif di ℤ, yaitu 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. 

6. Himpunan ℤ tertutup terhadap perkalian, yaitu jika 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, maka 𝑎 × 𝑏 ∈

ℤ. 

7. Operasi perkalian (×) bersifat asosiatif di ℤ, yaitu (𝑎 × 𝑏) × 𝑐 =

𝑎 × (𝑏 × 𝑐) untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

8. Berlaku sifat distributif perkalian (×) terhadap penjumlahan (+) di ℤ, yaitu 

𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐) dan (𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = (𝑎 × 𝑐) + (𝑏 × 𝑐) 

untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ. 

Jadi, karena semua aksioma terpenuhi, maka himpunan ℤ dengan operasi 

penjumlahan dan perkalian merupakan ring. 

 

2.5 Konsep Dasar K-Aljabar 

Struktur Aljabar mengacu pada himpunan elemen yang tidak kosong, yang 

diberikan operasi biner setidaknya satu, dan memenuhi aksioma-aksioma yang 

berlaku. Salah satu contoh dari Struktur Aljabar ini adalah K-Aljabar. K-Aljabar 

ini terbentuk dari grup (𝐺,∗) menggunakan penerapan operasi biner ⊙. Dalam hal 
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ini, ∀ 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺 dideskripsikan 𝑝 ⊙ 𝑞 = 𝑝 ∗ 𝑞−1 dan 𝑒 merupakan elemen identitas 

himpunan 𝐺. 

Definisi 6. K-Aljabar 

Misalkan (𝐺,∗) suatu grup dan pada 𝐺 didefinisikan operasi ⊙ sedemikian 

sehingga ∀ 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐺, 𝑝 ⊙ 𝑞 = 𝑝 ∗ 𝑞−1 maka akan membentuk struktur aljabar 

baru yaitu < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 >. Suatu < 𝐺,∗,⊙, 𝑒 > dinamakan K-Aljabar, jika 𝐺 adalah 

grup dengan orde lebih dari 2 dan ∀𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝐺 berlaku: 

1. (𝑝 ⊙ 𝑞) ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑟) =  (𝑝 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑟) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞))) ⊙ 𝑝 

2. 𝑝 ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑞) = (𝑝 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞)) ⊙ 𝑝 

3. 𝑝 ⊙ 𝑝 = 𝑒 

4. 𝑝 ⊙ 𝑒 = 𝑝 

5. 𝑒 ⊙ 𝑝 = 𝑝−1 

Dengan operasi ⊙ yang didefinisikan tersebut, dapat disimpulkan bahwa 𝐺 

bersifat tertutup terhadap operasi ⊙. (Dar & Akram, 2006)  

Contoh: 

Misalkan (ℤ, +) merupakan grup dengan identitas 𝑒 = 0. Dideskripsikan operasi 

⊙ untuk ℤ, sebagai 𝑝 ⊙ 𝑞 = 𝑝 + (−𝑞), ∀𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ. Akan dibuktikan bahwa 

(ℤ, +,⊙ ,0) merupakan K-Aljabar. 

Jawaban: 

Ambil sembarang 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ, 

a. Akan ditunjukkan bahwa 

(𝑝 ⊙ 𝑞) ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑟) = (𝑝 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑟) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞))) ⊙ 𝑝 

Ruas kiri = (𝑝 ⊙ 𝑞) ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑟) 
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= (𝑝 + (−𝑞)) ⊙ (𝑝 + (−𝑟)) 

= (𝑝 − 𝑞) + (−(𝑝 − 𝑟)) 

= (𝑝 − 𝑞) + (𝑟 − 𝑝) 

= 𝑟 − 𝑞 

Ruas kanan = (𝑝 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑟) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞))) ⊙ 𝑝 

= (𝑝 ⊙ ((−𝑟) ⊙ (−𝑞))) ⊙ 𝑝 

= (𝑝 ⊙ ((−𝑟) + 𝑞)) ⊙ 𝑝 

= (𝑝 + ((−𝑞) + 𝑟) + (−𝑝) 

= (𝑝 − 𝑞) + (𝑟 − 𝑝) 

= 𝑟 − 𝑞 

Karena (𝑝 ⊙ 𝑞) ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑟) = 𝑟 − 𝑞 dan 

(𝑝 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑟) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞))) ⊙ 𝑝 = 𝑟 − 𝑞 maka 

(𝑝 ⊙ 𝑞) ⊙ (⊙ 𝑟) = (𝑝 ⊙ ((𝑒 ⊙ 𝑟) ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞))) ⊙ 𝑝 

b. Akan ditunjukkan bahwa 

𝑝 ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑞) = (𝑝 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞)) ⊙ 𝑝 

Ruas kiri = 𝑝 ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑞) 

= 𝑝 ⊙ (𝑝 − 𝑞) 

= 𝑝 + (𝑞 − 𝑝) 

= 𝑞 

Ruas kanan = (𝑝 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞)) ⊙ 𝑝 

= (𝑝 ⊙ (−𝑞)) ⊙ 𝑝 

= (𝑝 + 𝑞) + (−𝑝) 
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= 𝑞 

Karena 𝑝 ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑞) = 𝑞 dan (𝑝 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞)) ⊙ 𝑝 = 𝑞 maka  

𝑝 ⊙ (𝑝 ⊙ 𝑞) = (𝑝 ⊙ (𝑒 ⊙ 𝑞)) ⊙ 𝑝 

c.  𝑝 ⊙ 𝑝 = 𝑝 + (−𝑝)  

= 𝑝 − 𝑝 

= 0 

Jadi 𝑝 ⊙ 𝑝 = 0. 

d.  Perhatikan bahwa 

 𝑝 ⊙ 0 = 𝑝 + 0  

 = 𝑝 

Jadi 𝑝 ⊙ 0 = 𝑝. 

e.  Perhatikan bahwa  

0 ⊙ 𝑝 = 0 + (−𝑝)  

= −𝑝 

Jadi 0 ⊙ 𝑝 = −𝑝. 

Jadi, dikarenakan semua aksioma pada K-Aljabar tercukupi maka (ℤ, +,⊙

,0) adalah K-Aljabar. 

 

2.6 Rasionalisasi Perbuatan Manusia 

Salah satu karakteristik dari pemikiran teologis modern adalah rasional. 

Banyak tokoh Islam, seperti Muhammad Abduh, berusaha untuk mewujudkan 

pemikiran tersebut. Abduh adalah seorang tokoh salafi yang menjunjung tinggi 

daya nalar dan tetap setia pada teks-teks agama, meskipun beliau tidak 

menjadikan sebagai sesuatu yang tak tergantikan. Islam adalah agama yang 
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melibatkan banyak aspek yang terkait satu sama lain. Khususnya Aqidah (doktrin 

keimanan), Syariah (hukum Islam), dan Akhlak (moral dan spiritualitas) adalah 

tiga komponen utama dalam Islam. perbuatan manusia diharapkan berdasarkan 

akal, pertimbangan yang matang, dan juga berdasarkan prinsip-prinsip serta nilai-

nilai yang diikuti dalam ajaran Islam. (Abbas, 2014) 

Menurut Muhammad Abduh Ada beberapa nilai penting tentang 

rasionalisasi perbuatan manusia dalam Islam. 

1. Akal (Aql): Akal merupakan daya berpikir yang jika digunakan dengan baik 

membuat seseorang untuk memahami dan mengatasi masalah yang sedang 

dihadapinya. “Aql” atau “Akal” mengacu pada konsep ini, yang berfungsi 

sebagai alat untuk menjaga manusia agar tidak terjerumus dalam dosa dan 

kesalahan. Kemampuan berfikir ini dianggap sebagai tujuan yang harus 

diperjuangkan, karena inilah yang dapat menyelamatkan seseorang. 

2. Kebebasan Manusia: Manusia memiliki hak untuk memiliki kebebasan 

dalam keputusan dan tindakan mereka. Dalam bidang teologi dan filsafat, 

terdapat dua konsep yang terhubung dengan ini. Pertama, ada pandangan 

yang menyatakan bahwa segala tindakan manusia telah ditentukan sejak 

awal, bahkan sebelum kelahirannya. Dalam konteks teologi Islam, 

pandangan ini disebut sebagai konsep jabariah. Kedua, manusia memiliki 

keterbatasan dalam kebebasannya berdasarkan pada batas kemauan dan 

tindakan manusia, dan pemahaman ini dalam Islam disebut dengan 

qadariyah. 

3. Kepatuhan pada Syariat: Syariat terdapat dua jenis hukum syariat, yakni 

yang pasti (qat’i) dan yang tidak pasti (zhanni). Hukum syariat yang 



19 
 

 
 

pertama, yaitu yang pasti, harus diketahui dan diterapkan oleh setiap Muslim 

tanpa perlu penjelasan lebih lanjut, sebagaimana tercantum jelas di Al-

Qur’an beserta Al-Hadits. Sementara itu jenis kedua hukum syariat 

mempunyai ketentuan tak menentu. Menurut beliau, ketidakpastian hukum 

seperti ini merupakan bidang ijtihad yang dikuasai oleh para mujtahid. Jadi 

berlaina pandangan merupakan hal yang wajar-wajar saja. Keberagaman 

pemikiran di segala bidang mustahil tercipta. Umat Islam sebaiknya 

menghadapi perbedaan pendapat dengan cara mengacu kembali kepada 

sumber utama mereka, yaitu Al-Qur'an dengan Al-Hadits. Mereka yang 

mempunyai pengetahuan mendalam dalam agama diharapkan untuk 

melakukan ijtihad, sementara bagi orang awam yang kurang 

berpengetahuan, adalah kewajiban untuk berkonsultasi dengan ahli agama 

yang berkompeten untuk mendapatkan pemahaman yang lebih baik. (Abbas, 

2015) 

Dengan demikian, dalam perspektif Islam, rasionalisasi tindakan manusia 

mengacu pada penggunaan akal, kebebasan berkehendak dan perbuatan, serta 

ketaatan pada hukum syariat. Rasionalisasi tindakan manusia untuk hidup sesuai 

dengan pedoman agama Islam dan bertaqwa kepada Allah SWT. 

Menjadi baik untuk diri sendiri itu mudah untuk seseorang, akan tetapi 

seseorang tidak bisa berbuat baik kepada dirinya sendiri tanpa memberi manfaat 

terhadap orang lain. Sejatinya Allah memerintahkan seluruh hamba-Nya untuk 

berbuat baik yang telah difirmankan Allah melalui surah-Nya yaitu: 

 

فلَهََاْۗ اِنْ احَْسَنْتمُْ احَْسَنْتمُْ لِِنَْفسُِكُمْْۗ وَاِنْ اسََأتْمُْ    
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Artinya: “Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik untuk dirimu 

sendiri. Dan jika kamu berbuat jahat, maka (kerugian kejahatan) itu untuk dirimu 

sendiri” (QS. Al Isra: 7). (Shihab, 2002) 

Apabila kalian berbuat kebaikan dengan patuh, hal ini sebenarnya 

merupakan kebaikan pada dirimu sendiri, sebab pahala dari tindakan baik itu 

menjadi milikmu. Sebaliknya, jika kamu melakukan perbuatan buruk yang 

merugikan, maka akibat buruk akan menjadi milikmu sebagai balasan atas 

tindakan burukmu. Setiap tindakan yang kita lakukan, seberapa kecil pun itu pasti 

akan mendapatkan balasan yang setimpal, diterangkan dalam firman Allah dalam 

surah-Nya. 

Artinya: “Maka barang siapa yang mengerjakan kebaikan seberat biji dzarrah, 

niscaya dia akan melihat (balasan)nya. Dan barang siapa mengerjakan kejahatan 

sebesar zarrah, niscaya dia akan melihat (balasan)nya.” (QS. Al – Zalzalah ayat 

7-8). (Shihab, 2002) 

Menurut tafsiran Quraish Shihab (Shihab, 2002) menjelaskan ayat diatas 

tentang kata ‘zarrah’ yang ada pada ayat ini sebenarnya, untuk menggambarkan 

sesuatu yang sangat kecil dan paling terkecil. Dengan ayat yang digunakan Allah 

SWT ini, mencoba menjelaskan bagaimana perlakuan yang adil-Nya terhadap 

seluruh umat manusia. Dimana setiap amal, sekecil apapun, akan benar-benar 

mendapat pahala.
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini dilakukan menggunakan studi literatur. Studi literatur 

merupakan ikhtisar komprehensif tentang penelitian yang sudah dilakukan 

mengenai topik yang spesifik untuk menunjukkan kepada pembaca apa yang 

sudah diketahui tentang topik tersebut dan apa yang belum diketahui, untuk 

mencari rasional dari penelitian yang sudah dilakukan atau untuk ide penelitian 

selanjutnya (Denney & Tewksbury, 2013). Pola pembahasannya dimulai dari 

kasus atau contoh hingga pembahasan yang umum. Jenis penelitian ini dapat 

dikatakan sebagai penelitian kepustakaan. Penelitian ini dilakukan melalui 

pencarian dan mempelajari buku, artikel, jurnal, dan catatan-catatan tentang 

struktur dan sifat-sifat K-Aljabar juga beberapa penelitian terdahulu yang relevan 

dengan isu utama yang sedang diselidiki. 

 

3.2 Langkah-Langkah Penelitian 

Berdasarkan definisi K-Aljabar pada literatur Gratzer serta teorema-teorema 

yang telah dibuktikan pada Bab II, maka penulis mengembangkan menjadi sifat-

sifat dari operasi K-Aljabar dengan langkah-langkah sebagai berikut : 

1. Menganalisis keterkaitan antara definisi dan teorema pada K-Aljabar. 

2. Membuktikan keberlakuan operasi dasar aljabar pada K-Aljabar dengan 

minimal satu operasi biner serta digeneralisir dengan himpunan lainnya. 
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3. Mencari persamaan dan perbedaan antara satu operasi biner dengan 

gabungan beberapa operasi biner. 

4. Menerapkan sifat-sifat dasar Aljabar melalui teorema dan buktinya pada K-

Aljabar. 
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BAB IV  

PEMBAHASAN 

 

4.1 Struktur K-Aljabar 

4.1.1 K-Grup 

Dalam konteks K-Aljabar atau aljabar komutatif, grup biasanya merujuk 

pada grup penjumlahan. Sebuah grup penjumlahan pada K-Aljabar adalah 

himpunan bersama dengan operasi penjumlahan dan memenuhi sifat-sifat grup 

penjumlahan. Sifat-sifat ini sering digunakan dalam K-Aljabar untuk membentuk 

struktur aljabar yang lebih kompleks. 

Sebuah grup pada K-Aljabar adalah himpunan 𝐺 bersama dengan operasi biner 

(∗) yang memenuhi sifat-sifat berikut: 

1. Tertutup, hasil operasi biner (∗) pada dua elemen K-Aljabar (𝑎 dan 𝑏) selalu 

merupakan elemen K-Aljabar. 

2. Asosiatif, operasi biner (∗) bersifat asosiatif, sehingga urutan operasi tidak 

mempengaruhi hasil. (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 

3. Mempunyai elemen identitas (𝑒) di K-Aljabar, sehingga perkalian dengan 

elemen identitas menghasilkan elemen itu sendiri. 

4. Mempunyai eleman invers, setiap elemen 𝑎 di K-Aljabar memiliki elemen 

invers 𝑎−1, sehingga perkalian dengan elemen invers menghasilkan elemen 

identitas. 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒. 

Dalam K-Aljabar, biasanya grup penjumlahan dipahami dalam konteks 

ruang vektor atau modul atas K. Dengan demikian, elemen-elemen grup 
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penjumlahan adalah elemen dari K, dan operasi penjumlahan dapat dianggap 

sebagai penjumlahan biasa dalam K. 

Contoh: 

Diketahui K-Aljabar (𝐴, +,∗, 𝐾) dengan grup (𝐴, +) dan konstanta K. Buktikan 

bahwa elemen invers (𝑎−1) dalam grup (𝐴, +) juga merupakan elemen invers 

dalam K-Aljabar (𝐴, +,∗, 𝐾). 

Jawaban:  

Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝐴 sehingga 𝑎 + 𝑎−1 = 𝐾. maka 

𝑎 ∗ 𝑎−1 = (𝑎 + 𝐾) ∗ 𝑎−1  

= (𝑎 + 𝑎−1) ∗ 𝑎−1       (substitusi 𝐾 = 𝑎 + 𝑎−1) 

= 𝐾 ∗ 𝑎−1           (sifat satu grup) 

= 𝑎−1           (sifat konstanta K) 

Jadi elemen invers dalam grup (𝐴, +) juga merupakan elemen invers dalam K-

Aljabar. 

 

4.1.2 K-Ring 

Dalam matematika abstrak, istilah "K-Ring" dan "K-Aljabar" sering kali 

merujuk pada struktur aljabar tertentu yang melibatkan konsep K-field. 

1. Sebuah K-Ring adalah himpunan 𝑅  dengan dua operasi, biasanya disebut 

penjumlahan dan perkalian, yang memenuhi sifat-sifat berikut: 

a. 𝑅 membentuk grup penjumlahan yang melengkapi dengan elemen 

identitas 0. 

b. 𝑅 bersifat asosiatif dengan operasi perkalian (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 
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c. Hukum distribusi penjumlahan terhadap perkalian:𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 +

𝑎 ∙ 𝑐  𝑑𝑎𝑛  (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐 untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 

Dalam konteks ini, K adalah field yang sering dianggap sebagai field skalar. 

Ring ini membawa dua operasi (penjumlahan dan perkalian), dan 

perkaliannya mematuhi sifat komutatif. 

2. Sebuah K-Aljabar aljabar komutatif adalah struktur aljabar yang terkait 

dengan K-ring dan berfungsi sebagai generalisasi dari konsep ring. Sebuah 

K-Aljabar adalah K-Ring yang juga merupakan ruang vektor atas K 

sehingga perkalian dengan skalar dari K bersifat terdistribusi terhadap 

penjumlahan dan perkalian aljabar. Ring biasanya lebih umum, sementara 

aljabar komutatif memasukkan elemen-elemen dari ring ke dalam struktur 

ruang vektor dan memperluas operasi-operasi tersebut dengan pengenalan 

perkalian dengan skalar dari K-field. 

Jadi, K-Ring adalah struktur aljabar dengan dua operasi (penjumlahan dan 

perkalian) yang memenuhi sifat-sifat tertentu dan melibatkan K-field sebagai 

field skalar. K-Aljabar adalah generalisasi dari konsep ring yang juga merupakan 

ruang vektor atas K, menggabungkan operasi aljabar dan operasi skalar. 

 

4.1.3 Field 

Field adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari dua operasi biner yaitu 

penjumlahan dan perkalian, di mana himpunan terhadap penjumlahan, struktur 

tersebut merupakan abelian, himpunan tanpa nol dengan operasi perkalian 

merupakan grup abelian, dan operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi 

penjumlahan. Suatu field (𝑅, +,×) adalah suatu himpunan takkosong 𝑅 dengan 
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operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian (×) pada 𝑅 yang memenuhi 

aksioma-aksioma berikut: 

1. Himpunan 𝑅 terhadap penjumlahan (+) 

a. Tertutup: untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅. 

b. Asosiatif: untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, maka (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

c. Mempunyai unsur kesatuan: adanya elemen identitas 𝑎 sehingga 𝑏 + 𝑎 =

𝑎 + 𝑏 = 𝑏, ∀ 𝑏 ∈ 𝑅 

d. Mempunyai invers: untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 sedemikian hingga 

𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 = 𝑎. 

e. Komutatif: untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

2. Himpunan 𝑅 tanpa nol terhadap perkalian (×) 

f. Tertutup: untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 𝑎 × 𝑏 ∈ 𝑅. 

g. Asosiatif: untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, maka (𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐). 

h. Mempunyai unsur kesatuan: adanya elemen identitas 𝛽 sehingga 

𝑎 × 𝛽 = 𝛽 × 𝑎 = 𝑎, ∀ 𝑎 ∈ 𝑅 

i. Mempunyai invers: untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 − {0} terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 sehingga 

𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 = 𝛽. 

j. Komutatif: untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎. 

3. Distributif perkalian (×) terhadap penjumlahan (+) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 

jika memenuhi: 

a. Ditribusi kiri: untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 memenuhi 𝑎 × (𝑏 + c) =

(a × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐). 

b. Ditributif kanan: untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 memenuhi (𝑎 + 𝑏) × 𝑐 =

(a × 𝑐) + (𝑏 × 𝑐). 
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Bersifat distributif perkalian terhadap penjumlahan. (Im & Tasman, 2014) 

Contoh: 

Misalkan ℚ adalah himpunan bilangan rasional, tunjukkan bahwa ℚ merupakan 

field! 

Solusi: 

Untuk menunjukkan bahwa ℚ merupakan field, maka harus menunjukkan bahwa 

ℚ memenuhi semua aksioma field. 

1. Himpunan ℚ tertutup terhadap penjumlahan, yaitu jika 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ, maka 𝑝 +

𝑞 ∈ ℚ. 

2. Operasi penjumlahan (+) bersifat asosiatif di ℚ, yaitu (𝑝 + 𝑞) + 𝑟 = 𝑝 +

(𝑞 + 𝑟) untuk semua 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℚ. 

3. Himpunan ℚ mempunyai elemen indentitas penjumlahan, yaitu ada elemen 

0 ∈ ℚ sehingga 𝑝 + 0 = 𝑝 untuk semua 𝑝 ∈ ℚ. 

4. Himpunan ℚ mempunyai elemen invers penjumlahan, yaitu untuk setiap 

𝑝 ∈ ℚ, ada elemen −𝑝 ∈ ℚ sehingga 𝑝 + (−𝑝) = 0. 

5. Himpunan ℚ tertutup terhadap perkalian, yaitu jika 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ, maka 𝑝 × 𝑞 ∈

ℚ. 

6. Operasi perkalian (×) bersifat asosiatif di ℚ, yaitu (𝑝 × 𝑞) × 𝑟 =

𝑝 × (𝑞 × 𝑟) untuk semua 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℚ. 

7. Himpunan ℚ mempunyai elemen indentitas perkalian, yaitu ada elemen 1 ∈

ℚ sehingga 𝑝 × 1 = 𝑝 untuk semua 𝑝 ∈ ℚ. 

8. Himpunan ℚ mempunyai elemen invers perkalian, yaitu untuk setiap 𝑝 ∈ ℚ 

dengan 𝑝 ≠ 0, ada elemen 𝑝−1 ∈ ℚ sehingga 𝑝 × 𝑝−1 = 1. 
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9. Berlaku sifat distributif perkalian (×) terhadap penjumlahan (+) di ℚ, yaitu 

jika 𝑝 × (𝑞 + 𝑟) = (𝑝 × 𝑞) + (𝑝 × 𝑟) dan jika (𝑝 + 𝑞) × 𝑟 = (𝑝 × 𝑟) +

(𝑞 × 𝑟) untuk semua 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℚ. 

Jadi, karena semua aksioma terpenuhi maka himpunan ℚ merupakan field. 

 

4.1.4 K-Field 

Hubungan antara field dan K-Aljabar adalah suatu konsep dalam 

matematika yang berkaitan dengan ekstensi field dan struktur aljabar yang 

melibatkan field tertentu, yang disebut field dasar atau K-field. Sebuah field 

adalah struktur yang terdiri dari himpunan elemen dengan dua operasi biner, yaitu 

penjumlahan dan perkalian. Field memiliki sifat-sifat tertentu, seperti komutatif, 

asosiatif, adanya elemen identitas, dan adanya elemen invers. Sedangkan K-

Aljabar merujuk pada konsep dalam aljabar abstrak dimana suatu aljabar 

memperluas field. Jika 𝐾 adalah field, maka K-Aljabar adalah struktur aljabar 

yang memperluas K sebagai field dasar. Ekstensi field adalah konsep dimana 

memperluas himpunan elemen field dengan menambahkan elemen-elemen baru. 

Ekstensi ini dapat dinyatakan sebagai 
𝐿

𝐾
, yang berarti 𝐿 adalah field yang 

memperluas 𝐾. Sebagai contoh:  jika 𝐿 adalah perluasan dari 𝐾, maka 𝐿 dapat 

dianggap sebagai K-Aljabar, dan operasi seperti penjumlahan dan perkalian di 𝐿 

melibatkan elemen-elemen dari 𝐾 dan 𝐿. Dengan demikian, hubungan field 

dengan K-Aljabar terletak pada cara memperluas dan memahami struktur aljabar 

yang lebih kompleks dibandingkan dengan field biasa. Berikut adalah aksioma-

aksioma yang mendasari K-Field: 
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1. Aksioma field: 

a. Field terhadap operasi penjumlahan (+) 

• Himpunan 𝐾 bersifat komutatif terhadap penjumlahan (+): 𝑎 + 𝑏 =

𝑏 + 𝑎 untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 bersifat asosiatif terhadap penjumlahan (+): (𝑎 + 𝑏) +

𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 mempunyai elemen indentitas terhadap penjumlahan 

(+): terdapat elemen 0 ∈ 𝐾 sehingga 𝑎 + 0 = 𝑎 untuk semua 𝑎 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 mempunyai invers terhadap penjumlahan (+): ∀𝑎 ∈ 𝐾, 

terdapat elemen −𝑎 ∈ 𝐾 sehingga 𝑎 + (−𝑎) = 0 

b. Field terhadap operasi perkalian (×) 

• Himpunan 𝐾 bersifat komutatif terhadap perkalian (×): 𝑎 × 𝑏 =

𝑏 × 𝑎 untuk semua 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 bersifat asosiatif terhadap perkalian (×): (𝑎 × 𝑏) ×

𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐) untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 mempunyai elemen indentitas terhadap perkalian (×): 

terdapat elemen 1 ∈ 𝐾 sehingga 𝑎 × 1 = 𝑎 untuk semua 𝑎 ∈ 𝐾 

• Himpunan 𝐾 mempunyai invers terhadap perkalian (×): ∀𝑎 ∈ 𝐾, 

𝑎 ≠ 0 terdapat elemen 𝑎−1  ∈ 𝐾 sehingga 𝑎 × (−𝑎) = 1. 

c. Himpunan 𝐾 bersifat distributif perkalian terhadap penjumlahan: 

𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾. 

2. Aksioma K-Aljabar 

a. Perkalian skalar: ∀𝑎 ∈ 𝐾 dan 𝑘 ∈ 𝐹, berlaku 𝑘 × (𝑎 × 𝑏) =

(𝑘 × 𝑎) × 𝑏 = 𝑎 × (𝑘 × 𝑏). 
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b. Himpunan 𝐾 bersifat distributif perkalian vektor: 𝑎 × (𝑏 + 𝑐) =

𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 

 

4.2. Sifat-Sifat K-Aljabar 

K-Aljabar memiliki banyak sifat yang memungkinkan untuk memahami 

struktur dan operasi yang terilibat dalam objek matematika. Berikut beberapa sifat 

umum dalam K-Aljabar: 

1. Asosiatif: sifat asosiatif dalam konteks K-Aljabar memungkinkan untuk 

mengubah urutan perkalian tanpa mengubah hasil akhir. Misalkan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝐾, dengan sifat asosiatif dapat mengekpresikan perkalian ketiga unsur 

tersebut dalam bentuk manapun, dan hasilnya akan tetap sama. Dalam notasi 

ini dapat ditulis sebagai: 

(𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 

Ini berarti dapat mengelompokkan 𝑎 dan 𝑏 terlebih dahulu, atau 𝑏 dan 𝑐 

terlebih dahulu, atau 𝑎 dan 𝑐 terlebih dahulu, dan hasil perkaliannya akan 

sama. 

2. Komutatif: operasi dalam K-Aljabar bersifat komutatif jika operasi tidak 

mempengaruhi hasil akhirnya. Misalkan, untuk setiap 𝑎, 𝑏, ∈ 𝐾, jika 𝑎 ∙ 𝑏 =

𝑏 ∙ 𝑎, maka operasi ∙ adalah komutatif. 

3. Distributif: operasi dalam K-Aljabar bersifat distributif terhadap operasi 

lainnya. Misalkan untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾, 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐 dan 

(𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐. 

Ini hanya beberapa sifat umum dalam K-Aljabar, dan tergantung pada struktur 

aljabar tertentu, sifat-sifat tambahan atau modifikasi dapat berlaku. Misalnya, 
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dalam teori grup, kita fokus pada himpunan dengan satu operasi dan sifat-sifat 

grup. Dalam teori ring dan field, kita memperkenalkan dua operasi penjumlahan 

dan perkalian dengan sifat-sifat tertentu. 

 

4.3. Rasionalisasi Beragama dalam Perspektif Teori Aljabar 

Rasionalisasi sering dimaksudkan sebagai usaha individu untuk mencari-cari 

alasan yang dapat diterima secara sosial untuk membenarkan atau 

menyembunyikan perilakunya yang buruk. Rasionalisasi juga muncul ketika 

individu menipu dirinya sendiri dengan berpura-pura menganggap yang buruk 

adalah baik atau yang baik adalah yang buruk, atau dengan kata lain rasionalisasi 

adalah pembenaran tingkah laku melalui argument yang seolah-olah benar untuk 

menutupi sikapnya yang tidak dapat diterima oleh orang lain dengan cara 

merasionalisasikan (membuatnya nampak masuk akal). Dua faktor umum yang 

mempengaruhi timbulnya rasionalisasi, yaitu: 

1. Rasa rendah diri 

Rasa rendah diri yaitu perasaan minder atau merasa tidak mampu untuk 

melakukan sesuatu tanpa bantuan orang lain dan melihat orang lain 

memiliki kemampuan yang lebih dari dirinya sendiri. 

2. Iri hati 

Iri hati adalah perasaan tidak rela orang lain mendapatkan penghargaan, 

pujian, nilai baik, respon yang baik. Perasaan tidak senang oleh karena itu 

sesuatu yang dimiliki oleh orang lain, ada perasaan kehilangan atau 

kekurangan sesuatu yang ada pada orang lain, melihat orang lain memiliki 
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sesuatu yang tidak ia miliki, membuat ia merasa kehilangan, tetapi tidak 

selalu bahwa ia ingin memiliki sesuatu itu. (Illu, 2019) 

Dari beberapa rasionalisasi yang sering dilakukan oleh manusia, Rasulullah 

S.W.A. juga bersabda: 

“Setiap anak Adam pasti berbuat dosa, dan sebaik-baik orang yang berbuat 

dosa adalah mereka yang bertaubat.” (HR Tirmidzi) 

Oleh karena itu, dalam Islam manusia dianjurkan untuk mengakui kesalahannya 

dan bertaubat kepada Allah SWT. Manusia tidak boleh melakukan rasionalisasi 

untuk membenarkan kesalahannya. 

Rasionalisasi beragama adalah upaya untuk menjelaskan dan membenarkan 

ajaran agama dengan menggunakan akal budi. Dalam rasionalisasi beragama 

terdapat kebenaran yang universal yaitu penyesalan. Penyesalan adalah pengakuan 

atas kesalahan atau tindakan salah yang telah dilakukan. Dalam banyak agama, 

penyesalan sering kali dianggap sebagai langkah pertama menuju pemulihan, 

pertobatan, atau pencarian kebenaran. Penyesalan sebagai suatu cara untuk 

mencapai kebenaran yang lebih dalam tentang dirinya sendiri. Dalam perspektif 

teori aljabar, rasionalisasi beragama dapat diartikan sebagai upaya untuk 

menemukan pola-pola matematis dalam ajaran agama. Adapun beberapa manfaat 

dalam rasionalisasi beragama. Pertama, rasionalisasi beragama dapat membantu 

umat beragama untuk memahami ajaran agamanya secara lebih mendalam. 

Kedua, rasionalisasi bergama dapat membantu umat beragama untuk berdialog 

dengan umat beragama lain secara lebih konstruktif. Ketiga, rasionalisasi 

beragama dapat membantu umat beragama untuk berkontribusi pada kemajuan 

beradaban. Salah satu contoh rasionalisasi beragama dalam perspektif teori aljabar 

adalah penggunaan persamaan aljabar untuk menjelaskan hubungan antara 
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manusia dengan Tuhan. Misalnya, persamaan aljabar 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2 dapat 

digunakan untuk menjelaskan hubungan antara manusia (𝑥), Tuhan (𝑦), dan alam 

semesta (𝑧). Manusia adalah dua hal yang berbeda, tetapi keduanya saling 

berhubungan dan saling melengkapi. Sama seperti dalam persamaan aljabar, 𝑥2 

dan 𝑦2 adalah dua bilangan kuadrat yang berbeda, tetapi keduanya saling 

berhubungan dan membentuk bilangan kuadrat yang sama (𝑥2). 

K-Aljabar adalah cabang dari aljabar abstrak yang mempelajari struktur 

aljabar dengan operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu, seperti asosiatif, 

komutatif, dan distributif. K-Aljabar biasanya digunakan untuk memahami 

struktur matematika yang melibatkan himpunan dengan operasi biner, seperti 

grup, ring, dan field. Aljabar adalah cabang matematika yang mempelajari 

struktur aljabar, seperti grup, ring, dan field. Aljabar adalah bidang yang 

melibatkan manipulasi simbol-simbol matematika untuk memahami dan 

menyelesaikan masalah dalam konteks struktur aljabar tersebut. Terdapat berbagai 

jenis aljabar, seperti aljabar linier, aljabar abstrak, aljabar Boolean, dan banyak 

lagi, yang masing-masing memiliki aturan dan properti khusus. Selain bentuk 

dasar yang telah dijelaskan sebelumnya, K-Aljabar juga dapat didefinisikan dalam 

bentuk lain, yaitu: 

1. K-Aljabar hiper, yaitu K-Aljabar yang dilengkapi dengan operasi hiper. 

Operasi hiper adalah operasi yang memetakan himpunan ke dalam 

himpunan. 

2. K-Aljabar implikatif, yaitu K-Aljabar yang dilengkapi dengan operasi 

implikatif. Operasi implikatif adalah operasi yang memetakan dua himpunan 

ke satu himpunan. 
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3. K-Aljabar BCK, yaitu K-Aljabar yang dilengkapi dengan operasi biner, 

operasi hiper, dan operasi implikatif. 

Pengembangan K-Aljabar masih terus dilakukan oleh para peneliti. Beberapa 

pengembangan K-Aljabar yang telah dilakukan oleh para peneliti: 

1. Pengembangan K-Aljabar topologis. K-Aljabar topologis merupakan K-

Aljabar yang dilengkapi dengan struktur topologis yang kompatibel dengan 

operasi biner dan operasi terbalik. Pengembangan K-Aljabar topologis dapat 

digunakan untuk mempelajari sifat-sifat aljabar topologis, seperti ruang 

topologis, ruang vektor topologis. 

2. Pengembangan K-Aljabar fuzzy. K-Aljabar fuzzy merupakan K-Aljabar 

yang dilengkapi dengan struktur fuzzy yang kompatibel dengan operasi 

biner dan operasi terbalik. Pengembangan K-Aljabar fuzzy dapat digunakan 

untuk mempelajari sifat-sifat aljabar fuzzy, seperti fungsi fuzzy, sistem, dan 

model fuzzy. 

Berikut adalah beberapa persamaan dan perbedaan antara K-Aljabar dengan 

Aljabar: 

Persamaan: 

1. K-Aljabar dan Aljabar adalah bidang matematika yang berfokus pada 

manipulasi simbol-simbol matematika. 

2. Keduanya digunakan untuk memahami dan menyelesaikan masalah dalam 

konteks tertentu, baik itu struktur aljabar dalam aljabar konvensional atau 

sifat-sifat graf dalam K-Aljabar. 
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Perbedaan: 

1. K-Aljabar terutama digunakan dalam konteks teori graf, yang berfokus pada 

representasi dan analisis graf, sedangkan Aljabar konvensional dapat 

diterapkan pada berbagai struktur matematika, seperti grup, ring, field, dan 

banyak lainnya. 

2. Konteks: K-Aljabar adalah subbidang yang lebih spesifik dan terkait dengan 

teori graf, sedangkan Aljabar konvensional adalah bidang matematika yang 

sangat luas dan mencakup berbagai jenis aljabar. 

3. Operasi: Aljabar konvensional memiliki operasi-aljabar khusus seperti 

penjumlahan, perkalian, dan invers, sementara K-Aljabar memiliki operasi 

yang lebih terkait dengan sifat-sifat graf, seperti komposisi relasi, 

perpotongan, dan serapan. 

4. Aplikasi: Aljabar konvensional umumnya digunakan di berbagai cabang 

matematika dan sains, sementara K-Aljabar lebih khusus digunakan dalam 

teori graf, jaringan, dan komputer sains. (Bass, 1968) 

Dalam rangkaian yang lebih luas, K-Aljabar adalah salah satu alat penting 

dalam analisis graf yang membantu memodelkan dan memecahkan berbagai 

masalah dalam domain tersebut. 

K-Aljabar adalah khususnya penting dalam konteks ring komutatif karena 

banyak sifat aljabar yang memungkinkan kita membuat generalisasi dan 

menyusun teori yang lebih abstrak. Ring komutatif sering kali memiliki sifat-sifat 

yang dapat dipelajari dengan menggunakan konsep-konsep aljabar dari K-Aljabar, 

dan teori K-Aljabar menyediakan kerangka kerja matematika yang dapat 

digunakan untuk memahami struktur matematika seperti ring. Oleh karena itu, 
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hubungan antara ring dan K-Aljabar terletak pada penggunaan konsep K-Aljabar 

untuk memahami dan menggeneralisasi sifat-sifat aljabar dari ring komutatif. 

Hubungan antara ring dan K-Aljabar dalam konteks K-Ring, jika K merujuk pada 

suatu bidang, dapat dijelaskan dengan jelas bahwa elemen-elemen ring tersebut 

adalah elemen dari bidang tersebut, yang mungkin memberikan sifat-sifat 

tambahan seperti invers perkalian. K-Ring dapat dianggap sebagai kasus khusus 

dari K-Aljabar di mana kita mempertimbangkan struktur lebih lanjut atau 

keterkaitan yang mungkin dimiliki oleh elemen-elemen ring dengan bidang K-

Ring.  

Dalam struktur aljabar seperti grup, ring, dan aljabar, "elemen satuan" dan 

"elemen identitas" adalah istilah yang sering digunakan. Meskipun keduanya 

sering digunakan secara bergantian, ada perbedaan yang bergantung pada struktur 

aljabar tertentu. 

Definisi elemen identitas 

Elemen identitas adalah elemen 𝑒 dalam suatu struktur aljabar tertentu yang, 

ketika dioperasikan dengan elemen lain menggunakan operasi tertentu, tidak 

mengubah nilai elemen tersebut. Misalnya, dalam grup, elemen identitas 𝑒 

memenuhi 𝑒 ∙ 𝑎 = 𝑎 ∙ 𝑒 = 𝑎 untuk setiap elemen 𝑎 dalam grup. 

Elemen satuan adalah elemen yang memiliki invers terhadap suatu operasi 

tertentu. Misalkan dalam ring atau grup, suatu elemen 𝑢 memenuhi 𝑢 ∙ 𝑣 = 𝑣 ∙

𝑢 = 1, dimana 1 adalah elemen identitas perkalian. 

Persamaan elemen identitas dan elemen satauan 

1. Kedua istilah ini umumnya merujuk pada elemen yang "tidak mengubah" 

nilai elemen lain dalam suatu operasi tertentu. 
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2. Dalam banyak konteks, khususnya dalam bidang atau ring, elemen identitas 

perkalian sering disebut sebagai elemen satuan. 

Perbedaan elemen identitas dan elemen satauan 

1. Elemen identitas dapat tidak selalu memiliki invers, sementara elemen 

satuan selalu memiliki invers terhadap suatu operasi tertentu. 

2. Dalam beberapa konteks, terutama dalam grup, istilah "elemen identitas" 

lebih umum digunakan daripada "elemen satuan." 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

1. Struktur K-Aljabar 

a. K-Grup penjumlahan K-Aljabar dalam konteks ruang vektor atau modul 

atas K yang elemen-elemen grup penjumlahan adalah elemen dari K, 

dan operasi penjumlahan dapat dianggap sebagai penjumlahan biasa 

dalam K. 

b. K-Ring adalah struktur aljabar dengan dua operasi (penjumlahan dan 

perkalian) yang memenuhi sifat-sifat tertentu dan melibatkan K-field 

sebagai filed skalar. K-Aljabar adalah generalisasi dari konsep ring 

yang juga merupakan ruang vektor atas K, menggabungkan operasi 

aljabar dan operasi skalar. 

c. K-Field adalah merupakan salah satu struktur K-Aljabar dengan operasi 

perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan. Suatu field 

(𝑅, +,×) adalah suatu himpunan tak kosong 𝑅 dengan operasi biner 

penjumlahan (+) dan perkalian (×) pada 𝑅, Distributif perkalian (×) 

terdapat penjumlahan (+) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, jika memenuhi: 

Distributif: untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 memenuhi 𝑎 × (𝑏 + c) = (a × 𝑏) +

(𝑎 + 𝑐). (𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = (a × 𝑐) + (𝑏 + 𝑐). Bersifat distributif perkalian 

terhadap penjumlahan. 
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2. Sifat- sifat K-Aljabar 

a. Asosiatif: Sifat asosiatif dalam konteks K-Aljabar memungkinkan untuk 

mengubah urutan perkalian tanpa mengubah hasil akhir. Misalkan 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾, dengan sifat asosiatif dapat mengekpresikan perkalian ketiga 

unsur tersebut dalam bentuk manapun, dan hasilnya akan tetap sama, 

dapat ditulis (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐). 

b. Komutatif: sifat ini menyatakan jika urutan operand tidak mempengaruhi 

hasilnya. Misalkan, untuk setiap 𝑎, 𝑏, ∈ 𝐾, jika 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎, 

c. Distributif:  Misalkan untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾, 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐 

dan (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐. 

5.2 Saran 

Saran untuk penelitian berikutnya adalah K-Aljabar dapat diaplikasikan 

dalam himpunan berarti bisa diaplikasikan pada himpunan bilangan, dihedral, dan 

modulo atau kongruensi, yang dilengkapi dengan teorema, bukti, dan contohnya. 
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