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ABSTRAK

Indrawati, Ines. 2012. Analisis Dinamik untuk Kestabilan dari Model SIR
dengan Perlambatan Waktu. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.

Pembimbing: (I) Usman Pagalay, M.Si (1) Hairur Rahman, M.Si
Kata Kunci: Analisis Dinamik, Model SIR, Kestabilan, Waktu Perlambatan

Model epidemik SIR merupakan model satu spesies yang berbentuk sistem
persamaan diferensial tak liner. Adanya waktu perlambatan sangat mempengaruhi
kestabilan titik kesetimbangan sistem persamaan diferensial model SIR.

Berdasarkan permasalahan di atas maka penelitian ini bertujuan untuk
menganalisis waktu perlambatan terhadap kestabilan titik ekuilibrium sistem
persamaan diferensial model SIR. Namun sebelum itu perlu diketahui bentuk
model SIR dengan perlambatan. Terdapat batas ambang atau lebih dikenal dengan
bilangan reproduksi dasar (R,) yang menentukan penyakit itu menghilang atau
menetap. Jika Ry, < 1 maka kesetimbangan bebas penyakit akan mencapai stabil
asimtotik secara umum, GAS, dan penyakit akan menghilang. Tetapi jika Ry > 1
maka terjadi kesetimbangan endemik dan penyakit akan mewabah. Dengan
adanya waktu perlambatan maka kesetimbangan endemik akan memcapai stabil
asimtotik lokal, LAS, pada saat R, > 1 untuk waktu perlambatan positif.

Dengan asumsi yang telah disebutkan di atas, maka dengan waktu
perlambatan T = 0 dan tidak ada individu yang terinfeksi I(t) = 0, maka
diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit E; = (S, I, R) yaitu (1,0,0). Jika
waktu perlambatan 7 = 0 dan terdapat individu yang terinfeksi /(t) # 0, maka

diperoleh titik kesetimbangan endemik E, = (S*,I*,R*) yaitu S* = %, I =

5(Ro—1) R* = Y(Ro—1)
5 —
bebas penyakit mencapai kestabilan asimtotik secara global. Sedangkan untuk
R, > 1 maka titik kesetimbangan endemik mencapai kestabilan asimtotik secara
lokal. Setelah mengetahui kestabilannya, maka dilakukan interpretasi model SIR
dengan perlambatan waktu yaitu dalam bentuk grafik, kemudian dari grafik
tersebut mempermudah menjelaskan perilaku dinamiknya.

. Dengan batas ambang R, < 1, maka titik kesetimbangan



ABSTRACT

Indrawati, Ines. 2012. Dynamical Analysis for Stability of SIR Model with
Time Delay. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, The State of Islamic University Maulana Malik
Ibrahim Malang. Promotor: (I) Usman Pagalay, M.Si (ll) Hairur
Rahman, M.Si

SIR epidemic model is a model species that form a system of not linear
differential equations. The existence of time delay is important to stability of
equilibrium point from differential equations system for SIR models.

Based on the above issues the study aims to analyze time delay to stability
of equilibrium from differential equations system of SIR model. But before that to
know the form of SIR models with time delay. The threshold or better known as
basic reproduction number (R,) determinining whether the disease dies out or
persist. If Ry < 1 then the disease-free equilibrium is globally asymptotically
stable, GAS, and the disease always dies out. But if R, > 1 then the endemic
equilibrium and the disease will be endemic. with the time delay in endemic
equilibrium is locally asymptotically stable, LAS, for R, > 1 for all positive time
delay.

With the assumptions, then time delay t = 0 and no human infected,
I (t) = 0, then the disease free equilibrium point is obtained E; = (S,I,R)
is (1,0,0). |If time delay T = 0 and there are human infected I (t) # 0, then

endemic equilibrium point is obtained E, = (S§*,I*,R*), where $* = (y%f),l* =

8B =D p+ = Y®R=D " \nith the threshold Ry <1, then the disease free

equilibrium point reached globally asymptotically stable. As for the R, > 1 then
endemic equilibrium point reached locally asymptotically stable. After learning of
its stability, then the interpretation SIR models with time delay in graphs and
easier to explain its dynamical behavior.

Key words: Dynamical Analysis, SIR Model, Stability, Time Delay

Xi
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada zaman sekarang ini banyak penyakit yang medatjangkiti manusia.
Di antara penyakit tersebut adalah tuberkolusidan@@ demam berdarah, dan
masih banyak lainnya. Dari penyakit-penyakit temetapat disembuhkan dalam
kurun waktu yang berbeda-beda, tergantung kepag@mesistem imun penderita.
Dari setiap penyakit tersebut memiliki model matekaayang berbeda-beda.

Model dan pemodelan memang telah membantu manusmmahami
sistem alam yang kompleks, dari yang mikroskopiksa yang makroskopik.
Model merupakan presentasi suatu realitas dariaegopemodel. Dengan kata
lain model merupakan jembatan antara dunia ny@al (vorld) dengan dunia
berfikir (thinking world untuk memecahkan suatu masalah (Pagalay, 2009).

Model epidemi SIR Qusceptible, Infected, Removedgrupakan jenis
model dinamik yaitu model yang mempertimbangkantwa®alam model SIR
menunjukkan bahwa S adalalusceptibleyaitu banyaknya orang yang rentan
terkena suatu penyakit, | adalalffiectedyaitu banyaknya orang yang telah terkena
atau terinfeksi suatu penyakit dan R adakxhovedyaitu banyaknya orang yang
telah sembuh dan kebal dari suatu penyakit olemirvodel SIR dikembangkan
pertama kali untuk mengetahui laju penyebaran depukahan suatu wabah
penyakit dalam suatu populasi tertutup dan berspatemik (Riyanto, 2008:1).

Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Yunus ayat 57



-
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Artinya: Hai manusia, Sesungguhnya telah datangaldemu pelajaran dari
Tuhanmu dan penyembuh bagi penyakit-penyakit (yengda) dalam
dada dan petunjuk serta rahmat bagi orang-oranggyaeriman(Q.S.
Yunus [10]:57).

Istilah arabmau’izhah (nasihat) berarti peringatan dan kesadaran. Frase
arab syifa’is-shudur merujuk kepada penyucian ruh dan hati dari kebamuk
keburukan spiritual. Cacat-cacat spiritual lebilnabelari pada penyakit jasmani.
Manfaat al-qur’an ini terletak dalam penyembuhamyp&it-penyakit ruhani ini.

ltulah sebabnya Rasulullah SAW mengatakan dalamtusueadits,

“Manakala kesusahan, laksana malam yang gelap dengarikan menimpamu

maka berlidunglah kepada Al-Qur'anDi samping penuh dengan ajaran dakwabh,

di saat yang sama Al-Qur’an juga menjadi obat, periyuh, sumber pencerah dan

rahmat (Imani, 2005:83).

Menurut Rubono (2009:2) model epidemi SIR dengatapdatan waktu

adalah sebagai berikut:

dS(t)

" =8§—-6S(t)—-BS®I(t—1) (1.1)
“O = g1t — 1) — yI(®) = 81(0) (1.2)
2RO _ yI(t) — SR() (1.3)

dt

dimanasd, 8,y dant adalah konstanta positi#, adalah laju kematiarg adalah
laju penularany laju kesembuhan alami dari seorang penderitalalah waktu

dant merupakan waktu perlambatan.



Diasumsikan batas ambang R 1 maka model SIR dengan perlambatan
waktu akan mencapai kesetimbangan bebas penyakitmgencapai kestabilan
asimtotik secara umunG(obally Asymtotically StabJeGAS) sehingga penyakit
akan menghilang, sedangkamy, R 1 maka penyakit tersebut akan menjadi
endemik. Dengan adanya masa inkubasi yang tertwaa konstan, maka
kesetimbangan endemik akan mencapai kestabilart@iirsecara lokall{ocally
Asymtotically StableLAS) untuk R > 1 dan semua waktu perlambatan yang
positif. Kemudian dengan memasukkan waktu perlaatbgang berbeda-beda,
maka dapat diketahui perilaku dinamik dari mod& 8éngan perlambatan waktu

Berdasarkan analisis asumsi di atas maka dapetatiiki kestabilan dari
model SIR dengan perlambatan waktu dan perilakandiknya. Dari paparan di
atas maka peneliti mengambil judul skripsi adal#nalisis Dinamik untuk

Kestabilan dari Model SIR dengan Perlambatan Waktu” .

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan paparan di atas maka peneliti dapatimuskan masalah
sebagai berikut:
1. Bagaimana titik kesetimbangan model SIR dengarapdratan waktu?
2. Bagaimana analisis kestabilan titik kesetimbanagan model SIR
dengan perlambatan waktu?
3. Bagaimana analisis dinamik untuk kestabilan daridehoSIR dengan

perlambatan waktu?



1.3 Tujuan
Dari rumusan masalah di atas maka tujuan peneléidalah sebagai
berikut:
1. Untuk mengetahui titik kesetimbangan model SIR dengerlambatan
waktu.
2. Untuk mengetahui analisis kestabilan titik keseamimn dari model SIR
dengan perlambatan waktu
3. Untuk mengetahui analisis dinamik untuk kestabiliik kesetimbangan

dari model SIR dengan perlambatan waktu.

1.4 Batasan Masalah
Penulisan skripsi ini difokuskan pada pembahasangate beberapa
penyaki menular melalui kontak langsung antara viddi rentan dengan
penderita.
1. Penyakit-penyakit yang dibahas dalam penelitiatidlaik spesifik, melainkan
penyakit-penyakit umum yang tergolong dalam modiel S
2. Proporsi dari populasi model SIR ini adalah konsyamg berarti
S(t) +1(t) + R(t) = 1.
3. Laju kelahiran sama dengan laju kematian.
4. Pembahasan penggunaan model dalam skripsi ini yaddel SIR dengan
perlambatan waktu sesuai dengan model yang telaiisdoleh Rubono
Setiawan (2009) dalam jurnalnya yang berju@uhbility of Delayed SIR

Model with Vital Dynamics.



5. Dalam skripsi ini, analisis dinamik dimaksudkan nbamas tentang titik
kesetimbangan model, analisis kestabilan dari tkisetimbangannya,
kemudian menjelaskan perilaku dinamiknya setelamadukkan nilai
parameter-parameter dan memasukkan waktu perlamhatag berbeda-

beda.

1.5 Manfaat penelitian
Manfaat penelitian ini adalah:

1. Bagi peneliti
Untuk memperdalam dan mengembangkan wawasan didipli yang telah
dipelajari dalam mengkaji permasalahan tentang isa®aldari sistem
persamaan diferensial dengan perlambatan.

2. Bagi pembaca
Sebagai tambahan wawasan dan informasi tentang | muatematika dari
salah satu model dalam matematika biologi, yaitudehoSIR dengan

perlambatan.

1.6Metode Penelitian
Metode penelitian yang digunakan dalam penelitiadalah:

a. Mengkaji, mempelajari buku-buku yang berkaitan dengnasalah model
SIR, persamaan diferensial non linier maupun sigbensamaan diferensial
non linier. Pada penulisan skripsi ini, penulis geeu pada karya tulis yang
ditulis oleh Rubono Setiawan yang berju@thbility of Delayed SIR Model

with Vital Dynamics.



b. Menganalisis

Adapun langkah-langkah yang dilakukan penulis dafaemganalisis dalam

penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Interpretasi model.

2. Menentukan titik kesetimbangan dari model.

3. Melakukan linierisasi dari model SIR dengan perlatab waktu

4. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model.

5. Menyelesaikan model
Penyelesaian analitik sistem persamaan diferersill linier akan
didekati secara numerik dengan metode Runga Kuttee @mpat dan
DDEZ23 menggunakan software MATLAB 7.6.

6. Menganalisis model matematika pada model SIR demgatambatan
waktu dalam bentuk grafik dengan bantuan softwal®TMAB 7.6
dengan memasukkan nilai-nilai perlambatan yangdukribeda.

c. Membuat kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan dari penelitian ini adalah:
BAB I PENDAHULUAN
Dalam bab pendahuluan ini berisi tentang latar Kaglg, rumusan masalah,
tujuan, batasan masalah, manfaat penelitian, mgtedelitian, dan sistematika

penulisan.



BAB Il KAJIAN PUSTAKA

Dalam bab ini dikemukakan teori yang mendasari ig&re yang meliputi
persamaan diferensial, persamaan diferensial lirpersamaan diferensial tak
linier, sistem persamaan diferensial, kestabiltk kritis dari sistem otonomus,
bilangan reproduksi dasar, model matematika, m8tieldan juga kajian agama
tentang konsep keseimbangan penyakit, dan tentasghltan serta kestabilan
dalam perspektif Islam.

BAB Il PEMBAHASAN

Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian yandipoéi analisis pembentukan
model matematika SIR dengan perlambatan, titik t®bangan model,
kestabilan titik kesetimbangan model, penyelesaimdel dengan Runga Kutta
Orde Empat dan DDE23, solusi numerik, dan integsieinodel serta membahas
kajian agama tentang pandangan Islam terhadap wapémyakit, dan
kesembuhan.

BAB IV PENUTUP

Penutup berisikan kesimpulan dari penelitian daarsa



BAB Il
KAJIAN PUSTAKA
2.1 Persamaan Diferensial
Definisi 2.1.1:
Persamaan diferensial adalah persamaan yang medomuagn satu

(atau beberapa) fungsi yang tidak diketahui (Fongan Ladas, 1982:1).
Contoh 1:

Dy +xy=3

2)y +2y + 3y =cosx

Dy =1 +y)x*+y?)

g 0=
R

Contoh 1 merupakan persamaan-persamaan difereDalaim persamaan (1)-(3)
merupakan fungsi yang tidak diketahui dan dinyata#angany dan dianggap
sebagai fungsi satu peubah bebagaitu y = y(x). Sedangkan persamaan (4)
fungsi yang tidak diketahui dianggap sebagai fungsi dua peubah belzemnx,
yaitu u = u(t, x), d?u/dt?> dand?u/dx? berturut-turut adalah turunan parsial
kedua dari fungsi(t, x) terhadag danx.
Definisi 2.1.2:

Suatu persamaan diferensial biasa ordmlalah suatu persamaan yang

dapat ditulis dalam bentuk

y™ =F(x,y,y, .., y("‘l)) (2.1)
dimanay,y,. .., y™ semua ditentukan nilainya oleh (Finizio dan Ladas,

1982:1).



Contoh 2:

dy
1)a— =X

dy\* _diy dy
2) <ﬁ) —2ﬁ+a+y—3x =0
Definisi 2.1.3:

Order dari persamaan diferensial yaitu derivatifinggi yang terdapat

pada persamaan diferensial tersebut (Baiduri, 2002:

Contoh 3:
1) d_y = 2cos2x —3e™*
dx

2)ydy —xe*dx =0

d3y ;
3) @+2xy =e

Pada contoh 3 di atas (1) dan (2) merupakan peesaditerensial berorder satu,

sedangkan (3) persamaan diferensial berorder tiga.

2.2 Persamaan Diferensial Linier dan Persamaan Difensial Tak Linier
Definisi 2.2.1:
Persamaan diferensial biasa linier orddengan variabel terikat dan

variabel bebas yaitu suatu persamaan yang dapat dinyatakan sebaga

n

Z a; (x)

i=0

0

d’y
= b(x),an(x) * 0,@ = Yn (22)

diy
dxt

(Baiduri, 2002:4).
Dari persamaan (2.2) persamaan diferensial otdetikatakan linier jika

mempunyai ciri-ciri sebagai berikut:
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1) Variabel terikaty dan derivatifnya hanya berderajat satu.
2) Tidak ada perkalian antayadan derivatifnya serta antara derivatif.
3) Variabel terikaty bukan merupakan fungsi transenden.
Definisi 2.2.2
Persamaan diferensial tak linier adalah persamagmedsial yang
bukan persamaan diferensial linier (Ross, 1984:5).

Contoh 4:

d’y _dy
1) g’ =
)dx2+5dx+6y 0

2)y"+4y"— 5y + 3y =sinx
3)y ' —3yy +2y=0
Dari contoh 4 di atas (1) dan (2) merupakan persang#ferensial linier dengan

koefisien konstan, sedangkan (3) merupakan persadiggensial tak linier.

2.3 Sistem Persamaan Diferensial
Definisi 2.3.1:

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistemg y@emuatn
persamaan diferensial, dengam fungsi yang tidak diketahui, dimana
merupakan bilangan bulat positif lebih besar sameagdn 2 (Finizio dan
Ladas,1982:132). Antara persamaan diferensial gatigdengan yang lain saling
terkait dan konsisten.

Bentuk umum dari suatu sistempersamaan orde pertama mempunyai

bentuk sebagai berikut :
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- =gy (t n)
— X1, Xy ey X
dt B2

de
dt 92(t, X1, X2, .oe, X))
(2.3)
dx,
S gt 2 Xy %)

X1,X2,...X, adalah variabel bebas danadalah variabel terikat, sehingga
X =g CE ), S (it ) Rl =1 s a(t ), dimana%" merupakan derivatif

fungsi x,, terhadapt, dan g; adalah fungsi yang tergantung pada variahel

X5 ,...,x, dant (Neuhauser, 2004:702).

2.4 Sistem Persamaan Diferensial Linier dan SisterRersamaan Diferensial
Tak Linier
Definisi 2.4.1:
Sistem persamaan diferensial linier adalah peraanyang terdiri dari
lebih dari satu persamaan yang saling terkait.e®istdari dua persamaan

diferensial dengan fungsi yang tak diketahui betdgen

X1 = a;1(O)x; + a(Ox, + f1(0)
(2.4)
Xy = ap1(8)x1 + az(t)x; + £,(0)
Di mana koefisiern, 4, a;,, a1, a,,, dan fungsi-fungsf;, f, merupakan fungsi
yang kontinu pada suatu selahdanx;, x, adalah fungst yang tak diketahui.

Seperti biasanya titik di atag danx, dalam (2.1) menyatakan turunan menurut

peubah bebas(Finizio dan Ladas, 1988:132).
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Sistem persamaan diferensial linier dengarfungsi-fungsi yang tak
diketahui berbentuk:
X1 = a1 (Oxg + a2(Ox + oot agn () xn + f1(8)
Xy = Ay1()x1 + ag(O)xy + oo+ azn () x, + fo(2)
(2.5)
Xp = Ap1(O)x1 + Ay (x5 + oo+ appn(©)x, + f,(0)

atau secara singkat

n

=) ay@x+fi®),  i=123..n
Ji=H
(Finizio dan Ladas, 1988:132-133).
Definisi 2.4.2:

Sistem persamaan diferensial tak linier adalahgpeasn yang terdiri atas
lebih dari satu persamaan yang saling terkait.e®isdari dua persamaan
diferensial tak linier dengan dua fungsi yang téethhui berbentuk:

Xx=ax+by+F(x,y)

y=cx+by+G(x,y)
dimanaad — bc # 0

(Aliyah, 2007:12).

Dalam menyelesaikan persamaan diferensial linier sistem persamaan
diferensial tak linier dapat juga menggunakan metedsplisit yang diperluas
sesuai dengan tingkat kesukaran, yaitu dengan metohminasi (metode
penyelesaian persamaan diferensial dalam dua fuegsy tak diketahui dan

dengan koefisien konstan) dan dengan metode mafmietode penyelesaian

persamaaan diferensial dalarmfungsi yang tak diketahui dan dengan koefisien
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konstan). Persamaan diferensial linier dan sigiersamaan diferensial tak linier
sering kali muncul dalam penerapan. Tetapi, hangdbetapa persamaan
diferensial tak linier (sebagai contoh: terpisalombgen, eksak) yang dapat

diselesaikan secara eksplisit (Aliyah, 2007:12).

2.5 Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus

Sistem otonomus mempunyai bentuk :

dx
TEN f(x,y)
(2.6)
dy
E - g(x;y)

dimana turunar% danZ—f hanya bergantung pada,y) dan tidak bergantung
secara eksplisit pada varialbgBoyce dan DiPrima, 1992).

Titik kritis sistem (2.6) adalafx,, y,), sedemikian sehingga

f(x0,¥0) = g(x0,¥0) = 0 (2.7)

Titik kritis (xo,yo) merupakan solusi sistem (2.6) yang bernilai konstan
karenaZ—: =10 dan% = 0 pada titik(x,, y,). Keadaan yang menyebabk%i;n: 0
dan%: 0 disebut sebagai keadaan setimbang, dan titik yaamenuhinya

disebut titik kesetimbangan (Edward dan Penney]1 00
Definisi 2.5.1:

Titik kritis (xg, yo) atau solusi konstan (2.7) dari sistem (2.6) disetabil
jika untuk setiap bilangaa positif ada suaté positif demikian sehingga setiap

penyelesaiafx(t), y(t)) dari (2.6) yang pada= 0 memenuhi
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[x(0) — xo]? + [y(0) — yo]* < & (2.6,
ada dan memenuhi
[x(8) — x0]* + [y() — yo]*> <€ 2.7)
untuk semua > 0.
(Finizio dan Ladas,1982:291).
Definisi 2.5.2:

Sebuabh titik kritis(x,, yo) atau solusi konstan (2.7) disebut stabil asimtotis
jika titik itu stabil dan jika sebagai tambahan agademikian sehingga setiap
solusi(x(t), y(t)) dari (2.6) yang pada= 0 memenuhi

[x(0) — xo]? + [y(0) — yo]*> <& (2.8)
ada untuk semua> 0 dan memenuhi
limx(¢) =x,, limy(t) =y, (2.9)
(Finizio dan Ladas,1982:291).

Secara kasar dapat dikatakan bahwa stabilitastbeeaubahan yang kecil
dalam syarat awal hanya menyebabkan pengaruh padtd selesaian, kestabilan
asimtotis berarti pengaruh dari suatu perubahag ¥awil cenderung menghilag
sama sekali, sedang ketakstabilan berarti bahwa peaubahan yang kecil dalam
syarat awal mempunyai pengaruh besar pada seles@tamzio dan

Ladas,1982:291).

2.6 Linierisasi
Linierisasi adalah proses hampiran persamaan dgexktak linier dengan
persamaan diferensial linier. Suatu sistem otorso(@L6) dimang dang adalah

tak linier, selanjutnya akan dicari pendekatanesistinier jika (x,y) di sekitar
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(x9,¥0) dengan melakukan ekspansi menurut deret tayleekitar titik (x,, yo)

dengan menghilangkan suku tak liniernya sebag#duier

dx of of
qt = f(x0,¥0) + a(xo»J’o)(x — Xo) + @ (%0, Y0) Y — ¥0)
(2.12)
dy ag ag
ar = g(x0,¥0) + Ix (x0,¥0) (x = x¢) + @ (%0, Y0) Y = ¥0)
Bila dilakukan substitust — x, = u dany — y, = v, makaZ = & dan® = 22,
dt dt dt dt

pada keadaan setimbafifx,, o) = g(xo,¥o) = 0 sehingga diperoleh persamaan

linier sebagai berikut:

du Of of
S o (x0, Yo)u + & (x0, Yo)v
(2.13)
dv dg dg
dt = =M (x0, yoJu + @ (x0, YoV
Sistem (2.13) tersebut dapat ditulis dalam bentakiks
a (u\ _ u . 40 fx fy
E(v) = A, (v) dimanad = [gx gy] (2.14)

dimanad = A, padax = x,, y = y,. Matriks tersebut disebut matriks Jacobian.

(Arisma, 2010:2)

2.7Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 2.7.1
JikaA adalah suatu matriksx n, maka vektor tak-not padaR™ disebut
vektor eigen dard jika Ax adalah suatu penggandaan skalarxdayaitu
Ax = Ax (2.15)
untuk suatu skalad. SkalarA disebut nilai eigen daw, danx disebut suatu

vektor eigen daril yang berpadanan dengan
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Untuk memperoleh nilai eigen dari matud,,,,, persamaan (2.15) dapat
ditulis kembali sebagai
(A—ADx =0 (2.16)
dimanal adalah matriks identitas. Persamaan (2.16) mengpwojusi tak nol jika
dan hanya jika
det(A—AD =|A—A|=0 (2.17)
Persamaan (2.17) disebut persamaan karakteristikntigriks A, skalar-skalar
yang memenuhi persamaan ini adalah nilai-nilairefgéAnton, 2000:83).
Penentuan kestabilan titik kesetimbangan didapagale melihat nilai-
nilai eigennya, yaitu;,i = 1,2, ..., n yang diperoleh dari persamaan karakteristik
dariA, yaitu(4A — Al)x = 0.
Secara umum kestabilan titik kesetimbangan memputiya perilaku
sebagai berikut (Dwi Lara, 2009):
1. Stabil, jika
a. Setiap nilai eigen real adalah negéfif < 0 untuk setiap),
b. Setiap komponen nilai eigen kompleks bagian realelgdn kecil atau
sama dengan ndlRe(4;) < 0 untuk setiap).
2. Tidak stabil, jika
a. Setiap nilai eigen real adalah pos{tif > 0 untuk setiap),
b. Setiap komponen nilai eigen kompleks bagian realelgén besar dari
nol, (Re(4;) > 0 untuk setiap).
3. Saddlg jika
Perkalian dua nilai eigen real adalah neg@tif; < 0 untuk setiag danj

sembaranyg
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2.8Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi daséR,) adalah rata-rata banyaknya individu rentan
yang terinfeksi secara langsung oleh individu Igang telah terinfeksi bila
individu yang telah terinfeksi tersebut masuk k&aghapopulasi yang seluruhnya
masih rentan.

Kondisi yang akan timbul adalah salah satu di anteemungkinan
berikut:
1. JikaR, < 1 maka penyakit akan menghilang.
2. JikaR, = 1 maka penyakit akan menetap.
3. JikaR, > 1 maka penyakit akan meningkat menjadi wababh.

(Giesecke,1994).

2.9Persamaan Diferensial Biasa dengan Waktu Tunda

Waktu perlambatandglay) sangat penting untuk diperhitungkan di dunia
permodelan karena keputusan seringkali dibuat bardan pada keterangan
realita. Merupakan hal yang penting untuk mempdiaingkan model populasi
dimana laju pertumbuhan populasi tidak hanya tdtggnpada ukuran populasi
pada satu waktu tertentu tetapi juga tergantung p&dran populasi pada+ 1),
dimanar adalah waktu perlambatan (Fitria, 2009:22).

Penggunaan waktu tunda pada model persamaan daiedasatunya ada
pada model logistik. Model logistik atau modéérhulstadalah sebuah model

pertumbuhan populasi. Model tersebut dideskripsgetragai berikut:

j—’: = rx(1-3) (2.18)
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denganr adalah laju pertumbuhan intrinsik yang berbandimgid dengan laju
pertumbuhan untukx. Konstanta positifK menggambarkan daya kapasitas
kesehatan lingkungan, yaitu kemampuan menahangs@gar tetap maksimum.

Berikut ini adalah kurva solusi dari model logisti&ngarr = 1 danK = 100

logistic growth

Gambar 2.1 Grafik Model Logistik dari Persamaan (2.18) demgaf, K=100 danx, =0.01
(Fitria, 2009:22)

Sedangkan model logistik tunggal dengan perlambadafah

dx(t)
dt

= rx(0) (1 " x(tK_ T)) (2.19)

dimana t adalah sebuah waktu perlambatan dan dianggapifpd3éntuk

(1—x(t_r)) pada model (2.19) menggambarkan sebuah kepadatgantung

K

pada mekanisme pengaruh arus balik yang mengamdsituan waktu untuk
menanggapi perubahan pada kepadatan populasi gaagpodel (2.18) diwakili
oleh x. Model logistik dengan perlambatan dikenal sebagarsamaan
perlambatarverhulstatau persamaandutchinson(Fitria, 2009:23).

Berikut adalah kurva dari solusi model logistik dan waktu perlambatan

15
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Grafik Model Logistik dengan Perlambatan
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Gambar 2.2 Grafik Model Logistik dari Persamaan (2.19yden= 1, K=100 dan nilai
perlambatan t = 1.5 (Fitria, 2009:23)

2.10 Model Matematika
Model adalah representasi suatu realitas dari sgopg@model. Dengan
kata lain, model adalah jembatan antara dunia nfyatd world) dengan dunia
berfikir (thinking world untuk memecahkan suatu masalah. Proses penjabaran
atau merepresentasikan ini disebut sebagaielingatau pemodelan yang tidak
lain merupakan proses berfikir melalui sekuen ylagg (Pagalay, 2009:3).
Pemodelan matematika adalah suatu proses yang lam@njma tahap
berikut:
a) Perumusan model matematika.
b) Penyelesaian dan analisis model matematika.
c) Penginterpretasian hasil ke situasi yang nyatadfiaa, 2009:25).
Dalam membangun sebuah model diperlukan beberdmapaa agar

dihasilkan model yang realibel. Secara umum tahdglagpan tersebut adalah
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identifikasi masalah, membangun asumsi-asumsi, mamkonstruksi model,
menganalisis, menginterpretasikan model validasidehodan implementasi

(Pagalay, 2009:5).

IDENTIFIKASI MASLAH
N

!

MEMBANGUN ASUMSI-ASUMSI

A

KONSTRUKSI MODEL

-

ANALISIS

!

INTERPRETASI

Tidak l

Ya

IMPLEMENTASI

Gambar 2.3. Tahapan-tahapan Membangun Model (Pagalay, 2009)

1) Identifikasi masalah
Pemodel harus mempunyai kemampuan memahami magaladp akan
dirumuskan sehingga dapat ditranslasikan ke dakmda matematika.

2) Membangun asumsi-asumsi
Hal ini diperlukan karena model adalah penyederfianeealitas yang
kompleks. Oleh karena itu, setiap penyederhanaamemhgkan asumsi,
sehingga ruang lingkup model berada dalam koridompsalahan yang akan

dicari solusi atau jawabannya.
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3) Membuat konstruksi model
Hal ini dapat dilakukan baik melalui hubungan fungal dengan cara
membuat diagram, alur, maupun persamaan-persamaatematika.
Konstruksi model ini dapat dilakukan dengan bantkamputer software
maupun secara analitis.

4) Analisis
Inti tahap ini adalah mencari solusi yang sesuailumenjawab pertanyaan
yang dibangun pada tahap identifikasi. Di dalam qagfan, analisis ini
dilakukan dengan dua cara, pertama dengan melakaogtmisasi, kedua
dengan melakukan simulasi. Optimisasi dirancangkuntencari solusiwhat
should happen” (apa yang seharusnya dilakukan), sementara simulas
dirancang untuk mencari solusthat would happen{apa yang akan terjadi).

5) Interpretasi
Interpretasi ini penting dilakukan untuk mengetahpiakah hasil tersebut
memang masuk akal atau tidak. Interpretasi jugaertlipan untuk
mengomunikasikan keinginan si pemodel dengan haalisis yang dilakukan
oleh komputer maupun alat pemecah model lainsyb€r).

6) Validasi
Pada tahap ini tidak hanya meginterpretasikan maetlpi juga melakukan
verifikasi atas keabsahan model yang dirancangadeagumsi yang dibangun
sebelumnya. Model yang valid tidak saja mengikwtidkh-kaidah teoritis
yang sahih, namun juga memberikan interpretasi dikesil yang diperoleh
mendekati kesesuaian dalam hal besaran, uji-ujdataseperti statistik, dan

prinsip-prinsip matematik lainnya sepdiitst order condition, second order
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condition dan sebagainya. Jika sebagian besar standarkasriini dapat
dilalui, model dapat diimplementasikan. Sebaliknyka tidak, konstruksi
model harus dirancang ulang.

Implementasi

Jika hasil validasi memenuhi syarat, baru kemudidakukan implementasi
melalui komputasi melalui“hard system” seperti komputer atau alat bantu
lainnya. Keseluruhan hasil implementasi komputetik bmelalui optimisasi
maupun simulasi, harus diverifikasi terlebih dahsdéloelum diinterpretasikan
maupun diimplemetasikan. Setelah itu, keseluruhrasgs tersebut baru bisa
digunakan untuk mengimplementasikan permasalahaal gung telah

dibangun sebelumnya.

2.11 Perilaku Dinamik

Perilaku dinamik merupakan alat bantu yang mempeéamnuupaya

penstrukturan sistem melalui diagram simpal kauBahstrukturan secara rinci

tersebut bukan berarti membuat kompleksitas, tetmsuai dengan maksud

berpikir sistemik adalah justru untuk mengungkapKesmpleksitas secara

sederhana. Dalam perkembangannya, penyederhanamgoteksitas tersebut telah

dikembangkan menjadi pola-pola struktur dinamikpaiha masing-masing pola

struktur memiliki perbedaan pola perilaku dinamitola-pola perilaku dinamik

tersebut dapat dipakai sebagai pedoman awal dakmbangun struktur dinamik

yang lebih rinci atau untuk keperluan analisis (WaB007:35).
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Gabungan simpal-simpal umpan balik tersebut meskata kompleksitas.
Semakin banyak simpal menggambar semakin banyaiabedr (unsur) dan
parameter (waktu) yang berarti semakin rinci darvanhis (Wahid, 2007:36).

Dari hasil pengkajian oleh pakar secara empirisaidap puluhan bahkan
ratusan kasus perilaku dinamik, dewasa ini terdppkt dasar perilaku dinamik
hasil penyederhaaan kompleksitas dinamik. Salalmgatadalah pola tindakan
koreksi dengan penundaan (Wahid, 2007:40).

Dalam pola ini terdapat empat unsur, yaitu: kejadiktual, kejadian
diinginkan, kesenjangan, dan tindakan koreksi. €#abn antara kejadian aktual
dengan diinginkan adalah kesenjangan. Untuk merkacahmasalah itu
diperlukan tindakan koreksi. Tetapi di sini tindak&oreksi mengalami
penundaan waktu, artinya tindakan koreksi tidakg$amg menghasilkan
perbaikan kejadian aktual. Oleh karena tindakamrksirpertama tidak langsung
menghasilkan perbaikan, maka masalah akan menjngkag berakibat tindakan
koreksi kedua lebih besar dari yang pertama. Efgktthdakan-tindakan koreksi
yang lebih besar itu, akan menurunkan masalah utesik, yang berakibat
tindakan koreksi ketiga menurun. Demikian seterasngehingga perilaku
kejadian aktual akan turun naik atau berisolasegegambar berikut (Wahid,

2007:41).
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ﬂ koreksi fertunda

batas koreksi Q\ / V4

/ e

Gambar 2.4 Pola Koreksi dengan Penundaan (Wahid, 2007).

2.12 Model SIR

Model SIR @Gusceptibles Invectives Recoverell pada awalnya
dikembangkan untuk mengetahui laju penyebaran dguriahan suatu wabah
penyakit dalam populasi tertutup dan bersifat epilgRiyanto, dkk, 2007:2).

Pada skripsi ini dibahas mengenai pembentukan h8Bepada penyakit
yang tidak fatal dan berdasarkan asumsi-asumsi yhbgat. Setelah model
terbentuk, kemudian dicari solusi analitis danktikesetimbangannya, yang
selanjutnya diinterpetasikan dalam permasalaharg ysgsungguhnya dalam
kehidupan nyata. Dalam hal ini adalah mengenaigheripenyebaran penyakit
dan eksistensinya, yaitu titik kesetimbangan bel@menyakit dan titik
kesetimbangan endemik.

Titik kesetimbangan bebas penyakitalah suatu kondisi di mana sudah
tidak ada lagi penyakit yang menyerang atau dalgimidak ada lagi individu

yang terserang penyakititik kesetimbangan endemddalah suatu kondisi di
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mana penyakit selalu ada dalam populasi tersebaksminya adalah bahwa
selalu saja ada individu yang terserang penyakyafiRo, dkk, 2007:2).
Dari asumsi yang telah dibangun, model SIR dengalahkan dan

kematian dengan perlambatan adalah

) B Y
P o O W

ISRV PN

Gambar 2.5 Model SIR dengan Kelahiran dan Kematian

dimana:
6 = Kondisi dimana muncul kelahiran baru yang otomatiasuk dalam
kondisi rentan
B = Laju penularan
y = Laju kesembuhan
S = Orang yang yang rentan terinfe
[ = Orang yang terinfeksi
R = Orang yang sembuh dari infeksi
Karena laju kelahiran sama dengan laju kematiararkakluanya sama yaidu

Dalam satu waktu laju daBusceptiblenenjadilnfectedadalah:

% =6 —68S(t) — BSI(t — 1) (2.20)

Laju kesembuhan damfectedmenjadiRemovecdalah

% = BS(OI(t — 1) —yI(t) — 8I(t) (2.21)
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Laju perubahan sub popul&@émoveddalah

i—f = yI(t) — SR(t) (2.22)
2.13 Pemodelan Matematika dalam Perspektif Islam
2.13.1 Konsep Matematika dalam Al-Qur’an

Matematika pada dasarnya berkaitan dengan pekerjaan menghitung
sehingga tidak salah kalau matematika disebut sellagu hitung ataulmu al-
hisah Dalam urusan menghitung Allah adalah rajanyaalABangat cepat dalam
menghitung dan sangat teliti (Abdussakir, 2007:83).

Matematika bersifat abstrak yang artinya bahwalobpam matematika
diperoleh dari abstraksi dari fakta-fakta dan feaoen dari dunia nyata. Oleh
karena itu matematika dapat ditelusuri kembali &sadkan proses abstraksinya.
Hal inilah yang mendasari bagaimana cara mempelagtematika (Abdussakir,
2007:83).

Belajar matematika perlu dilakukan secara bertamagnuju level
abstraksi. Dengan demikian matematika perlu dipglapelalui tahapan nyata,
setengah nyata, dan abstrak. Penyajian matematibarss nyata dapat berupa
masalah yang berkaitan dengan dunia nyata. Bahasg gligunakan adalah
bahasa sehari-hari yang dekat dengan kehiduparaldlagang disajikan perlu
diselesaikan untuk menemukan suatu konsep atausiprindadi aktivitas
matematika adalah menemukaiis¢overy melalui pemecahan masalgiigblem
solving. Sehingga inti dari belajar matematika adalah gmahan masalah

(Abdussakir, 2007:16).
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Bentuk-bentuk dan konsep matematika juga termuandalam semesta.
Alam semesta beserta isinya telah diciptakan Adleduai dengan ukuran-ukuran,
perhitungan-perhitungan yang cermat dan telitiagabmana firman Allah SWT
dalam surat Al-Qamar ayat 49:

Artinya: Sesungguhnya Kami menciptakan segala $esuwanurut ukuran (QS.
Al-Qamar [54]:49).

Pada era modern ini, pemodelan matematika bukarnboensesuatu yang
baru melainkan hanya mencari persamaan-persamaamusswmus dan
pengembangannya sesuai dengan fenomena yang .te§egerti influenza,
demam berdarah, tuberkolusis, dan lain-lain memauaturan yang matematis.
Sungguh semua tersebut telah berdasarkan ukurdmtupgan, dan perumusan
yang cermat, rapi, dan teliti (Abdussakir, 2007:80)

Ruang dan waktu terbentuk bersamaan dengan perkbantalam
semesta. Tidak ada ruang di luar alam semestati@@nada waktu sebelum ada
alam semesta. Namun, dalam kajian fisika, defwiktu telah disederhanakan.
Dalam kehidupan sehari-hari, pengalaman manusiaavbagi dalam dua
kelompok yaitu pertama hal-hal yang obyektif yarspat dikenali panca indra
tersebar dalam ruang. Kedua adalah hal-hal yange&tib(ide, pemikiran, emosi,
dan sejenisnya) tersebar dalam waktu. Tidak dapmnbarkan dalam dunia
nyata, tetapi mengungkapkan waktu masa lalu, segatan akan datang. Dalam
fisika, waktu disederhanakan hanya apa yang tanpmda arloji atau alat
pengukur waktu lainnya (misalnya, detak jantungasibumi, dan lain-lain)

(Aziz, 2007:48).
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Artinya: Dan Dialah yang telah menciptakan malanndsiang, matahari dan
bulan. masing-masing dari keduanya itu beredaralach garis edarnya

(QS. Al-Anbiyaa’ [21]:33).
Suatu penyakit tidak fatal akan sembuh seiring denwaktu yang

berjalan dan tingkat kesembuhannya berbeda-bedagseiengan sistem imun

dalam tubuh individu, ada yang cepat ada yang pelan

2.13.2 Kesehatan dalam Wawasan Keislaman
Dalam ilmu kesehatan dikenal istilah-istilah kesehdisik dan kesehatan
ruhiyah (Shihab, 2007:240-252):
1) Kesehatan fisik
Majelis Ulama Indonesia (MUI) merumuskan kesehatabagai ketahanan
jasmaniah, ruhaniah, dan sosial yang dimiliki mamusebagai karunia Allah
yang harus disyukuri dengan mengamalkan (tuntung);Nlan memelihara
serta mengembangkannya.
Dalam konteks kesehatan fisik, Rasulullah bersabda:
“Sesungguhnya badanmu mempunyai hak atas dirimu”
Demikian Rasulullah menegur beberapa sahabat yaatammpaui batas
beribadah sehingga kebutuhan jasmaniah dan keseh&teganggu.
Pembicaraan literatur keagamaan tentang kesehai&n dimulai dengan
meletakkan prinsip:
“Pencegahan lebih baik dari pengobatan”
Karena itu dalam konteks kesehatan ditemukan sddaagak petunjuk dalam

Al-Qur'an dan sunnah Nabi SAW yang pada dasarnyagarah pada upaya
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pencegahan. Islam juga memerintahkan agar beralaatdtimpa penyakit,
sebagaimana hadis berikut:

“Berobatlah, karena tiada satu penyakit yang ditank Allah, kecuali
diturunkan juga obat penangkalnya, selain dari spanyakit, yaitu ketuaan
(HR. Abu Daud dan At-Tirmidzi dari sahabat Usamah®yuraik)”.

Bahkan seandainya tidak ada perintah rinci dariishéentang keharusan
berobat, maka prinsip-prinsip pokok yang dianglkai Al-Qur'an dan Hadits
cukup untuk dijadikan dasar dalam upaya kesehatampengobatan.
Kesehatan ruhiyah

Hati merupakan unsur penting dalam diri setiap usan hati membutuhkan
makanan sebagaimana fisik membutuhkannya (Shil@&;:240-252):.

Ibadah merupakan makanan pokok bagi hati dan rohigahkan makanan
ruhiyah ini tidak memiliki batasan kuantitas. Semalbanyak ibadah
seseorang, semakain rindu untuk melaksanakan ibgaladn lain. Semakin
dekat seseorang dengan Allah, maka semakin indmatddan dekat lagi.
Makanan ruhiyah ini akan dapat membersihkan hatirdanentramkan jiwa.
Seseorang yang mempunyai kualitas ibadah yang mmikkan senantiasa
merasa tenang, sejuk dan damai. Al-Quran al-Karmemang banyak
berbicara tentang penyakit hati. Mereka yang lemadn dinilai oleh Al-
Qur’'an sebagai orang yang memiliki penyakit di daldadanya sebagaimana
surat Yunus 57 (Shihab, 2007:240-252).

Penyaki-penyakit hati pun beraneka ragam dan Iggdirtingkat. Sikap
angkuh, kikir, dan lain sebagainya merupakan bekélierlebihan seseorang.
Sedangkan sikap pesimis, rasa takut, cemas darsdaiggainya merupakan

kekurangannya (Shihab, 2007:240-252).
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Seseorang yang akan memperoleh keberuntungan déwltiadalah mereka
yang terbebas dari sikap-sikap seperti contoh a, asebagaimana firman
Allah dalam surat Asy-Syuara’ ayat 88-89:

(e A BTG5 3 sk 500 e ¥
Artinya : (yaitu) di hari harta dan anak-anak laleki tidak berguna. Kecuali

orang-orang yang menghadap Allah dengan hati yasgib (QS.
Asy-Syuara’ [26]:88-89).

Islam mendorong manusia agar memiliki hati yangasehri segala penyakit

dengan jalan berobat, dan mendekatkan diri kepatlamereka, karena:

2

8 8m0p @ - - S ~E

Artinya: (yaitu) orang-orang yang beriman dan hatereka manjadi
tenteram dengan mengingat Allah. Ingatlah, hanyangde
mengingati Allah-lah hati menjadi tentera(@S: Ar-Ra’d [13]:
28).

ltulah sebagaimana tuntunan Al-Quran dan hadis uRdah tentang

kesehatan (Shihab, 2007:240-252).
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3.1 Interpretas Model SIR dengan Perlambatan Waktu
Interpretasi model SIR dengan perlambatan waktupggisamaan Rubono

(2009) adalah sebagai berikut:

1, % = §—85(t) — BSOI(t — 1)

Perubahan jumlah populasi individu yang rentamtekisi Susceptible
terhadap waktu dipengaruhi oleh laju kelahiran barkurangnya laju kematian
sebanyak populasi individu yang rentan terinfekSusceptiblg serta
berkurangnya laju kontak (laju penularan penyaké&jhadap individu yang

terinfeksi tiap waktu dengan perlambatan sebanggkilasi individu yang rentan

terinfeksi Susceptibledan populasi individu yang terinfekanfectives.

2. == BS@OIt—1)—yIt) - 5I(t)

Perubahan jumlah populasi individu yang terinfefusiective3 terhadap
waktu dipengaruhi oleh laju kontak terhadap indivicang terinfeksi tiap waktu
dengan perlambatan sebanyak jumlah populasi ingdivicang terinfeksi
(infective$ serta jumlah populasi individu yang rentan tesksi Susceptible
dan berkurangnya lajugte) hostyang telah terinfeksihpst penderita) menjadi
sembuh temovedl sebanyak jumlah populasi individu yang terinfeksiectives,
serta berkurangnya laju kematian sebanyak jumlapulpsi individu yang

terinfeksi {nfectives.

3. L=y -8R

dat
Perubahan jumlah populasi individu yang sembuh oemjadi kebal

(removedl terhadap waktu dipengaruhi oleh lajat€) hostyang telah terinfeksi
31
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(host penderita) menjadi sembubhefnove(l sebanyak jumlah populasi individu
yang terinfeksi Ifhfected, serta berkurangnya laju kematian sebanyak jumlah
populasi individu yang sembuh dan menjadi kelehoved.
Ketiga persamaan di atas dapat ditulis kembaligagtzerikut:

2= 66500 - SOt — 1)

4~ BS(It - ©) — yI(E) — 81(D) (3.1)

=
i—f = yI(t) — SR(b)

dimana 6, 5,y,dan t adalah konstanta positif. Parameter model (3.13lahd

sebagai berikut:

S(t) = Banyaknya individu yang rentan terserang penyzsda waktu

I(t) = Banyaknya individu yang terinveksi penyakit padektut

R(t) = Banyaknya individu yang telah sembuh dan merkadal dari penyakit

pada waktu
é = Laju kelahiran (bertanda positif)/laju kemat{ertanda negatif)
B = Laju penularan penyakit
Y = Laju kesembuhan
T = Waktu perlambatan

3.2 Menentukan Titik Kesetimbangan
Untuk menganalisis titik kestabilan maka perlu nmguakan titik
kesetimbangan. Secara analitik titik kesetimbandgm persamaan (3.1) dengan

asumsit = 0, maka persamaannya menjadi:
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ds

Frie §—65(t) — BS)I(L)

dI

i BS®I(t) — yI(t) — 81(t) (3.2)

dR

- vI(t) — 8R(t)
Dalam keadaan setimbaﬁ% = O,d;—(tt) = (0,dan dR(:) = 0 sehingga persamaan
(3.2) ditulis

0= 6-36St)—BSE)I(t)

0=BS®)I) —yI(t) —8I(t) (3.3)

0 = yI(t) — 6R(t)
Untuk titik kesetimbangan bebas penyalft)(diasumsikan tidak ada individu
yang terinfeksi pada saat sehinggal (t) = 0, maka dapat diperoleh nil&i(t)
danR(t). Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut:
Pertama, mensubtitusikal(t) = 0 ke persamaan pertama dari persamaan (3.3)

6 —6S(t)—pBS()0=0

6 = 6S(t)
o)
S(t) =§
S@) = 1

I)=0-S() =1
Kedua, mensubtitugi(t) = 0 ke persamaan ketiga dari persamaan (3.3)
vI(t) —8R(t) =0
Y 0 = 8R(t)
R(t)=0

It)=0->R(t) =0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



34

Sehingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penygk= (1,0,0)
Untuk menentukan titik kesetimbangan endemik diaskam terdapat
individu yang terinfeksi penyakit sehingf@) # 0.
KarenaI(t) # 0 maka persamaan (3.3) menjadi
0=6—-65S(t)—BS@I) © BSE)I(t) = 6§ —6S(t) (3.4a)
0=pB8SI) —yI(t) —6I(t) @ BSO)I(t) = yI(t) +6I(t) (3.4b)
0 =yI(t) — 6R(t) & S6R(t) = yI(t) (3.4¢)
Dari persamaan (3.4b) maka diperafglit):
BS@®I(e) = yI(e) + 61(t)

BSIE) = (v + 8)I(t)

G+ I
NI
S*(t) = @ (3.5)

Selanjutnya dari persamaan (3.4a) dan (3.4b) malemadeh!* (t):
6 —6S(t) = yI(t) + 61(t)
§—6St) =@ +8)I() (3.6)

Dengan mensubtitusikaii(t) ke persamaan (3.6) maka diperoleh

55 <(V * ‘”) =y +OI'®

B
) § (y+8)\ |
(y+5)‘y+5< 5 )" )
1) 1)
Gro 50
Kedua ruas dikalikan deng#n menjadi
b _s=rws

y+6
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Jika didefinisikan(% = R, sehingga
GRy—6=I"(t)B

§(Ro—1) =I"(D)B

5(Ro—1)

HOEES S (3.7)

Selanjutnya dapat menentukRhdengan persamaan (3.4c)

SR(0) = yI(¢)

R(t) = L2 (3.8)
Mensubtitusikanl*(t) ke persamaan (3.8) menjadi

(5
6

Y6(Ro — 1)
5B

R*(t) =
R*(t) =

R*(t) = ”RT‘“ (3.9)

Ketika T = 0dan R, > 1 diperoleh titik kesetimbangan endemik dari sistem

(32),E" = (51", R") dengars* = o2, * = 20D pr = XD

3.3 Linierisas dan Persamaan Kar akteristik

Pada bagian sebelumnya telah diketahui tentakgkggetimbangan bebas
penyakit E; = (1,0) dan titik kesetimbangan endemi = (§*,I"). Dalam
skripsi ini hanya dibahas titik kesetimbangan eridekarena titik kesetimbangan
bebas penyakit (1,0) menunjukkan bahwa adanya lefyam penyakit dari
populasi. Pembahasan titik kesetimbangan endeEfiik= (S*,I") dilakukan

dengan menganalisis kestabilan melalui linieriitikikesetimbangaiis™, I'*).
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Linierisasi yaitu proses melinierkan suatu persamdiferensial tak linier
menjadi persamaan diferensial linier. Linierisasi menggunakan deret Taylor
disekitar titik kesetimbangan(s*,I*), sehingga didapatkan persamaan
karakteristiknya.

Didefinisikan fungsi untuk masing-masing persamadari sistem

persamaan model SIR, yaitu

ds(t)
— - =0-8S@-pSWIt-7) = F(SD

(3.10)
%zﬁb’(t)l(t—r)— (y + &)I(t) = S

Deret Taylor dari persamaan (3.10) dengan mengiikm suku tak liniernya

adalah sebaga berikut:

O _ e 1y 4+ O s g B oA % :
g (S,I)+%(5,1)(S(t)—5)+ﬁ(5,1)(I(t)—I)
(3.11)

dI(t)_ el e P e B i
T—G(S,I)+§(S,I )(S(t)—S)+ﬁ(S,I NUGEED)
Didefinisikan

x(t) =S()—S* y() =1(t) - I"

x () =St —-1)—-S" @) =I1t—1)-TI

Dimanax(t), y(t) adalah deviasi nilai titik kesetimbangan. Begitlapdengan

x.(t), y;(t) adalah deviasi nilai titik kesetimbangan dengaange perlambatan.

das(t) _ d(s(t)-s*) dan di(t) = a(1(t)-r1v)
dt

Dengan menggunakaf— = — ! , maka persamaan

(3.11) dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut:



37

w = F(S*, 1) + ‘;—i (5 1(S(E) — S*) + g—f (S 1)U — 1)

(3.12)
aae)y -1y ..., 06 o, 06 .
2 = G5 1) + 5 (5,10 = $9 + 515, 1AM — )

Oleh karena(t) = S(t) —S*, y(t) =I(t) —I" dan pada keadaan setimbang

F(S*,I") = G(S*,I") = 0, maka diperoleh persamaan sebagai berikut:

dx(t) OF _ . aF . .

(3.13)
dy(t) _9G . . G or s
— =5 (L 1x(E) + =5 (5%, 1y (0)

Persamaan (3.13) merupakan persamaan yang tesasier Kemudian,
mensubtitusi fungsiF(S,I) dan G(S,I) ke persamaan (3.13), maka diperoleh
persamaan sebagai berikut:

dx(t) OF oF

== (S*, I")x(t) + i (S, 1)y ()

0(8 — 65(t) — BS(E)I(t —
_9(6 -85 af MG )

-

9(5 — 6S(t) — BS()I(t —
( (6) = BSOIt - 1)) o

0l
= (=6 — pI")x(t) — (BS™) y.(t) (3.14)
dy(®) _ 06 o o, 6 g e
7—5‘5‘( ) )X(t)‘i‘ﬁ( M)y ()

_(ps@i(e - ra)S— il

A(BSOIt —1) — (v + )]
(BSI(t 131 r+OID) e

= (BI") x(©) + (BS™) y:(t) = (v + &)y (®) (3.15)
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Persamaan (3.14) dan (3.15) merupakan persamagnsyaiah dilinierkan dan
dapat ditulis kembali sebagai

dx(t)

= (=6 = pI)x(t) — (BS™) y.(t)
(3.16)

DG _ (51 x0) + (85 9:0) = (v + 8y (®

untuk mendapatkan persamaan karakteristik, malsaperan (3.16) dapat ditulis

dalam bentuk matriks

dx(t)
EA RN R A

BI* —(r + )1y (®) BS™ Iy ()
MisalkanM, = [_6[),_1*[;1* —(y0+ 5)] WM = [8 s ] maka matriks (3.17)

dapat ditulis dengan

dx(t)
dt | _ x(t) x:(t)

dy(®)| = Mo [y(t) i [yr(t)] (3.18)
dt

Misalkan solusi dari persamaan (3.18) berbent(th = c,e** dany(t) = c,e?*,

denganc,; danc, adalah konstanta. Kemudiat{t) = c;e?t dany(t) = c,e?t

disubtitusikan ke persamaan (3.18), sehingga diglero

[d(cie™)] ] ] ] ]
NT - c et +M cet e~
[d(cze“) 0 c et 1 et e 7T
dt
Ac.eM] a o.M 2T
ColEMo | M, (3.19)
Acye™ | [ce’ ] [c,e™t e
€11 _ [C1 _ac [
A[CZ_ = M, _Cz] + Mye [Cz]
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1) 2] = (]

Misalkan matriksM = (A — My, — M,e~**) maka diperoleh
€1 0
Ml ]=1g] (3.20)

Jika

Maka M mempunyai invers, yait?/~1, sehingga apabila kedua ruas dikalikan

dengan inver$/—! maka (3.20) diperoleh

]l

akibatnya

atau dapat ditulis
€11 _ 10
EiS
Jadix(t) = y(t) = 0. Namun solusi yang diinginkan adalah solusi yargnal
e o C1 0
atau non-trivial. Dengan demikian, untuk mendapatl{@z] * [O ] maka

determinan matrik8/ harus nol atau dapat ditulis

b

|M|:|Ccl d

=0
Berdasarkan pendefinisian matriksmaka diperoleh

|(AI = My — Mye™*)| =0

|f)1 ?1]_[_63_1*[31* —(y0+ 6)]_"_M [8 _ﬁi‘s]

=0 (3.21)
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* * =T
A+6+pBI1 BS*e =0 (3.22)
—Br A+ +8)—BSe™
Persamaan (3.22) merupakan persamaan karaktelistikistem (3.10) dan dapat

ditulis dalam bentuk

A+8+BI)(A+ G +8)—BSe™)—(—pI)(BSe*) =0 (3.23)

3.4 AnalisisKestabilan Titik Kesetimbangan
Kestabilan titik kesetimbangan endengf’, I*) bergantung pada nilai,
sehingga terdapat dua kasus yang terjadi dalamsenékstabilan dari sistem
persamaan (3.10).
a) AnalisisKestabilan dari Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Dari sistem persamaan (3.10) maka persamaan kastkteadalah
persamaan (3.22) dan dalam keadaan kesetimbangas penyakit; = (1,0).
Teorema 3.1 Untuk sistem (3.10) titik kesetimbanganmsa= (1,0)
)] Stabil asimtotik jikaR, < 1
ii) Stabil jikaR, =1
iii) Tidak stabil jikar, > 1
Bukti
Persamaan karakteristik paBla= (1,0) adalah

At

A+d Be = = 0, maka
0 A+ +6)—Be ™™
A+8)(A+G+8)—-pe?)=0

B
¥+8)

Sesuai dengan definisi bahwg = o B =R,(y + §6), sehingga

A+8)(A+ ¥ +8)—Ry(y+8)e™™)=0
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A+8)A+F+8)A—Ree™™)=0 (3.24)
Dari persamaan (3.24) mempunyai bagian akar karstkeriil negatif 1 = —§
dan akar dad + (y + 6)(1 — Rge *) =0 (3.25)
i) Diasumsikan bahwaR, <1, persamaan (3.25) mempunyai akar
karakteristiki = —(y + §)(1 — Ry) < 0 ketikatr = 0. Jika A = iw dan
diasumsikarw > 0 maka akar karakteristik dari (3.24) ketika= 0 harus
memenuhiw? = —(y + §)?(1 — Ry)? (3.26)
Ketika Ry < 1 tidak ada akar karakteristik riil positif dafi. Hal ini
menunjukkan bahwa semua akar dari (3.24) mempubgaian riil
negatif, sehingg#&; stabil asimtotik.
i) Diasumsikan bahw&, = 1, makad = 0 adalah akar dari (3.24), sehingga
E, stabil.
iii) Diasumsikan bahwaR, > 1, maka persamaan (3.24) ketika=0
mempunyai paling sedikit satu akar karakteristigigboriil
A=—( +8)(A —Ry) > 0. Sehingg&; = (1,0) tidak stabil.
Ketika S = 1,1 = 0 danR = 0, maka diperoleh kesetimbangan bebas penyakit
dari sistem (3.1). Menurut teorema 3.1 jRa< 1 terjadi kesetimbangan bebas
penyakit pada model SIR dengan perlambafiars (1,0,0) yaitu stabil asimtotik
secara global, (GAS).
b) AnalisisKestabilan dari Titik Kesetimbangan Endemik

Dari sistem persamaan (3.10) maka persamaan kastkteadalah

persamaan (3.22) dan dalam keadaan kesetimbangamemin

E, = ((y+6)‘6(R0—1)

5 5 ) makakE, disubtitusi ke persamaan karakteristik menjadi:
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* * =T
‘/1+6+Bl BS*e _o (3.27)

—pI A+ +68)—pSe™

(A+8+BIY( A+ (y +6) = BS"e™) — (—BI")(BS"e ™) = 0

oo o013

(—ﬁ (MR‘}; D)) (8 (55 e ) =0

(A+6+8R—D)A+ G +8) —(y +8e™) -

(=6Re — 1)) (@ + &)™) =0
A+ 8R)(A+ (y +8) = (y + 8)e ™) = (=6(Ro — 1)) (o + 8e ™) =0
NP4+ Ay +6) —A(y + 8)e ™ + A8Ry + SRy(y + 6) — 6Ry(y + 8)e ™ +
SRy(y +8)e™ —6(y + 8)e ™ =0
R+Ay+68)— Ay +8)e ™+ A6Ry + SRy(y +8) —6(y + 8)e =0

A2+ 2(8Ro + (y + 8)) + 8Ro(y + 8) = A((y + &) + 8(y +8))e™* = 0

(3.28)
MisalkanP = A2 + A(6Ry + (¥ + 8)) + 6Ro(y + 6)
Q=-A(y+8+8( +8)
AT =PALT)+0(L e =0 (3.29)

Diasumsikan bahwa = 0, maka persamaan (3.29) menjadi
AL T) =PA,T)+0A,1)e " =0
A0 =P(L 1)+ QA e =0

=PA1)+QA1)=0

=224+ 2(6Ry+ (¥ +8)) + SR, (y +8) — (A(y +8) + 8(y + 8)) =0
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=224+ A6Ry+ Ay +8)+ SR, (y +8) — Ay +8) —86(y +6) =0

=224+ 16Ry + SR (y +6) —8(y +8) =0

=124+ A6Ry+8(y+8)(Ry—1)=0 (3.30)

Ketika didefinisikanp = §R, dan q =8(y + 6)(R, — 1), maka jika
p > 0 danR, > 0 maka dalam keadaan kesetimbangan endemik harusmam
R, > 1. Dan jikap > 0 dengan kondisi di atas maka harus mememiygh> 1
yang berimplikasig > 0. Ketika p > 0 dan g > 0 maka akar dari (3.30) riil
negatif atau kompleks dengan bagian riil negatif ddak ada nilai eigen yang
mempunyai bagian riil nol. Jadi, stabil asimtotik karena telah diketahui bahwa
E, setimbang secara global. Sehingga kesetimbangdenek E, adalah stabil
secara lokal.

JikaR, < 0 maka kesetimbangan endemik dari (3.30) tidak Isteiiena
dalam faktanya kesetimbangan endemik harus memeRyh+ 1 sehingga
kondisi stabil dart, dari (3.30) dan memenuhi semua asumsi di atas teglali
kestabilan lokal asimtotik, LAS.

Sekarang ketika # 0 (r > 0), dan jikad = iw (w > 0) maka persamaan
(3.29) menjadi
AT =PALT)+0(L e =0
A(iw,7) = P(iw, 7) + Q(iw, 7)e T = 0
< P(iw, 1) + Q cos(wt) + iQ sin(wt) =0

& (iw)?+iw(6Ry+ (¥ +8)) + SRy +8) = iw ((y + 8) + 6(y +
8)) cos(wt) + i (iw ((y +6)+6(y+ 6))) sin(wt) =0

S —w? + iwbRy + iw(y + 8) + Ry (y + 8) = iw(y + 8) cos(wt) +

6(y + 6) cos(wt) — w(y + 8) sin(wt) + i6(y + 6) sin(wt) =0
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Kemudian dengan memisahkan bagian riill dan imagimaka didapat dua
persamaan yaitu,
—w? 4+ 6Ry(y +6) = 5(y + 6) cos(wt) — w(y + 8) sin(wt)
w((SRO +(y+ 8)) = w(y + 6) cos(wt) + §(y + 8) sin(wrt) (3.31)
Dari kedua persamaan di atas maka keduanya dikikadrenenjadi
w* + §2RE(y + 8)% = §%(y + 6)? cos?(wt) + w?(y + 6)? sin?(w1)
w?85%RE + w?(y + 6)? = w?(y + 6)? cos?(wt) + 6%(y + §)%sin?(wt) (3.32)
Setelah dikuadratkan kemudian persamaan (3.32nt#jikkan menjadi
w* + §2RE(y + 6)% + w?6%R3 + w?(y + 6)?

= §2(y + 6)? cos?(wt) + w?(y + 8)? sin?(wT)

+ w?(y + 6)? cos?(wt) + §2(y + 6)? sin?(wr)
w* + 82RE(y + 8)? + w?6%RE + w?(y + 8)? = 6%(y + 6)* + w*(y + 6)?
w* + §2RE(y + 6)% + w?6%R3 = §%(y + 6)?
w* + 6%R2(y + 6)? + w?6°R2 —6%(y + 6)? =0
w* + w?8%R3+5%(y + 6)2(RE—1) =0 (3.33)
Didefinisikan u = §?R3 danv = §%(y + §)%(R3 — 1). Nilai dariu selalu positif
dan jikav > 0 makaR, > 1 atauR, < —1, tetapi dilihat dari asumsi biologi pada
model ini untuk kesetimbangan endemik maka> 1. Jika kondisi ini terjadi,

maka tidak adaw riil positif yang memenuhi (3.33) karena nilai akdari

persamaan (3.3%pw?) adalah negatif.

3.5 Analisis Dinamik untuk Kestabilan dari Model SIR dengan Perlambatan
Waktu
Ketika model (3.1) dimasukkan data simulasi, makiaghtkan beberapa

grafik dari hasil simulasi sebagai berikut (Kadz010):
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Grafik model SIR tanpa perlambatan
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Gambar 3.1 Grafik Model SIR pati#ected!(t) dari Persamaan (3.10). Parameter yang
Digunakans = 0.94,5; = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 Hari Tanpa Waktu Perlambatan

Grafik model SIR tanpa perlambatan
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Gambar 3.2 Grafik Model SIR pa&asceptibleS(t) dari Persamaan (3.10). Parameter yang
Digunakans = 0.94, 6, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S$(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 Hari Tanpa Waktu Perlambatan
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Gambar 3.3 Phase Portrait dari Model SIR) terhadag (t). Parameter yang Digunakan

6 = 0.94,6, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S$(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 Hari Tanpa Waktu Perlambatan

Grafik model SIR tanpa perlambatan
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Gambar 3.4 Grafik Model SIR pa&asceptibleS(t) daninfected (t) dari Persamaan (3.10).
Parameter yang Digunakan= 0.94, 6, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S(0) =0.5,1(0) = 10 Selama 150 Hari Tanpa Waktu Perlambatan
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Grafik model SIR dengan nilai perlambatan 0.01
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Gambar 3.5 Grafik Model SIR pa&asceptibleS(t) daninfected (t) dari Persamaan (3.10).
Parameter yang Digunakan= 0.94, 6, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 dengan= 0.01

Grafik model SIR dengan nilai perlambatan 0.5
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Gambar 3.6 Grafik Model SIR pa&asceptibleS(t) daninfectedi (t) dari Persamaan (3.10).
Parameter yang Digunakan= 0.94, 6, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S$(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 dengan= 0.5
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Grafik model SIR dengan nilai perlambatan 1

S() It

S L — o — — AW SN S D S -

=
SikL==
o

150
t (time)

Gambar 3.7 Grafik Model SIR pa&asceptibleS(t) daninfectedi (t) dari Persamaan (3.10).
Parameter yang Digunakén= 0.94, §, = 0.05,8 = 0.1,dan y = 0.5 dengan Syarat Awal
S(0) = 0.5,1(0) = 10 Selama 150 dengan= 1

Dengan nilai parameter dan syarat awal yang samlissnpertama akan
dibandingkan perilaku populastusceptibledan populasilnfected tanpa dan
dengan perlambatan waktu. Diperoleh grafik), I(t) dari model pertama (tanpa
perlambatan) dan model kedua (dengan perlambatam) ierturut turut dapat
dilihat pada gambar 3.1 sampai 3.7.

Gambar 3.1 adalah grafik model SIR tanpa perlambati populasi
Infecteddengan parameter yang digunakas 0.94, 5, = 0.05,3 = 0.1, dan
y = 0.5 dengan syarat awaf(0) = 0.5,1(0) = 10 selama 150. Pada grafik
tersebut menunjukkan terjadi penurunan yang tajagaphari ke 13 dan mulai
merangkak naik pada hari ke 26, dan seterusnya atenggelombang beberapa
kali hingga mencapai titik kesetimbangan yaitugpatk 1,2 pada hari ke 68.

Gambar 3.2 adalah grafik model SIR tanpa perlambdti populasi

Susceptiblelengan parameter yang digunakas 0.94,5; = 0.05,38 = 0.1,dan
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y = 0.5 dengan syarat awa$(0) = 0.5,1(0) = 10 selama 150. Pada grafik
tersebut menunjukkan terjadi kenaikan yang tajamtapaari ke 19 dan mulai
menurun pada hari ke 31, dan seterusnya mengagelmnbang beberapa kali
hingga mencapai titik kesetimbangan yaitu pada3ib pada hari ke 91.

Gambar 3.3 adalah phase portrait dari popussceptibleterhadap
populasi Infected dengan parameter yang digunakans= 0.94,65; = 0.05,8 =
0.1,dan y = 0.5 dengan syarat awdal(0) = 0.5,/(0) = 10 selama 150. Phase
portrait ini mempunyai tanda anak panah yang mengarasuk ke dalam. Hal ini
menandakan bahwa sistem persamaan diferensiajpeesamaan (3.10) adalah
stabil asimtotik, karena dalam sub bab 3.4 bagianeayatakan bahwa ketika
T =0 dan E; = (1,0) mempunyai nilai eigen yang yang semuanya bernilai
negatif. Dalam hal ini sistem tersebut stabil patila(5,5, 1,2).

Gambar 3.4 merupakan gabungan dari gambar 3.1 dambay 3.2.
Berdasarkan gambar 3.5 dapat dikatakan bahwa p#dambatant = 0.01
memberikan pengaruh yang signifikan terhadap perilkedua populasi
dibandingkan dengan model pertama tanpa perlambafeanpa waktu
perlambatan model SIR stabil titik kesetimbanganpgala hari ke 99 untuk
populasiSusceptiblelan hari ke 68 untuk populdsifected Dengan perlambatan
T = 0.01, terlihat dari grafik sistem persamaan diferensiatiel SIR stabipada
titik kesetimbangan pada hari ke 117 untuk populasceptibledan hari ke 70
untuk populasilnfected Terdapat perbedaan tidak terlalu besar antadapat
waktu perlambatan dengan tanpa waktu perlambatatanD teorinya bahwa

dengan adanya perlambatan yang cukup kecil cengletkem menyamai keadaan
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dimana keadaan tersebut tanpa waktu perlambatdnngg@ dapat dikatakan
bahwa pada perlambatan 0.01 ini cenderung stahitatik.

Gambar 3.6 merupakan grafik Model SIR dengan pdxédam waktu 0.5.
Dari gambar tersebut terlihat bahwa populasi mesick@stabilan dalam waktu
yang cukup lama yaitu pada hari ke 135 untuk pgp@asceptibleHal ini terjadi
karena adanya perlambatan waktu yang membesar.k Undpulasi Infected
terjadi juga mengalami kenaikan waktu kestabilatuy@gimulai pada hari ke 79.

Gambar 3.7 merupakan grafik dari model SIR dengatambatan waktu
1. Dari grafik ini dapat dilihat bahwa dengan perbetan waktu 1 maka untuk
populasi Susceptiblemencapai kestabilan sekitar pada hari ke 135 ddankun
populasiinfectedmencapai keadaan stabil naik dari hari ke 79 kiasehari 87.

Dapat disimpulkan dari tujuh gambar diatas baherdapat perbedaan
perilaku masing-masing populasi terhadap waktu peeadaan tanpa waktu
perlambatan dan dimasukkannya waktu perlambatatu D1, 0.5, dan 1.
Semakin kecil waktu perlambatan, maka keadaankerdeampir sama dengan
keadaan tanpa waktu perlambatan dalam mencapaideastabil meskipun
terdapat perbedaan waktu yang tidak terlalu beSadangkan semakin besar
waktu perlambatan mengakibatkan model SIR ters&bua untuk mencapai

keadaan stabil.

3.6 Model SIR dengan Perlambatan Waktu dalam Pandangan Islam
Islam merupakan agama sempurna yang tidak hanyganarhubungan
manusia dengan Sang Khalik, namun juga memilikiaatuwan tuntunan yang

jelas tentang banyak hal khususnya membahas mdszdahatan.
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Karena manusia menurut Islam bukanlah jasmanigh saelainkan
mencakup bagian lain yaitu jiwa. Sebagai contdakanelakukan shalat, puasa,
zakat dan melakukan ibadah lainnya dengan khuaokpdnuh ikhlas maka akan
membawa pengaruh positif terhadap emosi, sehingggadi tenang.

“Kesehatan merupakan salah satu hak bagi tubuh mei@iudemikian
sabda Nabi Muhammad SAW. Kesehatan merupakan fesk manusia, sesuatu
yang sesuai dengan fitrah manusia, maka Islam naskag perlunya istigomah
memantapkan dirinya dengan menegakkan agama Iskatu-satunya jalan
dengan melaksanakan perintah-perintah-Nya dan megmliken larangan-Nya
sebagaimana terdapat dalam Al-Qur’an surat Yunat %%/

2

BBe iz AT s Wil AN © A o ZEae =a @ gE
a9 st\.ﬁjgjw‘éwfu{h) vﬁ::./))u.fda.f«}n ;L?- Jﬁ&u “hg.
= . 30
) 2 5ol

Artinya: “Hai manusia, Sesungguhnya telah datangddamu pelajaran dari
Tuhanmu dan penyembuh bagi penyakit-penyakit (yemgda) dalam
dada dan petunjuk serta rahmat bagi orang-oranggybarima”.

Sakit di sini bukan hanya disebabkan adanya penfiaki namun juga
penyakit-penyakit yang menimpa akal dan hati. Pkibfigik dapat menimbulkan
kegelisahan dalam hati, karena semua manusia tentigek ingin mengalami
sakit. Jadi jikalau sakit hendaklah berobat karéxih menurunkan sakit
sekaligus menurunkan obatnya juga.

Sistem imun dalam tubuh manusia akan merespon peatgakit dalam

tubuh. Sistem imun ini yang akan menentukan manbsiegpa lama akan

mengalami proses kesembuhan. Hal ini tergantunganiageksi penyakit di
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dalam tubuh seseorang. Jadi semakin lama waktksinfieaka semakin lama pula

waktu sembuhnya. Sebagaimana dalam Al-Qur’'an gurdiiissa’ ayat 7:

\WWUK)JJ‘JLJJ‘ SIS WS A

Artinya: "Dan Sesungguhnya di antara kamu ada org@amg sangat berlambat-
lambat (ke medan pertempuran). Maka jika kamu géirmusibah ia
berkata: "Sesungguhnya Tuhan Telah menganugerahikamat kepada
saya Karena saya tidak ikut berperang bersama nagrek
Sebagai umat Islam yang baik alangkah baiknya dapanhjaga

kesehatan karena segala sesuatu yang menimpahselorat manusia selain

merupakan takdir juga hasil dari berusaha. Dan @rgag-orang yang beruntung

adalah orang yang terbebas dari penyakit-penyaksebut, sebagaimana Allah

berfirman:

z

AL 5

i
8]

TR AT R
D052 Ny Jbe pao N e

i

Artinya: "(yaitu) di hari (akhirat) harta dan analenak tidak berguna (tetapi
yang berguna tiada lain), kecuali yang menghadalatengan hati
yang sehat(QS. Asy- Syu’ara:88-89).

Untuk memiliki hati yang tenang dan sehat, makau$ banyak
berdzikir mengingat Allah adalah tempat berkelulsake dan berharap. Orang
yang jauh dan lupa dengan penciptanya hanya akeasai@n kebahagiaan semu,
kegelisahan hati karena tidak mengetahui tujuamiphigang sebenarnya. Oleh

sebab itu, sudah seharusnya para umat manusia chgpafoptimalkan fungsi

ruhani dengan banyak mengingat Allah, sebagaimalzardfirmanNya:

38208 L. o > e
l | NI

pE wﬁw»wbu«w?;élzw
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Artinya: "(yaitu) orang-orang yang beriman dan hatiereka manjadi tenteram
dengan mengingat Allah. Ingatlah, hanya dengan nmgagi Allah-lah
hati menjadi tenteram/(Q.S ar Rad'u:28).

Ketenangan dan ketentraman akan lahir jika parat unanusia percaya
bahwa Allah adalah penguasa dan pengatur alam daya,segala sesuatu yang
ada dalam genggamanNya.

Seringkali umat manusia lalai untuk menjaga kesehattidak
memikirkan singkatnya hidup di dunia ini. Hanyaajilatuh sakit saja berdoa
kepada Allah, namun saat kembali sehat dan kerkbphda kehidupan sehari-

hari sering melupakannya. Dalam Al-Quran, Allah gieggung karakteristik

manusia dalam surat Ar-Ruum ayat 33:
Tf

- - 5w J}.. I T Fs . sow 23
(Q:@?Jjﬁ;fd@s l:/la.ﬁ)a.;..f,,@_sb

— - 2 =2
)OS

i

Artinya: “Dan apabila manusia disentuh oleh suatahbya, mereka menyeru
Tuhannya dengan kembali bertaubat kepada-Nya, kemuapabila
Tuhan merasakan kepada mereka barang sedikit radargdada-Nya,
tiba-tiba sebagian dari mereka mempersekutukan ioya’.

Oleh sebab itu, sudah seharusnya sebagai umat @mamapat
menghargai kesehatan sebagai suatu anugerah Altejad pola hidup yang baik
dan produktif, jika Allah menghendaki tak satu guenyakit menyerang dan
tidak akan ada masalah di semua organ atau sigterh manusia. Jelaslah bahwa

ada satu pesan yang dikirimkan kepada umat madataan segala sesuatu yang

terjadi bahwa kehidupan di dunia ini bersifat setaren



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kessmpulan
Berdasarkan penelitian yang telah penulis lakukan, maka penulis dapat
menarik kesimpulan tentang titik kesetimbangan dari model SIR dengan perlambatan
waktu yaitu :
1. Titik kesetimbangan dari model SIR dengan asumsi 7 = 0 dan tidak ada
populasi yang terinfeksi (1(t) = 0) maka titik kesetimbangan bebas penyakit
adaah E; = (S,I,R) = (1,0,0).
2. Titik kesetimbangan dari model SIR dengan asumsi t = 0 dan ada populas

yang terinfeksi (I(t) # 0) makatitik kesetimbangan endemik

y+8) 6(Ro—1) )/(Ro—l)>
R W4 NS

Selanjutnya analisis kestabilan dari titik kesetimbangan adalah sebagai

E+ = (S*II*IR*) :<

berikut:

1. Kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit
Menurut toerema 3.1 R, < 1 terjadi kesetimbangan bebas penyakit pada
model SIR dengan perlambatan E; = (1,0,0) yaitu stabil asimtotik secara
global, GAS.

2. Kestabilan dari titik kesetimbangan endemik
Ketika T =0 dan 7 # 0 dan Ry, > 1 sehingga kondisi stabil dari E, dari
(3.25) dan memenuhi semua asumsi di atas maka terjadi kestabilan asimtotik

secaralokal, LAS.
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Perilaku dinamik dari model SIR dengan perlambatan dan tanpa perlambatan
menunjukkan perbedaan yang tidak terlalu besar tentang keadaan mencapal
kestabilan pada saat diberikan waktu perlambatan 0.01. Dengan perlambatan yang
semakin kecil, maka nilainya akan mendekati nilai tanpa perlambatan. Jika waktu
perlambatan diperbesar, maka akan mencapai kesetimbangan dalam waktu yang

cukup lama.

4.2 Saran
Untuk penelitian selanjutnya diharapkan pembaca dapat melakukan penelitian
tentang model epidemik SIR non linier dengan perlambatan waktu ganda. Karena

dalam skripsi ini hanya dibahas perlambatan waktu pada populasi terinfeks.
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Lampiran 1
Program Matlab Model SIR Tanpa Perlambatan

function[x,y]=runge_sir(x0,y0,ti,tf,N)

t=ti;

dt = (tf-ti)/N;

X = zeros(1,N);

y = zeros(1,N);

X(1) = x0;

y(1) = y0;

for k = 1:(N-1)

k11 = dt*dx(t,x(k),y(Kk));

k12 = dt*dy(t,x(k),y(Kk));

k21 = dt*dx(t+dt/2,x(k)+k11/2,y(k)+k12/2);
k22 = dt*dy(t+dt/2,x(k)+k11/2,y(k)+k12/2);
k31 = dt*dx(t+dt/2,x(k)+k21/2,y(k)+k22/2);
k32 = dt*dy(t+dt/2,x(k)+k21/2,y(k)+k22/2);
k41 = dt*dx(t+dt,x(k)+k31*dt,y(k)+k32*dt);
k42 = dt*dy(t+dt,x(k)+k31*dt,y(k)+k32*dt);

t = t+dt;

X(k+1) = x(k)+1/6*(k11+2*k21+2*k31+k41);
y(k+1) = y(k)+1/6*(k12+2*k22+2*k32+k42);
Xl

clc,clear

t0 = input(masukkan batas waktu awal tQ)= "
tfi = input(masukkan batas akhir waktu tfi}= "
N = input(masukkan banyaknya iterasi yang diharapkan)y ="
X0 = input(masukkan x(0) 3;

yO = input(masukkan y(0) 9;

ti = 10;

tf = tfi;

[X,y]=runge_sir(x0,y0,ti,tf,N);
time=[ti:(tf-ti)/(N-1):tf];

figure(1)

plot(time,x,time,yLineWidth'3)

legend(S(t), 'I(t)")

grid on

title('Grafik model SIR tanpa perlambatan’
xlabel(time(t))

ylabel(S(t) 1(1))
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figure(2)

plot(x,y,LineWidth',3)

grid on

title('phaseportrait dari model S)R’
xlabel(S(t))

ylabel( I(t))

figure (3)
plot(time,x;LineWidth',3)
legend(S(1))

grid on

title('Grafik model SIR tanpa perlambatan’

xlabel(time(t))
ylabel(S(t))

figure (4)
plot(time,y,LineWidth',3)
legend(|(t)")

grid on

title('Grafik model SIR tanpa perlambatan’

xlabel(time(t))
ylabel(l(t)")
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Lampiran 2
Program Matlab Model SIR dengan Perlambatan

functionsol = ch4

globaltau

tau = 0.01%nilai tau = 0.01

sol = dde23(@ddes1, [tau], [0.5; 10], [0, 150])
figure(1)

plot(sol.x,sol.yLineWidth'3)

legend(S(t)), 'I(t))

xlabel(t (time))

ylabel(S(t) I(t))

functiondydt = ddes1(t,y,2)
globaltau

S=y(1);

1=y(2);

Itau = Z(2,1);

Stau = Z(1,1);

dSdt = 0.94-0.05*S-(0.1*S*Itau);
dldt = 0.1*S*Itau-0.5*[-0.05*;
dydt = [ dSdt; didt];
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Lam

piran 3

Solusi NumerikM odel SIR Tanpa Perlambatan

Tanpa perlambatan

hari () 0)

1 10.0000] 0.5000
2 6.1827 | 0.8726
3 3.9642 | 1.2423
4 2.6419 | 1.6468
5 1.8365 | 2.0854
6 1.3357 | 2.5488
7 1:0188.F 3.0261
8 0.8145| 3.5067
) 0.6833 | 3.9813
10 0.600¢ | 4.441¢

11 0.552¢ | 4.881:

12 0.530¢ | 5.292:

13 0297 |18, 668:

14 0.5478| 6.0026
15 0.5845| 6.2879
16 0.6400| 6.5161
17 0.7147 | 6.6796
18 0.8084 | 6.7714
19 0.9193| 6.7868
20 1.0430| 6.7258
21 1.1719| 6.5945
22 1.2957 | 6.4064
2% 1.4031| 6.1811
24 1.4841 | 5.9416
25 15331 |F F'5. 02
26 1.5492 | 5.5048
27 1.5365| 5.3369
28 1.5017 | 5.2119
29 1.4525| 5.1298
30 1.3963| 5.0871
31 1.338¢ | 5.078¢

32 1.284¢ | 5.097:

33 1.2367 | 5.136¢

34 1.1952| 5.1915
35 1.1625| 5.2550
36 1.1382| 5.3226
37 1.1220| 5.3898
38 1.1132] 5.4531

39 1.1112| 5.5096
40 1.1150| 5.5571
41 1.1236| 5.5942
42 1.1358| 5.6204
43 1.1506| 5.6356
44 1.1666 | 5.6403
45 1.1829| 5.6359
46 1.1985| 5.6239
47 1.2124| 5.6062
48 1.2240| 5.5846
49 1.2330| 5.5612
5C 239¢ | 1.537¢

51 1.242¢ | 5.515¢

B 1.2437 | 5.495¢

53 1.241% | 5.479¢

54 1.2382| 5.4674
55 1.2336| 5.4591
56 1.2283| 5.4545
57 1.2226| 5.4535
58 1.2170| 5.4555
¥ 1.2119| 5.4599
60 1.2074| 5.4660
61 1.2037| 5.4732
62 1.2009| 5.4809
63 1.1991| 5.4885
64 1.1981| 5.4956
65 1.1980| 5.5019
66 1.1986| 5.5071
67 1.1997| 5.5111
68 1.2012| 5.5137
69 1.2029| 5.5151
70 1.2048| 5.5154
71 1.206¢ | 5.514.

72 1.208: | 5.513:

73 1.209¢ | 5.511:

74 1.2110| 5.5087
75 1.2119| 5.5062
76 1.2125| 5.5036
77 1.2128| 5.5013
78 1.2128| 5.4992
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117 1.209( | 5.500(
118 1.2090| 5.5001
119 1.2090| 5.5001
120 1.2090| 5.5002
121 1.2090| 5.5002
122 1.2090| 5.5002
123 1.2091| 5.5002
124 1.2091| 5.5002
12§ 1.2091| 5.5001
126 1.2091| 5.5001
127 1.2091| 5.5001
128 1.2091| 5.5000
129 1.2091| 5.5000
130 1.2091| 5.5000
18 1.2091| 5.5000
132 1.2091| 5.5000
133 1.2091| 5.4999
134 12091 =¢"5.4999
113 1.2097 | 5.499¢
36 1.2097 | 5.499¢
137 1.2097 | 5.500(
138 1.2091| 5.5000
139 1.2091| 5.5000
140 1.2091| 5.5000
141 1.2091| 5.5000
142 1.2091| 5.5000
143 1.2091| 5.5000
144 1.2091 0
145 1.2091 0
146 1.2091 0
147 1.2091 0
148 0 0
149 0 0
150 0 0

79 1.212¢ | 5.497¢

80 1.2122| 5.4962
81 1.2117| 5.4954
82 1.2111| 5.4950
83 1.2105| 5.4949
84 1.2099| 5.4952
85 1.2093 | 5.4957
86 1.2088 | 5.4964
87 1.2084 | 5.4972
88 1.2081| 5.4980
89 1.2080 | 5.4989
90 1.2079 | 5.4996
91 1.2079| 5.5003
92 1.2079| 5.5009
93 12081 |8°5013
94 1.2082 | 5.5015
s 1.2084| 5.5017
96 1.2087| 5.5017
Ol 1.208¢ | 5.501¢

98 1.209C | 5.501¢

99 1.209: | 5.501%

100 1.2093| 5.5009
101 1.2094| 5.5006
102 1.2095| 5.5004
103 1.2095| 5.5001
104 1.2095| 5.4999
105 1.2095| 5.4997
106 1.2094| 5.4996
107 1.2094| 5.4995
108 1.2093| 5.4994
109 1.2092| 5.4994
110 1.2092| 5.4995
111 1.2091| 5.4995
112 1.2091| 5.4996
113 1.2090| 5.4997
114 1.2090| 5.4998
115 1.2090| 5.4999
116 1.2090| 5.5000
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Lampiran 4

Solus Numerik Model SIR dengan Perlambatan 0.01

Perlambatan 0.01

41.9668 5.6537 1.1361
44.223: 5.6605 1.17%

46.8633 5.6141 1.2187
49.198:- 5.5505 1.24%

51.5335 5.4907 1.2519
53.9840 5.4495 1.2451
56.504( 54361 1.22¢

59.4860 5.4506 1.2087
62.7952 5.4853 1.1937
66.1045 5.5172 1.1907
69.0294 5.5301 1.1972
72.3356 5.5262 1.2074
76.7760 5.5039 1.2176
79.1277 54931 1.2177
83.2583 54840 1.2148
87.1735 5.4880 1.2088
90.1863 5.4959 1.2054
93.0426 5.5030 1.2046
95.3396 5.5061 1.2058
98.021. 5.506¢ 1.207¢

101.2322 5.5038 1.2100
104.7947 5.4995 1.2113
107.7133 54971 1.2108
110.7488 5.4969 1.2097
114.629 5.4987 1.20¢

117.3592 5.5004 1.2080
120.907 5.5016 1.20¢

124.7300 5.5013 1.2091
127.8811 5.5002 1.2096
132.892! 5.4983 1.20¢

137.1694 5.4982 1.2094
140.3770 5.4990 1.2088
145.1885 5.5010 1.2083
150.0000 5.5021 1.2085

Hari S(t) I(t

0 0.5000 10.0000
0.005( 0.5021 9.97¢
0.0100 0.5041 9.9502
0.0200 0.5082 9.9006
0.030( 0.5123 9.851
0.0800 0.5325 9.6093
0.3300 0.6285 8.4978
0.7101 0.7663 7.0802
1.2121 0.9455 5.6074
1.8166 1.1683 4.2856
2.4573 14187 3.2721
3.1270 1.6968 2.5121
3.8280 2.0042 1.9443
4.5668 2.3424 1.5201
5.3536 2.7136 1.2028
6.2036 3.1217 0.9653
7.1427 3.5736 0.7881
8.222: 4.0850 0.657
9.6013 4.7114 0.5626
10.6883 5.1724 0.5291
11.7752 5.5947 0.5221
12.9414 5.9952 0.5398
14.107¢ 6.3298 0.587
15.4094 6.6107 0.6595
16.656. 6.7730 0.76%
18.0036 6.8178 0.9078
19.5384 6.7012 1.0990
21.792 6.2760 1.36¢
23.1029 5.9607 1.4847
24.4132 5.6558 1.5470
25.9255 5.3662 1.5522
27.5054 5.1651 1.4985
29.341¢ 5.0620 1.39¢
31.3579 5.0782 1.2838
34.2363 5.2397 1.1580
36.0883 5.3743 1.1156
37.9403 5.4978 1.1007
39.965: 5.5993 1.10¢
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Lampiran 5

Solusi Numerik Model SIR dengan Perlambatan 0.5

Perlambatan 0.5

40.2505 5.3629 1.1138
42.4230 5.5056 1.0997
44.520: 5.6098 1.10¢

46.7265 5.6721 1.1350
49.0761 5.6844 1.1715
51.8295 5.6433 1.2127
54.4907 5.5732 1.2414
S ALl 5.5016 1.25%

59.7451 5.4508 1.2491
62.3841 5.4274 1.2348
65.3414 5.4324 1.2160
69.0746 54670 1.1971
72.019( 54991 1.191

74.9633 5.5225 1.1927
78.3113 5.5328 1.1995
81.8444 5.5267 1.2085
86.8059 5.5029 1.2180
90.426: 54873 1.21¢

94.0466 5.4816 1.2142
98.2662 5.4866 1.2086
101.2945 5.4943 1.2056
104.3541 5.5019 1.2046
109.547: 5.5102 1.204

114.2859 5.5096 1.2084
117.3425 5.5054 1.2107
121.5827 5.4983 1.2123
124.4260 54951 1.2116
127.5300 5.4944 1.2103
131.0328 5.4962 1.2087
135.7746 5.5004 1.2073
139.3310 5.5029 1.2075
144.6655 5.5035 1.2084
150.0000 5.5009 1.2100

hari s 1)

0 0.5000 10.0000
0.096: | 05380 9.53:
0.2982 | 0.6063 8.6405
0.5000 | 0.6615 7.8541
0.7500 | 0.7250 6.9971
1.0000 | 0.7926 6.2456
1.500( | 0.9387 5.00€
2.0000 | 1.0991 4.0504
2.5000 | 1.2730 3.3085
3.0000 | 1.4594 2.7305
3.5000 | 1.6567 2.2776
4.000( | 1.8636 1.921
45000 | 2.0786 1.6387
5.0000 | 2.2999 1.4138
55000 | 2.5262 1.2339
6.0000 | 2.7560 1.0893
6.500( | 2.9879 0.97:
7.0000 | 3.2207 0.8780
7.5000 | 3.4533 0.8014
8.5144 | 3.9200 0.6872
9.8573 | 4.5170 0.5964
11.210¢ | 5.0810 0.55:
12.4805 | 55632 0.5437
13.7502 | 59894 0.5594
15.2900 | 6.4163 0.6078
16.6643 | 6.7000 0.6789
18.0980 | 6.8836 0.7803
195904 | 6.9415 0.9133
21.2551 | 6.8433 1.0851
23.3563 | 6.5094 1.3040
24.9475 | 6.1589 1.4420
26.5388 | 5.7918 1.5281
28.1203 | 5.4685 1.5527
29.7711 | 52162 1.5215
31.564( | 5.0569 1.445;
335450 | 5.0075 1.3437
35.8865 | 5.0744 1.2335
38.0685 | 5.2074 1.1576
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Lampiran 6

Solus Numerik Model SIR dengan Nilai Perlambatan 1

Perlambatan 1

48.5452 5.5982 1.1172
50.889! 5.6633 1.13¢

53.3811 5.6825 1.1705
56.209: 5.6533 1.20%

60.0225 5.5672 1.2409
62.6024 5.5050 1.2485
65.182: 5.4584 1.24%

68.1471 54318 1.2334
71.1734 54323 1.2177
75.0736 5.4599 1.2012
78.7187 5.4945 1.1931
82.2996 5.5214 1.1934
85.7028 5.5326 1.1994
89.5199 5.5286 1.2074
94.2880 5.5097 1.2157
97.1774 5.4973 1.2166
102.0736 5.4835 1.2168
106.0351 54814 1.2121
111.1666 5.4905 1.2068
115.942. 5.5028 1.20¢

120.8228 5.5117 1.2041
125.4726 5.5124 1.2075
131.1063 5.5047 1.2114
135.8297 5.4966 1.2128
141.368 5.4908 1.21Z

145.6843 5.4915 1.2097
150.000! 5.4963 1.207

Hari S(t) I(t

0 0.5000 10.0000
0.096¢ 0.5380 9.53:
0.4144 0.6396 8.1753
0.7072 0.7074 7.1418
1.000( 0.7572  6.277
1.4980 0.8517 5.0814
2.0000 0.9790 4.1353
2.5000 1.1263 3.3993
3.0000 1.2899 2.8226
3.6979 15412 2.2159
4.4542 1.8377 1.7465
5.2617 2.1752 1.3932
6.1377 2.5580 1.1260
7.1109 2.9942 0.9233
8.1109 3.4453 0.7834
9.1109 3.8910 0.6901
10.1109 4.3245 0.6291
11.502! 4.8968 0.581
12.5025 5.2795 0.5684
13.5025 5.6334 0.5690
14.8540 6.0590 0.5887
15.8540 6.3300 0.6166
16.854( 6.5595 0.65F
17.8540 6.7441 0.7042
18.854( 6.8806 0.76:
19.8540 6.9664 0.8325
20.8540 7.0000 0.9104
22.598! 6.9345 1.06C
23.5985 6.8308 1.1512
26.0739 6.4147 1.3562
27.7251 6.0684 1.4592
28.7251 5.8566 1.4989
29.725: 5.6568 1.52(C
31.3241 5.3826 1.5197
32.3241 5.2474 1.4989
34.0513 5.0870 1.4417
35.0513 5.0352 1.3994
37.076( 5.0099 1.31Z
39.1007 5.0659 1.2342
41.5216 5.1965 1.1636
43.9426 5.3525 1.1227
46.2864 5.4934 1.1096
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