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ABSTRAK 

 

Salsabiela, Shoha. 2024. Analisis Dinamik Model Interaksi Antara Sel T dan Sel 

Penyaji Antigen. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, 
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. 

Usman Pagalay, M.Si. (II) Juhari, M.Si. 
 
Kata Kunci: Analisis Dinamik, Sel T, Sel Penyaji Antigen.  
 
Interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen menjadi salah satu aspek penting pada sistem 
imun. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan dibahas interaksi antara sel T dan sel penyaji 
antigen menggunakan model matematika yang dikembangkan oleh Fishman & Perelson, 
(1993) untuk menganalisis interaksi tersebut. Tujuan penelitian ini yaitu untuk mencari 

kestabilan pada model inetraksi antara sel T dan sel penyaji antigen. Langkah-langkah 
analisis meliputi dilakukannya reduksi model, mencari titik kesetimbangan, linierisasi 
model dan menganalisis kestabilan menggunakan kriteria routh-hurwitz. Berdasarkan 

penelitian yang dilakukan, diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) tidak stabil 

sedangkan pada titik kesetimbangan saat terinfeksi penyakit (𝐸1)  stabil. Berdasarkan 
simulasi menunjukkan bahwa baik populasi antigen maupun sel penyaji antigen serta sel T 

meningkat tajam pada fase awal respons imun, mencapai puncaknya sekitar 𝑡 = 1, dan 
kemudian stabil di sekitar 𝑡 = 2. Ini mencerminkan dinamika dasar respons imun di mana 
sel penyaji antigen memproses dan menyajikan antigen kepada sel T, memicu proliferasi 

sel T untuk melawan patogen. 
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ABSTRACT 

Salsabiela, Shoha. 2024. Analysis of the Dynamics of the Interaction Model  

Between T Cells and Antigen-Presenting Cells. Thesis. Department of 
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri 
Maulana Malik Ibrahim Malang.. Advisors: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) 

Juhari, M.Si. 

Keywords: Dynamic Analysis, T Cells, Antigen-Presenting Cells 

The interaction between T cells and antigen-presenting cells is one of the important aspects 
of the immune system. Therefore, in this study, the interaction between T cells and antigen-
presenting cells will be discussed using a mathematical model developed by Fishman & 

Perelson, (1993) to analyze these interactions. The purpose of this study is to find stability 
in the innertraction model between T cells and antigen-presenting cells. The analysis steps 
include reducing the model, finding the equilibrium point, liniarizing the model and 
analyzing the stability using the routhhurwitz criterion. Based on the research conducted, 

the equilibrium point of being free  (𝐸0) of unstable diseases was obtained while at the 

equilibrium point when infected.(𝐸1) with stable diseases. Based on simulations, it was 
shown that both the antigen population and antigen-presenting cells and T cells increased 

sharply in the initial phase of the immune response, reaching a peak of around 𝑡 = 1, and 

then stabilizing around 𝑡 = 2. This reflects the basic dynamics of the immune response in 
which antigen-presenting cells process and present antigens to T cells, triggering the 
proliferation of T cells to fight pathogens. 
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البحث مستحلص     

تحليل ديناميكيات نموذج التفاعل بين الخلايا ت والخلايا المقدمة .    ٢٠٢  ٤سالسابيلا، صها.  

. برنامج دراسة الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم  للمستضد

 جوهاري (   ٢)  عثمان باغالايد.  ( ١ :) مالانغ. المشرفون الإسلامية الحكومية 

 الكلمات المفتاحية: التحليل الديناميكي، الخلايا ت، الخلايا المقدمة للمستضد 

يعد التفاعل بين الخلايا ت والخلايا المقدمة للمستضد أحد الجوانب المهمة لجهاز المناعة. لذلك  

، في هذه الدراسة ، ستتم مناقشة التفاعل بين الخلايا ت والخلايا المقدمة للمستضد باستخدام  

التفاعلات.الغرض من هذه   ( ١٩٩٣فيشمان وبيرلسون ) نموذج رياضي طوره   لتحليل هذه 

الدراسة هو إيجاد الاستقرار في نموذج الجر الداخلي بين الخلايا ت والخلايا المقدمة للمستضد.  

وتحليل   النموذج  وربط   ، التوازن  نقطة  وإيجاد   ، النموذج  تقليل  التحليل  خطوات  تتضمن 

تم إجراؤه ، تم الحصول على    الاستقرار باستخدام معيار روثورويتز. بناء على البحث الذي

غير المستقرة أثناء الوصول إلى نقطة التوازن عند  (𝐸0)ن لخلوها من الأمراضنقطة التواز

بناء على المحاكاة ، تبين أن كلا من عدد المستضد والخلايا مستقرة.   (𝐸1)الإصابة بأمراض 

المقدمة للمستضد والخلايا ت زاد بشكل حاد في المرحلة الأولية من الاستجابة المناعية ،  

= 𝑡حيث وصل إلى ذروة حوالي   ثم استقر حول    1   ،𝑡 = وهذا يعكس الديناميات    .2 

مولدات الضد وتعرض  المقدمة للمستضد  الأساسية للاستجابة المناعية التي تعالج فيها الخلايا  

 .الخلايا ت عليها، وهو ما يؤدي إلى تكاثر الخلايا ت لمحاربة مسببات الأمراض
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BAB I 

PENDAHULUAN  

 

1.1    Latar Belakang 

Sistem imun sebagai benteng pertahanan tubuh terdiri dari dua kategori 

yaitu sistem imun innate dan sistem imun adaptif (Fox, 2008) dalam Hidayat & 

Syahputra,(2020). Sistem imun innate atau sistem imun bawaan menjadi 

pertahanan pertama yang dimiliki tubuh untuk mengenali dan menghancurkan 

patogen secara umum. Sedangkan sistem imun adaptif lebih bersifat spesifik 

dengan kemampuan mengingat dan melawan patogen yang pernah menyerang 

sebelumnya.  Menurut (Irianto 2012) dalam (Hidayat & Syahputra 2020) sistem 

imun adaptif terbagi menjadi dua bagian yaitu imunitas humoral dan imunitas 

seluler. Imunitas humoral melibatkan interaksi antara antigen dan antibodi yang 

dihasilkan oleh sel B, sementara imunitas seluler melibatkan interaksi antara sel T 

(T-limfosit) dan antigen. Proses respon imun seluler dimulai ketika sel penyaji 

antigen menangkap fragmen antigen tertentu dan mengikatnya pada major 

histocompatibility complex (MHC) yang kemudian akan dipresentasikan kepada sel 

T. Sel T memiliki kemampuan mengenali antigen dengan menggunakan sel T-

reseptor yang terdapat pada permukaan selnya. Pengenalan antigen yang spesifik 

ini memicu aktivasi sel T. Terdapat beberapa tipe sel T dengan peran berbeda dalam 

merespon berbagai ancaman diantaranya sel T-helper (Th), sel T sitotoksik (Tc), sel 

T regulator (Ts). Kompleksitas respon imun seluler ini memungkinkan sistem imun 

untuk mengenali dan melawan berbagai macam patogen dan sel abnormal dengan 

cara yang spesifik dan terarah (Meilani et al., 2023). Dengan kekompleksitas respon 



2 

 

 

imun seluler ini, dengan berbagai interaksi antar sel dan molekul, membuka peluang 

untuk mempelajari lebih lanjut menggunakan model matematika.  

Dengan kompleksitas respon imun seluler yang melibatkan berbagai 

interaksi antar sel dan molekul, mempelajari sistem ini menggunakan model 

matematika menjadi sangat penting. Model matematika Fishman dan Perelson  

(1993), memberikan kerangka kerja untuk memahami interaksi kompleks antara sel 

T dan sel penyaji antigen pada sistem imun. Model ini awalnya diformulasikan 

dengan menggambarkan konsentrasi antigen (𝐴𝑔), konsentrasi tempat ikat sel T 

yang kosong pada sel penyaji antigen (𝑆0), konsentrasi tempat ikat sel T yang 

ditempati pada sel penyaji antigen (𝑆1), sel T naif (𝑇), serta sel T yang terakivasi 

(𝑇∗). Persamaan-persamaan tersebut menggambarkan dinamika populasi sel T dan 

sel penyaji antigen serta interaksi keduanya dengan antigen. Namun, agar dapat 

lebih fokus pada dinamika konsentrasi sel T secara keseluruhan tanpa membedakan 

antara sel T teraktivasi atau istirahat, serta fokus pada jumlah total sel penyaji 

antigen tanpa memperhitungkan tempat pengikatan sel T, Fishman dan Perelson 

(1993) melakukan perombakan pada persamaan-persamaan tersebut. Perombakan 

tersebut dilakukan dengan cara mereduksinya menjadi tiga persamaan yaitu 

populasi sel penyaji antigen (𝑠), populasi sel T (𝑥) dan populasi antigen (𝑔) 

(Fishman & Perelson, 1993). Untuk memahami bagaimana sistem kekebalan tubuh 

melawan infeksi dan penyakit penting untuk dilakukan analisis dinamik pada model 

tersebut.  

Analisis dinamik sebagai suatu metode untuk mempelajari perilaku suatu 

sistem yang berubah seiring waktu, memiliki proses yang melibatkan penggunaan 

persamaan matematika untuk memodelkan perilaku sistem yang kompleks. 
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Persamaan-persamaan ini menggambarkan bagaimana variabel-variabel dalam 

sistem berinteraksi dan berubah satu sama lain. Setelah model matematika dari 

suatu sistem telah dibentuk, langkah selanjutnya adalah menyelesaikan persamaan-

persamaan tersebut. Hal ini bisa dilakukan menggunakan berbagai metode, baik 

numerik maupun analitik tergantung pada kompleksitas model dan sifat persamaan 

yang terlibat. Solusi yang didapat akan digunakan untuk memprediksi tentang 

bagaimana sistem tersebut akan berprilaku di masa mendatang, sehingga kita dapat 

mengantisipasinya. Sebelumnya Rochmatin & Pagalay (2014) melakukan analisis 

dinamik terhadap model matematika pada interaksi makrofag, sel CD4, dan sel T 

CD8 dengan pengaruh usia yang telah dikontruksi sebelumnya. Dalam penelitian 

tersebut, solusi numerik diperoleh dengan bantuan ODE 45 pada MATLAB. 

Kestabilan sistem dianalisis dengan mencari titik tetap dan mengevaluasi matriks 

Jacobian serta nilai eigen dari titik-titik tersebut. Hasilnya menunjukkan bahwa 

semua titik tetap dalam sistem ini tidak stabil.  

Pada penelititan ini akan dilakukan analisis dinamik pada model yang telah 

diformulasikan oleh Fishman & Perelson, (1993). Langkah pertama yang dilakukan 

yaitu dengan mencari titik kesetimbangan pada model. Titik kesetimbangan ini 

mewakili keadaan sistem di mana semua variabel tidak berubah seiring waktu.  

Setelah titik kesetimbangan ditemukan, akan dilakukan linierisasi di sekitar titik 

kesetimbangan tersebut. Selanjutnya akan dilakukan analisis kestabilan pada model 

untuk menetukan apakah titik kesetimbangan tersebut stabil atau tidak. Hal ini 

penting dilakukan guna mengetahui bagaimana respon model terhadap parameter 

yang diberikan. Langkah terakhir yaitu dilakukannya simulasi pada model interaksi 
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antara sel T dan sel penyaji antigen. Simulasi ini akan memberikan gambaran 

tentang bagaimana perilaku model di bawah berbagai kondisi. 

Penelitian mengenai model interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen 

juga dilakukan oleh Lou et al.(2004). Namun, interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen yang dibahas pada penelitian tersebut merupakan interaksi antara sel T dan 

sel penyaji antigen dalam konteks infeksi HIV-1. Model ini dibuat untuk 

mengetahui terapi yang efektif untuk HIV-1. Simulasi juga dilakukan untuk 

menganalisis perilaku model dan dinamika infeksi HIV-1. Di sisi lain, model 

Fishman dan Perelson (1993) menawarkan pendekatan yang lebih general. Model 

ini tidak hanya berfokus pada infeksi HIV-1, tetapi dapat diterapkan pada berbagai 

penyakit lain yang melibatkan interaksi sel T dan sel penyaji antigen. Hal ini 

memungkinkan kita untuk mempelajari berbagai pola penyebaran penyakit dan 

mengembangkan strategi pengendalian yang lebih luas. Oleh karena itu, penelitian 

ini akan menggunakan model Fishman & Perelson (1993) untuk menganalisis 

interaksi sel T dan sel penyaji antigen. 

Model Fishman & Perelson (1993) memberikan kerangka kerja matematis 

untuk mempelajari bagaimana interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen, serta 

bagaimana interaksi ini mempengaruhi respon imun. Pengetahuan ini penting untuk 

mengembangkan terapi yang lebih efektif untuk berbagai penyakit, seperti kanker, 

infeksi virus, dan penyakit autoimun. Model Fishman & Perelson (1993) dapat 

digunakan untuk mensimulasikan strategi terapi dan memprediksi efektivitasnya 

sebelum diterapkan pada pasien. Selain itu, model ini dapat membantu 

mengidentifikasi target terapi baru dengan menargetkan faktor kunci dalam 

interaksi sel T dan sel penyaji antigen. Pemahaman tentang dinamika interaksi sel 
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T dan sel penyaji antigen juga dapat membantu mengembangkan strategi 

pencegahan yang lebih efektif dengan memahami penyebaran penyakit dan 

merancang intervensi pencegahan yang efektif. 

Pemahaman mendalam tentang interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen, seperti yang ditunjukkan oleh model Fishman & Perelson (1993), tidak 

hanya penting dalam konteks pengembangan terapi untuk berbagai penyakit, tetapi 

juga dalam konteks kesehatan dan kesejahteraan umum. Dalam surah Al-Isra ayat 

82 Allah S.W.T. berfirman  

“Dan Kami turunkan dari Al-Qur'an sesuatu yang menjadi penawar dan 

rahmat bagi orang-orang yang beriman, dan Al-Qur'an itu tidaklah menambah 

kepada orang-orang yang zalim selain kerugian."  

 

Ayat ini menegaskan bahwa Al-Quran berfungsi sebagai penyembuh serta 

Rahmat bagi orang-orang yang beriman. Selain itu, Al-Qur'an dijadikan sebagai 

petunjuk dan pedoman bagi umat manusia, serta sebagai penyembuh bagi beragam 

penyakit spiritual dan fisik yang mungkin mereka alami. Ayat ini menggambarkan 

bagaimana keajaiban manusia dengan segala kompleksitas tubuh manusia, 

termasuk sistem kekebalan tubuh manusia yang melibatkan interaksi antara sel T 

dan sel penyaji antigen di dalam tubuh untuk melawan patogen yang masuk. Dalam 

konteks ini, upaya untuk memahami dan mengembangkan terapi berdasarkan 

model Fishman & Perelson (1993) dapat dianggap sebagai bagian dari usaha untuk 

mencari penyembuhan atas penyakit yang telah diberikan. Model tersebut menjadi 

sarana bagi ilmuwan dan peneliti untuk memahami dinamika kompleks antara sel-

sel dalam tubuh manusia, yang pada akhirnya dapat digunakan untuk 

mengembangkan terapi yang lebih efektif dalam mengatasi berbagai penyakit.  
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Berdasarkan uraian sebelumnya, peneliti akan melakukan analisis dinamik 

pada model interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen yang diformulasikan oleh 

Fishman & Perelson (1993). Melalui penelitian ini, diharapkan dapat dipahami 

dengan lebih baik mengenai kompleksitas dari interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen dalam sistem kekebalan tubuh manusia. 

 

1.2    Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian pada latar belakang, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana hasil analisis dinamik mengenai model interaksi antara sel T dan 

sel penyaji antigen? 

2. Bagaimana hasil simulasi dari model interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen? 

 

1.3    Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan berdasarkan latar belakang diatas adalah 

1. Mengetahui hasil analisis dinamik mengenai model interaksi antara sel T dan 

sel penyaji antigen. 

2. Mengetahui hasil simulasi dari model interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen. 

 

1.4    Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini meliputi  



7 

 

 

1. Melalui analisis dinamik model interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen 

dapat menjadi acuan dalam memahami interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen pada sistem imun.  

2. Dengan mengetahui simulasi dari model matematika interaksi antara sel T dan 

sel penyaji antigen diharapkan dapat membatu dalam pengoptimalan stategi 

pengobatan.  

 

1.5    Batasan Masalah 

1. Model yang digunakan dalam penelitian ini yaitu model penyederhanaan yang 

diformulasikan oleh (Fishman & Perelson, 1993) sebagai berikut: 

( )s g s = −         

1
( 1)

s
x x

x


 
 = + − 

+        

( 1)

sx
g g

x
 
 

 = − 
+ 

    

2. Parameter yang digunakan pada penelitian ini merujuk pada jurnal Fishman 

& Perelson, (1993) 

 

1.6    Definisi Istilah 

Infeksi : Kondisi yang disebabkan oleh serangan dan 

perkembangbiakan antigen. 

Patogen : Parasit yang dapat menyebabkan penyakit  

Antigen : Suatu zat yang dapat bereaksi dengan antibodi. 



8 

 

 

Reseptor  : Protein yang terletak pada membran sel atau di 

dalam sel, yang berikatan dengan suatu zat dan 

menyebabkan respons dalam sistem tertentu. 

Molekul  : Molekul adalah partikel kecil yang terdiri dari dua 

atau lebih atom yang bergabung bersama melalui 

ikatan kimia. 

Antibodi  : Protein Y yang digunakan oleh sistem imun untuk 

mengidentifikasi dan menetralkan benda asing 

seperti bakteri dan virus patogen. 

Major 

Histocompatibility 

Complex (MHC)  

: Sebuah bagian yang dibentuk oleh lokus genetic 

yang mengikat antigen peptide dan menyajikan ke 

sel-sel T.  

Sel Abnormal : Sel yang pertumbuhan dan pembagiannya tidak 

terkendali, dan dapat merusak sel normal di 

sekitarnya. 

Fragmen Antigen : Bagian dari antibodi yang bertugas mengikat 

antigen. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI  

 

2.1 Teori Pendukung  

2.1.1 Persamaan Differensial 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menyatakan hubungan antara 

suatu fungsi yang belum diketahui, dengan satu atau lebih turunan dari fungsi 

tersebut (Murtafi’ah & Apriadi, 2018). Persamaan diferensial sendiri 

diklasifikasikan menjadi dua, yaitu persamaan diferensial biasa (PDB) dan 

persamaan diferensial parsial (PDP). Sebuah sistem yang terdiri dari 𝑛 persamaan 

diferensial dengan 𝑛 fungsi yang belum diketahui, dimana 𝑛 ≥ 2 merupakan 

pengertian sistem persamaan diferensial (Ni’mah & Savitri, 2022). Sistem ini dapat 

digunakan untuk memodelkan fenomena yang melibatkan lebih dari satu variabel 

tak bebas. Misalnya dengan model gerak pegas yang disusun menggunakan 

persamaan diferensial linear, atau model populasi bakteri yang disusun 

menggunakan persamaan diferensial non-linear. Dengan menggunakan sistem 

persamaan diferensial, kita dapat memahami hubungan antara beberapa variabel 

dan bagaimana mereka saling mempengaruhi seringi waktu. Berdasarkan 

kelinearannya sistem persamaan diferensial sendiri terbagi menjadi dua, yaitu 

sistem persamaan diferensial linear dan sistem persamaan diferensial non linnear. 

Model matematika pada interaksi antara sel T dan se penyaji antigen, memuat 

persamaan- persamaan differensial non-linier diantaranya sebagai berikut:  

𝑑𝑆0

𝑑𝑡
= 𝑛𝑏𝐶𝑝𝐴𝑔 − 𝑘𝑏 𝑆0𝑇 + (𝑘𝑑 + 𝑘𝑎)𝑆1 − 𝑑𝑐𝑆0 
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Persamaan ini menggambarkan perubahan konsentrasi tempat yang tidak 

ditempati pada sel penyaji antigen (𝑆0) dalam waktu (𝑡). Laju perubahan 

𝑆0 dipengaruhi oleh beberapa factor seperti produksi tempat kosong baru akibat 

pelepasan sel T dari sel penyaji antigen (𝑛𝑏𝐶𝑝𝐴𝑔), pengisian tempat kosong oleh 

sel T (𝑘𝑏 𝑆0𝑇), perubahan konsentrasi tempat terisi (𝑆1) akibat disosiasi dan 

aktivasi sel T ((𝑘𝑑 + 𝑘𝑎)𝑆1), dan hilangnya tempat kosong akibat faktor lain seperti 

degradasi sel penyaji antigen atau penghapusan sel penyaji antigen dari sistem 

kekebalan tubuh (𝑑𝑐𝑆0). 

𝑑 𝑆1

𝑑𝑡
= 𝑘𝑏   𝑆0𝑇 − (𝑘𝑑 + 𝑘𝑎) 𝑆1 − 𝑑𝑐𝑆1 

Dalam persamaan ini, (𝑆1)adalah konsentrasi tempat yang ditempati pada 

sel penyaji antigen. Persamaan ini mempertimbangkan berbagai faktor seperti 

pengisian tempat kosong oleh sel T (𝑘𝑏   𝑆0𝑇), perubahan konsentrasi tempat terisi 

(𝑆1) akibat disosiasi dan aktivasi sel T((𝑘𝑑 + 𝑘𝑎) 𝑆1), dan hilangnya tempat terisi 

akibat faktor lain seperti degradasi sel penyaji antigen atau penghapusan sel penyaji 

antigen dari sistem kekebalan tubuh (𝑑𝑐𝑆1). 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑑𝑇𝑇 − 𝑘𝑏 𝑆0𝑇 +  𝑘𝑑𝑆1 + 𝜇𝑘𝑟𝑇

∗ 

Persamaan ini menggambarkan perubahan populasi sel T penolong (𝑇) 

dalam waktu (𝑡). Persamaan ini mempertimbangkan berbagai faktor seperti 

masuknya sel T spesifik antigen dari prekursor dalam timus (𝑎), kematian sel T 

(𝑑𝑇𝑇), pengikatan sel T pada tempat kosong di sel penyaji antigen (𝑘𝑏 𝑆0𝑇), 

disosiasi sel T dari sel penyaji antigen (𝑘𝑑𝑆1), dan peningkatan respons imun 

terhadap antigen (𝜇𝑘𝑟𝑇
∗). 
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𝑑𝑇∗

𝑑𝑡
= 𝑘𝑎𝑆1 − 𝑘𝑟𝑇

∗ 

Dalam persamaan ini, 𝑇∗ adalah sel T penolong yang diaktifasi. Persamaan 

ini mempertimbangkan berbagai faktor seperti aktivasi sel T oleh APC (𝑘𝑎𝑆1), dan 

kembali ke keadaan istirahat dari sel T yang telah diaktivasi (𝑘𝑟𝑇
∗). 

𝑑𝐴𝑔

𝑑𝑡
= (𝑞 − 𝑒 𝑇∗)𝐴𝑔 

Persamaan ini menggambarkan perubahan Jumlah antigen dalam tubuh 

(𝐴𝑔) dalam waktu (𝑡). Persamaan ini mempertimbangkan berbagai faktor seperti 

produksi antigen oleh sel penyaji antigen (𝑞𝐴𝑔), dan proses penghilangan antigen 

yang bergantung pada sel T penolong (𝑒 𝑇∗𝐴𝑔).  

 

2.1.2 Titik Kesetimbangan 

Menurut Ni’mah & Savitri (2022) titik kesetimbangan merupakan solusi 

dari sistem persamaan yang tetap kosntan sepanjang waktu. Maka dalam sistem 

persamaan diferensial, titik kesetimbangan merupakan nilai-nilai variabel yang 

membuat sistem tersebut tetap stabil dan tidak berubah seiring berjalannya waktu. 

Dengan kata lain, jika sistem berada pada titik kesetimbangan, maka perubahan 

variabel-variabel sistem sepanjang waktu adalah nol. Misalakan terdapat sistem 

persamaan diferensial  

0( ), (0) nx f x x x= =      (2.1) 

Apabila 𝑓(𝑥) = 0 maka titik kesetimbangan pada  Persamaan (2.1)  𝑥 ∈ ℝ𝑛. 

Sebagai contoh terdapat sistem persamaan diferensial non-linear berikut:  

( , )

( , )

x f x y

y g x y

=

=
     (2.2) 
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Titik kesetimbangan sistem (2.2) merupakan solusi dari sistem persamaan berikut: 

( , ) 0

( , ) 0

f x y

g x y

=

=      (2.3) 

Titik-titik yang dihasilkan dari Persamaan (2.3) merupakan titik-titik 

kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial non-linear. Pada titik-titik dimana 

�̇� = 0 dan �̇� = 0, variabel-variabel pada sistem tetap konstan seiring berjalannya 

waktu.  

 

2.1.3 Linierisasi 

Linearisasi adalah proses mengubah sistem persamaan diferensial non-

linear menjadi sistem persamaan diferensial linear (Ni’mah & Savitri, 2022). Proses 

ini dilakukan untuk menganalisis perilaku sistem terutama di sekitar titik 

kesetimbangan. Misalkan kita mempunyai sistem persamaan diferensial non-linear 

berikut: 

( , ) 0

( , ) 0

f x y

g x y

=

=
     (2.4) 

Linearisasi sistem (2.4) dilakukan dengan melibatkan turunan parsial dari fungsi 𝑓 

dan 𝑔 terhadap variabel 𝑥 dan variabel 𝑦 serta mengavaluasi di titik kesetimbangan. 

Sehingga hasilnya adalah matriks Jacobian yang mewakili sistem linear yang 

mendekati sistem non-linear di sekitar titik kesetimbangan. Sebagai contoh terdapat 

sistem persamaan diferensial nonlinear berikut:  

2

1

x x y

y xy

= −

= −
      (2.5) 

Langkah awal yaitu mencari titik kesetimbangan dari sistem tersebut dengan 

menyelesaiakn persamaan Dimana �̇� = 0 dan �̇� = 0. 
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Untuk �̇� = 0:  

2

2

0x y

x y

− =

=
      (2.6) 

Untuk �̇� = 0  

1 0

1

xy

y
x

− =

=
      (2.7) 

Kemudian kita substitusikan Persamaan (2.6) kedalam Persamaan (2.7) sehingga 

didapat: 

𝑥2 =
1

𝑥
  

𝑥3 = 1  

𝑥 = 1  

Dari 𝑥 = 1, didapat 𝑦 = 1. Jadi titik kesetimbangannya adalah (1,1).  

Kemudian, kita linearisasi sistem tersebut di sekitar titik kesetimbangan (1,1). 

Pertama kita cari turunan parsial dari fungsi-fungsi 𝑓(𝑥, 𝑦) dan 𝑔(𝑥, 𝑦) titik 

kesetimbangan (1,1).  

2( , )

( , ) 1

f x y x y

g x y xy

= −

= −
     (2.8) 

Turunan parsial terhadap 𝑥 dan 𝑦 di 𝑥 = 1 dan 𝑦 = 1: 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 2𝑥 = 2 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= −1 

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 𝑦 = 1 

𝜕𝑔

𝜕𝑦
= 𝑥 = 1 
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Model linier di sekitar titik kesetimbangan adalah: 

[
�̇�
�̇�
] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦]
 
 
 
 

[
𝑥 − 1
𝑦 − 1

] 

Kemudian substitusikan nilai turunan parsial yang telah didapat: 

[
ẋ
ẏ
] = [

2 −1
1 1

] [
x − 1
y − 1

] 

[
ẋ
ẏ
] = [

2x − y − 2
x + y − 1

] 

Sehingga hasil linearisasi dari sistem persamaa diferensial adalah  

 
2 2

1

x x y

y x y

= − −

= + −
 (2.9) 

 

2.1.4 Nilai Eigen 

Nilai eigen dapat digunakan untuk mempelajari sifat-sifat matriks, seperti 

kestabilan, sistem keseimbangan, analisi jaringan, dan analisis data. Menurut 

Anton, (1987) dalam (Ni’mah & Savitri, 2022) apabila terdapat matriks 𝐴 dengan 

ukuran 𝑛 × 𝑛 dimana 𝐴𝑥 adalah kelipatan sekalar dari 𝑥 di dalam ℝ𝑛 dan dapat 

dinyatakan dalam pernyataan berikut:  

Ax x=       (2.10) 

dimana: 

1. 𝐴 adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 

2. 𝜆 merupakan nilai eigen dari matriks A 

3. 𝑥 merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 

Untuk menemukan nilai eigen dari matriks 𝐴, Persamaan (2.10) dapat diuraikan 

menjadi: 
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( ) 0A I x− =      (2.11) 

dimana 𝐼 adalah matriks identitas. Untuk mendapatkan 𝜆 sebagai nilai eigen, maka 

Persamaan (2.11) harus terdapat suatu solusi tak nol. Solusi tersebut didapat 

menggunakan persamaan karakteristik yang dapat diuraikan pada persamaan 

berikut:  

det( ) 0A I− =      (2.12) 

 

2.1.5 Matriks Jacobi 

Untuk menganalisis kestabilan dari titik tetap dapat menggunakan matriks 

Jacobi. Diketahui sistem persamaan diferensial berikut  

𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) dan 𝑦′ = 𝑔(𝑥, 𝑦) 

𝑓 dan 𝑔 merupakan fungsi yang diferensiabel dengan turunan parsial yang kontinu. 

Misalkan matriks 𝐽 merupakan matriks Jacobian di titik (𝑥0, 𝑦0) maka 

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y

x y

f x y f x y
J

g x y g x y

 
=  
 

   (2.13) 

Titik tetap tidak stabil jika terdapat nilai eigen yang bernilai positif. 

Sedangkan stabil asimtotik apabila semua bagian riil nilai eigen dari matriks 𝐽 

bernilai negatif. Apabila bagian riil dari nilai eigen bernilai nol maka kestabilan 

dititik nol tidak dapat disimpulkan.titik tetap yang seperti ini disebut sebagai titik 

tetap non-hyperbolic (Ndii, 2018).  

2.1.6 Kriteria Routh-Hurwitz 

Apabila nilai eigen dari suatu sistem tidak dapat didapatkan secara 

langsung, maka kita dapat menggunakan kriteria Routh-Hurwitz untuk menentukan 

kestabilan dari sistem tersebut.Kriteria Routh-Hurwitz  merupakan suatu metode 
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analisis yang digunakan untuk menentukan kestabilan suatu sistem dengan 

memperhatikan koefisien dari persamaan karakteristik tanpa menghitung akar-akar 

karakteristiknya secara langsung (Hasnawati et al., 2017). Sehingga metode ini 

memungkinkan untuk mengevaluasi kestabilan sistem apakah stabil atau tidak 

stabil tanpa perlu menghitung akar-akar karakteristiknya secara langsung. Hal 

tersebut menjadi kelebihan dari metode ini karena memudahkan dalam 

menganalisis stabilitas sistem, terutama dalam kasus kasus dimana perhitungn akar-

akar karakteristiknya sulit atau bahkan tidak mungkin dilakukan.  

Kriteria Routh-Hurwitz membentuk tabel dari koefisien-koefisisen dari 

persamaan karakteristik. Misalkan terdapat persamaan karakteristik sebagai berikut  

1 2

0 1( ) ...n n

nF a a a  − −= + + +    (2.14) 

Untuk mencari kestabilan dari Persamaan (2.14) maka diperlukan tabel Routh-

Hurwitz sebagai berikut 

Tabel 2.1  Kriteria Routh Hurwitz 

𝜆𝑛 𝑎0 𝑎2 𝑎4 ⋯ 

𝜆𝑛−1 𝑎1 𝑎3 𝑎5 ⋯ 

𝜆𝑛−2 𝑏1 𝑏2 𝑏3 ⋯ 

𝜆𝑛−3 𝑐1 𝑐2 𝑐3 ⋯ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋯ 

 

dengan 

𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1

 ⋯ 𝑏𝑛 =
𝑎1𝑎2𝑛 − 𝑎0𝑎2𝑛+1

𝑎1

 

𝑐1 =
𝑏1𝑎3 − 𝑏2𝑎1

𝑏1
 

⋯ 
𝑐𝑛 =

𝑏1𝑎2𝑛+1 − 𝑏𝑛+1𝑎1

𝑏1
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Apabila tidak terjadi perubahan tanda pada kolom pertama, maka menurut 

kriteria Routh-Hurwitz sistem tersebut stabil (Cahyaningtias, 2016). Sebagai 

contoh, terdapat persamaan karakteristik sebagai berikut  

4 3 22 3 2 1 0s s s s+ + + + =
    (2.15) 

Untuk mencari kestabilan pada persamaan (2.15) dapat menggunakan tabel 

Routh-Hurwitz sebagai berikut  

Tabel 2.2  Contoh Menggunakan Kriteria Routh Hurwitz 

 𝜆4 𝑎0 = 1 𝑎2 = 3 𝑎4 = 1 

𝜆3 𝑎1 = 2 𝑎3 = 2  

𝜆2 𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1
 

𝑏1 =
2 ∙ 3 − 1 ∙ 2

2
= 2 

𝑏2 =
𝑎1𝑎4 − 𝑎0𝑎5

𝑎1
 

𝑏2 =
2 ∙ 1 − 1 ∙ 0

2
= 1 

𝑏3 = 0 

𝜆1 
𝑐1 =

𝑏1𝑎3 − 𝑏2𝑎1

𝑏1

 

𝑐1 =
2 ∙ 2 − 1 ∙ 1

2
= 1,5 

𝑐2 =
𝑏1𝑎5 − 𝑏3𝑎1

𝑏1

 

𝑐2 =
2 ∙ 0 − 0 ∙ 1

2
= 0 

 

𝜆0 
𝑑1 =

𝑐1𝑏2 − 𝑏1𝑐2

𝑐1
 

𝑑1 =
1,5 ∙ 1 − 1 ∙ 0

1,5
= 1 

  

Dari tabel tersebut dapat disimpulkan bahwa persamaan stabil karena tidak 

terdapat perubahan tanda pada kolom pertama.  
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2.1.7 Sistem Imun Virus 

Menurut Sudiono, (2014) sistem imun merupakan kumpulan mekanisme yang 

terdapat dalam mahluk hidup untuk melindungi diri terhadap infeksi, melalui proses 

mengidentifikasi dan melawan patogen. Sel imun tubuh terdiri dari sel fagosit, sel 

penyaji antigen, sel T-sitotoksik, sel neutral killer (NK), sel B, sel plasma, sel T-

helper, sel T-memori, dan sel T-regulator. Dalam sistem imun, terdapat pula respon 

imun yaitu reaksi sistem imun suatu organisme terhadap keberadaan benda asing 

yang masuk dalam tubuh. 

 Respon imun dapat dikategorikan menjadi dua yaitu  respon imun 

innate(non spesifik) serta respon imun adaptif (spesifik) (Sudiono, 2014). Respon 

imun innate menjadi pertahanan pertama dari tubuh terhadap invasi patogen tanpa 

memerlukan pengenalan spesifik terhadap jenis patogen tertentu. Respon innate 

atau respon imun alami meliputi pertahanan fisik, pertahanan humoral, pertahanan 

biokimia dan pertahanan selular. Sedangkan menurut Irianto (2012) dalam Hidayat 

& Syahputra (2020) respon imun spesifik dibagi menjadi respon imun humoral dan 

respon imun seluler. Respon imun humoral melibatkan produksi antibodi oleh sel 

limfosit B. Sedangkan respon imun selular melibatkan antara sel T dan antigen. 

Kedua jenis respon imun ini bekerja sama untuk memberikan perlindungan 

terhadap berbagai jenis patogen dan mengendalikan pertumbuhan sel-sel abnormal. 

Saat antigen pertama kali diperkenalkan ke dalam tubuh, terjadi reaksi imun 

awal yang diindikasikan oleh peningkatan kadar IgM beberapa hari setelah kontak 

dengan antigen.Periode ini disebut lag pahse yang berlangsung saat IgM mencapai 

pada titik puncaknya sekitar hari ke-7. Enam sampai tujuh hari setelah pemaparan, 

dalam serum mulai dapat dideteksi IgG, sedangkan IgM mulai berkurang sebelum 

kadar IgG mencapai puncaknya yaitu 10-14 hari setelah pemaparan antigen kadar 
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antibodi kemudian menurun dan biasanya hanya sedikit yang terdeteksi setelah 4-5 

minggu. Pada pemaparan antigen kedua, terjadi respons imun sekunder atau 

respons anamnestik, di mana baik IgM maupun IgG meningkat dengan cepat 

dengan lag phase yang lebih pendek. Puncak kadar IgM pada respons sekunder 

umumnya tidak melebihi puncak pada respons primer, tetapi kadar IgG meningkat 

jauh lebih tinggi dan bertahan lebih lama. Perbedaan ini disebabkan oleh adanya sel 

memori limfosit B dan T dari pemaparan sebelumnya. Perbedaan dalam respons 

imun primer dan sekunder, kadar antibodi yang dibentuk, lamanya lag phase dan 

lain-lain sangat bergantung pada jenis, dosis dan cara masuk antigen, serta 

sensitivitas teknik yang digunakan untuk mengukur antibodi (Darwin et al., 2021). 

 

2.1.8 Sel Penyaji Antigen 

Sel penyaji antigen berfungsi menangkap dan memproses antigen yang 

masuk kedalam tubuh menjadi peptide antigenik serta dipresentasikan 

kepermukaan sel Bersama major histocompatibility complex (MHC) yang 

kemudian akan disajikan kepada sel T (Thaha, 2013). Sel T dapat mengenali 

kompleks ini menggunakan reseptor sel T (TCR). Menurut Jatmiko (2015) sel 

penyaji antigen disebut sebagai sel penyaji antigen profesional apabila terdapat 

kriteria berikut : 

1. Sel tersebut mampu mengenali antigen dan memprosesnya untuk disajikan 

lewat molekul MHC I atau II 

2. Mengekspresikan molekul-molekul yang mampu memberikan sinyal kedua 

untuk stimulasi sel T (secondsignal costimulation of T cells) 

3. Sel tersebut harus mampu merangsang sel T naive menjadi aktif untuk 

berdiferensiasi dan berproliferasi. 
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Terdapat tiga jenis sel penyaji antigen professional yaitu makrofag, sel 

dendritik dan limfosit B. Sel Langerhans merupakan salah satu jenis sel dendritik 

yang berfungsi sebagai sel penyaji antigen dan banyak ditemukan di kulit (Rahim 

et al., 2013). Sel Langerhans dapat mengenali dan menangkap antigen yang masuk 

kedalam kulit serta dapat berinteraksi dengan sel T dan memicu respon imun 

adaptif. Sel Langerhans juga terlibat dalam berbagai patogenesis penyakit kulit 

seperti dermatitis kontak dan psoriasis. Selain Sel Langerhans terdapat pula 

eosinophil yang memiliki kemampuan dalam memfagositosis patogen 

menunjukkan bahwa sel eosinofil ikut berperan sebagai sel penyaji antigen 

(Jatmiko, 2015).  

 

2.1.9 Sel T 

Sel T berperan dalam menghancurkan patogen berbahaya serta 

mengirimkan sinyal yang membantu mengontrol respon imun tubuh. Sel T 

merupakan salah satu jenis sel darah putih yang berasal dari sumsum tulang dan 

berkembang di dalam timus. Limfosit T dihasilkan oleh sumsum tulang dan 

kemudian bermigrasi ke timus untuk mengalami diferensiasi dan maturasi. Setelah 

matang, limfosit T bermigrasi ke organ limfoid untuk berinteraksi dengan sel 

penyaji antigen, seperti sel dendritik, sel makrofag, dan sel B.  

Menurut Erniati & Ezraneti, (2020) limfosit T terdiri dari sel T penolong 

(CD4) dan sel T sitotoksik (CD8). Sel T penolong merupakan bagian dari limfosit 

dari sel T yang berperan dalam mengaktovasi dam mengarahkan sel imun lainnya 

untuk melawan sel asing yang masuk. Sel T penolong juga berperan dalam 

poliferasi sel T sitotoksik maupun meningkatkan aktifitas fagositik makrofag. 

Sedangkan sel sitotoksik merupakan Melepaskan vesikel yang mengandung 
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perforin, yang melubangi sel target, dan granzim, yang menginduksi apoptosis, ke 

dalam sel terinfeksi, dan menghancurkan sel tersebut (Prakoeswa, 2020). 

 

2.1.10 Interaksi Sel T dan Sel Penyaji Antigen 

Sel T berasal dari sel punca hematopoietic di sumsum tulang, kemudian 

bermigrasi dan matang di timus. Sel T ini memiliki reseptor pengikat antigen 

khusus pada membran sel T, yang disebut reseptor sel T. Setiap sel T hanya 

mengekspresikan satu jenis reseptor sel T dan memiliki kemampuan untuk 

berkembang biak dan berdiferensiasi jika menerima sinyal. Sel T membutuhkan 

bantuan sel penyaji antigen untuk mengenali antigen tertentu (Marshall et al., 

2018). 

Pada keadaan normal, sel penyaji antigen berada dalam keadaan imatur dan 

sel-sel T masih dalam bentuk naive. Ketika terjadi stimulasi antigenik, sel penyaji 

antigen akan menangkap, memproses, dan mempresentasikan antigen ke 

permukaan sel bersama Major Histocompatibility Complex (MHC) I atau II. Sel 

penyaji antigen kemudian mengalami pematangan, ditandai dengan ekspresi 

berbagai molekul permukaan dan migrasi ke kelenjar getah bening regional. Sel T 

naive kemudian berinteraksi dengan sel APC matang. Aktivasi sel T naive dimulai 

dengan pengenalan peptida antigen oleh TCR dan MHC I atau II. Sel T naif akan 

mengalami aktivasi apabila terdapat kecocokan antara keduanya. Sel T yang telah 

aktif akan mensekresikan IL-2 serta mengekspresikan IL-2R pada permukaannya, 

dan sel penyaji antigen mensekresikan IL-12. Interaksi IL-2 dengan IL-2R dan IL-

12 dengan reseptornya mendorong proliferasi dan diferensiasi sel T menjadi efektor 

dan memori yang kemudian akan bermigrasi ke tempat imflamasi.  Di lokasi 

peradangan, sel Th1 dan sel sitotoksik akan mengalami reaktivasi dan melepaskan 



22 

 

 

sitokinn (Thaha,2013). Sel T sitotoksik terlibat dalam penghancuran sel yang 

terinfeksi oleh benda asing. Setelah infeksi teratasi, sebagian besar sel efektor mati 

dan dibersihkan oleh fagosit. Namun, beberapa dari sel-sel ini dipertahankan 

sebagai sel memori yang dapat dengan cepat berdiferensiasi menjadi sel efektor 

ketika bertemu dengan antigen yang sama (Marshall et al., 2018).  

 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran dan Hadis  

Pemahaman mendalam tentang interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen, seperti yang ditunjukkan oleh model Fishman & Perelson (1993), tidak 

hanya penting dalam konteks pengembangan terapi untuk berbagai penyakit, tetapi 

juga dalam konteks kesehatan dan kesejahteraan umum. Surah Al-Isra ayat 82 

menegaskan bahwa Al-Quran berfungsi sebagai penyembuh serta Rahmat bagi 

orang-orang yang beriman. Selain itu, Al-Qur'an dijadikan sebagai petunjuk dan 

pedoman bagi umat manusia, serta sebagai penyembuh bagi beragam penyakit 

spiritual dan fisik yang mungkin mereka alami.Ayat ini menggambarkan bagaimana 

keajaiban manusia dengan segala kompleksitas tubuh manusia, termasuk sistem 

kekebalan tubuh manusia yang melibatkan interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen di dalam tubuh untuk melawan patogen yang masuk. Dalam konteks ini, 

upaya untuk untuk memahami dan mengembangkan terapi berdasarkan model 

Fishman & Perelson (1993) dapat dianggap sebagai bagian dari usaha untuk 

mencari penyembuhan atas penyakit yang telah diberikan. Model tersebut menjadi 

sarana bagi ilmuwan dan peneliti untuk memahami dinamika kompleks antara sel-

sel dalam tubuh manusia, yang pada akhirnya dapat digunakan untuk 
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mengembangkan terapi yang lebih efektif dalam mengatasi berbagai penyakit. 

Allah juga berfirman dalam surat As-Syuara ayat 80 yang mempunyai arti  

“Dan apabila aku sakit, Dialah yang menyembuhkanku” 

Ayat ini menekankan bahwa Allah adalah sumber kesembuhan utama bagi 

manusia. Dialah yang memberikan kita sakit, namun sejalan dengan itu, Allah juga 

telah menciptakan manusia dengan sistem imun yang kompleks. Sistem imun ini 

berfungsi untuk melawan berbagai patogen yang menjadi penyebab penyakit. 

Interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen merupakan salah satu komponen 

penting dalam sistem imun ini.   

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung  

Skripsi dengan judul “Analisis Dinamik Model Interaksi Antara Sel T dan 

Sel Penyaji Antigen” berfokus pada pemahaman tentang bagaimana sistem imun, 

khususnya interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen. Model matematika 

dirumuskan oleh Fishman dan Perelson pada jurnal berjudul Modeling T cell-

antigen presenting cell interactions pada tahun 1993. Sel T hanya dapat mengenali 

antigen protein yang dipecah menjadi peptida dan disajikan pada permukaan sel 

penyaji antigen dengan kompleks histokompatibilitas utama (MHC). Sel dendritik 

dan makrofag adalah contoh sel penyaji antigen yang berperan dalam proses ini. 

Sel T yang diaktifkan oleh sel penyaji antigen akan memicu respons imun seluler, 

yang melibatkan produksi limfokin dan rekrutmen sel fagositik dan inflamasi untuk 

membantu mengeliminasi patogen. Model interaksi sel T dan sel penyaji antigen 

telah dikembangkan untuk memahami dinamika sistem secara lebih mendalam, 

termasuk dalam konteks reaksi hipersensitivitas tipe tertunda (DTH). Dalam 
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penelitian ini, peneliti akan mencari titik kesetimbangan, analisis kestabilan serta 

menganalisis simulasi numerik dari model.  

Model matematika Fishman dan Perelson yang diformulasikan pertama 

kali pada tahun 1998, memberikan kerangka kerja untuk memahami interaksi 

kompleks antara sel t dan sel penyaji antigen pada sistem imun. Model ini awalnya 

diformulasikan dengan menggambarkan konsentrasi antigen (𝐴𝑔), konsentrasi 

tempat ikat sel T yang kosong pada sel penyaji antigen (𝑆0), konsentrasi tempat ikat 

sel T yang ditempati pada sel penyaji antigen (𝑆1), sel T naif (𝑇), serta sel T yang 

terakivasi (𝑇∗). Persamaan-persamaan tersebut menggambarkan dinamika poplasi 

sel T dan sel penyaji antigen serta interaksi keduanya dengan antigen. Namun, agar 

dapat lebih fokus pada dinamika konsentrasi sel T secara keseluruhan tanpa 

membedaan antara sel T teraktivasi atau tidak teraktivasi, serta fokus pada jumlah 

total sel penyaji antigen tanpa memperhitungkan tempat pengikatan sel T, fishman 

dan perelson melakukan perombakan pada persamaan-persamaan tersebut. 

Perombakan tersebut dilakukan dengan cara mereduksinya menjadi tiga persamaan 

yaitu populasi sel penyaji antigen (s), populasi sel T (x) dan jumlah antigen (g) 

(Fishman & Perelson, 1993). Untuk memahami bagaimana sistem kekebalan tubuh 

melawan infeksi dan penyakit penting untuk dilakukan analisis dinamik pada model 

tersebut.  

Sebelumnya (Rochmatin & Pagalay, 2014) melakukan analisis dinamik 

terhadap model matematika pada interaksi makrofag,sel CD4 dan sel T CD8 dengan 

pengaruh usia yang telah mereka kontruksi sebelumnya. Dalam penelitian, solusi 

numerik diperoleh dengan bantuan ODE 45 pada MATLAB. Kestabilan sistem 

dianalisis dengan mencari titik tetap dan mengevaluasi matriks Jacobian serta nilai 
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eigen dari titik-titik tersebut. Hasilnya menunjukkan bahwa semua titik tetap dalam 

sistem ini tidak stabil.  

Pada penelititan ini akan dilakukan analisis dinamik pada model yang telah 

diformulasikan oleh (Fishman & Perelson, 1993). Langkah pertama yang dilakukan 

yaitu dengan mencari titik kesetimbangan pada model. Titik kesetimbangan ini 

mewakili keadaan sistem di mana semua variabel tidak berubah seiring waktu.  

Setelah titik kesetimbangan ditemukan, akan dilakukan linierisasi di sekitar titik 

kesetimbangan tersebut. Selanjutnya akan dilakukan analisis kestabilan pada model 

untuk menetukan apakah titik kesetimbangan tersebut stabil atau tidak. Hal ini 

penting dilakukan guna mengentahui bagaimana respon model terhadap parameter 

yang diberikan. Langkah terakhir yaitu dilakukannya simulasi pada kedua model. 

Simulasi ini akan memberikan gambaran tentang bagaimana perilaku model 

dibawah berbagai kondisi.    

Berdasarkan uraian di atas, kajian topik dengan teori pendukung saling 

berhubungan untuk memudahkan penelitian. Teori pendukung juga sebagai bekal 

untuk menuju pembahasan penelitian. Maka dari itu, penelitian yang berfokus pada 

analisis dinamik model interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen yang telah 

didukung oleh teori pendukung diharapkan mendapat hasil yang diinginkan  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1     Jenis Penelitian  

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian studi literatur dengan 

menggunakan pendekatan kualitatif. Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji 

secara literatur tentang interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen yang diambil 

dari referensi-referensi terkait, seperti dari buku ataupun jurnal yang membahas 

mengenai interaksi sel T dan sel penyaji antigen.  

 

3.2      Pra Penelitian 

Pra penelitian yang dilakukan penulis adalah mengumpulkan refrensi yang 

relevan dengan topik penelitian ini,serta menetukan model yang akan digunakan. 

Penulis menggunakan model matematika yang dikontruksi oleh Fishman & 

Perelson (1993) untuk dilakukan analisis dinamik.  

 

3.3      Tahapan Penelitian 

Tahapan pada penelitian yang dilakukan meliputi 

1. Melakukan analisis dinamik pada model matematika interaksi antara sel T 

dan sel penyaji yang diformulasikan (Fishman & Perelson, 1993). 

a. Mereduksi model interaksi antara sel t dan sel penyaji antigen. 

b.   Menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan pada saat terinfeksi penyakit. 

c. Melakukan linierisasi disekitar titik-titik keseimbangan. 

d. Mencari matriks Jacobi. 
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e. Menganalisis kestabilan pada titik kesetimbangan dengan menggunakan 

kriteria Routh-Hurwitz.  

2. Menganalisis grafik pada model interaksi sel T dan sel penyaji antigen  
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BAB IV 

PEMBAHASAN  

 

4.1 Analisis Dinamik Model Interaksi Antara Sel T dan Sel Penyaji Antigen  

4.1.1 Reduksi Model 

Populasi antigen dalam tubuh (𝐴𝑔(𝑡)) bergantung pada laju pertumbuhan 

antigen (𝑞). Dengan adanya antigen, maka sel T penolong yang diaktivasi (𝑇∗(𝑡)) 

akan memicu proses penghilangan antigen yang bergantung pada sel T penolong 

dengan laju 𝑒𝑇∗(𝑡). Sehingga perubahan antigen dalam tubuh terhadap waktu 𝑡 

(𝐴𝑔(𝑡)) dapat ditulis dengan persamaan: 

* )  
( )

( ( )) (
dAg t

q eT t Ag t
dt

= −         (4.1) 

Dengan adanya antigen 𝐴𝑔(𝑡), konsentrasi tempat kosong pada sel penyaji 

antigen 𝑆0(𝑡) akan bertambah dengan laju 𝑛𝑏𝐶𝑝𝐴𝑔 yang terdiri dari banyaknya 

tempat pengikatan pada sel penyaji antigen (𝑛), konstanta laju rekruitmen sel 

penyaji antigen dari prekursornya (𝑏), laju perubahan konsentrasi sel penyaji 

antigen (𝐶𝑝), serta jumlah antigen dalam tubuh pada waktu t (𝐴𝑔(𝑡)). Selanjutnya, 

tempat kosong pada sel penyaji antigen (𝑆0(𝑡)) akan berikatan dengan sel T 

penolong istirahat (𝑇(𝑡)) dengan laju pengikatan sel T pada tempat kosong di sel 

penyaji antigen (𝑘𝑏). Tempat yang ditempatui pada sel penyaji antigen (𝑆1(𝑡)) akan 

kembali kosong melalui laju proses disosiasi sel T dari sel penyaji antigen  (𝑘𝑑) 

maupun melalui laju proses aktivasi sel T (𝑘𝑎). Sehingga, laju perubahan 

konsentrasi sel penyaji antigen terhadap waktu 𝑑𝐶 yang berdampak pada tempat 

kosong pada sel penyaji antigen (𝑆0(𝑡)) adalah 𝑑𝐶𝑆0(𝑡). Maka didapatkan untuk 
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persamaan konsentrasi tempat kosong pada sel penyaji antigen terhadap waktu 𝑡 

(𝑆0(𝑡))  adalah sebagai berikut:  

0
0 1 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p b d a C

dS t
nbC Ag t k S t T t k k S t d S t

dt
= − + + −   (4.2) 

Populasi tempat yang telah ditempati dapa sel penyaji antigen bermula dari 

sel T penolong istirahat (𝑇(𝑡)) yang berikatan pada sel penyaji antigen (𝑆0(𝑡)) 

dengan laju pengikatan sel T pada tempat kosong di sel penyaji antigen (𝑘𝑏). 

Tempat yang ditempatui pada sek penyaji antigen (𝑆1(𝑡)) akan kembali kosong 

melalui laju proses disosiasi sel T dari sel penyaji antigen (𝑘𝑑) maupun melalui laju 

proses aktivasi sel T (𝑘𝑎). Akhirnya, laju perubahan konsentrasi sel penyaji antigen 

terhadap waktu 𝑑𝐶 yang berdampak pada tempat yang ditempati pada sel penyaji 

antigen (𝑆1(𝑡)) adalah 𝑑𝐶𝑆1(𝑡). Sehingga didapatkan untuk persamaan konsentrasi 

tempat yang ditempati pada sel penyaji antigen terhadap waktu 𝑡 (𝑆1(𝑡)) adalah 

sebagai berikut:  

1
0 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )b d a C

d t
t t t

S
k S T k k tS d S

dt
= − + −    (4.3) 

Teraktivasinya sel T pada waktu 𝑡 (𝑇∗(𝑡)) ditandai dengan terisinya tempat 

pada sel penyaji antigen (𝑆1(𝑡)) dengan laju reaksi untuk aktivasi sel T (𝑘𝑎). 

Kemudian sel T yang telah diaktivasi (𝑇∗(𝑡))  akan kembali ke keadaan istirahat 

dengan laju reaksi untuk kembali ke keadaan istirahat dari sel T yang telah 

diaktivasi (𝑘𝑟). Sehingga didapat persamaan untuk konsentrasi sel T yang 

dikativasi pada waktu 𝑡 (𝑇∗(𝑡)) sebagai berikut: 

*
*

1

( )
( ) ( )a r

dT
k T

t
t k tS

dt
= −       (4.4) 
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Konsentrasi sel T penolong istirahat pada waktu 𝑡 (𝑇(𝑡)) dipengaruhi oleh 

laju masuknya sel T spesifik antigen dari prekursor dalam timus (𝑎). Kemudian sel 

T penolong istirahat (𝑇(𝑡))  akan mati pada laju konsentrasi sel T spesifik terhadap 

antigen terhadap waktu (𝑑𝑇). Selanjutnya sel T penolong istirahat (𝑇(𝑡))akan 

berikatan pada tempat kosong di sel penyaji antigen (𝑆0(𝑡)) dengan laju pengikatan 

sel T pada tempat kosong di sel penyaji antigen 𝑘𝑏 . Tempat yang ditempati pada sel 

penyaji antigen (𝑆1(𝑡)) akan merangsang sel T penolong istirahat untuk diaktifasi 

𝑇∗(𝑡) dengan laju 𝑘𝑑𝑆1(𝑡), yang merupakan produk dari koefisien laju disosiasi sel 

T dari sel penyaji antigen (𝑘𝑑) dan konsentrasi tempat yang ditempati pada sel 

penyaji antigen 𝑆1(𝑡). Sedangkan sel T penolong yang diaktivasi akan kembali ke 

keadaan istirahat dengan laju 𝜇𝑘𝑟𝑇
∗. Dimana 𝜇 adalah laju peningkatan respons 

imun terhadap antigen. Sehingga didapat persamaan untuk konsentrasi sel T yang 

istirahat pada waktu 𝑡 (𝑇(𝑡)) sebagai berikut 

*

0 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )T b d r

t
t t

dT
a d T k S T k S k Tt t

dt
t= − − + +   (4.5) 

Persamaan (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) dapat disederhanakan dengan 

menskalakan variabel. Di sini waktu diskalakan dalam hal masa hidup limfosit T, 

1

Td
. Populasi tempat yang bebas dan terikat diskalakan dengan konstanta 

keseimbangan interaksi sel T dan sel penyaji antigen (𝐾), dikali dengan faktor 

magnitudo 
( 1) a

T

k

d

 −
. Populasi sel T diskalakan dengan konstanta kesetimbangan 

interaksi sel T dan sel penyaji antigen (𝐾). Populasi sel 𝑇∗ diskalakan dengan 𝐾 

dikali dengan faktor magnitudo  
( 1) r

T

k

d

 −
. Laju sumber sel T 𝛼 diskalakan dalam 
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bentuk 
T

K

d
. Skala populasi 𝐶𝑝 dipilih sama dengan skala populasi 𝑆 dikalikan 

faktor pengubah ke tempat 𝑛. Populasi patogen diukur dalam satuan 

imunogenisitasnya, yaitu skala 𝐶𝑝, dikali koefisien rekrutmen 𝑏, dikali 
1

Cd

(Fishman & Perelson, 1993). 

0 0 1 1

* *

' ; ; ; ;
( )

( 1) ( 1)
; ;

( 1)( 1)
; ;

; ; ; ;
( 1) ( 1)

( 1)
; ; ;

b
T

d a

a a

T T

a pr

T C T

d a r

T a r d a

cT r

d a T T

kd
d t K x KT

d k k

k K k K
s S s S

d d

k KnbCk K
x T g Ag

d d d

k k kaK e

d k k K k k

dd k Kq

k k d e d




 



   
 


  


= = = = +


 − −

= =

 −−

= =

 +

= = = =
− − +

 −
= = =

+

 (4.6) 

1. *( )
dAg

q eT Ag
dt

= −   

Kalikan kedua ruas dengan 
( 1) r

T

k K

d

 −
 

*

*

( 1) ( 1)
( )

( 1) ( 1)
( 1) ( )

r r

T T

r r
r

T T T

k K k KdAg
q eT Ag

d dt d

k Kq k Ked
k KAg T Ag

dtd d d

 

 


− −
= −

− −
− = −

 

Kalikan kedua ruas dengan 
1

e
 

*

*

( 1) ( 1) ( 1)1
( )

( 1) ( 1) ( 1)
( )

r r r

T T T

r r r

T T T

k K k Kq k Ked
Ag T Ag

e dtd e d d

k K k Kq k Kd
Ag T Ag

e dtd d e d

  

  

− − −
= −

− − −
= −
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Kemudian kalikan kedua ruas dengan 
( 1) r

e

k K −
 

*( 1) ( 1)
( )

( 1)

r r

T r T T

k Kq k Kd e
Ag T Ag

dtd k K d e d

 



− −
= −

−
 

Kalikan kedua ruas dengan 
( 1) a

T

k K

d

 −
 

*( 1) ( 1)( 1) ( 1)
( )

( 1)

a ar r

T T r T T T

k K k Kk Kq k Kd e
Ag T Ag

d dtd k K d e d d

  



− −− −
= −

−  

Langkah selanjutnya yaitu dengan mengalikan kedua ruas dengan
p

C

nbC

d
: 

*

( 1) ( 1)
(

( 1)

( 1)( 1)
)

a p r

T C T r T

a pr

T T C

k KnbC k Kqd e
Ag

d d dtd k K d e

k KnbCk K
T Ag

d d d

 





− −
= −

−

−−
 

Subsitusikan persamaan (4.6) ke dalam persamaan tersebut, sehingga 

diperoleh 

*( )g x g  = −        (4.7) 

2. 0
0 1 0( )p b d a C

dS
nbC Ag k S T k k S d S

dt
= − + + −   

Langkah pertama yaitu menglikan kedua ruas  
1

( )d ak k+
sehingga diperoleh 

0
0 1 0

1 1 1
( )

( ) ( ) ( )
p C b

d a d a d a

dS
nbC Ag d S S k S T

k k dt k k k k
= − + −

+ + +
  

Karena pada Persamaan (4.6)  
( )

b

d a

k
K

k k
=

+
, maka 

0
0 1 0

1 1
( )

( ) ( )
p C

d a d a

dS
nbC Ag d S S S KT

k k dt k k
= − + −

+ +
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Kemudian kalikan kedua ruas dengan 
( 1) a

T

k K

d

 −
 

0
0

1 0

( 1) ( 1)1 1
( )

( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1)

( )

a a
p C

T d a T d a

a a a

T T d a

k K dS k K
nbC Ag d S

d k k dt d k k

k K k K k K
S S KT

d d k k

 

  

− −
= − +

+ +

− − −
−

+

  

 

0 0
1 0

( 1) ( 1) ( 1)
( )

( )

pa C a a

T d a T T T T

nbC AgdS k K d S k K k K
S S KT

d dt k k d d d d

  − − −
= − + −

+
 

Kemudian substitusikan Persamaan (4.6) ke dalam persamaan tersebut 

sehingga     diperoleh 

0 0 0 1( ) ( )s g s s x s  = − − −       (4.8) 

3. 1
0 1 1( )b d a C

dS
k S T k k S d S

dt
= − + −  

Pertama kalikan kedua ruas dengan 
1

( )d ak k+
sehingga diperoleh  

1
0 1 1

11
0 1

1 1
( ( ) )

( ) ( )

1
( )

( ) ( ) ( )

b d a C

d a d a

b C

d a d a d a

dS
k S T k k S d S

k k dt k k

k d SdS
S T S

k k dt k k k k

= − + −
+ +

= − −
+ + +

 

Substitusikan Persamaan (4.6) ke dalam persamana tersebut  

11
0 1

1
( )

( ) ( )

C

d a d a

d SdS
KS T S

k k dt k k
= − −

+ +
 

Kemudian kalikan kedua ruas dengan 
( 1) a

T

k K

d

 −
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1

1 1
0 1

0 1 1

( 1) 1

( )

( 1) ( 1)
( )

( ( )

( 1) ( 1) ( 1)
( )

( )

a

T d a

a C a

T d a d a T

a a a C

T T T d a

k K dS

d k k dt

k K d S k K dS
KS T S

d k k k k dtd

k K k K k K d
S KT S S

d d d k k



 

  

−

+

− −
= − −

+ +

− − −
= − −

+

 

Kalikan dengan T

T

d

d
 

1
0 1 1

1
0 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( )

( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( )

( ) ( )

a a a a C

d a T T T T d a

a a a C aT

d a T T T d a T T

k K k K k K k K ddS
S KT S S

k k dtd d d d k k

k K k K k K d k KdS d
S KT S S

k k dtd d d k k d d

   

   

− − − −
= − −

+ +

− − − −
= − −

+ +

 

Substitisuikan Persamaan (4.6) ke dalam persamaan tersebut sehingga 

didapat 

1 0 1 1( )s s x s s  = − −        (4.9)  

4. *

0 1T b d r

dT
a d T k S T k S k T

dt
= − − + +  

Kalikan kedua ruas dengan 
( 1) a

T

k K

d

 −
 

    

*

0 1

*

0 1

( 1) ( 1)
( )

( 1) ( 1)
( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

a a
T b d r

T T

a a T
a

T T T

a b a d a r

T T T

k K k KdT
a d T k S T k S k T

d dt d

k Ka k Kd Td
k KT

dtd d d

k Kk S T k Kk S k K k T

d d d

 


 


   

− −
= − − + +

− −
− = − −

− − −
+ +

 

Kemudian kalikan dengan 
( )

1

1 ak −
 

*

0 1( 1) ( 1) ( 1)1

( 1)

a b a d a r

T T a T T T

k Kk S T k Kk S k K k TdKT Ka
KT

dtd d k d d d

   



 − − −
= − − + + 

−  
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 Selanjutnya kalikan dengan a d

a d

k k

k k

+

+
 

*

1

*

0 1

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)( 1)

( 1) ( 1)

a r

T Ta d a ar

T T T a T T

k KS Kk T

d dk k k KS k KSKk TdKT Ka
KT KT

dtd d d k d d

 

 

 

 − −
+ 

   + − −−  = + − − − −   
− −   

 

Substitisuikan Persamaan (4.6) ke dalam persamaan tersebut sehingga 

didapat 

*
* 1

0 1

( )
( ) ( )

( 1)

s x
x x x s x s 



−
 = + − − − −

−
    (4.10) 

5. 
*

*

1a r

dT
k S k T

dt
= −   

Kalikan kedua ruas dengan 
( 1) r

T

k K

d

 −
 

*
*

1

*
*

1

( 1) ( 1)
( )

( 1) ( 1)
( 1) ( )

r r
a r

T T

a r
r r

T T T

k K k KdT
k S k T

d dt d

k K k KdT
k K k S T

dtd d d

 

 


− −
= −

− −
− = −

  

Kemudian kalikan kedua ruas dengan 
1

( )d ak k+
sehingga diperoleh 

    

*
*

1

*
*

1

( 1) ( 1)1 1
(( 1) ) ( )

( ) ( )

( 1) ( 1)1
(( 1) ) ( )

( ) ( )

a r
r r

d a T d a T T

ar r
r

d a T d a T T

k K k KdT
k K k S T

k k dtd k k d d

k Kk k KdT
k K S T

k k dtd k k d d

 


 


− −
− = −

+ +

− −
− = −

+ +

 

Kalikan dengan T

T

d

d
 

   

*
*

1

( 1)(( 1) ) ( 1)
( )

( ) ( )

aT r r r

d a T T d a T T

k Kd k K k k KdT
S T

k k d dtd k k d d

 −− −
= −

+ +
 

Substitusikan Persamaan (4.6) kedalam persamaan tersebut 

* *

1( )x s x  = −        (4.11)  
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Dari uraian diatas maka kita peroleh sistem persamaan 

*

0 0 0 1

1 0 1 1

*
* 1

0 1

* *

1

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( 1)

( )

g x g

s g s s x s

s s x s s

s x
x x x s x s

x s x

 

 

 

 


 

 = −

 = − − −

 = − −

−
 = + − − − −

−

 = −

    

Menurut Fishman & Perelson, (1993) nilai
( )d a

d

k k

 =
+

 berkisar antara 

0,0005 − 0,02, dan dapat digunakan sebagai parameter dalam analisis gangguan 

formal. Dengan menskalakan waktu dan mensubstitusikan 𝜀 = 0 ke dalam 

Persamaan (4.8) dan (4.9), sehingga kita dapatkan kuasi ekuilibrium diantara skala 

variabel 𝑠0, 𝑥, dan 𝑠1 masing masing mewakili tempat kosong pada sel penyaji 

antigen, sel T dan tempat yang ditempati pada sel penyaji antigen. Dari persamaan 

(4.8) dengan 𝜀 = 0 didapat  

0 1( )s x s=         (4.12) 

Dengan demikian, total (skala) tempat penyaji antigen (𝑠), didapat dari  

0 1 0(1 )s s s x s= + = +       (4.13) 

atau  

0
( 1)

s
s

x
=

+
       (4.14) 

1
( 1)

sx
s

x
=

+
       (4.15) 

Subntitusikan 𝜀 = 0 ke dalam Persamaan (4.11) maka akan diperoleh 

*

1x s= . Pada skala waktu lambat, populasi sel 𝑇∗ sebanding dengan populasi 
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tempat yang ditempati (𝑇∗ = 𝑆1). Dengan menggunakan hasil ini dan persamaan 

(4.15) dieroleh  

*
( 1)

sx
x

x
=

+
       (4.16) 

Kemudian substitusikan persamaan (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) dan (4.16) ke 

dalam persamaan (4.7), (4.8), (4.9), (4. 10), dan (4.11) diperoleh  

( )s g s = −        (4.17) 

1
( 1)

s
x x

x


 
 = + − 

+ 
      (4.18)

( 1)

sx
g g

x
 
 

 = − 
+ 

      (4.19) 

Sedangkan untuk nilai awal populasi dan niai parameter yang akan digunakan 

diambil dari jurnal Fishman & Perelson (1993) yang ditunjukkan pada Tabel 4.1 

dan Tabel 4.2 

Tabel 4.1 Nilai Awal Populasi 

Variabel Deskripsi Nilai Satuan 

(𝑠(0)) Populasi awal sel penyaji 

antigen 

10−6 1/hari 

(𝑥(0)) Populasi awal sel T 10−4 1/hari 

(𝑔(0)) Populasi awal antigen 1 1/hari 
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Tabel 4.2 Nilai Parameter 

Parameter Deskripsi Nilai Satuan 

𝜎 
Laju proliferasi sel penyaji 

antigen 

10 sel/hari 

𝛼 Laju pertumbuhan sel T  10−4 sel/hari 

𝜋 Laju presentasi antigen 2 1/hari 

𝜃 

Kerapatan antigen 

maksimum 

2 molekul/

liter 

 

4.1.2 Titik Kesetimbangan Model Interaksi Antara Sel T dan Sel Penyaji  

Antigen 

Persamaan yang digunakan merujuk pada jurnal “ Modeling T cell-antigen 

presenting cell interactions” oleh Fishman & Perelson (1993) yang sudah 

disederhanakan yaitu 

( )
ds

g s
dt

= −   (4.20) 

1
(1 )

dx s
x

dt x


 
= + − 

+ 
  (4.21) 

(1 )

dg sx
g

dt x
 
 

= − 
+ 

  (4.22) 

1. Titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0 = (𝑠0
∗(𝑡), 𝑥0

∗(𝑡),𝑔0
∗(𝑡))) 

 Model dapat dikatakan setimbang apabila 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑔

𝑑𝑡
= 0.  

Titik kesetimbangan yang diperoleh dari 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0 pada Persamaan (4.20) adalah 

 ( ( ) ( )) 0g t s t − =  
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( ) ( )s t g t=   (4.23) 

 Substitusikan Persamaan (4.23) ke dalam Persamaan (4.22) 

 
( ) ( )

( ) 0
1 ( )

g t x t
g t

x t
 
 

− = 
+ 

 

*

0 ( ) 0g t =   (4.24) 

 Karena ( ) ( )s t g t=  maka didapat 

*

0 ( ) 0s t =   (4.25) 

Untuk 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0, substitusikan Persamaan (4.24) dan (4.25) ke dalam Persamaan 

(4.21) 

( )
1 ( ) 0

1 ( )

( ) 0

s t
x t

x t

x t





 
+ − = 

+ 

− =

 

*

0 ( )x t =   (4.26) 

 Maka titik kesetimbangan dari Persamaan (4.24), (4.25), (4.26) adalah  

(𝑠0
∗(𝑡), 𝑥0

∗(𝑡), 𝑔0
∗(𝑡)) = (0, α, 0) 

Dengan memasukkan nilai parameter pada Tabel 4.2 didapat  

𝐸0 = (0, 10−4, 0) 

2. Titik kesetimbangan pada saat terinfeksi penyakit (𝐸1 = {𝑠1
∗(𝑡), 𝑥1

∗(𝑡), 𝑔1
∗(𝑡)}) 

Titik kesetimbangan yang diperoleh dari 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
≠ 0 pada Persamaan (4.21) 

diperoleh 

( ) ( )g t s t=   (4.27) 

Untuk Persamaan (4.23) diperoleh  
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( ) ( )
0 ( )

(1 ( ))

( ) ( )
0

(1 ( ))

( ) ( )

(1 ( ))

s t x t
g t

x t

s t x t

x t

s t x t

x t

 





 
= − 

+ 

= −
+

=
+

 

(1 ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ( ) )

x t s t x t

x t s t x t

s t x t x t

x t s t



 

 

 

+ =

+ =

= −

= −

 

( )
( )

x t
s t




=

−
  (4.28) 

Substitusikan Persamaan (4.28) ke dalam Persamaan (4.21)  

( )
1 ( ) 0

(1 ( ))

( )
1 0

( )
(1 )

( )

s t
x t

x t

s t

s t

s t






 



 
+ − = 

+ 

 
 
 + − =

− + − 

 

( )
1 0

( ) ( )

( )

s t

s t s t

s t








 
 
 + − =

− 
 − 

 

( )
1 ( ) 0

(1 ( ))

( )
1 0

( )
(1 )

( )

( )
1 0

( ) ( )

( )

s t
x t

x t

s t

s t

s t

s t

s t s t

s t






 










 
+ − = 

+ 

 
 
 + − =

− + − 

 
 
 + − =

− 
 − 
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2

2

( ( ) 1) 0
( )

( )
0

( )

( )

( )

s t
s t

s t

s t

s t

s t


 



  




  




+ − − =
−

− −
+ =

−

− −
− =

−

 

2

2

2

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

s t s t

s t s t

s t

    

    

    

− + = − −

+ = − +

+ = − +

 

2

( )
( )

s t
  

 

− +
=

+
 

*

1

( 1 )
( )s t

  

 

+ +
=

+
  (4.29) 

Diketahui pada Persamaan (4.29) 𝑔(𝑡) = 𝑠(𝑡) maka diperoleh 

* *

1 1

( 1 )
( ) ( )g t s t

  

 

+ +
= =

+
  (4.30) 

Untuk mendapatkan nilai 𝑥∗(𝑡) maka substitusikan Persamaan (4.30) ke 

dalam Persamaan (4.28) sehingga diperoleh 

( )

( 1 )

x
s t

x







  


 

=
−

=
+ +

−
+

 

x




 

=

+

 

( )
x

  



+
=  

*

1 ( )x t  = +                                                                                   (4.31)  

Maka titik kesetimbangan pada saat terinfeksi penyakit dari Persamaan (4.29), 

(4.30), (4.31) adalah 
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Dengan memasukkan nilai parameter α = 10−4 , 𝜃 = 2 maka didapat 

𝐸1 = (2,99995; 2,00001; 2,99995) 

4.1.3 Analisis Kestabilan Model Interaksi Antara Sel T dan Sel Penyaji 

Antigen 

Untuk menganalisis suatu kestabilan pada titik kesetimbangan, perlu 

dilakukannya linearisasi terlebih dahulu. Persamaan-persamaan yang digunakan 

dalam linearisasi yakni persamaan (4.20) - (4.21) 
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Ketiga persamaan tersebut dilinearisasikan sehingga diperoleh
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Substitusikan Persamaan-Persamaan (4.32) ke dalam matriks Jacobian berikut 
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 (4.33) 

1. Analisis Kestabilan Pada Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Substitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit yang telah didapatkan 

sebelumnya adalah (𝑠∗(𝑡), 𝑔∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) = (0,0, α) ke matriks Jacobi (4.33) 

sehingga didapat 
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  (4.34) 

Untuk menentukan nilai eigen (𝜆), matriks J akan didefinisikan sebagai 

(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0.  Dimana 𝐼  adalah matriks identitas. Kemudian untuk mengubah 

𝜆  menjadi nilai eigen, perlu adanya pemecahan taknol dari persmaan  

(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. Pemecahan taknol bisa didapat jika dan hanya jika pemecahan 

tersebut sebagai berikut 

𝑑𝑒𝑡(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. 

Sehingga, matriks Jacobi (4.34) menjadi sebagai berikut: 

0

1 0
1

0 0

J

  






 

− − 
 
 = − −

+ 
 − 

                                  (4.35) 

Substitusikan nilai parameter pada Tabel 4.1 ke dalam matriks Jacobi pada 

Persamaan (4.35) sehingga didapat: 

10 0 10

1
1 0 0

10001

0 0 4







− − 
 
 − − =
 
 − − 

  

dengan menggunakan bantuan Maple, persamaan karakteistiknya didapat sebagai 

berikut  

3 215 54 40 0  − − − − =   (4.36) 

Untuk mencari kestabilan pada persamaan (4.36) dapat menggunakan Tabel 

routh-hurwitz sebagai berikut 
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Tabel 4.3 Tabel Routh Hurwitz Untuk Titik Kesetimbangan Bebas  

                Penyakit 

 𝜆3 𝑎0 = −1 𝑎2 = −54 

 

𝜆2 𝑎1 = −15 𝑎3 = −40 

 

 

𝜆1 𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1
 

𝑏1 =
154

3
= 51,333 

 

𝑏2 =
𝑎1𝑎4 − 𝑎0𝑎5

𝑎1
 

𝑏2 = 0 

𝜆0 
𝑐1 =

𝑏1𝑎3 − 𝑏2𝑎1

𝑏1

 

𝑐1 = −40 

𝑐2 =
𝑏1𝑎5 − 𝑏3𝑎1

𝑏1

 

𝑐2 = 0 

  

Suatu sistem dapat dikatakan stabil jika pada Tabel Routh-Hurwitz jika dan 

hanya jika seluruh elemen pada kolom pertama Tabel Routh-Hurwitz memiliki 

tanda sama, dengan kata lain semua bernilai positif ataupun bernilai negatif 

(Ni’mah & Savitri, 2022). Sehingga dapat disimpulkan bahwa sistem persamaan 

tidak stabil karena adanya perubahan tanda pada kolom pertama yaitu 𝑎0, 𝑎1 dan  

𝑐1 bernilai negatif sedangkan pada  𝑏1 bernilai positif. Hal ini mengindikasikan 

bahwa sistem kekebalan tubuh tidak dapat mempertahankan keseimbangan yang 

diperlukan untuk melawan patogen secara efisien. Dalam kondisi ini, respon imun 

tidak bekerja secara optimal, dan risiko terhadap infeksi atau penyakit dapat 

meningkat. Sel T yang tidak stabil dapat mengakibatkan ketidakmampuan dalam 

mengenali dan memerangi patogen dengan efektif, sehingga dapat mengganggu 

sistem kekebalan tubuh secara keseluruhan. 
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2. Analisis Kestabilan Pada Titik Kesetimbangan Saat Terinfeksi Penyaki 

Substitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit yang telah didapatkan 

sebelumnya adalah (𝑠∗(𝑡), 𝑔∗(𝑡), 𝑥∗(𝑡)) = (
( 1 )  

 

+ +

+
,

( 1 )  

 

+ +

+
,

 +  ) ke matriks Jacobi (4.33) sehingga didapat 
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  (4.37) 

Untuk menentukan nilai eigen (𝜆), matriks J akan didefinisikan sebagai 

(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0.  Dimana 𝐼  adalah matriks identitas. Kemudian untuk mengubah 

𝜆  menjadi nilai eigen, perlu adanya pemecahan taknol dari persmaan  

(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. Pemecahan taknol bisa didapat jika dan hanya jika pemecahan 

tersebut sebagai berikut 

𝑑𝑒𝑡(𝐽 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0. 

Sehingga, matriks Jacobi (4.37) menjadi sebagai berikut: 
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 (4.38) 

Substitusikan nilai parameter pada Tabel 4.2 kedalam matriks Jacobi pada 

persamaan (4.38) sehingga didapat: 
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dengan menggunakan bantuan Maple, didapat persamaan karakteistiknya 

sebagai berikut  

3 26400550011 28002500050
40 0

600050001 600050001
  − − − − =  (4.39) 

Untuk mencari kestabilan pada persamaan (4.39) dapat menggunakan Tabel 

routh-hurwitz sebagai berikut  

 

Tabel 4.4 Tabel Kriteria Routh Hurwitz Untuk Titik Kesetimbangan Pada  

                Saat Terinfeksi Penyakit 

 𝜆3 𝑎0 = −1 
𝑎2 = −

28002500050

600050001
 

𝑎2 = −46,66694442 

𝜆2 
𝑎1 = −

6400550011

600050001
 

𝑎1 = −10,66669444 

 

𝑎3 = −40 

𝜆1 𝑏1 =
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3

𝑎1
 

𝑏1

= −
164829001855051000510

3840650040501100011
 

𝑏1 = −42,91695419 

𝑏2 =
𝑎1𝑎4 − 𝑎0𝑎5

𝑎1
 

𝑏2 = 0 

𝜆0 
𝑐1 =

𝑏1𝑎3 − 𝑏2𝑎1

𝑏1
 

𝑐1 = −40 

𝑐2 =
𝑏1𝑎5 − 𝑏3𝑎1

𝑏1
 

𝑐2 = 0 
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  Suatu sistem dapat dikatakan stabil jika pada Tabel Routh-Hurwitz jika 

dan hanya jika seluruh elemen pada kolom pertama Tabel Routh-Hurwitz 

memiliki tanda sama, dengan kata lain semua bernilai positif ataupun bernilai 

negatif (Ni’mah & Savitri, 2022). Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

persamaan stabil karena adanya tidak terdapat perubahan tanda pada kolom 

pertama yaitu 𝑎0, 𝑎1 , 𝑏1 dan  𝑐1 bernilai negatif. Hal ini ini menunjukkan bahwa 

sistem kekebalan tubuh dapat mempertahankan keseimbangan yang diperlukan 

untuk melawan patogen dengan baik. Pada titik kesetimbangan ini, sel T dan sel 

penyaji antigen bekerja bersama untuk mengenali dan melawan infeksi, 

memastikan respons imun bekerja secara optimal. 

 

4.2 Simulasi Model Matematika Interaksi Antara Sel T Dan Sel Penyaji 

Antigen 

Dengan menggunakan bantuan maple maka didapatkan grafik model 

interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen dengan parameter pada Tabel 4.2 serta 

kondisi awal  𝑠(0) = 10−6, 𝑥(0) = 10−4, 𝑔(0) = 1 sebagai berikut 

 

Gambar 4.1 Simulasi Sistem (4.22)  dengan parameter 𝜎 = 10 dan kondisi awal 

𝑔(0) = 1; 𝑠(0) = 10−6  
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 Bedasarkan Gambar (4.1) menunjukkan menujukkan bahwa populasi 

antigen akan menuju titik puncak secara signifikan disekitar 𝑡 = 1 yang kemuadian 

mengalami penurunan dan akan stabil di sekitar 𝑡 = 2. Hal ini mencerminkan fase 

awal respons imun, di mana sel penyaji antigen menangkap dan memproses antigen, 

kemudian mempresentasikannya kepada sel T. 

 

 
Gambar 4.2 Simulasi Sistem (4.21) dengan parameter 𝛼 = 10−4 dan kondisi awal 

𝑥(0) = 10−4; 𝑠(0) = 10−6 

 

Untuk grafik (4.5) menujukkan bahwa populasi sel T akan menuju titik 

puncak secara signifikan. Peningkatan awal yang cepat mencerminkan proliferasi 

sel T yang diaktifkan untuk melawan patogen. Kemuadian mengalami penurunan 

yang menunjukkan bahwa sistem imun hingga mencapai keseimbangan di mana 

populasi sel T yang aktif cukup untuk mengendalikan patogen tanpa menyebabkan 

kerusakan berlebih pada jaringan tubuh di sekitar 𝑡 = 2.  
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Gambar 4.3 Simulasi Sistem (4.20) dengan parameter berturut-turut  𝜋 = 2; 𝜃 = 2 

dan kondisi awal 𝑥(0) = 10−4; 𝑠(0) = 10−6; 𝑔(0) = 1  

 

Untuk grafik (4.8) menujukkan bahwa populasi sel penyaji antigen 

meningkat sebagai respons terhadap keberadaan patogen. Peningkatan ini 

mencerminkan aktivasi dan proliferasi sel-sel penyaji antigen yang penting untuk 

menangkap, memproses, dan menyajikan antigen kepada sel T. Populasi sel penyaji 

antigen kemudian menuju titik puncak disekitar 𝑡 = 1 yang menunjukkan fase di 

mana jumlah sel penyaji antigen yang tersedia untuk menyajikan antigen berada 

pada maksimum. Selanjutnya sel penyaji antigen mengalami penurunan dan akan 

stabil di sekitar 𝑡 = 2. 

Gambar (4.1), (4.2), dan (4.3) menunjukkan bahwa populasi sel penyaji 

antigen mencapai puncaknya lebih cepat (sekitar 𝑡 = 1) dan kemudian stabil di 

sekitar 𝑡 = 2. Ini mencerminkan fakta bahwa sel penyaji antigen dan sel T berperan 

penting dalam tahap awal respons imun, di mana mereka mempresentasikan antigen 

kepada sel T dan memicu aktivasi mereka. Untuk menunjukkan populasi antigen, 

populasi sel T, populasi sel penyaji antigen pada model interaksi antara sel T dan 

sel penyaji antigendapat dilihat pada Tabel 4.5 
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Tabel 4.5 Hasil Simulasi  

Waktu s(t) x(t) g(t) 

0 10−6 0,0001 1 

1 30,141 0,36394 25,541 

2 2,5593 1,685 2,8399 

3 3,0996 1,8728 3,0846 

4 3,0281 1,9587 3,0251 

5 3,0096 1,9865 3,0023 

6 2,0014 1,9956 3,0023 

7 3,0003 1,9987 3,0004 

8 3,0018 1,9995 3,0008 

9 2,9998 1,9999 3,0002 

10 3,0006 2 3,0001 

                              

4.3 Analisis Dinamik Model Interaksi Antara Sel T dan Sel Penyaji Antigen 

Dalam Prespektif Islam  

Hasil penelitian terkait dengan dinamika interaksi antara sel T dan sel penyaji 

antigen disajikan melalui serangkaian grafik yang menggambarkan respons imun 

tubuh terhadap paparan antigen. Grafik-grafik ini gambaran secara visual dari 

bagaimana sistem kekebalan tubuh bekerja dalam melawan patogen yang masuk ke 

dalam tubuh manusia. Dari sini, kita dapat melihat bagaimana populasi sel T, sel 

penyaji antigen, dan jumlah antigen dalam tubuh berubah sepanjang waktu sebagai 

tanggapan terhadap paparan antigen.  
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Dalam surah Al-Isra ayat 82 menegaskan bahwa Al-Quran adalah sumber 

penawar dan rahmat bagi orang-orang yang beriman. Dari analisis grafik yang 

menunjukkan dinamika respons imun, kita dapat melihat bagaimana sistem 

kekebalan tubuh, yang merupakan salah satu karunia Allah kepada manusia, bekerja 

untuk menyembuhkan tubuh dari penyakit dengan merespons paparan antigen. 

Selain itu, grafik-grafik tersebut juga mencerminkan kompleksitas sistem 

kekebalan tubuh yang telah Allah ciptakan. Dalam setiap titik grafik, terjadi 

interaksi antara berbagai jenis sel dan molekul dalam tubuh, yang bekerja sama 

untuk melawan patogen 

Dengan demikian, hasil penelitian tentang dinamika interaksi antara sel T dan sel 

penyaji antigen tidak hanya menghasilkan pemahaman yang lebih baik tentang 

respons imun tubuh manusia, tetapi juga mengingatkan kita akan karunia dan 

rahmat yang Allah berikan kepada manusia dalam bentuk sistem kekebalan tubuh. 

Integrasi antara ilmu pengetahuan dan keyakinan spiritual dalam memahami proses 

penyembuhan ini memperkuat kepercayaan kita akan kebijaksanaan dan rencana 

Allah dalam menyediakan solusi bagi penyakit yang mungkin kita hadapi.  



 

 

54 

 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan  

1. Analisis dinamik pada model interaksi antara sel T dan sel penyaji antigen 

memiliki kesimpulan sebagai berikut 

a. Titik kesetimbangan bebas penyakit menghasilkan titik tetap sebagai 

berikut 

𝐸0 = (0,0, 10−4) 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz titik kesetimbangan bebas penyakit ini 

tidak stabil. Hal ini mengindikasikan bahwa sistem kekebalan tubuh tidak 

dapat mempertahankan keseimbangan yang diperlukan untuk melawan 

patogen secara efisien. 

b. Titik kesetimbangan saat terinfeksi penyakit menghasilkan titik tetap 

sebagai berikut 

𝐸1 = (2,99995; 2,00001; 2,99995) 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz titik kesetimbangan bebas penyakit ini 

stabil. Hal ini ini menunjukkan bahwa sistem kekebalan tubuh dapat 

mempertahankan keseimbangan yang diperlukan untuk melawan patogen 

dengan baik. 

2. Grafik dari simulasi sistem menunjukkan bahwa baik populasi antigen 

maupun sel penyaji antigen serta sel T meningkat tajam pada fase awal 

respons imun, mencapai puncaknya sekitar 𝑡 = 1, dan kemudian stabil di 

sekitar 𝑡 = 2. Ini mencerminkan dinamika dasar respons imun di mana sel 
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penyaji antigen memproses dan menyajikan antigen kepada sel T, memicu 

proliferasi sel T untuk melawan patogen. 

 

5.2 Saran  

Disarankan untuk mengembangkan penelitian lebih lanjut dengan memasukkan 

variabel kontrol yang mempengaruhi respons imun. Selain itu, penelitian lebih 

lanjut dapat mengeksplorasi aplikasi klinis dari model ini dalam pengembangan 

terapi imunologi yang lebih efektif.  
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LAMPIRAN  

 

Lampiran 1 Script Mencari Titik Kesetimbangan 

>  
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Lampiran 2 Script Mencari Persamaan Karakteristik di Titik Kesetimbangan  

                   Bebas Penyakit  

>  
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Lampiran 3 Script Mencari Persamaan Karakteristik di Titik Kesetimbangan pada  

                    Saat Terinfeksi Penyakit 

>  
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Lampiran 4 Script Mencari Tabel Routh Hurwitz untuk Titik Kesetimbangan  

                    Bebas Penyakit  

>  
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Lampiran 5 Script Mencari Tabel Routh Hurwitz Untuk Titik Kesetimbangan Saat  

                    Terinfeksi Penyakit  

  >  
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Lampiran 6 Scritp Simulasi Grafik Pada Model Interaksi Antara Sel T dan Sel         

                     Penyaji Antigen 

% Parameters 

alpha = 1e-4; 

phi = 2; 

theta = 2; 

sigma = 10; 

  

% Initial conditions 

s0 = 1e-6; 

x0 = 1e-4; 

g0 = 1; 

  

% Time span 

tspan = [0 20]; 

  

% Solve the system of ODEs 

[t, Y] = ode45(@odesystem, tspan, [s0, x0, g0]); 

  

% Extract solutions 

s = Y(:, 1); 

x = Y(:, 2); 

g = Y(:, 3); 

  

% Plot results 

figure(1); 

plot(t, s, 'r', 'DisplayName', 's(t)'); 

hold on; 

plot(t, x, 'g', 'DisplayName', 'x(t)'); 

plot(t, g, 'b', 'DisplayName', 'g(t)'); 

xlabel('Time'); 

ylabel('Variables'); 

legend; 

title('Solutions of the Differential Equations'); 

grid on; 

hold off; 

  

figure(2); 

plot(t, s, 'r', 'DisplayName', 's(t)'); 

hold on; 

xlabel('Hari'); 

ylabel('s(t)'); 

legend; 

title('Populasi Sel Penyaji Antigen'); 

grid on; 

hold off; 

  

figure(3); 

hold on; 

plot(t, x, 'g', 'DisplayName', 'x(t)'); 

xlabel('Hari'); 

ylabel('x(t)'); 

legend; 

title('Populasi Sel T'); 

grid on; 

hold off; 
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figure(4); 

hold on; 

plot(t, g, 'b', 'DisplayName', 'g(t)'); 

xlabel('Hari'); 

ylabel('g(t)'); 

legend; 

title('Populasi Antigen'); 

grid on; 

hold off; 

  

% Define the system of ODEs 

function dydt = odesystem(t, y) 

    alpha = 1e-4; 

    phi = 2; 

    theta = 2; 

    sigma = 10; 

    ds = sigma * (y(3) - y(1)); 

    dx = alpha + ((y(1) / (y(2) + 1)) - 1) * y(2); 

    dg = phi * (theta - (y(1) * y(2) / (1 + y(2)))) * y(3); 

    dydt = [ds; dx; dg]; 

end 
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