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ABSTRAK 

 

Rosmaya, Dwi Ajeng, 2024. Sifat-sifat Norma Hasil Bagi dan Seminorma. Skripsi. 

Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dian Maharani, M. Si, 

(II) Erna Herawati, M. Pd. 

 

Kata Kunci: Ruang Hasil Bagi, Norma Hasil Bagi, Seminorma. 

 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ). Fungsi 𝑙: 𝑋 → ℝ dikatakan 

seminorma pada 𝑋 jika memenuhi kondisi pada seminorma. Seminorma merupakan 

perumuman dari norma. Ruang bernorma adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) 

yang dilengkapi dengan fungsi norma. Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dan 

misalkan 𝑌 merupakan subruang tertutup dari 𝑋, didefinisikan norma hasil bagi pada suatu 

ruang hasil bagi 𝑋/𝑌 sebagai |‖𝑥 + 𝑌‖| = inf{‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑌} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌}. 

Tujuan penelitian ini yaitu membahas terkait sifat konvergen pada norma hasil bagi dan 

pada seminorma hanya akan dibahas mengenai sifat konveks, penyerapan, dan seimbang, 

kekontinuan seminorma, serta hubungan seminorma dan norma. Sifat kekonvergenan pada 

norma hasil bagi adalah suatu barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) akan konvergen ke (𝑥 + 𝑌) di ruang hasil 

bagi jika dan hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 yaitu subruang tertutup dalam ruang 

bernorma sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 di ruang bernorma 𝑋. Kemudian, 

sifat pada seminorma yaitu (i) Suatu seminorma di ruang vektor jika terdapat himpunan 

𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑋 |𝑙(𝑥) < 1} maka 𝑈 memenuhi sifat: 𝑈 konveks, penyerapan dan seimbang, (ii) 

Seminorma 𝑙 pada ruang bernorma 𝑋 akan kontinu di ruang bernorma 𝑋 jika dan hanya 

jika terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk 𝑥 ∈ 𝑋, (iii) Suatu seminorma 

yang dibentuk oleh suatu pemetaan linier. 
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ABSTRACT 

 

Rosmaya, Dwi Ajeng, 2024. The Properties of Quotient Norm and Seminorm. Thesis. 

Mathematics Study Program, Faculty of Science and Technology, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dian Maharani, M. Si, 

(II) Erna Herawati, M. Pd. 

 

Keyword: Quotient Space, Qoutient Norm, Seminorm 

 

Let 𝑋 be a vector space over the field 𝔽 (ℝ or ℂ). The function 𝑙: 𝑋 → ℝ is said to be 

seminorm on 𝑋 if it satisfies the properties on seminorm. Seminorm is a generalization of 

norms. A normed space is a vector space over the field 𝔽 (ℝ or ℂ) which is completed with 

a norm function. Let 𝑋 be a normed space and let 𝑌 be a closed subspace of  𝑋, let 

|‖𝑥 + 𝑌‖| = inf{‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑌} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} is a qoutient norm in qoutient 

space 𝑋/𝑌. The aim of this research is to proof the convergent properties of quotient norms 

and in seminorms only discuss about convex, absorption and balanced properties, 

continuity of seminorms, and the relation between seminorms and norms. The convergence 

property of the quotient norm is a sequence (𝑥𝑛 + 𝑌) converges to (𝑥 + 𝑌) in the quotient 

space if and only if there is a sequence (𝑦𝑛) in 𝑌, called a closed subspace of normed space 

such that (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) converges to 𝑥 in normed space 𝑋. Then, the properties in seminorm 

is (i) A seminorm in a vector space if there is a set 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑋 |𝑙(𝑥) < 1}  then 𝑈 statisfy 

the properties convex, absorbing and balanced, (ii) The seminorm 𝑙 in a space with a norm 

𝑋 will be continuous in normed space 𝑋 if and only if there exists 𝛼 > 0 such that 𝑙(𝑥) ≤
𝛼‖𝑥‖ for all 𝑥 ∈ 𝑋, (iii) A seminorm formed by a linear mapping.  
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𝑋𝔽 (ℝ  ℂ) 𝑙: 𝑋 → ℝ𝑋

𝔽 (ℝ  ℂ)𝑋𝑌

𝑋𝑋/𝑌|‖𝑥 + 𝑌‖| =

inf{‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑌} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌}

(𝑥𝑛 + 𝑌)

(𝑥 + 𝑌)(𝑦𝑛)𝑌

 (𝑥𝑛 + 𝑦
𝑛

)𝑥𝑋

𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑋 |𝑙(𝑥) < 1}𝑈

𝑈𝑙𝑋

𝑋𝛼 > 0𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖𝑥 ∈ 𝑋
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Ruang vektor atas lapangan (ℝ atau ℂ) adalah himpunan tak kosong 𝑋 yang 

dilengkapi oleh dua operasi aljabar, yaitu operasi penjumlahan dan operasi 

perkalian dengan skalar (Kreyszig, 1978). Berdasarkan Rynne dan Youngson 

(2008) ruang vektor 𝑋 atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) adalah himpunan tak kosong 𝑉 

yang dilengkapi oleh dua fungsi yang memetakan 𝑉 ×  𝑉 ke 𝑉 dan fungsi yang 

memetakan dari 𝔽 ×  𝑉 ke 𝑉, yang masing-masing disimbolkan dengan 𝑥 + 𝑦 dan 

𝛼𝑥, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑉 dan sebarang 𝛼 ∈  𝔽 yang memenuhi kondisi-kondisi 

pada ruang vektor yaitu komutatif dalam penjumlahan, asosiatif dalam 

penjumlahan, identitas penjumlahan, invers penjumlahan, asosiatif dalam perkalian 

dan distributif dalam perkalian terhadap penjumlahan.  

Ruang bernorma adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) yang 

dilengkapi dengan fungsi norma, yang dinotasikan dengan ‖∙‖ atau dapat 

dinotasikan dengan ‖∙‖𝑋 untuk norma pada X (Akcocglu et al., 2009). Fungsi dari 

bilangan riil yang memetakan ruang vektor 𝑋 ke dalam ℝ adalah norma pada 𝑋 jika 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 dan 𝛼 ∈  ℝ, memenuhi kondisi ruang bernorma yaitu 

terdefinisi positif, homogen dan ketaksamaan segitiga (Akcocglu et al., 2009).  

Suatu himpunan tak kosong 𝑉 dalam ruang vektor 𝑋 disebut subruang dari 

𝑋 jika 𝑥 + 𝑦, 𝛼𝑥 ∈ 𝑉, di mana 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 dan 𝛼 ∈ 𝔽 (Limaye, 2016). Misalkan 𝑌 

adalah subruang dari ruang vektor 𝑋. Koset dari 𝑥 ∈ 𝑋 atas 𝑌 dinotasikan sebagai 

𝑥 + 𝑌 dan didefinisikan sebagai himpunan 
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𝑥 + 𝑌 = {𝑣 ∈ 𝑋 | 𝑣 = 𝑥 + 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌} 

Koset-koset di atas membentuk partisi dalam ruang vektor. Untuk 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈

𝔽 didiefinisikan operasi aljabar berikut. 

(𝑤 + 𝑌) + (𝑥 + 𝑌) = (𝑤 + 𝑥) + 𝑌 

𝛼(𝑥 + 𝑌) = 𝛼𝑥 + 𝑌 

Koset-koset yang memenuhi dua operasi tersebut membentuk sebuah ruang vektor. 

Ruang ini disebut ruang hasil bagi (atau ruang faktor) atas 𝑋 oleh 𝑌 (atau modulo 

𝑌) dan dinotasikan sebagai 𝑋/𝑌. Serta, dimensi dari ruang tersebut disebut 

Kodimensi dari 𝑌 dan dinotasikan sebagai codim 𝑌,  ditulis sebagai  

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚 𝑌 = dim(𝑋/𝑌) 

(Kreyszig, 1978).  

Berkaitan dengan hal tersebut dalam ruang bernorma juga terdapat ruang 

hasil bagi yang disebut norma hasil bagi pada suatu ruang hasil bagi. Berdasarkan 

Weaver (2013) misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dan misalkan 𝑌 merupakan 

subruang tertutup dari 𝑋, didefinisikan norma hasil bagi pada suatu ruang hasil bagi 

𝑋/𝑌 sebagai: 

|‖𝑥 + 𝑌‖| = inf{‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑌} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

Selain itu, fungsi yang memetakan ruang vektor 𝑋 ke dalam ℝ disebut juga 

sebagai seminorma jika untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 dan 𝛼 ∈  ℝ memenuhi kondisi: 

1. 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

2. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

3. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 
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Seminorma 𝑙 merupakan sebuah norma jika dan hanya jika 𝑙(𝑥) = 0 

mengakibatkan 𝑥 = 0. Dengan kata lain, bahwa seminorma merupakan 

perumuman dari norma (Wilde, 2003). 

Secara geometri, norma dapat dipandang sebagai alat ukur panjang dari 

suatu vektor (Ammari dkk., 2021). Alat ukur digunakan untuk mengukur ukuran 

sesuai dengan ketetapan yang berlaku. Dalam Al-Qur’an juga dijelaskan mengenai 

ukuran yaitu terdapat pada QS. Al Qamar dalam ayat 49 Allah SWT berfirman: 

رٖ   دي َٰهل بقِي ليقۡني ءٍ خي ۡ َّ شَي  ٤٩إنَِّا كُل
yang berarti: “Sesungguhnya kami menciptakan segala Sesuatu menurut ukuran.” 

(QS Al-Qamar:49). 

Berdasarkan Kemenag (2022), segala hal yang terjadi pada makhluk hidup 

telah ditentukan Allah SWT. Diciptakan-Nya segala sesuatu menurut ukuran yang 

tepat, dengan melalui system serta aturan yang telah ditentukan. Semua yang 

diciptakan-Nya sesuai dengan ketentuan dan hukum-hukum yang telah ditentukan 

oleh-Nya. Oleh karena itu, semua akan mendapatkan hukuman jika melanggar 

ketetapan dan hukum-hukum tersebut. Serta, segala hal yang akan terjadi sesuai 

dengan ketetapan-Nya (Kemenag, 2022).  

 Berdasarkan hal tersebut, Allah SWT menciptakan segala sesuatu dengan 

terukur dan sangat spesifik, mulai dari benda-benda langit seperti bintang dan 

planet hingga unsur-unsur mikroskopis. Dalam hal ini, ayat di atas juga 

menyiratkan konsep takdir yaitu segala sesuatu di dunia ini terjadi sesuai ketetapan 

Allah SWT. Setiap peristiwa, makhluk dan perubahan yang terjadi akan berjalan 

sesuai oleh rencana dan takaran Allah SWT yang telah ditetapkan sebelumya 

(Kemenag, 2022). 
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 Setiap apa yang terjadi memiliki tujuan dan manfaat yang telah 

diperhitungkan oleh Allah SWT. Ukuran dan takarannya telah ditetapkan. Tidak 

akan ada ciptaan-Nya yang sia-sia atau tanpa alasan. Sehingga konsep ukuran 

berkaitan dengan segala ciptaan Allah SWT. 

 Berdasarkan pada norma hasil bagi dan seminorma yang telah dipaparkan 

di atas, sebelumnya telah dilakukan penelitian oleh Batkunde (2021) mengenai 

norma pada ruang hasil bagi dengan judul “n-Normed spaces with Norm of its 

qoutient spaces”. Kemudian, pada penelitian Cristescue (2008) yang berjudul 

“Vector seminorms spaces with vector norm and regular operators” telah 

dipaparkan juga mengenai seminorma. Berkaitan dengan hal tersebut, penulis ingin 

mengkaji terkait sifat-sifat norma hasil bagi dan seminorma.  

  

1.2 Rumusan Masalah 

Berlandaskan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini 

adalah “Bagaimana sifat-sifat norma hasil bagi dan seminorma?”. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dilakukan penelitian ini yaitu untuk menunjukkan sifat-sifat norma 

hasil bagi dan seminorma. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat yang terkandung pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut. 
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1. Manfaat Bagi Penulis 

Manfaat penelitian ini untuk penulis yaitu menambah pengetahuan dan 

wawasan mengenai sifat-sifat norma hasil bagi dan seminorma selama 

penelitian berlangsung. 

2. Manfaat Bagi Instansi 

Manfaat penelitian ini untuk instansi yaitu dapat digunakan sebagai sumber 

literatur dan acuan kedepan di bidang matematika mengenai sifat-sifat norma 

hasil bagi dan seminorma. 

3. Manfaat Bagi Pembaca 

Manfaat penelitian ini untuk pembaca yaitu dapat digunakan sumber 

referensi, informasi dan menambah wawasan keilmuan terkait sifat-sifat 

norma hasil bagi dan seminorma. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini adalah hanya akan membahas 

mengenai sifat konvergen pada norma hasil bagi dan pada seminorma hanya akan 

dibahas mengenai sifat konveks, penyerapan, dan seimbang, kekontinuan 

seminorma, serta perbedaan seminorma dan norma. 

 

1.6 Definisi Istilah 

Terdapat definisi istilah yang terkait penelitian ini, yaitu  

 

 

 



6 
 

 
 

1. Norma 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ). Fungsi ‖∙‖ pada 

𝑋 disebut norma asalkan untuk setiap 𝑓 dan 𝑔 di 𝑋 dan setiap bilangan riil 𝛼 

memenuhi kondisi sebagai berikut. 

a. ‖𝑓 + 𝑔‖ ≤  ‖𝑓‖ + ‖𝑔‖,   (ketaksamaan segitiga) 

b. ‖𝛼𝑓‖ = |𝛼|‖𝑓‖,   (homogenitas positif) 

c. ‖𝑓‖ ≥ 0 dan ‖𝑓‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0, (tak negatif) 

(Kreyszig, 1978). 

2. Seminorma 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ). Fungsi 𝑙: 𝑋 →

ℝ dikatakan seminorma pada 𝑋 jika memenuhi: 

a. 𝑙(𝑥) ≥ 0, (𝑥 ∈ 𝑋) 

b. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦),   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) 

c. 𝑙(𝛼𝑥) = |𝛼|𝑙(𝑥), (𝛼 ∈ 𝔽, x ∈ X) 

(Nel, 2016). 

3. Ruang Hasil Bagi  

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ). Misalkan 𝑌 

merupakan subruang dari ruang vektor 𝑋. Untuk 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, misalkan 𝑥1~𝑥2 

jika 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑌 dalam hal ini ~ disebut relasi ekuivalen di 𝑋. Untuk 𝑥 ∈ 𝑋, 

kelas ekuivalen dari 𝑥 merupakan himpunan 𝑥 + 𝑌 = {𝑥 + 𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌}.  

Misalkan  𝑋/𝑌 menyatakan himpunan dari semua kelas-kelas ekuivalen, 

yaitu 𝑋/𝑌 = {𝑥 + 𝑌: 𝑥 ∈ 𝑋}. 

Untuk 𝑥1 + 𝑌, 𝑥2 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 dan 𝑘 ∈ 𝔽, didefinisikan 

(𝑥1 + 𝑌) + (𝑥2 + 𝑌) = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑌 
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dan 

𝑘(𝑥1 + 𝑌) = 𝑘𝑥1 + 𝑌 

Operasi diatas jelas well-defined dan 𝑋/𝑌 merupakan ruang vektor atas 

lapangan 𝔽 atau disebut sebagai ruang hasil bagi dari 𝑋 oleh 𝑌. Anggota 𝑥 +

𝑌 dari 𝑋/𝑌  disebut koset dari 𝑥  atau koset kiri di 𝑋/𝑌. Jika 𝑌 = 𝑋, maka 

𝑋/𝑌 memuat hanya koset nol 0 + 𝑋 dan jika 𝑌 = {0}, maka koset 𝑥 + {0} 

dari 𝑋/𝑌 hanya memiliki anggota 𝑥 (Limaye, 2016). 

4. Kontinu 

Misalkan 𝐴 ⊆  ℝ, misalkan 𝑓: 𝐴 → ℝ, dan misalkan 𝑐 ∈ 𝐴. Dikatakan bahwa 

𝑓 kontinu pada 𝑐 jika diberikan sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga jika 𝑥 adalah titik dari 𝐴 yang memenuhi |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 maka 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀 (Bartle & Sherbert, 2011). 
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BAB II  

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung  

Pada subbab ini, akan dikaji mengenai teori-teori pendukung yang terkait 

penelitian ini sebagai acuan dalam melakukan penelitian. 

 

2.1.1 Ruang Vektor 

Ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) adalah himpunan tak kosong 𝑋 

yang dilengkapi oleh dua operasi, yaitu operasi penjumlahan antar vektor dan 

operasi perkalian vektor dengan skalar. Secara menyeluruh, ruang vektor 

didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1 (Rynne & Youngson, 2008) 

Ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) adalah himpunan tak kosong 𝑉 

yang dilengkapi dengan dua fungsi, yang pertama yaitu penjumlahan antar 

vektor dari 𝑉 ×  𝑉 ke 𝑉 dan yang kedua yaitu perkalian dengan skalar dari 𝔽 × 𝑉 

ke 𝑉 yang dinotasikan oleh 𝑥 + 𝑦 dan 𝛼𝑥 masing-masing, untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

dan 𝛼 ∈ 𝔽, sedemikian sehingga, untuk sebarang 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽 dan sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈

𝑉 berlaku: 

(V1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥,           

(V2) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 

(V3) Terdapat bilangan tunggal 0 ∈ 𝑉 (tidak bergantung pada 𝑥) 

sedemikian sehingga 𝑥 + 0 = 𝑥 
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(V4) Terdapat bilangan tunggal −𝑥 ∈ 𝑉 sedemikian sehingga 𝑥 + (−𝑥) =

0 

(V5) 1𝑥 = 𝑥 

(V6) 𝛼(𝛽𝑥) = (𝛼𝛽)𝑥 

(V7) 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

(V8) (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 

Anggota dari 𝔽 dikatakan skalar, sementara anggota dari 𝑉 dikatakan 

vektor. Operasi 𝑥 + 𝑦 merupakan penjumlahan antar vektor, sementara operasi 

𝛼𝑥 merupakan perkalian vektor dengan skalar. 

Contoh 2.1:  

Misalkan 𝑉 merupakan himpunan dari matriks berordo 2 × 2 di ℝ. Buktikan 

bahwa 𝑉 merupakan ruang vektor. 

Bukti: 

Misalkan terdapat 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉, di mana 

𝑢 = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
],         𝑢11, 𝑢12, 𝑢21, 𝑢22 ∈ ℝ 

𝑣 = [
𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
],         𝑣11, 𝑣12, 𝑣21, 𝑣22 ∈ ℝ 

𝑤 = [
𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
],         𝑤11, 𝑤12, 𝑤21, 𝑤22 ∈ ℝ 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑉 merupakan ruang vektor jika memenuhi kondisi-

kondisi berikut. 

(V1) 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢,           

𝑢 + 𝑣 = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + [

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
] 

 = [
𝑢11 + 𝑣11 𝑢12 + 𝑣12

𝑢21 + 𝑣21 𝑢22 + 𝑣22
] 
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 = [
𝑣11 + 𝑢11 𝑣12+𝑢12

𝑣21 + 𝑢21 𝑣22 + 𝑢22
] 

 = [
𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
] + [

𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] 

 = 𝑣 + 𝑢 

(V2) 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 

𝑢 + 𝑣 = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + ([

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
] + [

𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
]) 

 = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + [

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
] + [

𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
] 

 = ([
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + [

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
]) + [

𝑤11 𝑤12

𝑤21 𝑤22
] 

 = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 

(V3) Terdapat bilangan tunggal 0 ∈ 𝑉 (tidak bergantung pada 𝑢) 

sedemikian sehingga 𝑢 + 0 = 𝑢 

Misalkan 

0 = [
0 0
0 0

] 

maka 

𝑢 + 0 = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + [

0 0
0 0

] = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] = 𝑢 

(V4) Terdapat bilangan tunggal −𝑢 ∈ 𝑉 sedemikian sehingga 𝑢 +

(−𝑢) = 0 

Misalkan  

−𝑢 = [
−𝑢11 −𝑢12

−𝑢21 −𝑢22
] 

maka 

𝑢 + (−𝑢) = [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + ([

−𝑢11 −𝑢12

−𝑢21 −𝑢22
]) 
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= [
𝑢11−𝑢11 𝑢12 − 𝑢12

𝑢21 − 𝑢21 𝑢22 − 𝑢22
] 

= [
0 0
0 0

] 

= 0 

(V5) 1𝑢 = 𝑢 

1𝑢 = 1 [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] = [

𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] = 𝑢 

(V6) 𝛼(𝛽𝑢) = (𝛼𝛽)𝑢 

𝛼(𝛽𝑢) = (𝛼 (𝛽 [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
]) = 𝛼𝛽 [

𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] 

= (𝛼𝛽) [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] 

= (𝛼𝛽)𝑢 

(V7) 𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣 

𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼 ([
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + [

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
]) 

 = 𝛼 [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + 𝛼 [

𝑣11 𝑣12

𝑣21 𝑣22
] 

 = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣 

(V8) (𝛼 + 𝛽)𝑢 = 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 

(𝛼 + 𝛽)𝑢 = (𝛼 + 𝛽) [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] 

= 𝛼 [
𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
] + 𝛽 [

𝑢11 𝑢12

𝑢21 𝑢22
]  

= 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 

Karena 𝑉 memenuhi kondisi-kondisi ruang vektor di atas maka terbukti bahwa 

𝑉 merupakan ruang vektor. 
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2.1.2 Ruang Bernorma 

Ruang bernorma merupakan ruang vektor yang dilengkapi dengan norma. 

Dalam konsep ruang bernorma, norma memenuhi sifat-sifat tertentu. Berikut 

definisi dari ruang bernorma. 

Definisi 2.2 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas 𝔽 (ℝ atau ℂ). Norma dari 𝑋 adalah fungsi 

‖∙‖: 𝑋 → ℝ sedemikian sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ 𝔽 berlaku: 

(N1) ‖𝑥‖ ≥ 0 

(N2) ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(N3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

(N4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Ruang vektor 𝑋 yang memiliki norma disebut ruang vektor bernorma atau hanya 

ruang bernorma. 

Contoh 2.2:  

Untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, didefinisikan norma pada ℝ sebagai berikut: 

‖𝑥‖ = |𝑥| 

Buktikan (ℝ, ‖∙‖) adalah ruang bernorma. 

Bukti: 

Akan dibuktikan ‖𝑥‖ adalah ruang norma dengan kondisi-kondisi dari norma 

sebagai berikut. 

(N1) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥‖ ≥ 0. 

‖𝑥‖ = |𝑥| ≥ 0 



13 
 

 
 

Jelas bahwa syarat N1 terpenuhi berdasarkan definisi nilai mutlak 

yaitu |𝑥| ≥ 0 untuk semua 𝑥 ∈  ℝ dan bahwa |𝑥| = 0 jika dan hanya 

jika 𝑥 = 0. 

(N2) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

(→) Akan ditunjukkan jika ‖𝑥‖ = |𝑥| = 0 maka 𝑥 = 0. 

Diketahui bahwa ‖𝑥‖ = 0. Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥| = 0 

𝑥 = 0 

(←) Akan ditunjukkan jika 𝑥 = 0 maka ‖𝑥‖ = 0. 

Diketahui bahwa 𝑥 = 0. Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥| = |0|  = 0 

Jadi, syarat N2 terpenuhi. 

(N3) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖. 

‖𝛼𝑥‖ = |𝛼𝑥| 

 = |𝛼||𝑥| 

Jadi, syarat N3 terpenuhi. 

(N4) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

‖𝑥 + 𝑦‖ = |𝑥 + 𝑦| 

≤ |𝑥| + |𝑦| 

≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

= ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Syarat N4 terpenuhi karena ‖𝑥 + 𝑦‖ ≥  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa (ℝ, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma.  
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Contoh 2.2:  

Untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, didefinisikan norma pada ℝ sebagai berikut: 

‖𝑥‖ = |𝑥 − 1| 

Buktikan (ℝ, ‖∙‖) adalah bukan ruang bernorma. 

Bukti: 

Akan dibuktikan ‖𝑥‖ bukan ruang bernorma dengan kondisi-kondisi dari norm 

sebagai berikut: 

(N1) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥‖ ≥ 0. 

‖𝑥‖ = |𝑥 − 1| ≥ 0 

Jelas bahwa syarat N1 terpenuhi. 

(N2) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

(→) Akan ditunjukkan jika ‖𝑥‖ = 0 maka 𝑥 = 0. 

Diketahui bahwa ‖𝑥‖ = 0. Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥 − 1| = 0 

𝑥 − 1 = 0 

 𝑥 = 1 

(←) Akan ditunjukkan jika 𝑥 = 0 maka ‖𝑥‖ = 0. 

Diketahui bahwa 𝑥 = 0. Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥 − 1| = |0 − 1|  = |−1| = |1| = 1 

Jadi, syarat N2 tidak terpenuhi terpenuhi. 

(N3) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖. 

‖𝛼𝑥‖ = |𝛼𝑥 − 1| 

= |𝛼||𝑥 − 1| 



15 
 

 
 

Jadi, syarat N3 tidak terpenuhi karena nilai |𝛼||𝑥 − 1| = |𝛼|‖𝑥‖ tidak 

selalu sama. 

(N4) Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

‖𝑥 + 𝑦‖ = |(𝑥 + 𝑦) − 1| 

≥ |𝑥 − 1| + |𝑦 − 1| 

≥ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Syarat N4 tidak terpenuhi karena ‖𝑥 + 𝑦‖ ≥  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa (ℝ, ‖∙‖) bukan merupakan ruang bernorma 

karena tidak memenuhi syarat N2, N3 dan N4. 

 

2.1.3 Ruang Hasil Bagi Pada Ruang Vektor 

Pada subbab ini akan dipaparkan mengenai ruang hasil bagi. Sebelumnya 

akan dipaparkan terlebih dahulu mengenai definisi subruang sebagai berikut. 

Definisi 2.3 (Gockenbach, 2010) 

Misalkan 𝑋 ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ) dan 𝑌 merupakan 

himpunan bagian dari 𝑋, maka 𝑌 merupakan subruang dari 𝑋 jika dan hanya 

jika memenuhi kondisi berikut ini: 

1. 0 ∈ 𝑌 

2. Jika 𝛼 ∈ 𝔽 dan 𝑥 ∈ 𝑌, maka 𝛼𝑥 ∈ 𝑌 

3. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌, maka 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌 

Definisi 2.4 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan 𝑌 subruang dari ruang vektor 𝑋. Koset dari 𝑥 ∈ 𝑋  atas 𝑌 dalam hal ini 

yaitu koset kiri dinotasikan sebagai 𝑥 + 𝑌 yang merupakan koset kiri dan 

didefinisikan sebagai himpunan 



16 
 

 
 

𝑥 + 𝑌 = {𝑣 ∈ 𝑋 | 𝑣 = 𝑥 + 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌} 

Koset-koset di atas membentuk partisi dalam ruang vektor. Untuk 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑋 dan 

𝛼 ∈ 𝔽 didiefinisikan operasi aljabar berikut. 

(𝑤 + 𝑌) + (𝑥 + 𝑌) = (𝑤 + 𝑥) + 𝑌 

𝛼(𝑥 + 𝑌) = 𝛼𝑥 + 𝑌 

Koset-koset yang memenuhi dua operasi tersebut membentuk sebuah ruang 

vektor. Ruang ini disebut ruang hasil bagi (atau ruang faktor) atas 𝑋 oleh 𝑌 (atau 

modulo 𝑌) dan dinotasikan sebagai 𝑋/𝑌. Dimensi dari ruang 𝑋/𝑌 disebut 

kodimensi dari 𝑌 dan dinotasikan sebagai codim 𝑌,  ditulis sebagai  

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚 𝑌 = dim(𝑋/𝑌). 

Contoh 2.3:  

Misalkan 𝑋 ruang vektor ℝ3 dan 𝑌 subruang dari ℝ3 dengan 𝑌 =

{(𝑥, 𝑦, 0)| 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} dan koset dari 𝑥 ∈ 𝑋 atas 𝑌 dinotasikan sebagai 𝑥 + 𝑌 dan 

didefinisikan sebagai himpunan 

𝑥 + 𝑌 = {𝑣 ∈ 𝑋 | 𝑣 = 𝑥 + 𝑦, 𝑦 ∈ 𝑌} 

Koset-koset diatas yang membentuk sebuah ruang vektor merupakan ruang hasil 

bagi atas 𝑋 oleh 𝑌 karena jika diketahui 

𝑥 = (1, 2, 3) dengan 𝑥 ∈ ℝ3 maka 

𝑥 + 𝑌 = {(1, 2, 3) + (𝑥, 𝑦, 0) | 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

𝑥 + 𝑌 = {(1 + 𝑥, 2 + 𝑦, 3) | 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

Misalkan 𝑤 = (4, 5, 6) untuk 𝑤, 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝛼 = 2 , 𝛼 ∈ 𝔽 sehingga dibentuk 

partisi dalam ruang vektor oleh koset-koset di atas. 

(𝑤 + 𝑌) + (𝑥 + 𝑌) = (𝑤 + 𝑥) + 𝑌 
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((4, 5, 6) + 𝑌) + ((1, 2, 3) + 𝑌) = (4 + 1, 5 + 2, 6 + 3) + 𝑌 

  = (5, 7, 9) + 𝑌 

dan 

𝛼(𝑥 + 𝑌) = 𝛼𝑥 + 𝑌 

2((1, 2, 3) + 𝑌) = (2, 4, 6) + 𝑌 

Oleh karena itu, koset-koset memenuhi dua operasi di atas yang membentuk 

sebuah ruang vektor maka terdapat ruang hasil bagi atas 𝑋 oleh 𝑌 dengan 

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚 𝑌 = dim (
𝑋

𝑌
) = 3 − 2 = 1. 

 

2.1.4 Ruang Hasil Bagi Pada Ruang Bernorma 

Pada subbab ini, akan dipaparkan mengenai ruang hasil bagi pada ruang 

bernorma, yang didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.5 (Khanfer, 2023) 

Misalkan 𝑋0 merupakan subruang dari ruang bernorma 𝑋, didefinisikan hasil 

bagi 𝑋/𝑋0 sebagai 

𝑋\𝑋0 = {[𝑥] = 𝑥 + 𝑋0 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} = {𝑥 + 𝑧 ∶  𝑧 ∈ 𝑋0} 

di mana elemen dari hasil bagi ini dikatakan koset kiri yaitu [𝑥] = 𝑥 + 𝑋0, yang 

dibentuk oleh himpunan dari kelas-kelas ekuivalen.  Untuk 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 

didefinisikan relasi ekuivalen ~ sebagai 𝑥1~𝑥2 jika 𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑋0 dan jelas 

bahwa untuk [𝑥] = 𝑥 + 𝑋0 dan [𝑦] = 𝑦 + 𝑋0 di mana 𝑦 ∈ 𝑋 serta 𝑘 ∈ 𝔽 

didefinisikan 

[𝑥] + [𝑦] = [𝑥 + 𝑦] 

dan  

[𝑘𝑥] = 𝑘[𝑥] 
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Oleh karena itu, hasil bagi 𝑋/𝑋0 membentuk subruang dari 𝑋. Ruang 

(𝑋/𝑋0, ‖∙‖) disebut ruang hasil bagi. 

 

2.1.5 Norma Hasil Bagi 

Pada subbab ini akan dipaparkan mengenai norma hasil bagi. Sebelumnya 

akan dipaparkan terlebih dahulu mengenai himpunan tertutup dan subruang 

tertutup dalam ruang bernorma sebagai berikut. 

Definisi 2.6 (Khanfer, 2023) 

Himpunan 𝐴 disebut himpunan tertutup dalam ruang bernorma 𝑋 jika untuk 

setiap barisan (𝑥𝑛) ⊆ 𝐴 dan 𝑥𝑛 → 𝑥, di mana 𝑥 ∈ 𝐴. 

Definisi 2.7 (Kreyszig, 1978) 

Subruang 𝑋0 dari ruang bernorma 𝑋 merupakan subruang dari 𝑋 dengan norma 

yang diperoleh dari membatasi norma pada 𝑋 ke subhimpunan 𝑋0. Norma pada 

𝑌 ini diinduksi oleh norma pada 𝑋. Jika 𝑋0 himpunan tertutup di 𝑋, maka 𝑋0 

disebut subruang tertutup dari 𝑋. 

Definisi 2.8 (Weaver, 2013) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dan misalkan 𝑋0 merupakan subruang 

tertutup dari 𝑋. Didefinisikan ‖∙‖: 𝑋\𝑋0 → ℝ norma hasil bagi pada ruang hasil 

bagi 𝑋/𝑋0 sebagai 

|‖𝑥 + 𝑋0‖| = inf  {‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑋0} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑋0}. 

Untuk 𝑥 ∈ 𝑋. 

Contoh 2.4: 

Misalkan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2 didefinisikan ‖∙‖: ℝ2 → ℝ sebagai 
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‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| 

dan misalkan 𝑋0 ⊆ ℝ2. Buktikan terdapat norma hasil bagi pada ruang hasil 

bagi ℝ2/𝑋0. 

Bukti: 

Akan ditunjukkan terdapat norma hasil bagi pada ruang hasil bagi ℝ2/𝑋0. 

Namun, akan dibuktikan terlebih dahulu ‖𝑥‖ merupakan norma dan 𝑋0 

merupakan subruang tertutup dari ℝ2. 

Akan ditunjukkan bahwa  ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| merupakan norma jika memenuhi 

kondisi berikut: 

(N1) ‖𝑥‖ ≥ 0 

Untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2 

‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| ≥ 0 

Jelas bahwa syarat N1 terpenuhi berdasarkan definisi nilai mutlak 

yaitu |𝑥| ≥ 0 untuk semua 𝑥 ∈  ℝ dan bahwa |𝑥| = 0 jika dan hanya 

jika 𝑥 = 0. 

(N2) ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) Akan ditunjukkan jika ‖𝑥‖ = 0 maka 𝑥 = 0. 

Diketahui bahwa ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| = 0. Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| = 0 

|𝑥1| + |𝑥2|   = 0 

karena |𝑥1| dan |𝑥2| tak negatif maka 

|𝑥1|  = 0 dan |𝑥2| = 0 

Sehinga,  𝑥1 = 0 dan 𝑥2 = 0 

(←) Akan ditunjukkan jika 𝑥 = 0 maka ‖𝑥‖ = 0. 
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Diketahui bahwa 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) = (0,0). Sehingga diperoleh,  

‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| = |0| + |0| = 0 

(N3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

Untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2  

‖𝛼𝑥‖ = ‖(𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2)‖ = |𝛼𝑥1| + |𝛼𝑥2| 

= |𝛼||𝑥1| + |𝛼||𝑥2| 

= |𝛼|(|𝑥1| + |𝑥2|) 

= |𝛼|‖𝑥‖ 

(N4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2  

‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖(𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2)‖ 

 = |𝑥1 + 𝑦1| + |𝑥2 + 𝑦2| 

karena diketahui bahwa 

|𝑥1 + 𝑦1| ≤ |𝑥1| + |𝑦1| dan |𝑥2 + 𝑦2| ≤ |𝑥2| + |𝑦2| 

maka 

‖𝑥 + 𝑦‖ = |𝑥1 + 𝑦1| + |𝑥2 + 𝑦2| 

≤ (|𝑥1| + |𝑦1|) + (|𝑥2| + |𝑦2|) 

= |𝑥1| + |𝑥2| + |𝑦1| + |𝑦2| 

≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Terbukti bahwa bahwa  ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| merupakan norma. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝑋0 merupakan subruang dari ℝ2 dan juga 

subruang tertutup. Misalkan untuk 𝑋0 ⊆ ℝ2 dengan  𝑋0 = {(𝑦, 0) | 𝑦 ∈ ℝ}. 

Berdasarkan Definisi 2.3 𝑋0 subruang dari 𝑋 jika dan hanya jika memenuhi 

kondisi berikut ini: 
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1. 0 ∈ 𝑋0 

Vektor nol di ℝ2 adalah (0, 0) yang jelas berada dalam 𝑋0 karena 0 ∈  ℝ 

2. Jika 𝛼 ∈ 𝔽 dan 𝑥 ∈ 𝑋0, maka 𝛼𝑥 ∈ 𝑋0 

Misalkan  𝛼 ∈ ℝ  

𝛼(𝑦, 0) = (𝛼𝑦, 0) 

Karena 𝛼𝑦 ∈ ℝ maka (𝛼𝑦, 0) ∈ 𝑋0. 

3. Jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋0, maka 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑋0  

Misalkan (𝑦1, 0), (𝑦2, 0) ∈ 𝑋0  

(𝑦1, 0) + (𝑦2, 0) = (𝑦1 + 𝑦2, 0) 

Karena 𝑦 ∈ ℝ maka 𝑦1 + 𝑦2 ∈ ℝ. Oleh sebab itu, (𝑦1 + 𝑦2, 0) ∈ X0 

Jadi, terbukti 𝑋0 merupakan subruang dari 𝑋. 

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa 𝑋0 merupakan subruang tertutup, 

terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa 𝑋0 merupakan himpunan tertutup di ℝ2.  

Misalkan terdapat barisan (𝑦𝑛, 0) dalam 𝑋0 yang konvergen ke 𝑥 = (𝑦1, 𝑦2) ∈

ℝ2. Berdasarkan Definisi 2.7 maka 

lim
𝑛→∞

(𝑦𝑛, 0) = (𝑦1, 𝑦2) 

karena 𝑦2 = 0 maka  

lim
𝑛→∞

(𝑦𝑛, 0) = (𝑦1, 0) 

di mana (𝑦1, 0) ∈ 𝑋0. Jadi, terbukti bahwa 𝑋0 merupakan himpunan tertutup 

di ℝ2. Oleh sebab itu, berdasarkan Definisi 2.7 maka 𝑋0 merupakan subruang 

tertutup. 

Kemudian, akan dibuktikan terdapat norma hasil bagi pada ruang hasil bagi 

ℝ2/𝑋0. Untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2, terdapat koset dari 𝑥 ∈ ℝ2 atas 𝑋0 sebagai 

berikut. 
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𝑥 + 𝑋0 = (𝑥1, 𝑥2) + 𝑋0 = {(𝑥1 + 𝑦, 𝑥2)|𝑦 ∈ X0} 

Sehingga, norma hasil bagi adalah 

|‖(𝑥1, 𝑥2) + 𝑋0‖| = inf  {‖(𝑥1 + 𝑦, 𝑥2)‖: 𝑦 ∈ 𝑋0} 

karena  

‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| 

maka  

‖(𝑥1 + 𝑦, 𝑥2)‖ = |𝑥1 + 𝑦| + |𝑥2| 

Karena |𝑥1 + 𝑦| ≥ 0 untuk setiap 𝑦 ∈  ℝ dan nilai minimumnya adalah nol. 

Oleh karena itu, infimum dari |𝑥1 + 𝑦| adalah nol jika memilih 𝑦 = −𝑥1. 

Sehingga 

|‖(𝑥1, 𝑥2) + 𝑋0‖| = inf  {‖(𝑥1 + 𝑦, 𝑥2)‖: 𝑦 ∈ 𝑋0} 

 = ‖(𝑥1 − 𝑥1, 𝑥2)‖ 

 = ‖(0, 𝑥2)‖ 

 = |𝑥2| 

Jadi, terbukti terdapat norma hasil bagi pada ruang hasil bagi 𝑋/𝑋0 yaitu |𝑥2|. 

 

2.1.6 Bola Satuan Tertutup 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai satuan bola tertutup pada ruang 

bernorma. Bola satuan tertutup pada ruang bernorma didefinisikan sebagai 

berikut. 

Definisi 2.9 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma. Untuk 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑟 > 0, didefinisikan 

bola buka sebagai himpunan 

𝑈(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋}|‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝑟 
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Dengan r merupakan jari-jari. Jika 𝑦 ∈ 𝑋 dan ‖𝑥 − 𝑦‖ = 𝑟 maka 𝑦𝑛 = 𝑦 + (𝑥 −

𝑦)/𝑛 ∈ 𝑈(𝑥, 𝑟) untuk semua 𝑛 ∈ ℕ dan 𝑦𝑛 → 𝑦. Bola tertutup didefinisikan 

sebagai himpunan 𝑈̅(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ 𝑋|‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 𝑟} dengan 𝑟 merupakan jari-

jari. 

Himpunan 𝑈(0,1) = {𝑥 ∈ 𝑋|‖𝑥‖ < 1} dikatakan sebagai bola satuan terbuka 

dari 𝑋. Himpunan 𝑈̅(0,1) = {𝑥 ∈ 𝑋|‖𝑥‖ ≤ 1} dikatakan sebagai bola satuan 

tertutup dari 𝑋 dan himpunan {𝑥 ∈ 𝑋|‖𝑥‖ = 1} dikatakan sebagai bola satuan 

dari 𝑋. 

 

2.1.7 Seminorma 

Seminorma merupakan suatu fungsi yang memetakan ruang vektor ke 

bilangan riil yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Secara lebih rinci, seminorma 

didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.10 (Wilde, 2003). 

Misalkan 𝑋 ruang vektor pada lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ), suatu pemetaan 𝑙: 𝑋 →  ℝ 

disebut seminorma jika memenuhi kondisi 

1. 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

2. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

3. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 

Jika 𝑙 memiliki sifat 𝑙(𝑥) = 0 yang berakibat 𝑥 = 0, maka 𝑙 adalah norma. 

Contoh 2.5: 

Misalkan 𝑋 = ℝ, 𝑙: ℝ →  ℝ merupakan fungsi yang didefinisikan sebagai 

berikut. 



24 
 

 
 

𝑙(𝑥) = |𝑥 + 4| 

Buktikan bahwa 𝑙 merupakan seminorma dan apakah 𝑙 juga merupakan norma? 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝑙 merupakan seminorma jika memenuhi kondisi berikut: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

Untuk semua vektor 𝑥 ∈ 𝑋 

𝑙(𝑥) = |𝑥 + 4| ≥ 0 

𝑙(𝑥) akan selalu positif dikarenakan 𝑙(𝑥) = |𝑥 + 4|, di mana berdasarkan 

definisi nilai mutlak akan selalu positif atau nol.  

2. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋. 

Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 

𝑙(𝑥 + 𝑦) = |(𝑥 + 𝑦) + 4| 

         ≤  |𝑥 + 4| + |𝑦 + 4| 

   ≤  𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦) 

kondisi ke-2 terpenuhi karena 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦). 

3. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan 

semua  ∈  𝔽 

Untuk sebarang skalar  ∈  𝔽 dan untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

𝑙(𝑥) = |𝑥 + 4|  

    = |||𝑥 + 4| 

kondisi ke-3 terpenuhi karena  𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥). 

Oleh karena itu, 𝑙 merupakan seminorma karena memenuhi semua kondisi.  

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah 𝑙 merupakan norma. 
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Jika 𝑙 memiliki sifat 𝑙(𝑥) = 0 yang berakibat 𝑥 = 0, maka 𝑙 adalah norma. 

Andaikan bahwa 𝑙 norma maka 

𝑙(𝑥) = 0 

|𝑥 + 4| = 0 

𝑥 = −4 

karena 𝑥 = −4 jadi 𝑙 bukan norma pengandaian salah. 

Jadi, 𝑙 merupakan seminorma namun bukan norma. 

Contoh 2.5: 

Misalkan 𝑋 = ℝ, 𝑙: ℝ →  ℝ merupakan fungsi yang didefinisikan sebagai 

berikut:  

𝑙(𝑥) = |𝑥 − 4| 

Buktikan bahwa 𝑙 bukan merupakan seminorma dan apakah 𝑙 juga bukan norma! 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa 𝑙 bukan merupakan seminorma jika memenuhi kondisi 

berikut: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

Untuk semua vektor 𝑥 ∈ 𝑋 

𝑙(𝑥) = |𝑥 − 4| ≥ 0 

𝑙(𝑥) akan selalu positif dikarenakan 𝑙(𝑥) = |𝑥 − 4|, di mana berdasarkan 

definisi nilai mutlak akan selalu positif atau nol.  

2. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋. 

Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 
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𝑙(𝑥 + 𝑦) = |(𝑥 + 𝑦) − 4| 

           ≥  |𝑥 − 4| + |𝑦 − 4| 

     ≥  𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦) 

kondisi ke-2 tidak terpenuhi karena 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦). 

3. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 

Untuk sebarang skalar  ∈  ℝ dan untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

𝑙(𝑥) = |𝑥 − 4|  

    = |||𝑥 − 4| 

kondisi ke-3 terpenuhi karena nilai 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥). 

Oleh karena itu, 𝑙 bukan merupakan seminorma karena tidak memenuhi kondisi 

ke-2 dan 3. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan apakah 𝑙 juga bukan norma. 

Jika 𝑙 memiliki sifat 𝑙(𝑥) = 0 yang berakibat 𝑥 = 0, maka 𝑙 adalah norma. 

Andaikan bahwa 𝑙 norma maka 

𝑙(𝑥) = 0 

|𝑥 + 4| = 0 

𝑥 = 4 

Karena 𝑥 = 4 jadi 𝑙 bukan norma pengandaian salah jadi 𝑙 bukan seminorma dan 

bukan norma. 

 

2.1.8 Konvergen  

Pada subbab ini akan dipaparkan mengenai kekonvergenan dalam 

bilangan riil dan dalam ruang bernorma yang sangat penting untuk subbab 
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selanjutnya yaitu kekontinuan dalam bilangan riil dan ruang bernorma. Sebelum 

mendefinisian kekonvergenan dan kekontinuan dalam bilangan riil serta dalam 

ruang bernorma, akan didefinisikan megenai persekitaran sebagai berikut. 

Definisi 2.11 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Misalkan 𝑎 ∈ ℝ dan 𝜀 > 0. Maka persekitaran-𝜀 dari 𝑎 adalah himpunan 

𝑉𝜀(𝑎) ≔ {𝑥 ∈ ℝ ∶ |𝑥 − 𝑎| < 𝜀}. 

Pernyataan 𝑥 ∈ 𝑉𝜀(𝑎) memiliki makna 

|𝑥 − 𝑎| < 𝜀 

−𝜀 < 𝑥 − 𝑎 < 𝜀 

𝑎 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑎 + 𝜀 

 

Gambar 2.1 Persekitaran-𝜀 Dari 𝑎 

 

2.1.8.1 Konvergen di ℝ 

Kekonvergenan barisan pada bilangan riil didefinsiikan sebagai berikut. 

Definisi 2.12 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Barisan 𝑋 = (𝑥𝑛) di ℝ dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ, atau 𝑥 dikatakan limit 

dari (𝑥𝑛), jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀) sedemikian 

sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), dengan ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi |𝑥𝑛 − 𝑥| <

𝜀. 

Jika barisan mempunyai limit, dikatakan bahwa barisan tersebut konvergen, 

jika tidak mempunyai limit, dikatakan bahwa barisan tersebut divergen. 
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Ketika barisan mempunya limit 𝑥, akan digunakan notasi  

lim 𝑋 = 𝑥    𝑎𝑡𝑎𝑢   lim(𝑥𝑛) = 𝑥 

Contoh 2.6: 

Misalkan terdapat barisan (𝑥𝑛) dengan 𝑥𝑛 ∈ ℝ, untuk semua 𝑛 ∈ ℕ yang 

didefinisikan dengan 

(𝑥𝑛) =
 1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ    

dan  

lim (
1

𝑛
) = 0 

Buktikan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 = 0. 

Bukti:  

Diberikan 𝜀 > 0 jika 𝑛 ∈ ℕ  maka  

|
1

𝑛
− 0| < 𝜀 

|
1

𝑛
| < 𝜀 

1

𝑛
< 𝜀 

𝑛 > 1/𝜀 

Sehingga untuk sebarang 𝜀 > 0 jika dipilih 𝐾(𝜀) = ⌈
1

𝜀
 ⌉ maka untuk semua 

𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) 

|
1

𝑛
− 0| =

1

𝑛
≤

1

𝐾(𝜀)
< 𝜀 

Hal ini menunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) =
1

𝑛
 konvergen ke 𝑥 = 0. Jadi 

terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) =
1

𝑛
 konvergen ke 𝑥 = 0. 
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Dengan menggunakan konsep kekonvergenan barisan, Definisi 2.5 ekuivalen 

dengan pernyataan-pernyataan pada teroema berikut. 

Teorema 2.13 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Misalkan 𝑋 = (𝑥𝑛) adalah barisan dari bilangan riil, dan misalkan 𝑥 ∈ ℝ. 

Pernyataan berikut ini ekuivalen. 

(a) 𝑋 konvergen ke 𝑥. 

(b) Untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga 

untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) , ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀. 

(c) Untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga 

untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) , ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi 𝑥 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑥 +

𝜀. 

(d) Untuk setiap persekitaran 𝜀 dari 𝑥 atau  𝑉𝜀(𝑥), terdapat bilangan asli 

𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), memenuhi 

kententuan 𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝜀(𝑥). 

Bukti: 

Akan dibuktikan pernyataan (𝑎) ⇒ (𝑏), (𝑏) ⇒ (𝑐), (𝑐) ⇒ (𝑑), dan (𝑑) ⇒

(𝑎). 

(𝑎) ⇒ (𝑏)  

Diketahui 𝑋 konvergen ke 𝑥, berdasarkan Definisi 2.5 yaitu barisan 𝑋 = (𝑥𝑛) 

di ℝ dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ, atau 𝑥 dikatakan limit dari (𝑥𝑛), jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk 

semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), dengan ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀. 

Jelas terbukti bahwa pernytaan (𝑎) ekuivalen dengan pernyataan (𝑏). 
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(𝑏) ⇒ (𝑐)  

Misalkan (𝑥𝑛) = 𝑢 untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀)  

sedemikian sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) , ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi 

|𝑢 − 𝑥| < 𝜀 

−𝜀 < 𝑢 − 𝑥 < 𝜀 

𝑥 − 𝜀 < 𝑢 < 𝑥 + 𝜀 

Terbukti bahwwa pernyataan (𝑏) ekuivalen dengan pernyataan (𝑐). 

(𝑐) ⇒ (𝑑)  

Misalkan (𝑥𝑛) = 𝑢 untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀)  

sedemikian sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) , ketentuan 𝑥𝑛 memenuhi 

𝑥 − 𝜀 < 𝑢 < 𝑥 + 𝜀 

di mana berdasarkan Definisi 2.4 diperoleh  

𝑢 ∈ 𝑉𝜀(𝑥) 

Terbukti pernyatan (𝑐) ekuivalen dengan pernyataan (𝑑). 

(𝑑) ⇒ (𝑎)  

Misalkan (𝑥𝑛) = 𝑢 untuk setiap persekitaran 𝜀 dari 𝑥 atau  𝑉𝜀(𝑥), terdapat 

bilangan asli 𝐾(𝜀)  sedemikian sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀) , kententuan 

𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝜀(𝑥) 

Berdasarkan Definisi 2. 4 jika  𝑥𝑛 ∈ 𝑉𝜀(𝑥) artinya 

|𝑢 − 𝑥| < 𝜀 

−𝜀 < 𝑢 − 𝑥 < 𝜀 

𝑥 − 𝜀 < 𝑢 < 𝑥 + 𝜀 

Hal ini berlaku juga untuk semua 𝜀 > 0 barisan 𝑋 = (𝑥𝑛) di ℝ dikatakan 

konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ.  
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Terbukti pernyataan (𝑑) ekuivalen dengan pernyataan (𝑎). 

Jadi, terbukti bahwa pernyataan (𝑎), (𝑏), (𝑐) dan (𝑑) ekuivalen. 

 

2.1.8.2 Konvergen dalam Ruang Bernorma 

Konvergen dari sebuah barisan dalam ruang benorma yang 

dijelaskan sebagai berikut. 

Definisi 2.14 (Kreyszig, 1978) 

Barisan (𝑥𝑛) pada ruang bernorma 𝑋 adalah konvergen jika 𝑋 memuat 𝑥 

sedemikian sehingga  

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 

atau ditulis 𝑥𝑛 → 𝑥. 

Contoh 2.7: 

Misalkan pada ruang bernorma ℂ terdapat barisan 𝑧𝑛 = 2 + 𝑖 (
1

𝑛
) untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Buktikan bahwa barisan tersebut konvergen ke 2. 

Bukti:  

Berdasarkan Definisi 2.7, akan ditunjukkan bahwa lim
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 2‖ = 0 

sehingga didefinisikan  

‖𝑧𝑛 − 2‖ = ‖2 + 𝑖 (
1

𝑛
) − 2‖ = ‖𝑖 (

1

𝑛
)‖ = |𝑖 (

1

𝑛
)| = |(

1

𝑛
)| =

1

𝑛
 

diperoleh 

lim
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 2‖ = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 

Jadi, terbukti bahwa barisan 𝑧𝑛 konvergen ke 2. 
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2.1.9 Kontinu  

Subbab ini akan menjelaskan mengenai kekontinuan pada bilangan riil dan 

ruang bernorma.  

2.1.9.1 Kontinu di ℝ 

Secara umum kekontinuan pada bilangan riil didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.15 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Misalkan 𝐴 ⊆  ℝ, misalkan 𝑓: 𝐴 → ℝ, dan misalkan 𝑐 ∈ 𝐴. Dikatakan bahwa 

𝑓 kontinu pada 𝑐 jika diberikan sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga jika 𝑥 adalah titik dari 𝐴 yang memenuhi |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 maka 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀. 

Contoh 2.8: 

Misalkan terdapat fungsi 𝑓: ℝ → ℝ dengan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3. Buktikan bahwa 

𝑓 kontinu pada 𝑐 = 1. 

Bukti:  

Ambil sebarang 𝜀 > 0, dipilih 𝛿 = 𝜀/2 maka berdasarkan Definisi 2.8 

|𝑥 − 1| < 𝛿 ≤ 𝜀/2 

diperoleh   

2|𝑥 − 1| < 𝜀 

|2(𝑥 − 1)| < 𝜀 

|2𝑥 − 2| < 𝜀 

|2𝑥 + 3 − 5| < 𝜀 

di mana 

𝑓(1) = 2(1) + 3 = 5 
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sehingga 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(1)| < 𝜀 

Jadi, untuk sebarang 𝜀 > 0 dipilih 𝛿 =
𝜀

2
 sedemikian sehingga |𝑥 − 1| < 𝛿 

maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(1)| = 2|𝑥 − 1| < 2 (
𝜀

2
) = 𝜀. Terbukti bahwa 𝑓 kontinu 

pada 𝑐 = 1. 

Teorema 2.16 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Fungsi 𝑓: 𝐴 → ℝ kontinu pada titik 𝑐 ∈ 𝐴 jika dan hanya jika diberikan 

sebarang persekitaran-𝜀 dari 𝑓(𝑐) atau 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) terdapat persekitaran-𝛿 dari 

𝑐 atau 𝑉𝛿(𝑐) sedemikian sehingga jika 𝑥 adalah sebarang titik dari 𝐴 ∩ 𝑉𝛿(𝑐), 

maka 𝑓(𝑥) memenuhi 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)), sehingga 

𝑓(𝐴 ∩ 𝑉𝛿(𝑐)) ⊆ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) 

Bukti: 

Misalkan 𝑓: 𝐴 ⊆  ℝ → ℝ dan misalkan 𝑐 ∈ 𝐴. 

(→) Akan dibuktikan bahwa kondisi 𝑓(𝐴 ∩ 𝑉𝛿(𝑐)) ⊆ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) terpenuhi.   

Asumsikan bahwa 𝑓 kontinu pada titik 𝑐 dan misalkan 𝑉𝛿(𝑐) = {𝑥 ∈ 𝐴||𝑥 −

𝑐| < 𝛿} berdasarkan Definisi 2.8, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴 berlaku bahwa  

|𝑓(𝑥) − 𝑐| < 𝜀 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝑉𝛿(𝑐), maka 𝑥 ∈ 𝐴 dan 𝑥 ∈ 𝑉𝛿(𝑐). 

Sehingga diperoleh  

𝑥 ∈ 𝐴 dan |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 

Oleh karena itu, |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀, yaitu 𝑓(𝑥) ∈ (𝑓(𝑐) − 𝜀, 𝑓(𝑐) + 𝜀) yang 

berarti bahwa 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)). Kemudian, untuk setiap persekitaran-𝜀 dari 
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𝑓(𝑐) atau 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) terdapat persekitaran-𝛿  dari 𝑐 atau 𝑉𝛿(𝑐) sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉𝛿(𝑐) dengan 𝑥 ∈ 𝐴 berlaku bahwa  

𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) 

atau 

𝑓(𝐴 ∩ 𝑉𝛿(𝑐)) ⊆ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) 

(←) Akan dibuktikan bahwa 𝑓 kontinu di 𝑐. 

Asumsikan bahwa untuk setiap persekitaran-𝜀 dari 𝑓(𝑐) atau 

𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) terdapat persekitaran-𝛿 dari 𝑐 atau 𝑉𝛿(𝑐) sedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑉𝛿(𝑐) dengan 𝑥 ∈ 𝐴 berlaku bahwa  

𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) 

Misalkan 𝜀 > 0 dan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐴 dengan 𝑉𝛿(𝑐) = {𝑥 ∈ 𝐴||𝑥 − 𝑐| < 𝛿} 

berlaku bahwa  

|𝑥 − 𝑐| < 𝛿 

−𝛿 < 𝑥 − 𝑐 < 𝛿 

𝑐 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑐 + 𝛿 

yang berakibat bahwa 𝑥 ∈ 𝑉𝛿(𝑐) sehingga  

𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝜀(𝑓(𝑐)) 

maka  

𝑓(𝑐) − 𝜀 < 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑐) + 𝜀 

Oleh karena itu, untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

untuk 𝑥 ∈ 𝐴 dengan |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 berlaku bahwa |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀, Dimana 

hal ini menunjukkan bahwa 𝑓 kontinu di 𝑐 sesuai dengan Definisi 2.8 

Pembuktian dari Teorema 2.9 dapat diilustrasikan sebagai berikut. 
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Gambar 2.2 Ilustrasi Teorema 2.9 

Teorema 2.17 Kriteria Barisan pada Kekontinuan (Bartle & Sherbert, 

2011) 

Fungsi 𝑓: 𝐴 → ℝ kontinu pada titik 𝑐 ∈ 𝐴 jika dan hanya jika untuk setiap 

barisan (𝑥𝑛) di 𝐴 konvergen ke 𝑐, barisan (𝑓(𝑥𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑐). 

Bukti: 

(→) Akan dibuktikan bahwa barisan (𝑓(𝑥𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑐). 

Diketahui bahwa Fungsi 𝑓: 𝐴 → ℝ kontinu pada titik 𝑐 ∈ 𝐴.  

Berdasarkan Definisi 2.8, 𝑓 dikatakan kontinu pada 𝑐 ∈ 𝐴 jika diberikan 

sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika 𝑥 adalah titik dari 𝐴 

yang memenuhi |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 maka 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀 

Misalkan terdapat barisan (𝑥𝑛) di 𝐴 konvergen ke c. 

Berdasarkan Definisi 2.7, barisan dikatakan konvergen jika untuk setiap 𝜀 >

0 terdapat bilangan asli 𝐾(𝜀) sedemikian sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), 

𝑥𝑛 memenuhi |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀. 

Sehingga jika barisan (𝑥𝑛) di 𝐴 konvergen ke 𝑐  ketika 𝑓 kontinu maka 

|𝑥𝑛 − 𝑐| < 𝛿  
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diperoleh  

|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀 

Jadi, terbukti bahwa fungsi 𝑓: 𝐴 → ℝ kontinu pada titik 𝑐 ∈ 𝐴 jika untuk 

setiap barisan (𝑥𝑛) di 𝐴 konvergen ke 𝑐, barisan (𝑓(𝑥𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑐). 

(←) Akan dibuktikan bahwa 𝑓 kontinu. 

Diketahui barisan (𝑓(𝑥𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑐), untuk semua 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), 𝑥𝑛 

memenuhi 

|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑐)| < 𝜀 

Oleh sebab itu, terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga untuk 𝑥 ∈ 𝐴 memenuhi  

|𝑥𝑛 − 𝑐| < 𝛿 

Jadi, terbukti bahwa 𝑓 kontinu. 

 

2.1.9.2 Kontinu dalam Ruang Bernorma 

Pada ruang bernorma kekontinuan dibuktikan dalam dua kondisi 

yang ekuivalen yaitu berdasarkan pada Lemma 2.18 dan Definisi 2.19 sebagai 

berikut. 

Lemma 2.18 (Akcocglu dkk, 2009) 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 dua ruang bernorma, 𝑎 ∈ 𝐴 ⊂ 𝑋, dan 𝑓: 𝐴 → 𝑌 adalah 

fungsi. Maka pernyataan berikut ekuivalen: 

1. Untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga ‖𝑓(𝑥) −

𝑓(𝑎)‖ < 𝜀 di mana ‖𝑥 − 𝑎‖ < 𝛿 dan 𝑥 ∈ 𝐴. 

2. Jika 𝑥𝑛 adalah barisan di 𝐴 dan jika 𝑥𝑛 → 𝑎 di 𝑋, maka 𝑓(𝑥𝑛) →

𝑓(𝑎) di 𝑌. 
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Bukti: 

1. Misalkan 𝑥𝑛 barisan di 𝐴 dan asumsikan bahwa 𝑥𝑛 → 𝑎. Diberikan 

𝜀 > 0, terdapat 𝛿 > 0. Karena 𝑥𝑛 → 𝑎, terdapat 𝑁 sedemikian 

sehingga ‖𝑥𝑛 − 𝑎‖ < 𝛿 untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁. Oleh karena itu, 

‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑎)‖ < 𝜀 untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁. Sehingga 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑎). 

2. Sebaliknya, asumsikan pernyataan (1) salah, maka terdapat 𝛼 > 0 

dengan memenuhi sifat-sifat. Untuk setiap 𝛿 > 0 terdapat 𝑥 ∈ 𝐴 

sedemikian sehingga ‖𝑥 − 𝑎‖ < 𝛿  tetapi ‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑎)‖ ≥ 𝛼. 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ terdapat 𝑥𝑛 sedemikian sehingga  

‖𝑥𝑛 − 𝑎‖ <
1

𝑛
 tapi ‖𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑎)‖ ≥ 𝛼 

Maka 𝑥𝑛 → 𝑎 tapi 𝑓(𝑥𝑛) ↛ 𝑓(𝑎). Karena pernyataan (a) salah, 

maka pernyataan (1) dan (2) terbukti setara. 

Definisi 2.19 (Akcocglu dkk, 2009). 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 dua ruang bernorma, 𝑎 ∈ 𝐴 ⊂ 𝑋, dan 𝑓: 𝐴 → 𝑌 merupakan 

fungsi, maka 𝑓 dikatakan kontinu pada 𝑎 jika 𝑓 memenuhi salah satu kondisi 

yang setara berdasarkan Lemma 4.1 Jika 𝑓 kontinu pada setiap 𝑎 ∈ 𝐴, maka 

𝑓 dikatakan kontinu pada 𝐴. 

Contoh 2.8: 

Didefinisikan 𝑓: ℝ → ℝ, dengan 𝑓(𝑥) = 2𝑥. Akan dibuktikan 𝑓 kontinu di 

𝑥 = 1. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝜀 > 0. Akan dibuktikan terdapat 𝛿 > 0 sedemikian sehingga, 

‖𝑥 − 1‖ < 𝛿 
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di mana 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(1)‖ < 𝜀 

Karena ‖∙‖ = |∙| di ℝ, maka 

‖𝑥 − 1‖ = |𝑥 − 1|  dan  ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(1)‖ = |2𝑥 − 2| 

Oleh karena itu, 

|2𝑥 − 2| = |2(𝑥 − 1)| = 2|𝑥 − 1| < 𝜀 

Dipilih 𝛿 =
𝜀

2
  sehingga, 

‖𝑥 − 1‖ = |𝑥 − 1| < 𝛿 =
𝜀

2
 

Maka, 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(1)‖ = |2𝑥 − 2| = 2|𝑥 − 1| < 2𝛿 = 𝜀 

Jadi, terbukti terdapat terdapat 𝛿 > 0 untuk setiap 𝜀 > 0 sedemikian sehingga 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(1)‖ < 𝜀 di mana ‖𝑥 − 1‖ < 𝛿 dan 𝑥 ∈ 𝐴. Karena memenuhi 

kondisi 1 pada Lemma 2.1 Maka terbukti 𝑓 kontinu pada 𝑥 = 1.  

 

2.2 Integrasi Tersirat Konsep Ukuran pada Al-Qur’an 

Pada Bab 1, telah dijelaskan mengenai Allah SWT menciptakan semua yang 

diciptakannya menurut ukuran. Segala hal yang ada di bumi telah terukur sesuai 

dengan ketetapan-Nya. Semua hal disini mengacu pada segala ciptaan Allah SWT 

mulai dari langit, laut, gunung dan sebagainya. Sehingga, penciptaan alam semesta 

dan seisinya telah memuat konsep ukuran dalam matematika. Allah SWT telah 

menyebutkan segala hal diciptakan sesuai dengan ukuran yang seimbang dan tepat 

seperti dalam QS Al-Hijr pada ayat 19 Allah SWT berfirman: 

وأزلونٍ   ءٍ مَّ أ ِ شَي
ل ا مِن كُل نبيتأنيا فيِهي

ي
أ اسِِي وي وي ا ري يأنيا فيِهي لأقي

ي
أ ا وي دأنياهي دي رأضي مي

ي الْأ    ( ١٩)وي
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yang artinya:“Kami telah menghamparkan bumi, memancangkan padanya gunung-

gunung, dan menumbuhkan di sana segala sesuatu menurut ukuran-Nya” (QS Al 

Hijr:19) 

Pada ayat di atas dijelaskan penerapan konsep ukuran yaitu penciptaan bumi 

beserta isinya termasuk gunung-gunung menurut ukuran dan ketetapan-Nya. 

Berdasarkan Kemenag (2022), Allah SWT menyebutkan tanda kekuasaan-Nya di 

bumi. Allah SWT menyatakan, “Dan kami telah menghamparkan bumi sebagai 

pijakan bagi manusia, dan kami pancangkan padanya gunung-gunung yang kukuh 

sebagai pasak bagi bumi agar tidak roboh dan berguncang sehingga manusia 

menjadi aman, serta kami ciptakan dan tumbuhkan di sana segala sesuatu, seperti 

tumbuhan yang beragam, menurut ukuran yang seimbang dan tepat” segalanya 

demi kebaikan seluruh makhluk-Nya. 

Allah SWT menjelaskan tanda-tanda kebesaran dan kekuasaan-Nya di 

langit, pada ayat ini Allah SWT menjelaskan mengenai tanda-tanda kekuasaan-Nya 

yang dapat dilihat, dirasakan, dan dipikirkan oleh manusia. Salah satu tanda 

kebersarannya adalah diciptakannya bumi yang terhampar luas, sehingga mudah 

dihuni manusia, yang dapat digunakan bertani, dan memudahkan perjalanan mereka 

ke berbagai penjuru didunia untuk mencari rezeki yang halal dan menikmati 

kehidupan. Allah SWT juga menciptakan lembah-lembah dalam di bumi dengan 

aliran sungai-sungai kecil yang bersatu menjadi sungai yang besar menuju lautan 

luas. Selain itu, diciptakan-Nya pula gunung-gunung yang tinggi, dihiasi dengan 

berbagai jenis tanaman dan tumbuh-tumbuhan yang hijau, yang menyenangkan hati 

siapa saja orang-orang yang melihatnya, sebagaimana firman Allah SWT dalam QS 

Ar Rad ayat 3: 
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  ِ يْأ ا زيوأجي عيلي فيِهي اتِ جي ري ِ الثَّمي
ل ارًاۖ ويمِن كُل نأهي

ي
أ اسِِي وي وي ا ري لي فيِهي عي رأضي ويجي

ي دَّ الْأ ِي مي وي الََّّ ويهل
وني   رل كَّ تيفي وأمٍ يي يياتٍ للقِي َٰلكِي لَي َۚ إنَِّ فِِ ذي اري ِۖ يلغأشِِ اللَّيألي النَّهي ِ     (٣)اثأنييْأ

yang artinya: “Dialah yang menghamparkan bumi dan menjadikan gunung-gunung 

dan Sungai-sungai padanya, Dia menjadikan padanya (semua) buah-buahan 

berpasang-pasangan (dan) menutup malam pada siang, Sesungguhnya pada yang 

demikian itu terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi kaum yang berpikir”(QS 

Ar Rad:3). 

Betapa agungnya Allah SWT yang menciptakan segala sesuatu ini, 

memberikan manfaat dan kenikmatan yang dapat dirasakan oleh manusia, 

meskipun banyak dari mereka yang ingkar kepada-Nya. Allah SWT telah 

menciptakan berbagai jenis tanaman dan tumbuhan dengan ukuran dan kadar yang 

sudah ditentukan. Pohon durian memiliki batang yang kokoh, sesuai dengan 

buahnya yang besar dan berduri. Batang padi juga sesuai dengan buahnya yang 

bertangkai serta tanah tempat tumbuhnya. Demikian pula tanaman lainnya, 

diciptakan oleh Allah SWT dengan keseimbangan dan keserasian yang sesuai 

dengan iklim, kondisi daerah, dan kebutuhan manusia atau hewan ditempat 

tumbuhnya. Selain itu, perbedaan daerah dan tanah tempat tumbuh suatu tanaman 

menyebabkan perbedaan rasa dan ukuran buahnya. Kandungan gula di dalam tebu 

berbeda dengan kandungan gula dalam air kelapa, demikian pula manisnya mangga 

dan jeruk. Buah salak ketika masih berupa putik dikelilingi oleh duri-duri tajam, 

tetapi setelah masak, duri-duri tersebut tampak membuka, memudahkan manusia 

mengambil buahnya yang manis (Kemenag, 2022). 

Putik pepaya memiliki rasa pahit saat masih kecil, sehingga manusia tidak 

tertarik untuk mengambil dan memakannya. Namun, seiring dengan 

pertumbuhannya, rasa pahit tersebut semakin berkurang, membuat manusia 

semakin tertarik untuk mengambil dan memakannya. Setelah matang, buah pepaya 
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dipetik dan dijadikan makanan yang digemari. Demikianlah Allah SWT 

menciptakan segala sesuatu dengan ukuran dan kadar yang tertentu, sehingga 

kesempurnaan ciptaan-Nya itu menambah iman di dalam hati orang yang mau 

berpikir dan memperkuat keyakinan bahwa Allah SWT adalah Maha Sempurna 

(Kemenag, 2022). Selain terkait akan ciptaannya Allah SWT juga menurunkan 

rezeki dengan ukuran seperti dalam QS Asy Syura pada ayat 27 Allah SWT 

berfirman: 

بعِِبيا إنَِّهل   َۚ اءل يشي ي ا  مَّ رٍ  دي بقِي لِل  ل يلني َٰكِن  لي وي رأضِ 
ي الْأ وأا فِِ  يغي لَي لعِِبيادِهِ  زِأقي  الرل ل  طي اللََّّ يسي ب يوأ  ل دِهِ  وي

بيٌِر بيصِيٌر       (٢٧)خي

yang artinya: “seandainya Allah melapangkan rezeki kepada hamba-hamba-Nya, 

niscaya mereka akan berbuat melampaui batas di bumi. Akan tetapi, Dia 

menurunkan apa yang Dia kehendaki dengan ukuran (tertentu). Sesungguhnya Dia 

Maha teliti lagi Maha Melihat (keadaan) hamba-hamba-Nya”(QS Asy Syura:27). 

Pada ayat ini, diuraikan bahwa kemurahan Allah SWT tampak dalam cara-

Nya memberikan rezeki kepada hamba-hamba-Nya. Allah SWT menerangkan 

bahwa jika Allah SWT melimpahkan rezeki secara berlebihan kepada hamba-

hamba-Nya, baik secara materi maupun non-materi, manusia cenderung akan 

berbuat melampaui batas di bumi, melakukan perbuatan yang menyimpang dari 

ajaran Allah SWT dan tidak bersyukur atas nikmat-Nya. Hal ini merupakan sifat 

dasar manusia. Namun, Allah SWT memberikan rezeki dengan ukuran tertentu 

sesuai kehendak-Nya. Sesungguhnya, Allah SWT Maha teliti terhadap semua 

keadaan hamba-hamba-Nya, Maha Melihat segala yang mereka lakukan dan terima 

(Kemenag, 2022). 

Berdasarkan tafsir tahlili, Allah SWT menerangkan bahwa Allah SWT tidak 

akan memberikan rezeki yang berlimpah kepada hamba-Nya, jika hal tersebut dapat 
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membuat mereka menjadi sombong. Allah SWT memberikan rezeki kepada hamba-

hamba-Nya dalam jumlah tertentu, sesuai dengan kehendak dan kebijaksanaan-

Nya. Dengan sifat Rahman-Nya, Allah SWT tetap memberikan rezeki meskipun 

orang tersebut tidak beriman. Bahkan saat seseorang melupakan Tuhannya, Allah 

SWT masih melimpahkan rezeki-Nya. Namun, jika mereka tidak bersyukur dan 

terus tenngelam dalam kenikmatan, maka Allah SWT menurunkan azab-Nya 

(Kemenag, 2022).  

Konsep ukuran dipaparkan dalam Al-Qur’an dengan sangat rinci dan 

diperjelas mulai dari Allah SWT menciptakan alam semesta, bumi dan seisinya 

berserta seluruh makhluknya, sudah terukur dan sesuai dengan ketetapan-Nya. 

Bahkan takdir dari awal sudah diperhitungkan. Ukuran berkaitan dengan segala 

konsep dalam matematika, khususnya dalam ruang bernorma. Telah dijelaskan pada 

Bab 1 bahwa secara geometri, norma dapat dipandang sebagai alat ukur panjang 

dari suatu vektor (Ammari dkk., 2021). Demikianlah penerapan konsep ukuran pada 

Al-Qur’an. 

 

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung 

Pada subbab ini diawali dengan pembahasan mengenai sifat-sifat seminorm 

dan ruang bernorma. Sebelumnya didefinisikan norma hasil bagi sebagai berikut. 

Definisi 2.20 (Weaver, 2013) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dan misalkan 𝑋0 merupakan subruang 

tertutup dari 𝑋. Didefinisikan norma hasil bagi pada ruang hasil bagi 𝑋/𝑋0 sebagai 

|‖𝑥 + 𝑋0‖| = inf  {‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑋0} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑋0} 

Berdasarkan Definisi 2.20 dibuktikan Proposisi di bawah ini. 
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Proposisi 2.21 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑌 subruang tertutup dari ruang bernorma 𝑋. Untuk 𝑥 + 𝑌 dalam ruang 

hasil bagi  𝑋/𝑌, misalkan 

|‖𝑥 + 𝑌‖| ≔ inf{‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

maka |‖∙‖| adalah norma pada 𝑋/𝑌, disebut norma hasil bagi. 

Barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 jika dan hanya jika terdapat barisan 

(𝑦𝑛) di 𝑌 sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 di 𝑋. 

Selanjutnya, terdapat hubungan antara seminorma dan norma dalam 

teorema yang akan diselesaikan oleh penulis sebagai berikut. 

Teorema 2.22 (Limaye, 2016) 

Misalkan (𝑋, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma, 𝑌 merupakan ruang vektor dan 

misalkan 𝐹 merupakan pemetaan linier dari 𝑋 pada 𝑌. Didefinisikan 𝑙(𝑦) ≔

inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} untuk 𝑦 ∈ 𝑌. Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦, maka 

𝑙(𝑦) = inf {‖𝑥 + 𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)}. Akibatnya, 𝑙 merupakan seminorma di 𝑌. Lebih 

jauh lagi, 𝑙 merupakan norma di 𝑌 jika dan hanya jika 𝑍(𝐹) subhimpunan tertutup 

dari 𝑋. 

Hal serupa juga dipaparkan pada teorema yang akan diselesaikan oleh 

penulis sebagai berikut. 

Teorema 2.23 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑚 ≥ 2 dan misalkan 𝑙1, … , 𝑙𝑚 merupakan seminorma pada ruang vektor 

𝑋. Didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} dan 𝑙(𝑥) ≔ min {𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

untuk 𝑥 ∈  𝑋, jika satu dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 adalah norma, maka 𝑙 merupakan norma di 𝑋.  
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Teorema 2.24 

Misalkan 𝑚 ≥ 2 dan misalkan 𝑙1, … , 𝑙𝑚 merupakan seminorma pada ruang vektor 

𝑋. Didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} dan 𝑙(𝑥) ≔ min {𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

untuk 𝑥 ∈  𝑋. 𝑙 mungkin bukan seminorma meskipun masing-masing dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 

merupakan norma di 𝑋. 

Kemudian, akan dibuktikan mengenai kekontinuan dari seminorma namun 

akan di buktikan terlebih dahulu mengenai sifat-sifat seminorma berdasarkan 

teorema berikut. 

Teorema 2.25 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑙 merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋, dan misalkan 𝑈 ≔

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) < 1}, maka himpunan 𝑈 konveks (yaitu, (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 ∈ 𝑈 ketika 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 dan 𝑡 ∈ (0,1)), penyerapan (yaitu untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟 > 0 

sedemikian sehingga (
𝑥

𝑟
) ∈ 𝑈) dan seimbang (yaitu 𝑘𝑥 ∈ 𝑈 ketika 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑘 ∈

 𝔽 dengan |𝑘| ≤ 1). 

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 2.19 di bawah ini, akan dibuktikan 

mengenai kekontinuan seminorma pada Lemma 2.18 sebagai berikut. 

Definisi 2.26 (Mehdi, 1959) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor dan 𝑙 adalah seminorma pada 𝑋. Jika seminorma 𝑙 

kontinu pada satu titik di 𝑋, maka seminorma 𝑙 kontinu di mana-mana. Jika 𝑋 

adalah ruang bernorma maka 𝑙 kontinu di 𝑋 jika dan hanya jika, untuk bilangan 

konstan 𝑀, 

𝑙(𝑥) ≤ 𝑀‖𝑥‖  untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 
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Lemma 2.27 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dengan norma ‖∙‖ dan 𝑙 merupakan 

seminorma pada 𝑋, maka 𝑙 kontinu di 𝑋 jika dan hanya jika terdapat 𝛼 > 0 

sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋.  
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BAB III  

METODOLOGI PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif dengan cara studi literatur 

yaitu dengan menggabungkan semua teori-teori pendukung melalui berbagai 

sumber seperti artikel, buku, paper, jurnal, dan referensi lain terkait topik yang akan 

dibahas. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Langkah-langkah yang akan ditempuh penulis sebelum melakukan 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Memahami dan mengumpulkan informasi yang relevan melalui berbagai 

sumber seperti artikel, buku, paper, jurnal, dan referensi lainnya. 

2. Menentukan topik. 

3. Menentukan rumusan masalah. 

4. Menentukan tujuan dan manfaat diadakannya penelitian ini. 

 

3.3 Tahapan penelitian 

Adapun langkah-langkah yang akan ditempuh penulis pada penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Memahami dan mengkaji buku refrensi utama. 

2. Mencari sumber atau refrensi lain untuk memaparkan konsep dan teori yang 

relevan. 
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3. Memaparkan dan mengkaji integrasi terkait norma pada ayat-ayat Al-Qur’an. 

4. Membuktikan sifat kekonvergenan dari norma hasil bagi. 

5. Membuktikan seminorma melalui hubungannya dengan norma. 

6. Membuktikkan sifat konveks, penyerapan dan seimbang pada seminorma 

7. Membuktikan bagaimana kekontinuan seminorma atas sifat-sifat dari 

seminorma. 
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BAB IV  

PEMBAHASAN 

 

Pada Bab ini akan dibuktikan mengenai sifat-sifat norma hasil bagi dan 

seminorma. 

4.1 Kekonvergenan Norma Hasil Bagi  

Untuk membuktikan sifat-sifat norma hasil bagi dan seminorma, yang 

pertama akan dipaparkan mengenai definisi norma hasil bagi sebagai berikut. 

Definisi 4.1 (Weaver, 2013) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dan misalkan 𝑋0 merupakan subruang 

tertutup dari 𝑋. Didefinisikan norma hasil bagi pada ruang hasil bagi 𝑋/𝑋0 sebagai 

|‖𝑥 + 𝑋0‖| = inf  {‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑋0} = inf  {‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑋0}. 

Untuk 𝑥 ∈ 𝑋. 

Proposisi 4.2 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑌 subruang tertutup dari ruang bernorma 𝑋. Untuk 𝑥 + 𝑌 dalam ruang 

hasil bagi 𝑋/𝑌, misalkan 

|‖𝑥 + 𝑌‖| ≔ inf{‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

maka |‖∙‖| adalah norma pada 𝑋/𝑌, disebut norma hasil bagi. Barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) 

konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 jika dan hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 

sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 di 𝑋. 
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Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 jika dan 

hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 

𝑥 di 𝑋. 

Sebelum itu, akan dibuktikan terlebih dahulu mengenai |‖∙‖| adalah norma pada 

𝑋/𝑌, disebut norma hasil bagi sesuai dengan sifat-sifat norma sebagai berikut. 

Untuk 𝑥 ∈ 𝑋, |‖𝑥 + 𝑌‖| ≔ inf{‖𝑥 − 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} = 𝑑(𝑥, 𝑌). 

(N1)  Akan dibuktikan bahwa |‖𝑥 + 𝑌‖| ≔ inf{‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} ≥ 0. 

Pada sifat ini jelas terbukti karena norma di 𝑋 selalu positif. 

(N2) Akan dibuktikan bahwa |‖𝑥 + 𝑌‖| = 0 jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑌 = 0 

(→) Akan ditunjukkan bahwa 𝑥 + 𝑌 = 0 

 Jika |‖𝑥 + 𝑌‖| = 0 maka terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 sedemikian sehingga 

𝑥 + 𝑦𝑛 → 0, kemudian 𝑦𝑛 → −𝑥 karena subruang 𝑌 tertutup maka −𝑥 ∈

𝑌. Untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 + 𝑌 ⊆ 𝑌 sehingga 𝑥 + 𝑌 = 𝑌. Terbukti 𝑥 + 𝑌 =

0 

(←) Akan ditunjukkan bahwa |‖𝑥 + 𝑌‖| = 0 

jika 𝑥 + 𝑌 = 0 berdasarkan Definisi 4.2 maka  

|‖𝑥 + 𝑌‖| = inf{‖𝑥 + 𝑦 = 0‖: 𝑦 ∈ 𝑌} = 0 

artinya |‖𝑥 + 𝑌‖| = 0. Terbukti |‖𝑥 + 𝑌‖| = 0. 

(N3) Akan dibuktikan bahwa |‖𝑘(𝑥 + 𝑌)‖| = |𝑘||‖𝑥 + 𝑌‖| 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑘 ∈  𝔽, maka 

|‖𝑘(𝑥 + 𝑌)‖| ≔ inf{‖𝑘𝑥 + 𝑘𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

 = |𝑘| inf{‖𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

Pada 𝑘 = 0 dan 𝑘 ≠ 0, |‖𝑘(𝑥 + 𝑌)‖| = |𝑘||‖𝑥 + 𝑌‖|. 
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(N4) Akan dibuktikan bahwa |‖(𝑥1 + 𝑌) + (𝑥2 + 𝑌)‖|  ≤ |‖𝑥1 + 𝑌‖| +

|‖𝑥2 + 𝑌‖|. 

Misalkan 𝑥1 dan 𝑥2 di 𝑋 ambil sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝑦1 dan 𝑦2 di 𝑌 

sedemikian sehingga 

‖𝑥1 + 𝑦1‖ < inf  {‖𝑥1 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} +
𝜀

2
= |‖𝑥1 + 𝑌‖| +

𝜀

2
 

‖𝑥2 + 𝑦2‖ < inf  {‖𝑥2 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} +
𝜀

2
= |‖𝑥2 + 𝑌‖| +

𝜀

2
 

maka 

‖𝑥1 + 𝑦1 + 𝑥2 + 𝑦2 ‖ ≤ ‖𝑥1 + 𝑦1‖ + ‖𝑥2 + 𝑦2‖ 

≤ |‖𝑥1 + 𝑌‖| + |‖𝑥2 + 𝑌‖| + 𝜀 

sehingga  

inf  {‖(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} = |‖(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑌‖| 

≤  ‖𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2‖ 

≤ |‖𝑥1 + 𝑌‖| + |‖𝑥2 + 𝑌‖| 

+𝜀 

Karena hal tersebut berlaku untuk sebarang 𝜀 > 0 maka |‖(𝑥1 + 𝑌) +

(𝑥2 + 𝑌)‖|  ≤ |‖𝑥1 + 𝑌‖| + |‖𝑥2 + 𝑌‖|. 

Jadi, terbukti bahwa |‖∙‖| adalah norma pada 𝑋/𝑌, disebut norma hasil bagi. 

Kemudian, akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 

jika dan hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

konvergen ke 𝑥 di 𝑋. 

(←) Akan dibuktikan barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌. 

Misalkan (𝑥𝑛 + 𝑌) merupakan barisan di 𝑋/𝑌. Andaikan terdapat barisan (𝑦𝑛) di 

𝑌 sedemikian sehingga 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 𝑥 di 𝑋, maka 
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|‖(𝑥𝑛 + 𝑌) − (𝑥 + 𝑌)‖| = |‖(𝑥𝑛 − 𝑥) + 𝑌‖| ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑦𝑛‖ 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑥𝑛 + 𝑌 → 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌. 

(→) Akan dibuktikan (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 di 𝑋. 

Asumsikan bahwa 𝑥𝑛 + 𝑌 → 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌. 

karena  

|‖(𝑥𝑛 + 𝑌) − (𝑥 + 𝑌)‖| = inf{ ‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑦‖: 𝑦 ∈ 𝑌} 

terdapat 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 sedemikian sehingga 

‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑦𝑛‖ < |‖(𝑥𝑛 + 𝑌) − (𝑥 + 𝑌)‖| + 1/𝑛 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Oleh karena itu, 𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑦𝑛 → 0. 

Jadi terbukti bahwa 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 𝑥 ∈ 𝑋. 

Sehingga, terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) konvergen ke 𝑥 + 𝑌 di 𝑋/𝑌 jika dan 

hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 

𝑥 di 𝑋. 

∎ 

 

4.2 Hubungan Seminorma Dengan Norma 

Konsep norma hasil bagi juga dapat digunakan untuk membuktikan sifat-

sifat seminorma pada Teorema 4.3. Namun, sebelum itu akan dipaparkan mengenai 

pemetaan linier dan kernel sebagai berikut. 

Definisi 4.3 (Dillon, 2020) 

Transformasi linier atau pemetaan linier 𝐹: 𝑋 → 𝑌 adalah pemetaan yang 

memenuhi  

𝐹(𝑐𝑥1 + 𝑥2) = 𝑐𝐹(𝑥1) + 𝐹(𝑥2) 
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untuk semua 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑋 dan 𝑐 ∈ 𝔽. 

Salah satu subruang dalam pemetaan linier 𝐹: 𝑋 → 𝑌 adalah subruang  

𝑅(𝐹) = {𝑦 ∈ 𝑌 ∶ ∃ 𝑥 ∈ 𝑋 ∋ 𝑦 = 𝐹(𝑥)} 

dari 𝑌 atau dikatakan ruang jarak dari 𝐹 dan subruang 

𝑍(𝐹) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝐹(𝑥) = 0} 

dari 𝑋, di mana dikatakan sebagai kernel dari 𝐹 (Limaye, 2016). 

Teorema 4.4 (Limaye, 2016) 

Misalkan (𝑋, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma, 𝑌 merupakan ruang vektor dan 

misalkan 𝐹 merupakan pemetaan linier dari 𝑋 pada 𝑌. Didefinisikan 𝑙(𝑦) ≔

inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} untuk 𝑦 ∈ 𝑌. Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦, maka 

𝑙(𝑦) = inf {‖𝑥 + 𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)}. Akibatnya, 𝑙 merupakan seminorma di 𝑌. Lebih 

lanjut lagi 𝑙 merupakan norma di 𝑌 jika dan hanya jika 𝑍(𝐹) subhimpunan tertutup 

dari 𝑋. 

Bukti: 

Misalkan (𝑋, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma, 𝑌 merupakan ruang vektor dan 

misalkan 𝐹 merupakan pemetaan linier dari 𝑋 pada 𝑌. 

Didefinisikan 𝑙(𝑦) ≔ inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} untuk 𝑦 ∈ 𝑌. 

Akan dibuktikan bahwa: 

1. Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦, maka 𝑙(𝑦) = inf {‖𝑥 + 𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)}. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑙(𝑦) = inf {‖𝑥 + 𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)}. 

Misalkan 𝑍(𝐹) merupakan kernel dari pemetetaan linier 𝐹: 𝑋 → 𝑌 yaitu 

didefinisikan  
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𝑍(𝐹) = {𝑧 ∈ 𝑋: 𝐹(𝑥) = 0} 

Karena 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦, maka setiap 𝑥 + 𝑍(𝐹) dipetakan ke 𝑦. 

di mana 

𝐹(𝑥 + 𝑧) = 𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑧) = 𝑦 + 0 = 𝑦 

Untuk 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹). Oleh karena itu,  

𝑙(𝑦) ≔ inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} 

 = inf{‖𝑥 + 𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)} 

2. Akan dibuktikkan bahwa 𝑙 merupakan seminorma di 𝑌 menggunakan sifat 

dari seminorma sebagai berikut. 

(N1) Akan dibuktikan bahwa 𝑙(𝑦) ≔ inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} ≥

0. 

Pada sifat ini jelas terbukti karena norma di 𝑋 selalu positif. 

(N2) Akan dibuktikan bahwa 𝑙(𝛼𝑦) = |𝛼|𝑙(𝑦) 

Untuk 𝛼 ∈ 𝔽 

𝑙(𝛼𝑦) = inf{‖𝑥‖: 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝛼𝑦} 

Jika 𝐹(𝑥) = 𝑦 maka 𝐹(𝛼𝑥) = 𝛼𝐹(𝑥) = 𝛼𝑦, maka 

𝑙(𝛼𝑦) = inf{‖𝛼𝑥‖: 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} 

= inf {|𝛼|‖𝑥‖: 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} 

= |𝛼|inf {‖𝑥‖: 𝑧 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} 

= |𝛼|𝑙(𝑦) 

(N3) Akan dibuktikan bahwa 𝑙(𝑦1 + 𝑦2) ≤ 𝑙(𝑦1) + 𝑙(𝑦2) 

Misalkan 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 

sedemikian sehingga 𝐹(𝑥1) = 𝑦1, 𝐹(𝑥2) = 𝑦2, dan  

‖𝑥1‖ < 𝑙(𝑦1) +
𝜀

2
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serta 

‖𝑥2‖ < 𝑙(𝑦2) +
𝜀

2
 

Karena 𝐹 pemetaan linier maka 

 𝐹(𝑥1 + 𝑥2) = 𝐹(𝑥1) + 𝐹(𝑥2) = 𝑦1 + 𝑦2 

Sehingga diperoleh, 

𝑙(𝑦1 + 𝑦2) ≤ ‖𝑥1 + 𝑥2‖ 

di mana 

‖𝑥1 + 𝑥2‖ ≤ ‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖ 

sehingga 

𝑙(𝑦1 + 𝑦2) ≤ ‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖ < 𝑙(𝑦1) + 𝑙(𝑦2) + 𝜀 

jadi  

𝑙(𝑦1 + 𝑦2) ≤ 𝑙(𝑦1) + 𝑙(𝑦2). 

Jadi, terbukti bahwa 𝑙 merupakan seminorma di 𝑌. 

3. Akan ditunjukkan bahwa 𝑙 merupakan norma di 𝑌 jika dan hanya jika 𝑍(𝐹) 

subhimpunan tertutup dari 𝑋. 

(←) Akan ditunjukkan bahwa 𝑙 merupakan norma di 𝑌. 

Sebelumnya telah dibuktikan bahwa 𝑙 merupakan seminorma di 𝑌. 𝑙 

dikatakan norma jika 𝑙 memiliki sifat 𝑙(𝑦) = 0 yang berakibat 𝑦 = 0 

Misalkan 𝑍(𝐹) merupakan subhimpunan tertutup dari 𝑋 dan 𝑦 ∈ 𝑌 

sedemikian sehingga 𝑙(𝑦) = 0. 

Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑦) = 𝑦 maka 

𝑙(𝑦) = inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦} = 0 

Misalkan terdapat (𝑥𝑛) ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝐹(𝑥𝑛) = 𝑦, untuk semua  

𝑛 ∈ ℕ dan ‖𝑥𝑛‖ → 0. 
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karena ‖𝑥𝑛‖ → 0 maka  

𝐹(𝑥𝑛) → 𝐹(0) = 0 

Namun, 𝐹(𝑥𝑛) = 𝑦 sehingga 𝑦 → 0. Oleh karena itu, 𝑦 = 0. 

Jadi, 𝑙 merupakan norma di 𝑌. 

(→) Akan ditunjukkan bahwa 𝑍(𝐹) subhimpunan tertutup dari 𝑋. 

Misalkan 𝑍(𝐹) tidak tertutup dan (𝑧𝑛) merupakan barisan di 𝑍(𝐹) 

sedemikian sehingga 𝑧𝑛 → 𝑧 di 𝑋 dengan 𝑧 ∉ 𝑍(𝐹), diketahui 𝑙 merupakan 

norma maka  

𝑙(0) = inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 0} 

= inf {‖𝑧‖: 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹) } 

Oleh sebab itu, 𝑧𝑛 ∈ 𝑍(𝐹) dan 𝑧𝑛 → 𝑧 diperoleh ‖𝑧𝑛‖ → 0 

Sehingga  

𝑙(0) = inf {‖𝑥‖: 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 0} = 0 

Namun, karena 𝑧 ∉ 𝑍(𝐹) serta 𝐹(𝑥) = 0 dan ‖𝑥‖ ≠ 0 maka 𝑙 bukan norma. 

Jadi, pengandaian salah. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑍(𝐹) merupakan subhimpunan tertutup dari 𝑋. 

∎ 

Teorema 4.5 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑚 ≥ 2 dan misalkan 𝑙1, … , 𝑙𝑚 merupakan seminorma pada ruang vektor 

𝑋. Didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} dan 𝑙(𝑥) ≔ 𝑚𝑖𝑛 {𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

untuk 𝑥 ∈  𝑋, jika satu dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 adalah norma, maka 𝑙 merupakan norma di 𝑋. 
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Bukti: 

Akan dibuktikan jika satu dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 adalah norma, maka 𝑙 merupakan norma 

di 𝑋. 

Misalkan 𝑙1, … , 𝑙𝑚  merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋 maka disimpulkan 

bahwa 𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} juga memenuhi sifat seminorma sebagai 

berikut. 

1. 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

2. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

3. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 

Jika 𝑙(𝑥) memiliki sifat 𝑙(𝑥) = 0 yang berakibat 𝑥 = 0 maka 𝑙𝑖 adalah norma. 

Sehingga dibuktikan bahwa 𝑙(𝑥) = 0 yang berakibat 𝑥 = 0 sebagai berikut. 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} = 0 

artinya max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} = 0 sehingga berakibat seminorma 

𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥) = 0. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑙 merupakan norma di 𝑋. 

Sehingga disimpulkan bahwa jika satu dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚  adalah norma, maka 𝑙 

merupakan norma di 𝑋. 

∎ 

Teorema 4.6 

Misalkan 𝑚 ≥ 2 dan misalkan 𝑙1, … , 𝑙𝑚 merupakan seminorma pada ruang vektor 

𝑋. Didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} dan 𝑙(𝑥) ≔ min {𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

untuk 𝑥 ∈ 𝑋. 𝑙 mungkin bukan seminorma meskipun setiap dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 

merupakan norma di 𝑋. 
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Bukti:  

Akan dibuktikan 𝑙 mungkin bukan seminorma meskipun setiap dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚  

merupakan norma di 𝑋. 

Pada bagian 1 telah dibuktikan bahwa 𝑙 merupukan norma. 

Andaikan 𝑙 seminorma maka berlaku pernyataan-pernyataan berikut. 

1. 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

Diketahui bahwa 𝑙1, … , 𝑙𝑚  merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋 

artinya 𝑙1, … , 𝑙𝑚  memenuhi sifat 𝑙1, … , 𝑙𝑚  ≥ 0 sehingga untuk 𝑥 ∈ 𝑋 nilai 

minimum dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚  juga tidak akan negatif. Sehingga diperoleh 

𝑙(𝑥) ≔ min {𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} ≥ 0 

2. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 

𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦) 

𝑙(min {𝑙1(𝑥 + 𝑦), … , 𝑙𝑚(𝑥 + 𝑦)})  

≤ 𝑙(min {𝑙1(𝑥)+𝑙1(𝑦), … , 𝑙𝑚(𝑥) + 𝑙𝑚(𝑦)}) 

≤  𝑙(min {𝑙1(𝑥)), … , 𝑙𝑚(𝑥)}) + 𝑙(min {𝑙1(𝑦), … , 𝑙𝑚(𝑦)}) 

3. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 

𝑙(𝛼𝑥) ≔ min{𝛼𝑙1(𝑥), … , 𝛼𝑙𝑚(𝑥)} 

= |𝛼| min{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

Nilai 𝑙(𝛼𝑥) = |𝛼| min{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} memiliki nilai yang sama untuk 

𝛼 ≠ 0 sedangkan untuk nilai 𝛼 berbeda 𝑙(𝛼𝑥) = |𝛼| min{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

tidak terpenuhi artinya sifat 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan 

semua  ∈  𝔽 pada 𝑙(𝛼𝑥) = |𝛼| min{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} tidak selalu 

terpenuhi. 
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Jadi, pengandaian di atas salah karena 𝑙 tidak selalu memenuhi sifat 𝑙(𝑥) =

||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 yang artinya terbukti bahwa 𝑙 

mungkin bukan seminorma. 

∎ 

 

4.3 Konveks, Penyerapan, dan Keseimbangan pada Seminorma 

Pada subbab ini dipaparkan mengenai sifat konveks, penyerapan dan keseimbangan 

pada seminorma. Pada ruang bernorma terdapat juga sifat konveks yang dijelaskan 

sebagai berikut: 

Himpunan bagian 𝐴 dari ruang vektor 𝑋 dikatakan konveks jika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 maka 

𝑀 = {𝑧 ∈ 𝑋| 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊂ 𝐴 

𝑀 dikatakan segment tertutup dengan titik batas 𝑥 dan 𝑦 serta untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑀 

dikatakan titik interior dari 𝑀. Untuk 𝛼 ∈ [0,1] didefinisikan bola satuan tertutup 

𝐵(0,1) = {𝑥 ∈ 𝑋|‖𝑥‖ ≤ 1} 

dalam ruang bernorma 𝑋 yang dikatakan konveks dan dapat diilustrasikan sebagai 

berikut: 

 

Gambar 4.1 Ilustrasi Konveks pada Ruang Bernorma 

(Kreyszig, 1978) 
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Teorema 4.7 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑙 merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋, dan misalkan 𝑈 ≔

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) < 1}, maka himpunan 𝑈 konveks (yaitu, (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 ∈ 𝑈 ketika 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 dan 𝑡 ∈ (0,1)), penyerapan (yaitu untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟 > 0 

sedemikian sehingga (
𝑥

𝑟
) ∈ 𝑈) dan seimbang (yaitu 𝑘𝑥 ∈ 𝑈 ketika 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑘 ∈

 𝔽 dengan |𝑘| ≤ 1). 

Bukti: 

Misalkan 𝑙 merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋, dan misalkan 𝑈 ≔

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) < 1}. Akan dibuktikan bahwa  

1. 𝑈 konveks  

Akan dibuktikan (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 ∈ 𝑈 ketika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 dan 𝑡 ∈ (0,1). 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 maka 𝑙(𝑥) < 1 dan 𝑙(𝑦) < 1. 

Misalkan 𝑡 ∈ (0,1) maka 𝑙((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) < 1 

Sehingga berdasarkan sifat seminorma yang ke-2 dan ke-3 yaitu 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤

𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈

𝑋 dan semua  ∈  𝔽 diperoleh  

𝑙((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ |1 − 𝑡|𝑙(𝑥) + |𝑡|𝑙(𝑦) 

𝑙((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) ≤ (1 − 𝑡)𝑙(𝑥) + (𝑡)𝑙(𝑦) 

karena 𝑙(𝑥) < 1 dan 𝑙(𝑦) < 1, maka 

𝑙((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) < (1 − 𝑡)1 + (𝑡)1 = 1 

Jadi, terbukti bahwa (1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦 ∈ 𝑈 ketika 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 dan 𝑡 ∈ (0,1) 

karena 𝑙((1 − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦) < 1. 

 



60 
 

 
 

2. Penyerapan U 

Akan dibuktikan untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟 > 0 sedemikian sehingga 

(
𝑥

𝑟
) ∈ 𝑈. 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟 > 0. 

Berdasarkan sifat seminorma yang ke-3 yaitu 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 

𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 diperoleh  

𝑙 (
𝑥

𝑟
) = |

1

𝑟
| 𝑙(𝑥) 

𝑙 (
𝑥

𝑟
) = (

1

𝑟
) 𝑙(𝑥) 

=
𝑙(𝑥)

𝑙(𝑥) + 1
 

karena 𝑙(𝑥) + 1 > 𝑙(𝑥) maka 𝑙 (
𝑥

𝑟
) < 1. 

Jadi, terbukti bahwa untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 𝑟 > 0 sedemikian sehingga 

(
𝑥

𝑟
) ∈ 𝑈. 

3. U diseimbangkan 

Akan dibuktikan bahwa 𝑘𝑥 ∈ 𝑈 ketika 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑘 ∈  𝕂 dengan |𝑘| ≤ 1. 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑈 dan 𝑘 ∈  𝕂 dengan |𝑘| ≤ 1. 

Berdasarkan sifat seminorma yang ke-3 yaitu 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 

𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 diperoleh  

𝑙(𝑘𝑥) = |𝑘|𝑙(𝑥) 

karena |𝑘| ≤ 1, maka  

𝑙(𝑘𝑥) ≤ (1)𝑙(𝑥) < 1 

Sehingga, diperoleh 𝑙(𝑘𝑥) < 1 

Jadi, terbukti  𝑘𝑥 ∈ 𝑈 yang berarti seimbang. 
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Jadi, terbukti bahwa 𝑈 konveks, penyerapan, dan seimbang.  

∎ 

 

4.4 Kekontinuan pada Seminorma 

Pada subbab ini akan dipaparkan mengenai kekontinuan pada seminorma 

yang dijelaskan pada Lemma 4.11. Sebelumnya, akan dipaparkan mengenai sifat-

sifat seminorma pada Teorema 4.6 berikut. 

Teorema 4.8 (Rudin, 1991) 

Andaikan 𝑙 adalah seminorma pada ruang vektor 𝑋 atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ), 

maka 

1. 𝑙(0) = 0 

2. |𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑦)| ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) 

3. 𝑙(𝑥) ≥ 0 

4. {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) = 0} adalah subruang dari 𝑋         

Bukti: 

Misalkan 𝑙 adalah seminorma pada ruang vektor 𝑋. 

1. Akan dibuktikan bahwa 𝑙(0) = 0 

Berdasarkan sifat homogenitas seminorma yaitu 𝑙(𝛼𝑥) = |𝛼|𝑙(𝑥), untuk 

semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua 𝛼 ∈  𝔽 

Misalkan 𝛼 = 0 maka 

𝑙(0𝑥) = |0|𝑙(𝑥) 

 𝑙(0) = 0 

 Terbukti bahwa 𝑙(0) = 0. 
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2. Akan dibuktikan bahwa |𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑦)| ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) 

Berdasarkan sifat ketaksamaan segitiga yaitu 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk 

semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 diperoleh  

𝑙(𝑥) = 𝑙(𝑥 − 𝑦 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) + 𝑙(𝑦) 

𝑙(𝑥 − 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) 

Begitu juga apabila 𝑥 dan 𝑦 ditukar akan tetap berlaku, karena 𝑙(𝑥 − 𝑦) =

𝑙(𝑦 − 𝑥) sehingga, 

𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑦) ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) 

dan 

𝑙(𝑦) − 𝑙(𝑥) ≤ 𝑙(𝑦 − 𝑥) 

diperoleh  

|𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑦)| ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦) 

Terbukti bahwa bahwa |𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑦)| ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑦). 

3. Akan dibuktikan bahwa 𝑙(𝑥) ≥ 0 

Berdasarkan Definisi 2.10 yaitu terdapat pada sifat 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 

𝑥 ∈ 𝑋. Terbukti bahwa 𝑙(𝑥) ≥ 0. 

4. Akan dibuktikan bahwa {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) = 0} adalah subruang dari 𝑋 

Misalkan 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) = 0} adalah subruang dari 𝑋 

Jika 𝑙(𝑥) = 𝑙(𝑦) = 0 dan 𝛼, 𝛽 adalah skalar maka 

a. 𝑙(𝑥) ≥ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

𝑙(0) = 0, 0 ∈ 𝑆 

b. 𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

𝑙(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑙(𝑥) + 𝑙(𝑦) ≤ 0 + 0 ≤ 0, 0 ∈ 𝑆 

c. 𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥), untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 dan semua  ∈  𝔽 
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𝑙(𝑥) = ||𝑙(𝑥) = || ∙ 0 = 0, 0 ∈ 𝑆 

Karena 𝑆 tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian makaa 

terbukti bahwa 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑙(𝑥) = 0} adalah subruang dari 𝑋. 

∎ 

Remark 4.9 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑋 dan 𝑌 merupakan ruang vektor dan misalkan 𝐹: 𝑋 → 𝑌 merupakan 

pemetaan linier. Andaikan ‖∙‖𝑌 merupakan norma di 𝑌. Untuk 𝑥 ∈ 𝑋, didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ ‖𝐹(𝑥)‖𝑌, di mana 𝑙 merupakan seminorma di 𝑋 dan terdapat norma di 𝑋 

jika dan hanya jika pemetaan 𝐹 satu-satu. 

 Di sisi lain, andaikan bahwa 𝑙: 𝑋 → ℝ merupakan seminorma di 𝑋 dan 

misalkan 𝑍 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑙(𝑥) = 0}, maka 𝑍 merupakan subruang dari 𝑋 seperti pada 

Teorema 4.8. 

Selanjutnya, akan dipaparkan mengenai norma yang ekuivalen sebagai 

berikut. 

Definisi 4.10 (Limaye, 2016) 

Misalkan ‖∙‖ dan ‖∙‖0 merupakan norma pada ruang vektor. Norma ‖∙‖ dikatakan 

lebih kuat daripada norma ‖∙‖0 jika ‖𝑥𝑛‖0 → 0 ketika ‖𝑥𝑛‖ → 0. Norma ‖∙‖ dan 

‖∙‖0 pada 𝑋 dikatakan sebanding jika satu dari keduanya lebih kuat dari yang 

lainnya dan dikatakan ekuivalen jika setiap norma lebih kuat daripada yang lainnya. 

Definisi 4.11 (Kreyszig, 1978) 

Norma ‖∙‖ pada ruang vektor 𝑋 dikatakan ekuivalen pada norma ‖∙‖0 di 𝑋 jika 

terdapat bilangan positif 𝛼 dan 𝛽 sedemikian sehingga untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

𝛽‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖. 
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Proposisi 4.12 (Limaye, 2016) 

Misalkan ‖∙‖ dan ‖∙‖0 merupakan norma pada ruang vektor 𝑋. Norma ‖∙‖ lebih 

kuat dari norma ‖∙‖0 jika dan hanya jika terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga 

‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋. 

Bukti: 

(←) Andaikan  ‖∙‖0 ≤ 𝛼‖∙‖ untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋,  

Akan dibuktikan bahwa norma ‖∙‖ lebih kuat dibanding norma ‖∙‖0. 

Misalkan  (𝑥𝑛) merupakan barisan di 𝑋 dan misalkan ‖𝑥𝑛‖ → 0  

maka 

‖𝑥𝑛‖0 ≤ 𝛼‖𝑥𝑛‖ 

karena ‖𝑥𝑛‖ → 0  maka 𝛼‖𝑥𝑛‖ sedemikian sehingga  

‖𝑥𝑛‖0 → 0 

Jadi, terbukti bahwa norma ‖∙‖ lebih kuat dari norma ‖∙‖0. 

Sebaliknya, andaikan norma ‖∙‖ lebih besar dari norma ‖∙‖0.  

Jika tidak terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga  ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, 

maka untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, terdapat barisan tak kosong 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga  

‖𝑥𝑛‖0 > 𝑛‖𝑥𝑛‖ 

Misalkan 𝑦𝑛 ≔
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
  untuk  𝑛 ∈ ℕ, diperoleh 

 ‖𝑦𝑛‖ = ‖
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
‖ =

‖𝑥𝑛‖

𝑛‖𝑥𝑛‖
=

1

𝑛
 

Sehingga ‖𝑦𝑛‖ =
1

𝑛
→ 0 karena 

1

𝑛
→ 0, akan tetapi ‖𝑦𝑛‖0 ↛ 0 karena  

‖𝑦𝑛‖0 = ‖
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
‖

0

=
‖𝑥𝑛‖0

𝑛‖𝑥𝑛‖
>

𝑛‖𝑥𝑛‖

𝑛‖𝑥𝑛‖
= 1 

Oleh karena itu, 
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‖𝑦𝑛‖ =
1

𝑛
→ 0 akan tetapi ‖𝑦𝑛‖0 ↛ 0 karena ‖𝑦𝑛‖0 > 1 

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Jadi, terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga  ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖ sehingga terbukti bahwa 

norma ‖∙‖ lebih kuat dari norma ‖∙‖0. 

(→) Andaikan norma ‖∙‖ lebih kuat dari norma ‖∙‖0. 

Akan dibuktikan terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga  ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖. 

Berdasarkan Definisi 4.11 yaitu mengenai norma yang ekuivalen di 𝑋 jika terdapat 

bilangan positif 𝛼 dan 𝛽 sedemikian sehingga untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋 

𝛽‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖ 

Sehingga pengandain diatas benar. 

Jadi, terbukti bahwa terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga  ‖𝑥‖0 ≤ 𝛼‖𝑥‖. 

∎ 

Berdasarkan sifat-sifat seminorma dan norma yang ekuivalen diperoleh 

Lemma 4.13 sebagai berikut. 

Lemma 4.13 (Limaye, 2016) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma dengan norma ‖∙‖ dan 𝑙 merupakan 

seminorma pada 𝑋, maka 𝑙 kontinu di 𝑋 jika dan hanya jika terdapat 𝛼 > 0 

sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋. 

Bukti: 

(←) Misalkan terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 𝑥 ∈

𝑋. Akan dibuktikan bahwa 𝑙 kontinu. 

Misalkan terdapat barisan (𝑥𝑛) di mana 𝑥𝑛 → 𝑥 di 𝑋, maka untuk semua 𝑛 ∈ ℕ, 

𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥) ≤ 𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) 
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dan 

𝑙(𝑥) − 𝑙(𝑥𝑛) ≤ 𝑙(𝑥 − 𝑥𝑛) 

sehingga berdasarkan Teorema 4.8 (2)   

|𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥)| ≤ 𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 

Jika ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝛿, diberikan 𝜀 > 0 dan dipilih 𝛿 = 𝜀/𝛼 maka 

|𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥)| ≤ 𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 

< 𝛼 (
𝜀

𝛼
) 

< 𝜀 

dengan demikian  

|𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥)| → 0 

Jadi, terbukti bahwa 𝑙 kontinu. 

Sebaliknya, misalkan bahwa tidak terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga  

𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ 

untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, maka untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ terdapat 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga  

𝑙(𝑥𝑛) > 𝑛‖𝑥𝑛‖ 

Berdasarkan Proporsisi 4.12 diketahui bahwa  

‖𝑦𝑛‖ =
1

𝑛
→ 0 akan tetapi ‖𝑦𝑛‖0 ↛ 0 karena ‖𝑦𝑛‖0 > 1 

Hal ini berlaku juga jika misalkan 𝑦𝑛 ≔
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
  untuk  𝑛 ∈ ℕ, diperoleh 

 ‖𝑦𝑛‖ = ‖
𝑥𝑛

𝑛‖𝑥𝑛‖
‖ =

‖𝑥𝑛‖

𝑛‖𝑥𝑛‖
=

1

𝑛
 

Sehingga, 𝑦𝑛 → 0 karena ‖𝑦𝑛‖ =
1

𝑛
→ 0 saat  𝑛 → ∞, akan tetapi 𝑙(𝑦𝑛) ↛ 0  

karena  

𝑙(𝑥𝑛) > 𝑛‖𝑥𝑛‖ 
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maka 

𝑙(𝑦𝑛) =
𝑙(𝑥𝑛)

𝑛‖𝑥𝑛‖
>

𝑛‖𝑥𝑛‖

𝑛‖𝑥𝑛‖
= 1 

Oleh karena itu, 𝑙(𝑦𝑛) > 1 untuk semua 𝑛 ∈ ℕ. 

Jadi, 𝑙 tidak kontinu pada titik 0 ∈ 𝑋 jika bahwa tidak terdapat 𝛼 > 0 sedemikian 

sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖. 

(→) Misalkan 𝑙 kontinu di 𝑋. Akan dibuktikan bahwa 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk semua 

𝑥 ∈ 𝑋. Misalkan terdapat barisan (𝑥𝑛) di mana 𝑥𝑛 → 𝑥 di 𝑋, maka untuk semua 

𝑛 ∈ ℕ 

𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) → 0 

Karena 𝑙 kontinu maka  

|𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥)| → 0 

Sehingga berdasarkan Teorema 4.8 

|𝑙(𝑥𝑛) − 𝑙(𝑥)| ≤ 𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) 

Kemudian, berdasarkan Remark 4.9 seminorma mendefinisikan norma pada 𝑋 

sebagai berikut. 

𝑙(𝑥𝑛 − 𝑥) = ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 

Jika terdapat suatu 𝛼 pada norma, maka 

𝑙(𝛼(𝑥𝑛 − 𝑥)) = ‖𝛼(𝑥𝑛 − 𝑥)‖ 

 = |𝛼|‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 

Jadi, terbukti bahwa terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk 

semua 𝑥 ∈ 𝑋. 

∎ 
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4.5 Kajian Penerapan Integrasi Topik Dengan Al-Qur’an 

Ukuran sangat terkait dalam kehidupan sehari-hari seperti mengukur 

panjang, waktu, volume, luas, kecepatan dan lain sebagainya. Dalam Al-Quran 

ukuran tersirat secara eksplisit dan implisit. Pada bab-bab sebelumnya telah 

dipaparkan mengenai penciptaan alam semesta dan seisinya, rezeki serta takdir dari 

awal sudah diperhitungkan telah memuat konsep ukuran dalam matematika. Lalu, 

pada subbab ini akan dipaparkan kembali mengenai ukuran yaitu mengenai 

pengukuran besaran panjang, volume, dan waktu.  

Salah satu contoh terkait ukuran secara eksplisit dan implisit dijelaskan pada 

Al-Qur’an yaitu terkait perhitungan amal baik dan buruk manusia di bumi saat 

yaumul hisab nanti. Secara eksplisit, perhitungan amal baik dan buruk manusia di 

bumi pada saat yaumul hisab nanti dijelaskan pada beberapa firman Allah SWT 

sebagai berikut. 

1. QS. Al-Ghasyiyah:26 

م   ابيهل لييۡنيا حِسي  ٢٦ثلمَّ إنَِّ عي

yang artinya:“kemudian, sesungguhnya kamilah yang berhak 

melakukan hisab (perhitungan) atas mereka”(QS. AlGhasyiyah:26). 

 

2. QS. Al Gafir:17 

ابِ   ِيعل ٱلۡۡسِي ي سَي َۚ إنَِّ ٱللََّّ لۡمي ٱلۡۡيومۡي بيتَۡۚ لَي ظل سي ا كي ُّ نيفۡسِۢ بمِي ىَٰ كُل ۡزي  ١٧ٱلۡۡيوۡمي تُل

yang artinya: “Pada hari ini setiap jiwa diberi balasan sesuai dengan 

apa yang telah diusahakannya. Tidak ada yang terzalimi pada hari-ini. 

Sesungguhnya Allah sangat cepat perhitungannya”(QS. Al-Gafir:17). 
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3. QS. Sad:53 

ابِ   وني لِۡيومِۡ ٱلۡۡسِي دل ا تلوعي ا مي َٰذي  ٥٣هي

yang artinya:“Inilah apa yang dijanjikan kepadamu pada hari 

perhitungan” (QS. Sad:53). 

Pada ayat-ayat diatas, yang pertama dijelaskan mengenai Allah SWT akan 

menghisab manusia atas perbuatan yang telah diperbuat di dunia dan kemudian 

menjatuhkan hukuman-Nya. Allah SWT juga memberikan peringatan kepada 

manusia tentang hari pertemuan, di mana segala sesutu akan terlihat dengan jelas, 

tanpa ada yang bisa menyembunyikan apapun.  Hal ini menegaskan bahwa pada 

hari pertemuan tersebut, dengan firman Allah SWT, “Pada hari itu, hari pertemuan, 

setiap jiwa akan diberi balasan sesuai dengan perbuatannya di dunia. Pada hari itu 

tidak ada yang akan dirugikan atau dianiaya, karena Allah SWT Yang Maha 

Bijaksana akan melakukan perhitungan dengan sangat cepat (Kemenag, 2022). 

Allah SWT akan selalu berlaku adil terhadap hamba-hamba-Nya. Di 

akhirat, setiap manusia akan menerima balasan berdasarkan usaha dan perbuatan 

mereka di dunia. Pada hari itu, tidak ada seorang pun yang akan dianiaya dan 

dirugikan. Orang yang berbuat baik akan menerima balasan baik tanpa 

pengurangan, dan orang yang berbuat jahat akan menerima balasan yang setimpal 

dengan kejahatannya. Balasan dari kejahatannya tidak akan ditambah sedikit pun. 

Hisab dan perhitungan amal tidak akan ditunda atau ditangguhkan untuk siapapun. 

Allah SWT juga menjelaskan bahwa saat hari perhitungan, ketika manusia 

dibangkitkan dari kubur dan diarahkan ke Padang Mahsyar, setiap orang akan 

diadili di hadapan-Nya sesuai dengan janji-Nya (Kemenag, 2022).  

Allah SWT menekankan bahwa semua kenikmatan di surga merupakan janji 

bagi hamba-hamba Allah SWT yang bertakwa, yang pasti akan terwujud setelah 
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seluruh manusia dibangkitkan dari kubur, dan diadili di Padang Mahsyar. 

Kenikmatan di surga bukanlah kenikmatan biasa, tetapi kenikmatan yang kekal 

(Kemenag, 2022). 

Berdasarkan pemaparan ayat-ayat di atas, secara eksplisit dijelaskan 

mengenai besaran amal yang akan dihisab dengan dilakukan perhitungan amal dan 

peringatan akan balasan-Nya. Perhitungan amal ini menunjukkan suatu ukuran 

besaran amal. Kemudian, secara implisit ukuran terkait perhitungan amal baik dan 

buruk manusia di bumi pada saat yaumul hisab nanti dijelaskan pada firman Allah 

SWT yaitu pada QS. Al-Zalzalah pada ayat 7-8 sebagai berikut. 

هلۥ   ا ييري يۡرٗ ةٍ خي الي ذيرَّ ئذِٖ مِثۡقي ا ييوۡمي يهي ن   ٧ل هلۥ  ويمي ا ييري لٗ ةٖ شي الي ذيرَّ لۡ مِثۡقي عۡمي  ٨يي
yang artinya: “Siapa yang mengerjakan kebaikan seberat zarah, dia akan melihat 

(balasan)-nya; siapa yang mengerjakan kejahatan seberat zarah, dia akan melihat 

(balasan)-nya ” (QS. Al-Zalzalah:7-8). 

Pada ayat di atas, dijelaskan bahwa setiap manusia akan mengetahui 

nasibnya sendiri. Siapapun mengerjakan kebaikan sekecil zarrah akan melihatnya 

dalam catatan amalnya dan menerima pahalanya. Dia akan merasa senang dan 

bahagia karena perbuatannya tidak sia-sia. Sebaliknya, siapapun yang melakukan 

kejahatan sekecil zarrah dan menganggapnya remeh juga akan melihatnya dalam 

catatan amalnya dan menerima balasannya. Ini merupakan bukti keadilan Allah 

SWT, yang tidak menzalimi siapa pun (Kemenag, 2022). 

Allah SWT menjelaskan secara rinci balasan untuk setiap amal manusia. 

Siapapun yang beramal baik, meskipun seberat atom, pasti akan menerima 

balasannya. Begitu pula dengan yang beramal jahat, meskipun hanya sebesar atom, 

akan merasakan balasannya. Amal kebajikan orang-orang kafir tidak dapat 

menolong atau membebaskan mereka dari siksa karena kekafirannya. Mereka akan 
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tetap menderita selama-lamanya di neraka. Dalam hal ini, kebaikan dan kejahatan 

yang diukur walaupun seberat zarah mengimplikasikan suatu ukuran yaitu terkait 

besaran berat. Ukuran amal dapat dinyatakan sebagai norma sedangkan amal baik 

dan buruk dapat dianggap sebagai ruang vektor. Fungsi norma dalam matematika 

memetakan ruang vektor ke dalam suatu bilangan riil yang memenuhi kondisi-

kondisi tertentu. Kondisi-kondisi dapat dianggap sebagai amal baik dan buruk 

manusia. Sehingga, konsep ukuran dalam matematika khususnya norma berkaitan 

erat dengan konsep-konsep ukuran dalam Al-Quran. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pada Bab IV, dapat disimpulkan sifat-sifat norma hasil bagi dan 

seminorma sebagai berikut. 

1. Suatu barisan (𝑥𝑛 + 𝑌) akan konvergen ke (𝑥 + 𝑌) di ruang hasil bagi jika 

dan hanya jika terdapat barisan (𝑦𝑛) di 𝑌 yaitu subruang tertutup dalam ruang 

bernorma sedemikian sehingga (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 di ruang bernorma 

𝑋. 

2. Pada pemetaan linier 𝐹: 𝑋 → 𝑌, di mana 𝑋 merupakan ruang bernorma dan 𝑌 

merupakan ruang vektor, didefinisikan 𝑙(𝑦) = inf{‖𝑥‖ |𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) =

𝑦} untuk 𝑦 ∈ 𝑌. Jika 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝐹(𝑥) = 𝑦 maka didefinisikan 𝑙(𝑦) =

inf{‖𝑥 + 𝑧 ‖| 𝑧 ∈ 𝑍(𝐹)}. 𝑞 merupakan seminorma begitu pula 𝑙 merupakan 

norma di ruang vektor 𝑌 jika dan hanya jika kernel 𝑍(𝐹) merupakan 

subhimpunan tertutup dari ruang bernorma 𝑋. Hal serupa terjadi pada suatu 

barisan 𝑙1, … , 𝑙𝑚 yang merupakan seminorma pada ruang vektor 𝑋. 

Didefinisikan 

𝑙(𝑥) ≔ max{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} dan 𝑙(𝑥) ≔ min{𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑚(𝑥)} 

untuk 𝑥 ∈  𝑋. Jika satu dari barisan seminorma adalah norma, maka 

seminorma merupakan norma di 𝑋. Akan tetapi, 𝑙 mungkin bukan seminorma 

meskipun masing-masing dari 𝑙1, … , 𝑙𝑚 merupakan norma di 𝑋. 
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3. Pada suatu seminorma di ruang vektor jika terdapat himpunan 𝑈 =

{𝑥 ∈ 𝑋 |𝑙(𝑥) < 1} maka 𝑈 memenuhi sifat: 𝑈 konveks, penyerapan dan 

seimbang. 

4. Seminorma 𝑙 pada ruang bernorma 𝑋 akan kontinu di ruang bernorma 𝑋 jika 

dan hanya jika terdapat 𝛼 > 0 sedemikian sehingga 𝑙(𝑥) ≤ 𝛼‖𝑥‖ untuk 𝑥 ∈

𝑋.  

 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini, penulis hanya berfokus menuliskan sifat kekonvergenan 

dari suatu norma hasil bagi pada suatu ruang hasil bagi. Diharapkan kedepannya 

dapat diteliti terkait sifat lainnya dari suatu norma hasil bagi pada suatu ruang hasil 

bagi.  
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