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ABSTRAK

Rahayuningtyas, Handrini. 2015. Bilangan Kromatik Graf Commuting dan
Noncommuting Grup Dihedral. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang. Pembimbing: (1) Dr. Abdussakir, M.Pd. (1I) Achmad
Nashichuddin, M.A.

Kata Kunci: bilangan kromatik, pewarnaan titik, pewarnaan sisi, graf commuting,
graf noncommuting, grup dihedral.

Misal G grup berhingga dan X adalah subset dari G. Graf commuting
C(G,X) adalah graf yang memiliki himpunan titik X dan dua titik berbeda akan
terhubung langsung jika saling komutatif di G. Misal G grup non abelian dan
Z(G) adalah center dari G. Graf noncommuting I; adalah suatu graf yang mana
titik-titiknya merupakan himpunan dari G\Z(G) dan dua titik x dan y terhubung
langsung jika dan hanya jika xy # yx.

Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian sebanyak k warna pada
titik sehingga dua titik yang saling terhubung langsung tidak diberi warna yang
sama. Sedangkan pewarnaan sisi pada graf G adalah dua sisi yang berasal dari
titik yang sama diberi warna yang berbeda. Adapun bilangan terkecil k sehingga
suatu graf dapat diberi k warna pada titik dan sisi inilah yang dinamakan bilangan
kromatik.

Metode penelitian yang digunakan adalah studi kepustakaan dengan
tahapan analisis yang diawali dengan menentukan elemen-elemen grup dihedral
(D,,) dengan 3<n <5 untuk graf commuting dan 3 <n < 8 untuk graf
noncommuting, menggambarkan tabel Cayley dari grup dihedral, mencari elemen-
elemen komutatif dan tidak komutatif, menggambarkan graf commuting (C(D,,))
dan graf noncommuting (T'(D,,)) dari grup dihedral, mencari pola bilangan
kromatik dari pewarnaan titik dan sisi, membangun konjektur, dan
membuktikannya sebagai teorema. Adapun hasil penelitian ini sebagai berikut:

1. Bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf commuting grup dihedral
x(C(D2,)) = n, untuk n ganjil dan genap
2. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral
x'(€(Dy,)) = 2n — 1, untuk n ganjil dan genap
3. Bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral
n+1, n ganjil
x(T(D2n)) = {n

> + 1, n genap

4. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral

, 2n—1, n ganjil
X (C(Dzn)) = {Zn —3, ngenap



ABSTRACT

Rahayuningtyas, Handrini. 2015. Chromatic Number Commuting and
Noncommuting Graphs of Dihedral Group. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, Islamic State
University of Maulana Malik lbrahim Malang. Advisors: (1) Dr.
Abdussakir, M.Pd. (I11) Achmad Nashichuddin, M.A.

Keywords: chromatic number, vertex colouring, edge colouring, commuting
graph, noncommuting graph, dihedral group.

Let G finite group and X is a subset of G. Commuting graph C(G,X) is a
graph that has a set of points X and two different vertices to be connected directly
if each commutative in G. Let G non abelian group and Z(G) is a center of G.
Noncommuting graph T'(G, X) is a graph which the the vertex is a set of G \ Z(G)
and two vertices x and y are adjacent if and only if xy # yx.

The vertex colouring of G is giving k colour at the vertex, two vertices
that are adjacent not given the same colour. Edge colouring of G is two edges that
have common vertex are coloured with different colour. The smallest number k so
that a graph can be coloured by assigning k colours to the vertex and edge called
chromatic number.

The research method used in this research is literature study with
analysis begins with determine the elements of the dihedral group 3 <n <5 for
commuting graph and 3 < n < 8 for noncommuting graph, create the Cayle’s
table, determine commutative and noncommutative elements, draw commuting
graph (C(D,,)) and noncommuting graph (T(D,,)) from dihedral group,
determine the patterns of chromatic number from vertex and edge colouring, write
the conjecture, and proof it to be theorem. The result of this research are:

1. Chromatic number from vertex colouring commuting graph of dihedral group
x(C(D;,)) = n, nisodd and even number
2. Chromatic number from edge colouring commuting graph of dihedral group
X' (€(Dyy)) = 2n — 1, nis odd and even number
3. Chromatic number from vertex colouring noncommuting graph of dihedral

group
n+1, n odd

(T (D2n) = {g +1, neven
4. Chromatic number from edge colouring noncommuting graph of dihedral

group
, _(2n—1, n odd
X (F(DZ")) - {Zn -3, n even
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G
dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka
order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g. Graf dengan order
p dan ukuran q dapat disebut graf-(p, ) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Sis e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u,v) adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), v dan e sertau
dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung dari e.
Dua sis berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika terkait
langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulise
= uv (Abdussakir, dkk, 2009:6).

Salah satu topik dalam matematika yang hingga kini masih dijadikan
sebagal alat bantu untuk memecahkan suatu masalah dalam kehidupan yaitu graf.
Secara singkat, graf merupakan himpunan titik dan sis yang saling terhubung.
Jika dikaitkan dengan kehidupan sehari-hari, menjalin hubungan baik dengan
sesama manusia merupakan syarat sejahteranya suatu kehidupan. Dalam al-Quran

dijelaskan dalam surat at-Taubah ayat 71 seperti berikut ini:
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“dan orang-orang yang beriman, lelaki dan perempuan, sebahagian mereka (adalah) menjadi
penolong bagi sebahagian yang lain. mereka menyuruh (mengerjakan) yang ma'ruf, mencegah
dari yang munkar, mendirikan shalat, menunaikan zakat dan mereka taat pada Allah dan Rasul-
Nya. mereka itu akan diberi rahmat oleh Allah; Sesungguhnya Allah Maha Perkasa lagi Maha

Bijaksana” (QS.Taubah/9:71).

Perkembangan terbaru teori graf yaitu membahas graf yang dibangun oleh
suatu grup. Misal & grup berhingga dan X adalah subset dari ;. Graf commuting
C(G,X) adalah graf yang memiliki himpunan titik X dan dua titik berbeda akan
terhubung langsung jika saling komutatif di . Jadi, titik x dan y akan terhubung
langsung di €(G,X) jika dan hanya jika xy = yx di G (Vahidi & Talehi,
2010:123). Sebaliknya. Misal & grup non abelian dan Z () adalah center dari G.
Graf noncommuting [; adalah suatu graf yang mana titik-titiknya merupakan
himpunan dari G\Z(G) dan dua titik x dan y terhubung langsung jika dan hanya
jika xy = vx (Abdollahi, dkk, 2006). Kajian tentang graf commuting telah
diangkat menjadi sebuah penelitian oleh Abussakir, dkk. (2013) tentang spektrum
dari graf commuting yang dibangun dari grup dihedral.

Perkembangan sebelumnya muncul bilangan kromatik pewarnaan titik
dan pewarnaan sisi pada graf. Pewarnaan titik pada graf  adalah pemberian
sebanyak n warna pada titik sehingga dua titik yang saling terhubung langsung
tidak diberi warna yang sama. Pewarnaan sis pada graf & adalah pemberian

sebanyak n warna pada sisi sehingga dua sisi yang saling terkait langsung tidak
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diberi warna yang sama. Bilangan n terkecil sehingga graf & dapat diwarnai
dengan caratersebut dinamakan bilangan kromatik. Bilangan kromatik titik ditulis
¥(G) dan Dbilangan kromatik sis ditulis x'(G) (Chartrand dan Lesniak,
1986:271).

Kajian tentang bilangan kromatik telah diangkat menjadi sebuah penelitian
yang dikembangkan oleh beberapa pendliti, di antaranya oleh Muhib (2013) yang
meneliti tentang “Bilangan Kromatik Pewarnaan Titik pada Graf Dual dari Graf
Piramid (Pr n*)”. Selain itu kagjian tentang bilangan kromatik juga telah diangkat
menjadi topik penelitian oleh Asis As’adi Haq (2010) yartg berjudul “Pewar acr
pada Graf Bipartis Komplit K, ,, dan Graf Tripartis T;,n — 1,n dengan m,n
Adalah Bilangan Adli”.

Perkembangan kajian dalam teori graf yang membahas tentang graf yang

dibangun dari suatu grup salah satunya yaitu grup dihedral. Grup dihedral adalah
grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n beraturan, dinotasikan D, , untuk
setigp n bilangan bulat positif dan n> 3. Dalam buku lain ada yang menuliskan
grup dihedral dengan D, (Dummit dan Foote, 1991:24-25). Kgjian tentang grup

dihedra ini telah diangkat menjadi sebuah penelitian oleh Prof. Alexandru Suciu
(2010) yang berjudul “The Dihedral Groups”.

Berdasarkan uraian di atas, sampai saat ini belum ada yang mengkaji
tentang bilangan kromatik graf commuting dan noncommuting yang dibangun dari
suatu grup. Hal inilah yang melatarbelakangi penulis mengangkat kajian tentang
bilangan kromatik dengan judul penelitian “Bilangan Kromatik Graf

Commuting dan Noncommuting Grup Dihedral.”



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah yang dikaji dalam

penelitian ini adalah sebagal berikut:
1. Bagaimana rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf
commuting grup dihedral?
2. Bagaimana rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf
commuting grup dihedral ?
3. Bagaimana rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf
noncommuting grup dihedral ?
4. Bagaimana rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf

noncommuting grup dihedral ?

1.3 Tujuan Pendlitian
Berdasarkan rumusan masalah dan fokus penelitian, maka tujuan
penelitian ini adalah sebagal berikut:
1. Untuk mengetahui rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan titik
graf commuting grup dihedral.
2. Untuk mengetahui rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan sisi
graf commuting grup dihedral.
3. Untuk mengetahui rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan titik
graf noncommuting grup dihedral.
4. Untuk mengetahui rumus umum bilangan kromatik dari pewarnaan sisi

graf noncommuting grup dihedral.



1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian ini adalah:
1. Bagi Penulis

a) Memperdalam pemahaman mengenai teori-teori dalam bidang aljabar.

b) Menambah wawasan khususnya mengenal bilangan kromatik pada graf
commuting dan noncommuting grup dihedral.

2. Bagi Pembaca

a) Menambah khazanah keilmuan dan memperdalam pengetahuan dan
wawasan baru dalam bidang aljabar.

b) Menambah wawasan dan informasi bagi mahasiswa yang sedang
menempuh teori graf dan aljabar abstrak khususnya mengenai bilangan
kromatik graf commuting dan noncommuting graf dihedral.

3. Bagi Lembaga

a) Menambah bahan kepustakaan dan untuk rujukan penelitian khususnya

tentang bilangan kromatik graf commuting dan noncommuting grup

dihedral.

1.5 Batasan Masalah

Agar pembahasan pada penelitian ini tepat pada masalah yang akan
diselesaikan, maka penulis membatasi pencarian pola dalam penulisan skripsi ini,
yaitu pada graf commuting dan noncormutng grup dihedral (D) dengan

3 < n = 5 untuk graf commuting dan 3 < n < 8 untuk graf noncommuting.



1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam peneitian ini adalah library research atau

studi kepustakaan. Metode ini dilakukan dengan mengambil rujukan yang berasal

dari buku maupun jurnal sebagai landasan teori yang berkaitan dengan bahasan

penelitian. Untuk menentukan bilangan kromatik pewarnaan titik dan sisi graf

commuting dan noncommuting grup dihedral terebih dahulu dikgi tentang

elemen-elemen pembangun dari grup dihedral-2n dengan n yang telah ditentukan.

Kemudian terbentuk graf commuting dan noncommuting dari grup dihedral

tersebut. Setelah itu, melakukan pewarnaan terhadap titik dan sisi dari setiap graf

yang telah terbentuk, sehingga didapatkan bilangan kromatik graf commuting dan

noncommuting dari grup dihedral. Adapun tahapan penelitian yang dilakukan

secara lengkap adalah sebagai berikut:

1) Menentukan elemen-elemen yanj saling komutatif pada grup dihedral-2n,
yaitu Dg, Dg, Dyg, D3, Di4, Dy

2) Menggambarkan tabel Cayley dari grup dihedra-2n, vyaitu
De, Day Dygs Dy, Dy, Dig.

3) Menggambarkan graf commuting dan noncommuting dari grup dihedral-2n,
yaitu Dg, Dg, Dyg. Dy, Dia, Dy

4) Mewarna setigp titik dan sisi pada graf commmiting dan noncommuting dari
grup dihedral-2n yaitu Dy, Dy, Dyg, Dyz, Dy, Dy,

5) Mengamati dan menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya warna yang
digunakan dari setiap graf commuting dan noncommuting grup dihedral-2n
yaitu Dg, Dg, Dyg, Dy2, Dyg, Dis.

6) Membuktikan polayang terbentuk sebagai teorema.



7) Menarik kesimpulan.

1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari 4

bab dan masing-masing bab dibagi dalam beberapa sub bab dengan penjelasan

sistematika penulisan sebagai berikut:

Bab | Pendahuluan
Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kgjian Pustaka
Pada bab ini penulis menjelaskan teori-teori yang berhubungan dengan
penelitian ini, yaitu mengena graf, dergjat titik, graf terhubung, bilangan
kromatik, grup dihedral-2n, center grup, tabel Cayley, graf commuting dan
noncommuting, serta hubungan antara Allah dengan makhluk-Nya dalam al-
Quran.

Bab 111 Pembahasan
Bab ini berisi tentang grup dihedral-2n, graf commuting dan noncommuting
dari grup dihedral-2n, pewarnaan titik dan sisi graf commuting dan
noncommuting dari grup dihedral-2n serta bilangan kromatiknya, dan pola
yang terbentuk dari bilangan kromatik pewarnaan titik dan sisi graf
commuting dan noncommuting dari grup dihedral-2n.

Bab 1V Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dan saran yang

berkaitan dengan penelitian ini.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak

kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah

himpunan (mungkin kosong) pasangan takberurutan dari titik-titik berbeda di

V(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan

dilambangkan dengan p(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G

dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka

order dan ukuran dari G masing-masing cukup ditulis p dan g. Graf dengan order

p dan ukuran g dapat disebut graf-(p, q) (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Sis e = (m,n) dikatakan menghubungkan titik m dan n. Jika e = (m,n)
adalah sisi di graf G, maka m dan n disebut terhubung langsung (adjacent), n dan
e serta m dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik m dan n disebut ujung
dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung langsung (adjacent), jika
terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk selanjutnya, sisi e = (m, n) akan
ditulis e = mn. Mengacu pada definisi graf di awal, maka beberapa hal yang dapat
dicermati adalah,

a. Himpunan titik pada graf harus tidak kosong dan berhingga. Dengan
demikian, maka definis ini hanya terbatas pada graf berhingga, yaitu graf
yang himpunan titiknya berhingga.

b. Himpunan sis adalah himpunan pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda. Kata “pasangan tak berurutan” berarti bahwa (a,b) dan (b, a)

adalah sama. Berdasarkan definisi ini, maka graf tidak boleh memuat sisi
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rangkap atau sisi paralel. Sisi rangkap atau sisi paralel adalah dua sisi atau
lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama. Kata “berbeda” berarti
bahwa pasangan berurutan tersebut tidak boleh berbentuk (a, a) ( Abdussakir,

dkk, 2009:7-8).

2.2 Dergjat Titik

Jika v adalah titik pada graf ¢, maka himpunan semua titik di & yvang
terhubung langsung dengan v disebut limghkungan dari v dan ditulis N;(v).
Derajat dari titik wdi graf G, ditulis deg;(v), adalah banyaknya sisi di i yang
terkait langsung dengan v. Dergjat tota G adalah jumlah dergjat semua titik
dalam G. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan
deges(Vv) disingkat menjadi deg(v) dan Ng(Vv) disingkat menjadi N(v). Jika dikaitkan
dengan konsep lingkungan, dergat titik v di graf G adalah banyaknya anggota
dalam N(V).

deg(v) = |N(v)]

Titik yang berdergjat O disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik yang
berdergjat 1 disebut titik ujung atau titik akhir. Titik yang berdergjat genap
disebut titik genap dan titik yang berdergat ganjil disebut titik ganjil. Dergjat
maksimum titik di G dilambangkan dengan D(G) dan dergjat minimum titik di G
dilambangkan dengan d(G) (Abdussakir, dkk, 2009:9).

Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik V(G) =

{al br c, d]’ dﬁn E(G} = {E'J_- €2, 3,64, ES-}'
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Gambar 2.1. Graf 7 dengan Himpunan Titik V{6 )

Berdasarkan gambar, diperoleh bahwa:
N(a) = {b,c,d}
N(b) = {a,c}

N(c) ={a.b,d}

N(d) = {a,c}
Dengan demikian, maka
deg(a) =3
deg(h) =2
deg(c) =3
deg(d) = 2

Diperoleh bahwa dergjat maksimum di G adalah 3 dan derajat minimum di G
adalah 2. Titik b dan d adalah titik genap, sedangkan titik a dan ¢ adaah titik
ganjil. Karena tidak ada yang berdergjat O atau 1, maka graf G tidak mempunyai
titik terisolasi dan titik ujung.

Kenyataan bahwa jumlah dergjat semuatitik yang hasilnya sama dengan

duakali banyak sisinya berlaku secara umum untuk semua graf. Hubungan antara
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jumlah derajat semuatitik dalam suatu graf (7 dengan banyak sisi, yaitu g adalah
Y=g deg(v) =2gq

Graf G dikatakan beraturan-r atau beraturan dengan derajat r jika
masing-masing titik v di G, maka deg(v) = r, untuk bilangan bulat tak negatif r.
Suatu graf disebut beraturan jika graf tersebut beraturan-r untuk suatu bilangan
bulat tak negatif r. Graf beraturan-3 biasa juga disebut dengan graf kubik. Berikut

ini merupakan contoh graf beraturan 4.

!
/
¥
\ J
il \ J
- T Y
i | - f

Gambar 2.2. Graf Beraturan 4

Graf G dikatakan komplit jika setigp dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung (adjacent). Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan

Kn. Dengan demikian, maka graf K, merupakan graf beraturan-(n — 1) dengan

= n
order p = n dan ukuran q = ”(“2 Dxe @ Sebuah graf G dikatakan bipartisi jika

himpunan titik pada G dapat dipartisi menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V,
sehingga masing-masing sisi pada graf G tersebut menghubungkan satu titik di V;
dengan satu titik di V5. Jika G adalah graf bipartisi beraturan-r, denganr > 1, maka
V.| =|V,| (Abdussakir, dkk, 2009:21).

Suatu graf G disebut bipartis komplit jika G adalah graf bipartis dan

masing-masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik
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pada partisi yang lain. Graf bipartis komplit dengan mtitik pada salah satu partisi
dan n titik pada partisi yang lain ditulis Ky,,. Graf bipartisi komplit Ky, disebut
graf bintang (star) dan dinotasikan dengan S.. Jadi, S, mempunyai order (n — 1)
dan ukuran n (Abdussakir, dkk, 2009:22).

Graf G dikatakan partisi-n komplit jika G adalah graf partisi-n dengan
himpunan partisi V1, Vo, ..., Vi, sehinggajikau € Vidanv € V,, i # ], makauv €

E(G). Jika V| = p,, maka graf ini dinotasikan dengan K o, - Urutan py, po,

I,
..., pn tidak begitu diperhatikan. Graf partisi-n komplit merupakan graf komplit Ky,
jika dan hanya jika p; = 1 untuk semuai. Jikap; =t untuk semuai, t > 1, maka
graf partisi-n komplit ini merupakan graf beraturan dan dinotasikan dengan K.

Jadi, Ky tidak lain adalah K, (Abdussakir, dkk, 2009:23).

2.3 Graf Terhubung

Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit.
Dengan kata lain, sirkuit adalah trail tertutup tak trivial. Jalan tertutup tak trivial
yang semua titiknya berbeda disebut sikel. Dengan demikian setiap sikel pasti
merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit merupakan sikel. Jika dicarikan
hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh bahwa trail tertutup dan tak trivia
pada graf G disebut sirkuit di G. Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik
u dan v dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu
graf G dikatakan terhubung, jika untuk setiagp titik u dan v yang berbeda di G
terhubung. Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap

titik u dan v di G terdapat lintasan u-v di G. Sebaliknya, jika ada dua titik u dan v
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di G, tetapi tidak ada lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak terhubung

(disconnected) (Abdussakir, dkk, 2009:55-56).

2.4 Bilangan Kromatik

Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian sebanyak n warna pada titik
sehingga dua titik yang saling terhubung langsung tidak diberi warna yang sama.
Pewarnaan sisi pada graf G adalah pemberian sebanyak n warna pada Sis
sehingga dua sisi yang saling terkait langsung tidak diberi warna yang sama.
Bilangan n terkecil sehingga graf G dapat diwarnai dengan cara tersebut
dinamakan bilangan kromatik. Bilangan kromatik titik ditulis ¥{G) dan bilangan

kromatik sisi ditulis ¥'(;) (Chartrand dan Lesniak, 1986:271).

2.5 Grup Dihedral
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan
G adalah himpunan tak kosong dan * adalah operasi biner di G yang memenuhi
sifat-sifat berikut:
1. (a*b)*c=ax*(b=*c), untuk semua a,b,c e G (yaitu * assosiatif ).
2. Adasuatu elemen edi G sehingga a*e=exa=a, untuk semuaa e G (e
disebut identitas di G).
3. Untuk setiap ae Gadasuatu element a™* di Gsehinggaa*a'=a'*a=e
(a™* disebut invers dari a)
Adapun grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika a*b=Db*a untuk
semua a,b e G (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31 dan Dummit dan Foote,

1991:13-14).
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Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n
beraturan, dinotasikan D,,, untuk setiap n bilangan bulat positif dan n>3.
Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D, (Dummit dan
Foote, 1991:24-25). Misdkan D,, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk
steD,, yang diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungs pada segi-n,
sehingga st adalah fungsi komposisi). Jika s,t akibat permutasi titik berturut-turut
s,t , maka st akibat dari s ot . Operasi biner pada D,, adalah assosiatif karena

fungs komposis adalah assosiatif. Identitas dari D,,, adalah identitas dari simetri

(yang meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari

se D,,, adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi

padatitik s , s™ akibat dari s ') (Dummit dan Foote, 1991:24-25).

Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif, maka perlu beberapa
notas dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan
selanjutnya dan membantu mengamati D, sebagai grup abstrak, yaitu:

O 1,r,r?3,..., "

@ |4=2,

(3) s # r'untuk semuai.

(4) sri#sr/ untuk semua O0<ij<n-1 dengan i=j. Jadi D, =
{1,r,7%, .., 7" L5, sr, 572, ., 5™} yaitu setiap elemen dapat dituliskan
secara tunggal dalam bentuk s*r' untuk k=0atau 1dan 0<i<n-1.

(5) sr =r71s,

(6) sr' =r~'s, untuk semua 0 < i < n (Dummit dan Foote, 1991:26).
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2.6 Center Grup
Misal G grup, center dar ¢rup G dituliskan Z(() sebagai berikut:
2(G)={zEG:zx = x2,Vx EG}
Tadi. Z(G) adalah himpunan anggota ¢ vang komutatif terhadap semua anggota

Z(() (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:229).

2.7 Graf Commuting

Misal ( adalah grup berhingga dan Xadalah subset dari G, graf
commuting (7, X) adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen
berbeda di € {7, X) terhubung langsung jika keduanya adalah elemen yang saling
komutatif di G (Nawawi, dkk, 2012).

Sebagai contoh G merupakan grup dihedra atau D,,,, maka ¢ (G, X) dapat
ditulis € (D4, X ), artinya graf commuting dari ¢rup dihedral. Karena setiap crup G
memiliki identitas (dinotaskan 1) dan Va e berlaku a-1=1-a=a
(komutatif dengan elemen identitas), maka unsur X yand beranggotakan semua
unsur grup G, herlaku X € G, artinya bisajadi X < G atau X = G. Dalam skrips
ini, penulis menjelaskan bahwa €(G,X) dapat ditulis €(G). Hal ini dikarenakan
X =, maka penulisan C{G,X) selanjutnya disingkat menjadi € (&), Misd G
adalah giup dihedra (s, ), maka selanjutnya . (Ju,, s, ) dapat ditulis menjadi
C(D,,), artinya graf commuting dari grup dihedral.

Sebagai contoh pada grup dihedral order 6 yaitu Dy = |1, 1, 1%, s, s, st}
terhadap operasi fungsi komposisi. Diambil X = Dg maka akan ditentukan unsur

yang saling komutatif melalui tabel berikut:
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Tabel 2.1. Tabel Cayley untuk 0,

| 1 r r3 5 L ;r?*l
|
1 1 r e 5 =r =T
r r 2 1 e e = 57|
i
1y ¥ 1 r = < = |
| = =T 5 1 ¥ 7
s L o = 5 e 1 ¥
grZ | gp= 4 =T r e 1

Dari Tabel 2.1 terlihat bahwa:

1. 1 komutatif dengan setiap elemen D, (sifat elemen identitas) sehingga 1
terhubung langsung dengan setiap elemen di C(Dg).

2. v st = %o r =1 merupakan elemen-elemen yang komutatif sehingga
terhubung langsung di C(D,).

3. Untuk elemen-elemen yang tidak komutatif maka elemen-elemen tersebut

tidak terhubung langsung di € (D).

2.8 Graf Noncommuting

Misal & grup non abelian dan Z(&) adalah center dari . Graf
noncommuting (T(6)) adalah suatu grai yang mana titik-titiknya merupakan
himpunan dan G\Z(G ) dan dua titik x dan y terhubung langsung jika dan hanya

jikaxy % yx (Abdollahi, dkk, 2006).

2.9 Hubungan antara Allah dengan M akhluk-Nya dalam Al-Quran
Hubungan antara Allah dengan makhluk-Nya merupakan satu hubungan

yang tidak mungkin terpisahkan. Manusia sebagai makhluk yang diciptakan oleh
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Allah tidak akan mungkin tidak bergantung pada Sang Pencipta-nya. Mulai dari

udara, air, makanan, semua sumber kehidupan yang ada merupakan pemberian

Allah untuk manusia yang ada di bumi ini. Tidak ada sesuatupun yang diminta

oleh Allah kepada manusia kecuali hanya beribadah kepada-Nya. Sesuai dengan
firman Allah Swt. yakni dalam a-Quran surat al-Bagarah ayat 21, yaitu:

B I S SR I S Gog by o ssav, @ gE .

() 0585 (Nal W83 e 2l 15l 6 A1 WSO5 yaie 1 LI G

“Hai manusia, sembahlah Tuhanmu yang telah menciptakanmu dan orang-orang yang

sebelummu, agar kamu bertakwa™ (QS. al-Bagarah/2:21).

Adapun tafsir ayat di atas menurut Jalaluddin (2010:39) dalam tafsirnya
menjelaskan bahwa kata ““yaa ayyuhan naas™ yang artinya “hai manusia”, yang
dimaksud ialah penduduk Mekkah, “u’buduu” yang artinya “sembahlah” yaitu
esakanlah. Kemudian “robbakumulladzii kholagokum’ yang artinya Tuhan yang
menciptakanmu, yang dimaksud ialah yang menumbuhkan kamu, sementara kamu
belum menjadi sesuatu. “Wa’ yang artinya “dan” menciptakan “alladziina min
goblikum la’allakum tattaquun™ yang artinya “orang-orang yang sebelum kamu,
agar kamu bertakwa.” Yakni dengan cara beribadah kepada-Nya untuk
menghindari siksa-Nya. Kata “la’alla” sebenarnya mengandung makna tarajji
(memberi harapan), namun di dalam firman Allah mengandung makan tahgiq
(memberi kepastian).

Menurut Jabir a-Jazairi (2004:68-69) dalam buku tafsirnya yang berjudul
Tafsir al-Aisar, beliau mengatakan bahwa setelah Allah menyebutkan orang-orang
beriman yang beruntung dan keadaan orang-orang kafir yang merugi maka Allah
menyebutkan orang-orang munafik yang kondisi mereka berada di antara orang-

orang yang sungguh-sungguh beriman dengan orang-orang kafir yang merugi itu.
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Selanjutnya, untuk menarik perhatian mereka seluruhnya, Allah memanggil
mereka dengan ungkapan ‘““Hai Manusia” sebagai panggilan umum untuk
manusia secara menyeluruh pada segala tempat dan masa. Allah memerintahkan
mereka untuk menyembah pada-Nya agar mereka mampu melepaskan diri dari
kerugian.

Seruan kepada manusia untuk menyembah Allah Swt. ini dijelaskan lebih
dalam oleh Yusuf Ali (2009:22) dalam kitab tafsirnya yang berjudul Tafsir Y usuf
Ali bahwa penyembahan adalah suatu tindakan tertinggi serta sikap rendah hati
yang luar biasa dalam ibadah. Keimanan manusia akan menghasilkan segala amal
shaleh. Inilah kesempatan bagi manusia yang diberikan oleh Allah. Imani
(2006:115) dalam kitab tafsir karangannya juga menjel askan makna penyembahan
yang diserukan kepada manusia. Penyembahan yang dimaksud ialah aspek
penyerahan diri yang paling tinggi kepada Dzat yang memiliki dergjat kebaikan
dan kemurahan hati yang tertinggi.

Perintah untuk menyembah Allah ini adalah perintah yang bersifat umum
bagi seluruh manusia. Adapun yang dimaksud dengan sebuah perintah yang
umum, Yyaitu ibadah yang komplit dengan menaati perintah-perintah Allah,
menjauhi larangan-Nya, dan mempercayai kabar-kabar-Nya. Lalu Allah
memerintahkan mereka kepada tujuan dari penciptaan mereka (Abdurrahman,
2007:83).

Penjelasan melalui ayat dan tafsir di atas telah menegaskan kepada
manusia untuk selalu menjaga hubungannya dengan Sang Pencipta dan tidak
menyekutukan-Nya dengan cara apapun. Akan tetapi, tidak hanya hubungan

manusia dengan penciptanya sgaah yang harus dijaga. Allah Swt. juga
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memerintahkan hamba-Nya untuk menjaga hubungan baik dengan sesama
manusia, dalam hal ini yaitu silaturrahim. Hal ini telah tertulis dalam a-Quran

surat ar-Ra’d ayat 21 berikut:
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“Dan orang-orang yang menghubungkan apa yang diperintahkan Allah agar dihubungkan, dan

mereka takut kepada Tuhannya dan takut kepada hisab yang buruk” (QS. al-Ra’d/13:21).

Beberapa riwayat menunjukkan bahwa apa yang diperintahkan Allah agar
dihubungkan adalah hubungan kekerabatan. Yakni, memelihara hubungan
kekerabatan maupun ikatan ideologis yang mencakup ikatan-ikatan kontinyu dan
mendalan dengan para pemimpin suci serta mengikuti garis wilayah
(kepemimpinan) nya (Imani, 2005:77).

Berdasarkan terjemah dari ayat di atas, “dan orang-orang yang
menghubungkan apa yang diperintahkan Allah agar dihubungkan™ dijelaskan
lebih dalam oleh al-Jazairi (2004:56) pada Tafsir al-Aisar yaitu menghubungkan
apa yang Allah perintahkan untuk dihubungkan berupa iman, islam, ihsan, dan
silaturrahim. Penjelasan serupa juga diungkapkan oleh Yusuf Ali (2009:598)
bahwa menghubungkan apa yang diperintah Allah yang dimaksud pada ayat
tersebut yaitu menghubungkan iman dengan tindakan nyata, mencintai Allah
dengan mencintai manusia, serta menghormati semua nabi tanpa membeda-
bedakan, juga mengikuti gjaran agama secara universal.

“Mereka takut kepada Tuhannya dan takut kepada hisab yang buruk.”
Mereka yang dimaksud ialah orang-orang yang menjaga silaturrahim dengan

orang-orang yang berhubungan baik dengan mereka, yang diperintahkan Allah
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Swit. untuk dipelihara. Penjagaan hubungan baik itu berupa berbakti kepada orang
tua, silaturrahim, mengasuh anak yatim, menolong orang fakir, dan memberikan
bantuan kepada orang yang tertimpa musibah (al-Qarni, 2008:350).

Pendapat serupa dikemukakan oleh ash-Shiddiegy (2000:2087) bahwa
mereka yang dimaksud pada ayat di atas adalah mereka yang menghubungi rahim
(menjalin kekerabatan) yang diperintah oleh Allah agar melakukannya. Mereka
memperlakukan kerabat-kerabatnya dengan sebaik-baiknya dan berbuat ihsan
kepada kaum kerabat yang memerlukan sesuatu kebajikan darinya dan menolak
gangguan dari mereka. Menurut lahiriyyah ayat ini, hubungan kekerabatan yang
dikehendaki oleh Allah untuk melengkapi semua perintah-Nya adalah dilarang
memutuskan hubungan persaudaraan. Masuk ke dalamnya semua hak Allah,
sebagaimana semua hak hamba.

Hubungan antara sesama manusia adalah saling tolong-menolong,
menjalin cinta dan kasih sayang sebagaimana disebutkan dalam hadits berikut
yang artinya:

“Dari Abu Hurairah r.a. bahwasanya ia berkata: “Aku mendengar Rasulullah Saw. bersabda:

“barang siapa gembira dilapangkan rizkinya dan selalu disebut-sebut kebaikannya, maka

hendaklah pelihara hubungan silaturahim”(H.R. Bukhari, Muslim, dan Turmudzi).
Dalam haditslain dikatakan bahwa:

“Dari Ibnu Abbas ia berkata: “Rasulullah Saw. bersabda: ‘“‘sesungguhnya kebajikan dan
menghubungkan silaturahim itu kedua-duanya benar-benar meringankan hisab yang buruk di hari

kiamat” (H.R. al-Khatib dari Ibnu Asakir).
Penjelasan dari ayat a-Quran dan hadits inilah yang menegaskan kepada manusia
untuk selalu menjaga hubungan baik dengan Sang Pencipa (hablumminallah) dan

sesama manusia (hablumminannas).
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PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan tentang bilangan kromatik graf commuting
dan noncommuting grup dihedral. Grup dihedral dengan operasi “o” terlebih
dahulu akan dicari elemen-elemen komutatifnya, kemudian digambarkan graf
commuting-nya dengan batasan n yaitu 3 < n < 5. Secara sama untuk kasus graf
noncommuting, akan tetapi dalam kasus noncommuting akan dicari elemen-
elemen komutatifnya, kemudian digambarkan dengan batasan n yaitu 3 < n < 8.
3.1 Bilangan Kromatik Pewarnaan Titik dan Sisi Graf Commuting dari

Grup Dihedral-2n (D,,,)

Pewarnaan titik pada graf G adalah pemberian sebanyak n warna pada titik
sehingga dua titik yang saling terhubung langsung tidak diberi warna yang sama.
Sedangkan pewarnaan sisi pada graf G merupakan pemberian sebanyak n warna
pada sisi sehingga dua sisi yang saling terkait langsung tidak diberi warna yang
sama. Bilangan terkecil sehingga graf G dapat diwarnai inilah yang disebut
dengan bilangan kromatik. Pada pembahasan ini akan dikhususkan pada graf
commuting dari grup dihedral.

3.1.1 Graf Commuting dari Grup Dihedral-6 (Dg)

Grup  dihedral-6  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu

{1,7,7%,s,sr,sr?}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya, maka diperoleh

tabel Cayley dari grup dihedral-6 seperti berikut:

21
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Tabel 3.1. Tabel Cayley untuk Dg

° 1 r | r? s | sr | sr?

2 2

Sl Sk

Tabel di atas menunjukkan elemen-elemen pembangun grup dihedral-6
(Dg) yang komutatif dan tidak komutatif. Warna biru pada tabel merupakan center
grup dihedral-6 (Dy), warna oranye merupakan elemen-elemen yang tidak
komutatif, sedangkan kotak yang tidak diberi warna merupakan elemen-elemen
grup dihedral-6 (Dg) yang komutatif. Berdasarkan tabel Cayley di atas maka dapat
diketahui elemen-elemen grup dihedral-6 yang komutatif, sehinnga diperoleh
uraian sebagai berikut:
1. Elemen r! saling komutatif,
lor=rol lor?2=1712%201 ror =’ or
2. 1 komutatif dengan elemen sr,
sol=1os srol=1osr sr201=1o0sr?
Setelah mengetahui elemen-elemen pembangun dari grup dihedral-6 yang
komutatif, selanjutnya graf commuting dari grup dihedral-6 dapat disajikan

sebagai berikut:
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Sr 2

r r?

Gambar 3.1. Graf Commuting pada Dg

Dari Gambar 3.1, jika r diberi warna merah, r2? diberi warna hijau, 1
diberi warna kuning, kemudian s,sr, dan sr? diberi warna merah, maka
pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-6 (p,) dapat disajikan sebagai

berikut:

e

Gambar 3.2. Pewarnaan Titik Graf Commuting pada Dg

Dari pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-6 (p,) di atas didapatkan
bilangan kromatik pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-6 (p,) yaitu 3,
atau dapat ditulis y(c(Dg)) = 3.

Selain bilangan kromatik dari pewarnaan titik, selanjutnya yakni bilangan
kromatik dari pewarnaan sisi. Jika sisi yang menghubungkan s dan 1 (s, 1) diberi
warna hijau, (sr,1) diberi warna kuning, kemudian (sr?,1) diberi warna biru

muda, (r2,1) diberi warna ungu, selanjutnya (r,1) diberi warna merah, dan
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(r,r?%) diberi warna kuning, maka pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral-6

(Dg) dapat disajikan sebagai berikut:

Gambar 3.3. Pewarnaan Sisi Graf Commuting pada D

Pewarnaan sisi pada graf merupakan pewarnaan semua sisi G sedemikian
hingga setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama mendapatkan warna yang
berbeda. Dari penjelasan ini dapat disimpulkan bahwa pewarnaan sisi graf
commuting grup dihedral-6 (Ds) membutuhkan warna 5, dengan kata lain dapat
dikatakan bahwa bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf commuting grup
dihedral-6 (De) adalah 5, dapat ditulis x'(C(Ds)) = 5.

3.1.2 Graf Commuting dari Grup Dihedral-8 (Dg)

Grup  dihedral-8  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu

{1,7,72,73,s,sr,sr?,sr3}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya, maka

diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-8 seperti berikut:



Tabel 3.2. Tabel Cayley untuk Dg

° 1 | r |72 | 3| s | sr|sr?|sr
1 1 r |12 | r3| s | sr|sr?|srd
rlr | 2|2 |1 |sr*| s | sr|sr?
2 | 2 e s s | s | sr
P3| 1| r |r®]| sr|sr®|srd s
s B sr B s | 1 | v | 2 S
sr ISRl sr> NS s | 2 | 1 o 1
srt|sr?|sr3| s |sr|r? | ¥ | 1 T
sro N s M srZ r | 2| rd | 1
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Berdasarkan tabel Cayley di atas maka dapat diketahui elemen-elemen

grup dihedral-8 yang komutatif. Sehingga diperoleh uraian sebagai berikut:

1. Elemen ' saling komutatif,

lor

lor2

rol

r2o1

2. 1 komutatif dengan elemen s,

sol=1os

srol =1osr

3. r? komutatif dengan elemen sr,

2 —

sore =

sror?=

TZ

2

°S

r=oSr

or

sr2o1l

ST ol

sr2or?

sr3or?

4. Elemen sr! komutatif dengan sr'*z,

Sosr? =sr

2

°S

srosr3

r

= 1 o s1°3

=1 o513

= Sr~ oSr

or

or
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Setelah mengetahui elemen-elemen pembangun dari grup dihedral-8 yang
komutatif, selanjutnya dapat dibentuk graf commuting dari grup dihedral-8 yang

dapat disajikan dalam bentuk sebagai berikut:

/Rsr
2
ST S

ST

Gambar 3.4. Graf Commuting pada Dg

Dari Gambar 3.4, misal pewarnaan titiknya dimulai dari 1. Jika 1 diberi warna
hijau, sr dan sr? diberi warna merah, sr3 dan r diberi warna kuning, 2 diberi
warna biru, 3 diberi warna merah, dan s diberi warna kuning, maka pewarnaan

titik graf commuting grup dihedral-8 (Dg) dapat disajikan seperti berikut:

Gambar 3.5. Pewarnaan Titik Graf Commuting pada Dg

Seperti yang terlihat pada Gambar 3.5, sr dan sr? dapat diberi warna yang

sama karena keduanya tidak terhubung langsung. Secara sama untuk sr3 dan r,
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dapat diberi warna yang sama karena tidak terhubung langsung. 1 diberi warna
yang berbeda dengan sr, sr2, sr3, dan r karena 1 terhubung langsung dengan sr,
sr2, sr3, dan r. Selanjutnya r? diberi warna yang berbeda dengan 1, sr, sr?,
sr3, dan r karena r? terhubung langsung dengan 1, sr, sr?, sr3, dan r. Untuk
r3, dapat diberi warna yang sama dengan sr dan sr? karena r3 tidak terhubung
langsung dengan sr dan sr2. Kemudian s dapat diberi warna yang sama dengan
sr3 dan r karena s tidak terhubung langsung dengan keduanya. Dari penjelasan
ini dapat diketahui bahwa pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-8 (Dg)
membutuhkan minimal 4 warna. Dengan demikian, bilangan kromatik pewarnaan
titik graf commuting grup dihedral-8 (Dg) adalah 4, dapat ditulis y(C(Dg)) = 4.

Selain pewarnaan titik juga terdapat pewarnaan sisi. Setelah diketahui
bilangan kromatik dari pewarnaan titiknya, selanjutnya yakni bilangan kromatik
dari pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral-8 (Dg). Misal, jika sisi-sisi graf

commuting grup dihedral-8 (Dg) diberi warna seperti tabel berikut:

Tabel 3.3. Warna Sisi Graf Commuting Grup Dihedral-8 (Dg)

Sisi Warna Sisi Warna
(1,sr) Biru tua (r3,r) Kuning
(1,s72) Hijau tua (r?,sr3) Biru muda
(1,s73) Kuning (b Merah

(1,71 Merah (r?,sr) Hijau muda
(1,72) Ungu (r?,s) Biru tua
(1,73 Biru muda 312 Hijau tua

(1,s) Hijau muda (r3,r) Ungu
(s, sr?) Kuning (sr,sr3) Hijau tua
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Dari rincian tabel warna sisi graf commuting grup dihedral-8 (Dg) di atas, maka
pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral-8 (Dg) dapat disajikan seperti

berikut:

Gambar 3.6. Pewarnaan Sisi Graf Commuting pada Dg

Pewarnaan sisi graf commuting pada Dg hampir sama dengan pewarnaan
titiknya. Sesuai dengan aturan pewarnaan sisi, sisi-sisi yang terkait dengan titik
yang sama tidak boleh diberi warna yang sama. Berdasarkan Gambar 3.6, banyak
warna yang digunakan adalah 7. Artinya bilangan kromatik pewarnaan sisi graf
commuting grup dihedral-8 adalah 7, dapat dinotasikan dengan )(’(C(Dg)) =17.
3.1.3 Graf Commuting dari Grup Dihedral-10 (D4q)

Grup  dihedral-10  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu
{1,7,72, 73,14 s,s7, 512,513, sr*}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya,

maka dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-10 berikut:
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Tabel 3.4. Tabel Cayley untuk D;,

E 1 r|r2| 3|t | 5 | sr|sr?|srd| osrt
1 1 r|r2| 3| r* | 5 | sr|sr?|sr?| srt
r r |23 r*| 1 |sr*| s | sr|sr?| osr?
2|2 | Bt 1| o | s st s | sr | sr?
e R I | r_| roMlgse? | sr3 | srt| s sr
[t it r |2 [ & (PEhsrEs | srt| s
s s | sr | sr?| sr? | sr 1 r | r Tl T4
sr [NEall =2 [(sr3 [ srt (NS Y £t | 1 T e
sr? | sr? | srd3 | srd| s o || o |l e 14 r r2
s IRl sr 8 B T N 1 r
sr* BEel s st | se2|s2 | || ® =P e 1

Berdasarkan tabel Cayley di atas maka dapat diketahui elemen-elemen
grup dihedral-10 yang komutatif. Sehingga diperoleh uraian sebagai berikut:

1. Elemen ! saling komutatif,

ko 7 =7 ol ror?=r2or r2ort=r*or?
B — T G T el —n o7 r3ort=rtor3
lor3=71301 S edy * A
lor*=7r%01 r2or3 =130r?
2. 1 komutatif dengan elemen s,
sol=1os sr?2o01=10sr? sr*ol=10sr*
srol=1osr Silinguile= R T >

Setelah mengetahui elemen-elemen pembangun dari grup dihedral-10 yang
komutatif, selanjutnya dapat dibentuk graf commuting dari grup dihedral-10 yang

dapat disajikan dalam bentuk sebagai berikut:
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Gambar 3.7. Graf Commuting pada D,

Dari Gambar 3.7, misal pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-10 (D)
dimulai dari 1. Jika 1 diberi warna kuning, s, s, sr2,sr3,sr*, dan r diberi warna
hijau, 2 diberi warna merah, r3 diberi warna biru tua, dan r* diberi warna
oranye, maka pewarnaan titik graf commuting grup dihedral-10 (D,,) dapat

disajikan dalam bentuk sebagai berikut:

Gambar 3.8. Pewarnaan Titik Graf Commuting pada D,

Gambar 3.8 menunjukkan bahwa pewarnaan titik graf commuting pada
grup dihedral-10 menggunakan 5 warna. Elemen-elemen yang tidak saling

terhubung langsung yaitu r, sr*,sr3, sr2,sr, dan s diberi warna yang sama yaitu
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hijau. Kemudian empat elemen sisanya diberi warna yang berbeda. Dari

penjelasan melalui Gambar 3.8 dapat diketahui bahwa pewarnaan titik graf

commuting dari grup dihedral-10 (D;,) membutuhkan minimal warna sebanyak 5

warna. Artinya, bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf commuting grup

dihedral-10 (D,,) adalah 5, dapat dinotasikan dengan x(C(Dy0)) = 5.

Pewarnaan berikutnya yaitu pewarnaan sisi graf commuting pada grup

dihedral-10 (D;,). Misal, jika sisi-sisi graf commuting grup dihedral-10 (Dy,)

diberi warna seperti pada tabel berikut:

Tabel 3.5. Warna Sisi Graf Commuting Grup Dihedral-10 (D,,)

Sisi Warna Sisi Warna
(1,s) Abu-abu (1,74 Ungu
(1,sr) Merah A7) Ungu
(1,s7?) Kuning (r3,r) Kuning
(1,s73) Hijau tua (r3,r?) Abu-abu
(1,srh) Biru muda (r3,r%) Biru muda
(1,7) Hijau muda 0 40 Merah
(1,72) Biru tua (r*,r?) Hijau tua
(%) oranye - -

Dari Tabel 3.5, pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral-10 (D,,) dapat

disajikan dalam bentuk seperti berikut ini:
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Gambar 3.9. Pewarnaan Sisi Graf Commuting pada D,

Gambar 3.9 menunjukkan banyaknya warna yang digunakan dalam
pewarnaan titik graf commuting pada grup dihedral-10 (D;,) adalah 9 warna.
Setiap sisi yang terkait dengan titik yang sama tidak dapat diberi warna yang
sama. Pewarnaan sisi pada graf commuting grup dihedral-10 (D,,) ini dimulai
dari elemen yang sisi-sisinya merupakan derajat tertinggi dari elemen graf
tersebut. Adapun derajat tertinggi pada graf commuting grup dihedral-10 (Dy,)
adalah 9, yaitu sisi-sisi yang terkait pada elemen 1. Dari penjelasan melalui
gambar di atas dapat disimpulkan bahwa pewarnaan sisi graf commuting pada
grup dihedral-10 (D;,) membutuhkan minimal warna sebanyak 9. Artinya
bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf commuting pada grup dihedral-10
adalah 9, dapat dinotasikan dengan x’(¢(Dyo)) = 9.

Setelah didapatkan bilangan kromatik dari pewarnaan titik dan sisi dari
setiap graf commuting pada grup dihedral-2n, dimana 3 < n < 5, maka pola yang

didapatkan dapat disajikan dalam bentuk tabel seperti berikut ini:



Tabel 3.6. Bilangan Kromatik Pewarnaan Titik dan Sisi Graf Commuting Grup D,

C(D2) x(c(D2n)) x'(€(D2n))
Dg 3 5
Dq 4 7
D1o 5 9
Dy, n 2n—1

Teorema 1

Bukti
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Misal ¢(D,,) adalah graf commuting dari grup dihedral-2n (D,,,). Maka

bilangan kromatik titik graf commuting dari grup dihedral-2n (D,,,) adalah

X(C(DZn)) =n.

Untuk n ganjil dan genap, misal diketahui v = {1,7,72, ..., 1} di D,,,

untuk i # j. Kemudian rior/ =71/ o7t untuk i,j =0,1,2,..,n—1 di

D,,,, maka r! dan r/ saling terhubung langsung di C(D,,). Karena r! dan

r/ saling komutatif, maka terdapat (r%,7/) € C(D,,) yang membentuk

subgraf komplit-n. Sehingga dibutuhkan sebanyak n warna, atau dengan

kata lain bilangan kromatik pewarnaan titik r* dan r/ yaitu n.

Misal w = {s, s7,sr?, ...,sr™ 1} dimana w hanya komutatif dengan 1 di

D,,. Artinya srt dan sr/,i,j =

Karena tidak saling komutatif, maka dapat diberi warna yang sama.

Pada n ganjil, sr¢ tidak komutatif dengan r/,j = 1,2, ...,n — 1.

0,1,2,..,n—1 tidak saling komutatif.



34

sror = sritl rosr=sri-1

= sr? =5

Karena sr' tidak komutatif dengan r/,j = 1,2, ...,n — 1, maka warna titik

srt berlaku sama dengan titik v/, j = 1,2, ..,n — 1.
Pada n genap, terdapat srz o rz = r2 o srz, sehingga warna titik srz tidak

n i . n :
boleh sama dengan rz. Selain itu, terdapat srz o r* = r' o sr2, sehingga

warna titik srz boleh sama dengan warna titik r¢, atau dengan kata lain

srt,i=0,1,2,..,n— 1 dapat diberi warna yaitu memilih dari 2 warna.

Jadi, diperoleh x(C(D,,)) = n, untuk n ganjil maupun genap.

Teorema 2

Bukti

Misal €(D,,) adalah graf commuting dari grup dihedral-2n (D,,). Maka

bilangan kromatik sisi graf commuting dari grup dihedral-2n (D,,,) adalah

x'(€(Dyp)) = 2n— 1.

Untuk n ganjil, diketahui bahwa 7ior/ =7/or!, untuk i,j=
0,1,2,..,n—1 di D,,, untuk i # j. Jadi, r* dan r/ saling terhubung
langsung di G. Di samping itu, 1 komutatif dengan semua elemen r! dan
s, sehingga 1 terhubung langsung dengan semua elemen r* dan sr’,i =
0,1,2,...,n—1di G. Karena 1 terhubung langsung dengan 2n — 1 elemen
di G, maka minimal warna yang digunakan pewarnaan sisinya yaitu
sebanyak 2n — 1 warna. Berdasarkan aturan pewarnaannya, setiap Ssisi
yang terkait dengan 1 titik yang sama diberi warna yang berbeda. Adapun

rt dan r/,i =0,1,2,..,2n —1 yang saling terhubung langsung dapat
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diberi warna dari 2n —1 warna yang telah digunakan sebelumnya.
Sehingga didapatkan bilangan kromatik sisinya yaitu X'(C(Dzn)) =2n—
1, untuk n ganjil.

Untuk n genap, diketahui bahwa Untuk n ganjil, diketahui bahwa

rior/ =riort untuk i,j = 0,1,2,..,n — 1 di D,,, untuk i # j. Jadi, r

dan r/ saling terhubung langsung di G. Walaupun rz komutatif dengan
srt,i=0,12,..,n—1, tetapi sr’,i=0,1,2,..,n—1 tidak komutatif
dengan r/ untuk j selain % Elemen 1 komutatif dengan r* dan sri,i =

0,1,2,...,n — 1 yaitu sebanyak 2n — 1 elemen. Karena 1 komutatif dengan
semua elemen r‘ dan sri,i=0,1,2,..,n—1 yaitu sebanyak 2n —1
elemen, maka 1 memiliki derajat tertinggi di G. Artinya, minimal warna
yang dibutuhkan adalah sebesar derajat tertinggi di G yaitu 1. 1 terhubung
langsung dengan 2n — 1 elemen, maka minimal warna yang digunakan
dalam pewarnaan sisi di G sebanyak 2n —1 warna. Jadi, diperoleh

bilangan kromatik sisinya yaitu x'(¢(D,)) = 2n — 1, untuk n genap.

3.2 Bilangan Kromatik Pewarnaan Titik dan Sisi Graf Noncommuting dari
Grup Dihedral-2n (D,,,)

Adapun penjelasan berikutnya pada bagian ini yaitu bilangan kromatik

dari pewarnaan titik dan sisi graf noncommuting dari grup dihedral-2n. Langkah

awal yang dilakukan sama dengan pembahasan sebelumnya pada graf commuting,

yakni memaparkan terlebih dahulu elemen-elemen dari grup dihedral-2n.
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Kemudian dari paparan tersebut dapat dibentuk graf noncommuting dari grup
dihedral-2n dan ditentukan bilangan kromatik dan kromatik sisi-nya.
3.2.1 Graf Noncommuting Grup Dihedral-6 (D)
Grup  dihedral-6  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vaitu
{1,7,72,s,sr,sr?}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya, dapat diperoleh

tabel Cayley dari grup dihedral-6 seperti berikut:

Tabel 3.7. Tabel Cayley untuk Dy

° 1 r | r2 | s | sr |sr

Sid IS ST

2

sr2isré| s |sr | r | 2| 1

Warna hijau pada tabel di atas merupakan center grup dihedral D,. Adapun
center grup dihedral-6 (Dg) yang dimaksud yaitu {1}. Dikatakan center grup
karena jika dioperasikan, 1 komutatif dengan semua elemen di Dy. Selanjutnya
warna jingga yang merupakan elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup
dihedral-6 (D¢). Elemen-elemen yang tidak komutatif tersebut dapat disajikan

sebagai berikut:

ros#sor r2os#sor? SoSr#Sros
2 2 2 2

rosr#sror ri2osr#sror sosr?#srlos

rosr?#srlor r2osr? #srlor? Srosr? # srlosr

Berdasarkan definisinya, graf noncommuting merupakan graf yang titiknya

bukan merupakan elemen-elemen center dari suatu graf G. Artinya, dilakukan
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pengambilan atau penghapusan elemen center pada graf G. Dengan demikian
center dari grup dihedral-6 (Dy) dihilangkan, sehingga graf noncommuting dari
grup dihedral D, memiliki himpunan titik-titik T, = {r,r?,s, sr, sr?}. Himpunan

titik-titik ini dapat disajikan dalam bentuk graf sebagai berikut:

Gambar 3.10. Graf Noncommuting pada D

Selanjutnya yakni melakukan pewarnaan titik pada graf noncommuting grup
dihedral-6 untuk mengetahui bilangan kromatik atau bilangan terkecil yang
digunakan untuk memberi warna pada graf tersebut. Dari Gambar 3.10, misal jika
r dan 72 diberi warna oranye, s diberi warna pink, sr diberi warna kuning, dan
sr? diberi warna biru, maka pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-6

(D) dapat disajikan dalam bentuk sebagai berikut:

ST

S

Gambar 3.11. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada Dg
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Gambar 3.11 menunjukkan pewarnaan titik graf noncommuting pada grup
dihedral-6 (Dg). r dan 2 dapat diberi warna yang sama karena keduanya tidak
terhubung langsung. Kemudian, s, sr, dan sr?2 diberi warna yang berbeda karena
s, sr, dan sr? saling terhubung langsung. Dari penjelasan melalui Gambar 3.11,
pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-6 membutuhkan minimal warna
sebanyak 4 warna. Hal ini menunjukkan bahwa bilangan kromatik dari pewarnaan
titik graf noncommuting grup dihedral-6 (Dg) adalah 4, atau dapat ditulis
x(T(Dg)) = 4.

Pewarnaan berikutnya yaitu pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup
dihedral-6 (D¢). Misal jika sisi yang menghubungkan sr dan s (sr,s) diberi
warna hijau, (sr,r) diberi warna oranye, (sr,r2) diberi warna kuning, (sr, sr?)
diberi warna ungu, (s,sr?) diberi warna oranye, (s,r) diberi warna kuning,
(s,72) diberi warna ungu, (sr?,r) diberi warna hijau, dan (sr?,72) diberi warna
biru, maka pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-6 (Dy) dapat

disajikan seperti gambar berikut:

Gambar 3.12. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada Dy
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Pewarnaan sisi pada graf merupakan pewarnaan semua sisi G sedemikian
hingga setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama mendapatkan warna yang
berebeda. Dari Gambar 3.12, dapat diketahui bahwa pewarnaan sisi graf
noncommuting grup dihedral-6 (D) membutuhkan minimal warna sebanyak 5
warna. Artinya, bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup
dihedral-6 (Dy) adalah 5, atau dapat ditulis x'(T'(Dg)) = 5.
3.2.2 Graf Noncommuting Grup Dihedral-8 (Dg)
Grup  dihedral-8  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vaitu
{1,7,72,73,s,sr,sr?,sr3}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya, maka

dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-8 seperti berikut ini:

Tabel 3.8. Tabel Cayley untuk Dg

e 1 | r |2 | 3 | s | sr | sr® | sr?

i [ T e B

r | r | |r*| 1 |sr®| s | sr|sr?
r2 (2| | 1| r |sr?|srd| s | st
3| 1] 7 r2 | sr |sr?|srd®| s
s S sr ISRl st3 | 1 7 r2 | r3
sr | sr |sr?|sr®| s | PP 1 T2
sr?|sr?|sri| s |sr| P | 13| 1 r
sr3|srd3| s | sr|sr?| r | 2|21

Sama seperti pembahasan sebelumnya, tabel di atas menunjukkan elemen-
elemen komutatif dan tak komutatif pada grup dihedral-8. Warna biru pada tabel
di atas merupakan center grup dihedral-8 yaitu {1,72}. Sedangkan warna kuning

pada tabel merupakan elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup dihedral-8.
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Adapun elemen-elemen yang tidak komutatif tersebut dapat disajikan sebagai

berikut:
ros#sor r3os#sor?3 SoSr#Sros
rosr#Sror r3osr #sror? sosr3#srios
rosr?#srlor 133870 52 Pugy 2 O3 srosr? #sr?osr
rosr3#srdor r3osr3#sr3or3 sr?2osr3#srd o sr?

Dengan menghilangkan center dari grup dihedral-8 (Dg) yairu Z(Dg) =
{1,72}, sehingga dari uraian elemen-elemen grup dihedral-8 (Dg) baik yang
komutatif maupun yang tidak komutatif, dapat menghasilkan sebuah graf

noncommuting sebagai beriut:

Gambar 3.13. Graf Noncommuting pada Dg

Langkah pertama yang dilakukan setelah mengetahui bentuk graf
noncommuting dari grup dihedral-8 (Dg), selanjutnya melakukan pewarnaan titik
pada graf tersebut. Dari Gambar 3.13, misal jika r dan r2 diberi warna oranye, s
dan sr? diberi warna kuning, kemudian sr dan sr3 diberi warna hijau, maka
pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-8 (Dg) dapat disajikan seperti

gambar berikut:
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Gambar 3.14. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada Dg

Gambar 3.14 menunjukkan bahwa elemen r dan 3 diberi warna yang
sama karena dua elemen ini tidak terhubung langsung. Kemudian dengan alasan
yang sama, elemen s dan sr? juga dapat diberi warna yang sama. Kemudian sr
juga diberi warna yang sama dengan sr3. Dengan demikian, dari Gambar 3.14
dapat disimpulkan bahwa warna yang digunakan dalam pewarnaan titik graf
noncommuting grup dihedral-8 (Dg) yaitu sebanyak 3 warna. Artinya, bilangan
kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-8 (Dg) adalah 3,
atau dapat ditulis y(T'(Dg)) = 3.

Langkah berikutnya yaitu graf pada Gambar 3.13 diberi warna pada setiap
sisinya. Misal jika setiap sisi pada graf noncommuting grup dihedral-8 (Dg) diberi

warna sesuai dengan tabel berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.9. Warna Sisi Graf Noncommuting Grup Dihedral-8 (Dg)

Sisi Warna Sisi Warna
(st,s) Oranye (sr?,sr3) Kuning
(sr,7) Hijau (s,sr3) Hijau
(sr,73) Kuning (s,1) Ungu

(sr,sr?) Ungu (r,sr?) Biru
(sr?,1) Oranye (%) Ungu
(sr?,13) Hijau (r3,s) Biru

Dari Tabel 3.9, pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-8 (Dg) dapat

disajikan seperti gambar berikut:

Gambar 3.15. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada Dg

Berdasarkan definisi pewarnaan sisi pada graf, sisi yang terkait satu titik
yang sama tidak dapat diberi warna yang sama. Seperti terlihat pada Gambar 3.15,
bahwa pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-8 (Dg) membutuhkan 5
warna. Dengan demikian dapat dikatakan bahwa bilangan kromatik pewarnaan

sisi graf noncommuting grup dihedral-8 adalah 5, atau dapat ditulis dengan

x'(T(Dg)) = 5.
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3.2.3 Graf Noncommuting Grup Dihedral-10 (D¢)
Grup dihedral-10  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu
{1,r,7%,13,1r4 s, 51,572, sr3, sr*}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya,
maka dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-10 seperti berikut ini:

Tabel 3.10. Tabel Cayley untuk D,

e 1 r | 2| 2|t | 5 | st | sr2| sr?| st
1 il T (s = e 5 | & | =2 =2 2.
r e P rt| 1 (sr*| 5 | sr |sr? | sd
2 | r | 1 sl s 2 | s &
3| | rt 1 NN 2 | s | 5= | s || =

s Bl st [ =r2| s sr 1 r | r T
sr (W=l srZ | 53 isrt s irt 1 = N\ 7 =
srz ISl st | srt| s s 2R £ 1 r|r
sr° [NEull srt | s gl =7 = (RS r
srt| sr s Er (G-l T & o= 1

Tabel di atas menunjukkan elemen-elemen pembangun grup dihedral-10
yang komutatif dan yang tidak komutatif. Warna biru pada tabel menunjukkan
center grup dihedral-10 vyaitu {1}. Sedangkan warna kuning pada tabel
merupakan elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup dihedral-10. Adapun

elemen-elemen yang tidak komutatif tersebut dapat disajikan sebagai berikut:

ros#sor r3os#sor3 SoSr #Sros
3 3 2 2

rosSr#Ssror r3osr#sror sosr?#srlos
rosr?#srior r3osr? #sr2or?3 sosr3#srd os
rosr3#sr3or r3osrd3 #£sr3 or3 sosr*#srtos
rosr*#srtor r3osr* # srtor3 srosr? # sr2osr
r2os#sor? r*os #£sor?t srosr3 #sr3osr
réosr#sror? rtosr #sror? srosr* # srtosr

r2osr?#srior? rtosr? £sr?ort sr2osrd3 # sr3osr?
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2

r2 osr3#srdor?

4

%o sr3#srd3or sr2osr* + srtosr?

2

riosrt*#srtor r¥osrt £srtort sr3osrt # srtosrs

Dengan menghilangkan center dari grup dihedral-10 (D;,) yaitu Z(D,,) =
{1}, maka dari uraian elemen-elemen grup dihedral-10 (D,,) baik yang komutatif
maupun yang tidak komutatif dapat menghasilkan sebuah graf noncommuting

sebagai berikut:

Gambar 3.16. Graf Noncommutig pada D1

Setelah mengetahui bentuk graf noncommuting dari grup dihedral-10
(D;0), selanjutnya melakukan pewarnaan titik pada graf tersebut. Setiap titik yang
terhubung langsung tidak diberi warna yang sama. Jika r,72,r3, dan r* diberi
warna yang sama yaitu oranye, s diberi warna hijau, sr diberi warna kuning, sr?
diberi warna biru, sr3 diberi warna merah, dan sr* diberi warna ungu, maka
pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-10 (D) dapat disajikan seperti

gambar berikut:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3.17. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada Dy,

Gambar 3.17 menunjukkan bahwa elemen-elemen graf noncommuting
pada D;, yang tidak terhubung langsung diberi warna yang sama. Elemen
r,r%,r3, danr* diberi warna yang sama. Sedangkan elemen-elemen graf
noncommuting pada D;, sisanya diberi warna yang berbeda satu sama lain. Hal ini
dikarenakan lima elemen yang tersisa yaitu s,sr,sr?,sr3, dan sr* terhubung
langsung satu sama lain. Dari Gambar 3.17, warna yang digunakan dalam
pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-10 (D;,) sebanyak 6 warna,
sehingga dapat disimpulkan bahwa pewarnaan titik graf noncommuting grup
dihedral-10 (D;,) membutuhkan 6 warna, atau dengan mudah dikatakan bahwa
bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-10
(D) adalah 6, atau dapat ditulis y(T'(D;0)) = 6.

Sama seperti sebelumnya, setelah mengetahui bilangan kromatik
pewarnaan titik graf noncommuting pada grup dihedral-10 (D;,), selanjutnya
melakukan pewarnaan pada sisi graf noncommuting grup dihedral-10 (D,,) untuk

mengetahui bilangan kromatik pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-
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10 (D;). Misal jika setiap sisi graf noncommuting pada grup dihedral-10 (D;,)

diberi warna seperti pada tabel berikut ini:

Tabel 3.11. Warna Sisi Graf Noncommuting Grup Dihedral-10 (D;,)

Sisi Warna Sisi Warna
(sr?,s) Merah (sr,sr%) Hijau
(sr?,sr) Kuning (sr3,5) Biru tua
(sr?,7) Hijau (sr3,7) Cokelat
(sr?,1r?) Biru tua Crirs Biru muda
(sr?,1r3) Pink (sr3,1r3) Hijau
(sr%, 1Y) Biru muda (sics,7%) Kuning
(sr?,sr3) Ungu (s,7) Hitam
(sr?,sr*) Cokelat (s,72) Hijau
(s, sT) Ungu i a7 Cokelat
(st,sr3) Pink ) Pink
(sr3,s7%) Merah cVarl ) Kuning
(sr,7) Biru muda (r,sr*) Biru tua
(sr,12) Cokelat @58 ) Pink
(sr,13) Biru tua (r3,srh Biru muda
(sr, %) Merah (rt, sr) Ungu

Dari Tabel 3.11, pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-10 (D,,) dapat

disajikan seperti gambar berikut ini:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 3.18. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada D,

Sama seperti pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral
sebelumnya, dua sisi yang terkait oleh satu titik yang sama tidak dapat diberi
warna yang sama. Dari penjelasan melalui gambar di atas dapat disimpulkan
bahwa pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-10 (D;,) membutuhkan 9

warna. Artinya, bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting dari
grup dihedral-10 (D,,) adalah 9, atau dapat ditulis dengan y’ (F((Dlo) )) =9.

3.2.4 Graf Noncommuting Grup Dihedral-12 (D)
Grup  dihedral-12  memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu

5 s,sr,sr?, sr3, srt, sr°}.  Berdasarkan  elemen-elemen

{(1,r,r3,r3,r4r
pembangunnya, maka dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-12 seperti

berikut ini:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Tabel 3.12. Tabel Cayley untuk D, ,

1 1 r|r2 | 3| r*| r®| 5 | 5r | sr%| 53| sr*| sr®
r|r | 23 et | 5| 1 | srE| 5 | sr| sr?| srd| sr?
22| 3| e8| 1| r | st st s | osr| sr?| s

sr¥| sr5| 5 | sr | sr?

r T T |Nsr J|Ssre ) sr

s [l sr | sre(sell srtlsrs| L | ¢ |72 | 7t NS
sr | sr| sri| sr¥| srt| sr¥| 5 | o 1 | P2 | P3| et
sri|sr?| sr?|sri|gpB| s | s |t | B | 1| ¢ | ¥ | P

5r

srt|sr?| sr5| s | sr [ sr¥| ¥ P2 | P3| rt | P51 T

(&1

5r

Tabel di atas menunjukkan elemen-elemen pembangun grup dihedral-12
yang komutatif dan yang tidak komutatif. Warna biru pada tabel menunjukkan
center grup dihedral-12 (D,,) yaitu {1,73}. Sedangkan warna kuning yang ada
pada tabel merupakam elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup dihedral-12
(D;5). Adapun elemen-elemen yang tidak komutatif tersebut dapat disajikan

sebagai berikut:

rTos#sor rtos#sor? SoSr#sros

4 4 2 2

rosr#sror rtosr#sror sosr2#srios
rosri#sréor rtosr? £srior? sosr*#srtos
rosr3#srdor r¥osr3£srdort sosr®#srios
rosr*#srtor rtosr* £srtort Srosr? #srlosr
rosrS#sr’or rtosr>#srior? srosrd3 #srd3osr

2 5 5

r2os#sor? ro>os#sor srosr® #srdosr
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r2 o sr#sror? r3osr#sror?® sr?osrd # srd3osr?
r2osr?#sr?or? r3osr? #sr?or?® sr?osrt # srtosr?
r2osr3#sr3or? rSosr3#srdor?® sr3osrt # srtosrd
r2osr*#srtor? rdosrt#srtor?® sr3osr® # srdosrsd
r2osr>#sr®or?2  rSosrd#srdord sr¥osrd # srdosrt

Dengan menghilangkan center dari grup dihedral-12 yaitu Z(D,,) =
{1,73}, maka dari uraian elemen-elemen grup dihedral-12 di atas dapat

menghasilkan sebuah graf noncommuting sebagai berikut:

Gambar 3.19. Graf Noncommuting pada D, ,

Setelah mengetahui bentuk graf noncommuting dari grup dihedral-12
(D;5), selanjutnya melakukan pewarnaan titik pada graf noncommuting dari grup
dihedral-12 (D,,) tersebut. Setiap titik yang terhubung langsung diberi warna
yang berbeda. Misal jika pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-12
(Dy,) dimulai dari r. Jika r,72,7°,r* diberi warna merah, s dan s> diberi warna
hijau, sr dan sr* diberi warna kuning, sr2 dan sr° ungu, maka pewarnaan titik
pada graf noncommuting dari grup dihedral-12 (D;,) dapat disajikan dalam

bentuk sebagai berikut:
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Gambar 3.20. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada D,

Gambar 3.20 menunjukkan bahwa elemen-elemen yang tidak terhubung
langsung dapat diberi warna yang sama, seperti r,72, 74, dan r°. Selain itu s dan
sr3, sr dan sr*, juga sr? dan sr° dapat diberi warna yang sama. Dari penjelasan
ini dapat diketahui bahwa pewarnaan titik graf noncommuting pada grup dihedral-
12 memerlukan warna sebanyak 4 warna. Dengan demikian dapat disimpulkan
bahwa bilangan kromatik pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral-12
(D1,) adalah 4, atau dapat ditulis y(T'(D;,)) = 4.

Setelah mengetahui bilangan kromatik pewarnaan titik graf noncommuting
dari grup dihedral-12 (D;,), selanjutnya melakukan pewarnaan sisi pada graf
noncommuting dari grup dihedral-12 (D;,) untuk mengetahui bilangan
kromatiknya. Misal jika setiap sisi pada graf noncommuting dari grup dihedral-12

(D;5) diberi warna seperti pada tabel berikut:



Tabel 3.13. Warna Sisi Graf Noncommuting Grup Dihedral-12 (D;,)

51

Sisi Warna Sisi Warna
(r,s) Ungu (r>,s) Pink
(r,sr) Biru muda (r>,sr) Ungu

(r,sr?) Biru tua (r5,sr?) Kuning
(r,sr?) Merah (r3,sr3) Hijau
(r,sr) Kuning (= %nd) Biru tua
(r,sr®) Hijau (r>,sr>) Biru muda
P, 5o Biru muda (s, sr) Oranye
(r?,sr) Hitam (s,s12) Hijau
(r?,sr?) Merah (Sysrt ) Merah
(r?,srd) Kuning (s, s1°) Kuning
(rZxs®) Hijau (sr,sr?) Pink
(r?,sr>) Biru tua & 50Y Biru tua
frdds) Biru tua G ) Merah
(r#,sr) Kuning (o7 8550 Biru muda
(r*,sr?) Hitam (sr?,sr?) Oranye
(r#,sr3) Pink (58, 55"l Ungu
(r*, sr%) Biru muda (sr3,sr>) Oranye
(r*, sr>) Ungu (sr*,sr) Pink

Berdasarkan pewarnaan sisi pada Tabel 3.13, maka pewarnaan sisi graf

noncommuting grup dihedral-12 (D, ,) dapat disajikan seperti gambar berikut:
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Gambar 3.21. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada D, ,

Gambar 3.21 menunjukkan bahwa setiap dua sisi yang terkait dengan satu
titik yang sama tidak diberi warna yang sama. Seperti yang telah dijelaskan
melalui gambar di atas, pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-12
(D;,) membutuhkan minimal warna sebanyak 9 warna. Dengan kata lain bilangan
kromatik pewarnaan sisi untuk graf noncommuting pada grup dihedral-12

(D1)adalah 9. Uraian ini dapat ditulis secara matematis yaitu y'(T'(D;5)) = 9.

3.2.5 Graf Noncommuting Grup Dihedral-14 (D14)
Grup  dihedral-14 memiliki  elemen-elemen  pembangun vyaitu

18 s,sr,sr2, sr3, sr?, sr®, sr®}. Berdasarkan elemen-elemen

{1, r,r3,r3,r4r
pembangunnya, dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-14 seperti berikut

ini:
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Tabel 3.14. Tabel Cayley untuk D, ,

5 sr | 5r° | 5T ErT | 5T

relrd |t S| e |1 r |sri|sré| s sr | sr? | sr@ | srt

i o I S B S R r | r? |sr*|sre|srf| s | sr | sr?|sr?

rt e 5 | P8 [ 1 r | r2 | r? [sr?| sr®|se® 5xf | s sr | sr

& [Frag| r5 | 1 r | r2 | r? | r* |sr®|sr?|sr|sr5|sré| s | sr

sr | &r | sr®|sr?|srt|srd|sré| s | r8 | 1 r | 22| | s

sr> BSEl sr® | srt | src (st s [ sr || PR L o e P G

st8| s | s |sr?|se?|srt | e | v ot |

Tabel 3.9 menunjukkan elemen-elemen pembangun grup dihedral-14
(D;4) yang komutatif dan tidak komutatif. Kotak yang berwarna kuning
merupakan elemen atau unsur dari grup dihedral-14 (D,,) yang tidak komutatif.
Sedangkan kotak berwarna putih merupakan elemen grup dihedral-14 (D,,) yang
komutatif. Warna biru pada tabel di atas menunjukkan center grup dihedral-14
(D14) yaitu {1}. Adapun elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup dihedral-

14 (D, ,)dapat disajikan seperti berikut ini:

res#sor r*os#sor? S oSr#sSros
4 4 2 2

T oSr#sror r*osr#sror sosr?#sr?os

rosri#srior rtosrt#sr?ort sosr3#sr3os

4

rosr3#srdor r*osr3£sr3ort

sosrt*#srtos
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rosr*#srtor r*osrt#srtort Sosr>#sr’os
rosr>#sr’or r*osr>#sr®ort sosr®#sr®os
rosr®#sr®or r*osr®#sr®ort ST osr? # sr? o sr
r2os#sor? r>os#sor? sr osr3 # sr3 o sr
r2 o sr#sror? r3osr#sror? sr osr* # srt o sr
r2osr?#sr2or? r3osr?#srior?® sr osr® # sr5 o sr
r2osr3#sr3or? r3osr3#srdor? sr osr® # sr® o sr
r2osrt#srtor? r3osr*#Esrtor® sr?osrd#srdo sr?
T2 o B sr R NI ASEG ors o SR S ST S e N sTt o 572
T oSS =W HCalr 2 o P SNNSPREE P70 2 © SfiE 0 sro e N o sr2
2 o fL=#g% 1] r&o\s -5 o r" STaR STC = Sh % 5772
r3osr#sror? e B AL " dsgd = srt % fu
72 oShe s o r 3 8 ol srlirlsnd ol m®h SiEEto Sl 2 sl of of 3
T OSSN, ) Gl of (R (S O e WSS s
o s man AN Bl cd AR el o N
O e oS R Esr RS e
NS s oN. (e SRFICN O hor SRS TON of - N ISEPNeIS P st l of s

Dengan menghilangkan center grup dihedral-14 yaitu Z(D,,) = {1}, maka
dari uraian elemen-elemen grup dihedral-14 (D;,) di atas dapat menghasilkan

sebuah graf noncommuting sebagai berikut:

Gambar 3.22. Graf Noncommuting pada D,
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Setelah mengetahui bentuk graf noncommuting dari grup dihedral-14
(D14), selanjutnya melakukan pewarnaan titik pada graf tersebut untuk
mengetahui bilangan kromatiknya. Setiap titik yang saling terhubung langsung
diberi warna yang berbeda. Misal jika 7,72, 73,7475 r® diberi warna hijau, s
diberi warna kuning, sr diberi warna merah, sr2 diberi warna biru tua, sr3 diberi
warna biru muda, sr* diberi warna oranye, sr° diberi warna abu-abu, dan sr®
diberi warna ungu, maka pewarnaan titik pada graf noncommuting dari grup

dihedral-14 (D,,) dapat disajikan sebagai berikut:

— ;ﬁ\‘ ,ku‘l_‘-‘ A
Y :"I- 4'._‘ '—";# "'
AN e e
= <7
A" 'é‘-'-ilswﬁ_
= e\
o2 W&W ...... :

Gambar 3.23. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada D,

Pewarnaan titik graf noncommuting pada grup dihedral-14 (D;,) sama
seperti pewarnaan titik graf noncommuting pada grup dihedral sebelumnya. Setiap
titik yang terhubung langsung tidak dapat diberi warna yang sama. Pada Gambar

3.23 menunjukkan bahwa elemen r,72,73,r4,r>, dan r® diberi warna yang sama,
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karena elemen-elemen ini tidak saling terhubung langsung. Kemudian
s,st,sr?,sr3,sr*, sr® dan sr® diberi warna yang berbeda satu sama lain karena
ketujuh elemen tersebut saling terhubung langsung. Dari penjelasan ini dapat
diketahui bahwa pewarnaan titik graf noncommuting pada grup dihedral-14 (D,,)
membutuhkan minimal sebanyak 8 warna. Artinya, bilangan kromatik pewarnaan
titik graf noncommuting pada grup dihedral-14 (D,,) adalah 8. Uraian ini dapat
ditulis secara matematis yaitu )((F(D14)) = i8.

Setelah mengetahui bilangan kromatik pewarnaan titik graf noncommuting
pada grup dihedral-14 (D,,), selanjutnya melakukan pewarnaan sisi graf
noncommuting pada grup dihedral-14 (D,,) untuk mengetahui bilangan kromatik
pewarnaan sisinya. Misal jika setiap sisi graf noncommuting grup dihedral-14

(D;4) diberi warna seperti uraian pada tabel berikut ini:

Tabel 3.15. Warna Sisi Graf Noncommuting Grup Dihedral-14 (D,,)

Sisi Warna Sisi Warna
(r,s) Olive (r®,sr3) Oranye
(r,sr) Hijau tua (r>5, srh) Ungu
(r,sr?) Biru muda @ s) Hijau tua
(r,sr3) Kuning (5, sr%) Kuning
(r,sr%) Hijau muda (r®,s) Biru tua
(r,sr>) Biru tua (r®, sr) Pink
(r,sr®) Oranye (r®,sr?) Ungu
(r?,s) Kuning (r®,srd) Abu-abu
(r?,sr) Olive (®, sr?) Olive
(r?,sr?) Hijau muda (r®,sr) Hitam
(r?,sr3) Biru muda (r®,sr®) Hijau tua
(r?,srh) Hijau tua (s,sr) Hitam
(r?,sr>) Oranye (s, sr?) Oranye
(r?,sr®) Biru tua (s,sr3) Hijau tua
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(r3,s) Ungu (s,sr%) Merah, accent 2
(r3, sr) Merah (s, sr%) Hijau muda
(r3,sr?) Hijau tua (s,sr°) Merah
(r3,sr3) Hijau muda (sr,sr?) Kuning
(r3,srh) Kuning (sr,sr3) Ungu
(r3,sr5) Biru muda (sr,sr%) Biru muda
(r3,sr®) Pink (sr,sr>) Abu-abu

(r4,s) Abu-abu (sr,sr®) Hijau muda
(r4, sr) Oranye (sr?,sr?) Merah
(r# sr?) Olive (st% 579 Biru tua
(rdfsr) Biru tua (sgZ sr>) Merah, accent 2
(r#, sr?) Merah (sTesrS) Hitam
(r* o) Kuning (sr3, sy Hitam
(rissz®) Biru muda (SE2yse) Olive

i) Biru muda G345 Y Merah,accent 2
(r5,sr) Biru tua (5 ) Pink
('r5’ S'rz) AbU-abU (ST4, ST6) AbU-abU

(sr5,sr®) Ungu - v

Dari Tabel 3.15, pewarnaan sisi pada graf noncommuting grup dihedral-14 (D;,)

dapat disajikan seperti gambar berikut:
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Gambar 3.24. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada D, ,

Pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-14 (D,,) dilakukan
untuk mengetahui bilangan kromatiknya. Setiap dua sisi yang terkait dengan satu
titik yang sama tidak dapat diberi warna yang sama. Dari penjelasan melalui
gambar di atas dapat diketahui bahwa pewarnaan sisi graf noncommuting pada
grup dihedral-14 (D,,) membutuhkan minimal warna sebanyak 13 warna. Maka
dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik pewarnaan sisi graf noncommuting

pada grup dihedral-14 (D,,) adalah 13, atau dapat ditulis secara matematis yaitu

x'(T(Dyy)) = 13.
3.2.6 Graf Noncommuting Grup Dihedral-16 (D)

Grup  dihedral-16 ~ memiliki  elemen-elemen  pembangun  vyaitu

5

{1,r, 72,73, r%r>, 18 r7,s,sr,sr?, sr3, sr* srd sr®, sr’}. Berdasarkan elemen-
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elemen pembangunnya, dapat diperoleh tabel Cayley dari grup dihedral-16

sebagai berikut:

Tabel 3.16. Tabel Cayley untuk D,

: 1 el | e eS| g | s | st | er? | 2r? | 2r | 22| 5
i 1 r PR el = IR R 5 gr |er® | ar® | ar® | 5rf | e | 2’
o r 2] 2 O L 1’| & or | or? | or® [ sr® | or® | ar®
o e E ) e I IPSL ) B 1 r e |=r"| = e ert | =% | = | 2t
3 on I I U 1 r r2 | er® | art | 2’ 5 sr | sr? | ar® | st
PR I e L 1 r e I I al Il Bl 5 sr | = | ar®
#led] 5 e 1 r e I I el Il I L e g sr | ar?
?,5 o 1 r w2 e B B Tl HET=C ol (L L e £ £

v | e 1 r S I I I IS I e I e e e g
5 5 o BNl I B Il S P I | e R Rl
er | e | ord|erd | o et | o | 7| = v 1 r P N L e
5-7-2 s | or® [ or® | or¥ | oe® | 27| = s | w5 | #T i e 3 o :
ep? | o | or® | or¥ | o | 2" | = er |sr®| 73| £ #T 1 r v | £ i
er® | srt | or® | ar | 207 | = ol I I e I L 1 r r2 | P2
o er | or® | 2r” | = g | or®|ard|er®| #2 #t p5 | P57 1 r Z
et [ erd =7 | el e I Il Il I I I I L 1

er |=r | = zr | er?|erd | srf| e’ | st | r P L S L L 1

Tabel 3.10 menunjukkan elemen-elemen pembangun grup dihedral-16
(D16) yang komutatif dan tidak komutatif. Kotak yang berwarna kuning
merupakan elemen atau unsur dari grup dihedral-16 (D,¢) yang tidak komutatif.
Sedangkan kotak berwarna putih merupakan elemen grup dihedral-16 (D;¢) yang
komutatif. Warna biru pada tabel di atas menunjukkan center grup dihedral-16
(Dyg) yaitu {1,7*}, karena jika dioperasikan, 1 dan r* komutatif dengan semua
elemen di D,4. Adapun elemen-elemen yang tidak komutatif pada grup dihedral-

16 (D) dapat disajikan seperti berikut ini:



60

5 5

ros#sor r>os#sor SoSr#Sros
rosr#sror r>osr#sror?® S osr?#sr?os
rosr?#sr?or r>osr?2#sr?or? sosr3#srdos
rosr3#srdor r3>osr3#srdor? Sosr®#sr®os
rosrt#srtor r3osrt#srtors s osr®#sr® o s
rosr>#sr®or B e W sosr’#sr” os
rosr®#sr®or ¥ ° o sr% £ sro ot ST osr? # sr? o sr
rosr’ #sr’ or r ¥ sr{ &%y’ o r° sr osr3 # sr3 o sr
r2os#sor? 7o o § £ S oua sr osr*# sr* o sr
W Fsr £5h omr 2 7 S\OL ST EE SIHC 1° sr osr® # sr® o sr
T o STR= T2 o N 6 o grd= gr? o b SREaSTH = S W ST
72 ol gasier spSe A 16 olgySier fgp ol SN NG R2 g dl=el o3, G2
A Ty GG A R R R g G e B
TIENEE el ) O of g 2het S| O 2 \SreTo s aslsT ol 2
e gt 2an AT Rl Od -kt e e g R
NN W G i oW I 6l Rl ol SRS R B2
RN - ¢ b SR sr3 osrS # sr5 o sr3
N A e G G e Sk R sre osr=sif & sr
& W st =52 o ] ousti = srhord ) sriteisrS = Srilfo srt
TR RSES Flspime Sy 70 spdlciagidgei i crENe gt o g1t
r3% srt=srtord. r7 o srt£srto 7 srt osr’iEisr’ o srt
r3 o WrE sro o S WSS SN B St ogF O 516 o str°
r3osr®#sr®or? 17 0sr®%sr®or’? sr®osr’ #sr’ o sr®
r3osr’#sr’or? r7osr’#sr’ or? sr®osr’ #sr” o sr

Dengan menghilangkan center dari grup dihedral-16 (D;¢) yaitu Z(D,¢) =

{1, 7*}, maka graf noncommuting dari grup dihedral-16 (D;¢) memiliki himpunan

3 5 6

titik Tp,, = {r,r% r3,r5r%r7,s,sr,sr? sr3,srt sr>, sré,sr’}.  Kemudian

hasil di atas digambarkan ke dalam bentuk graf noncommuting sebagai berikut:
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Gambar 3.25. Graf Noncommuting pada D; ¢

Setelah mengetahui bentuk dari graf noncommuting pada grup dihedral-16
(D14), selanjutnya melakukan pewarnaan titik pada graf tesebut untuk mengetahui
bilangan kromatiknya. Misal jika elemen 7,72,73,r5 7%, dan r7 diberi warna
merah, s dan sr* diberi warna hijau, sr dan sr> diberi warna kuning, sr? dan sr®
diberi warna ungu, sr3 dan sr” diberi warna biru, maka pewarnaan titik graf

noncommuting pada grup dihedral-16 (D) dapat disajikan seperti berikut ini:

Gambar 3.26. Pewarnaan Titik Graf Noncommuting pada D¢



62
Berdasarkan Gambar 3.26 dapat dilihat bahwa pewarnaan titik graf
noncommuting pada grup dihedral-16 ( D;¢) dilakukan dengan memberi warna
yang sama pada titik yang tidak terhubung langsung. Elemen r,72,73,7>,r%, dan
r’diberi warna yang sama karena enam elemen tersebut terhubung langsung.
Selanjutnya diberikan warna yang sama untuk s dan sr#, sr dan sr°, sr? dan sr®,
sr3 dan sr”. Dari penjelasan ini dapat diketahui bahwa pewarnaan titik graf
noncommuting pada grup dihedral-16 ( D;,) membutuhkan minimal warna
sebanyak 5 warna. Dengan demikian bilangan kromatik pewarnaan titik graf
noncommuting grup dihedral-16 ( D,,) adalah 5, atau secara matematis dapat
ditulis dengan y(T'(Dy¢)) = 5.
Setelah mengetahui bilangan kromatik pewarnaan titik dari graf
noncommuting pada grup dihedral-16 ( D;¢), selanjutnya melakukan pewarnaan
sisi dari graf tersebut. Misal jika setiap sisi graf noncommuting grup dihedral-16

( D1¢) diberi warna seperti tabel berikut:

Tabel 3.17. Warna Sisi Graf Noncommuting Grup Dihedral-16 (D;¢)

Sisi Warna Sisi Warna
(r,s) Ungu (re,sr) Merah
(r,sr) Merah (GRS o) Cokelat
(r,sr?) Biru muda (b Hijau tua

(r,sr3) Kuning (r®,sr7) Kuning
(r,sr*) Hijau tua (r7,s) Biru tua
(r,sr>) Pink (r7,sr) Pink
(r,sr®) Merah, accent 2 (r7,sr?) Merah,accent 2
(r,sr7) Biru tua (r7,srd) Merah
(r?,s) Kuning (r7,srh Abu-abu
(r?,sr) Hijau tua (r7, srd) Hijau tua
(r?,sr?) Merah (r7,sr®) Biru muda
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(r?,sr3) Biru tua 7, sr7) Ungu
(r?,sr?) Cokelat (s,sr) Merah,accent 2
(r?,sr’) Hijau muda (s,s12) Cokelat
(r?,sr®) Ungu (s,s13) Pink
(r?,sr7) Biru muda (s,s15) Abu-abu
(r3,s) Hijau tua (s, sr®) Oranye
(r3,sr) Kuning (s,sr7) Hijau muda
(r3,sr?) Biru tua (sr,sr?) Oranye
(r3,sr3) Ungu (st,sr3) Hijau muda
(r@¥sul) Biru muda (srfsid Ungu
(18 sr>) Oranye (sr,sr®) Abu-abu
(r3,sr®) Hijau muda (sr,sr”) Cokelat
(r3,sr7) Merah (sr?,sr3) Hijau tua
(r>5,s) Merah (sr?,sr%) Hijau muda
(r>, sr) Biru muda T 245 ) Kuning
(r5,sr?) Ungu (5Tl Abu-abu
G2 s7) Oranye ) R Hitam
(r>,srh) Kuning (Silsn° Biru muda
(r5,sr5) Biru tua (sr3,s1°) Cokelat
7,579 Hitam (s¥si2) Merah,accent 2
&>, sr’3 Hijau tua g i) Biru tua
(r8,s) Biru muda (sr?,sr7) Oranye
&°%E) Biru tua (sr5,sr®) Merah
(r®,sr?) Pink (si%, sr7) Hitam
(r,sr?) Abu-abu (sr®,sr7) Pink

Dari Tabel 3.17, pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral-16 (D,¢) dapat

disajikan seperti gambar berikut:
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Gambar 3.27. Pewarnaan Sisi Graf Noncommuting pada D,

Pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-16 (D,¢) dilakukan
dengan memberi warna yang sama pada sisi yang tidak terkait dengan satu titik
yang sama. Dari penjelasan melalui Gambar 3.27 dapat diketahui bahwa
pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-16 ( D,,) membutuhkan
minimal warna sebanyak 13 warna. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa
bilangan kromatik pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup dihedral-16
(D;¢) adalah 13, atau secara matematis dapat ditulis dengan )(’(I‘(D14)) =13.

Setelah mengetahui bilangan kromatik pewarnaan titik dan bilangan

kromatik pewarnaan sisi dari setiap graf noncommuting pada grup dihedral-2n,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



dimana 3 <n <8,

pewarnaan titik dan sisi seperti tabel berikut:

Tabel 3.18. Bilangan Kromatik Pewarnaan Titik dan Sisi Graf Noncommuting Grup D,

65

selanjutnya didapatkan pola bilangan kromatik dari

I(D2y) x(T(Dz)) x'(T(D2n))
I'(Dg) 4 5
I'(Dg) 3 5
I'(D1p) 6 9
I'(D;5) 4 9
RO 8 13
NO 5 13

n + 1,n ganjil 2n — 1, n ganjil
F(D2n) ~+1,n genap 2n — 3, n genap

Teorema 3

Misal T'(D,,) adalah graf noncommuting dari grup dihedral-2n (D),

maka bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting pada

grup dihedral-2n (D,,,) adalah y(T'(D,,)) =n+ 1 untuk n ganjil dan

x(T(D2n)) = 7 + 1 untuk n genap.

Bukti

Untuk n ganjil, diperoleh himpunan S = {r, s, sr, ..., st 1} saling tidak

komutatif di D,,, untuk i # j. Dapat dikatakan bahwa r! dan sr/, untuk

i,j=012,..,n—1 saling terhubung

langsung. Dengan demikian,

S ={r,s,sr,...,sr™"1} akan membentuk subgraf komplit terbesar di G.

Karena S = {r,s, s, ..., st™ 1} membentuk subgraf terbesar di G, maka
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bilangan clique atau order subgraf komplit terbesar graf G adalah n + 1,
yaitu kardinalitas himpunan S. Karena order dari subgraf komplit
terbesarnya adalah n + 1, maka pewarnaan titik pada graf G membutuhkan
minimal warna sebanyak n 4+ 1 warna. Dengan demikian didapatkan

bilangan kromatik titik pada graf noncommuting grup dihedral yaitu
x(T(Dy,)) = n + 1, untuk n ganjil.
Untuk n genap, diketahui bahwa Z(G) = {1,r%}. Karena r* dan sr/, untuk

i,j =0,1,2,..,n—1 tidak saling komutatif, maka r‘ dan sr’/, untuk

i,j =012,..,n—1 terhubung langsung di G, untuk i+ j. Karena

sri,i=012,..,> saling komutatif dengan sri,j=7"+1"+

2,..,n—1, maka sr’ tidak terhubung langsung dengan sr/. Namun

demikian, sri,i =0,1,2, g tidak komutatif satu sama lain. Maka
Gty = 0,1,2,...,% akan membentuk subgraf komplit. Karena sr',i =
0,1,2, g terhubung langsung dengan r, maka diperoleh subgraf komplit
terbesar yang memuat g + 1 titik. Dengan kata lain, bilangan clique atau
order subgraf komplit terbesar graf G adalah §+ 1. Karena order dari
subgraf komplit terbesar G adalah 3 + 1, maka pewarnaan titik pada graf G

membutuhkan minimal warna sebanyak §+ 1 warna. Dengan demikian,
dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik titik graf noncommuting grup

dihedral yaitu ¥(T'(D,,)) = §+ 1, untuk n genap.
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Teorema 4

Bukti

Misal T'(D,,) adalah graf noncommuting dari grup dihedral-2n (D),
maka bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting pada grup
dihedral-2n (D,,) adalah y'(T(D,,))=2n—1 untuk n ganjil dan

x'(T(D,,)) = 2n — 3 untuk n genap.

Untuk n ganjil, diketahui r* dan sr/,i,j = 0,1,2, ...,n — 1 tidak komutatif,
artinya r‘ dan sr/,i,j =0,1,2,..,n — 1 saling terhubung langsung di
D,,, untuk i # j. Karena r* dan sr/ saling terhubung langsung, maka
membentuk subgraf komplit di T'(D,,). Misal v merupakan titik di
I'(D,,,). Diketahui bahwa banyaknya titik berderajat ganjil pada sebuah
graf adalah genap, dapat ditulis X ,er(p,,)deg(v) = 2n. Pada graf
noncommuting, pada n ganjil banyaknya Z(Z(DZn)) adalah 1. Karena
pada graf noncommuting center grup tidak dimunculkan, maka dapat
ditulis D(T(D2,)) = Zvern,,) deg() — X(Z(D,,)) = 2n — 1. Dengan
demikian, minimum warna yang digunakan yaitu 2n — 1. Sehingga
didapatkan y’(T'(D,,,)) = 2n — 1 untuk n ganjil.

Untuk n genap, diketahui 7! dan sr/,i,j = 0,1,2,..,n — 1 tidak saling
komutatif, maka r‘ dan sr/,i,j = 0,1,2,...,n — 1 terhubung langsung di
I'(D,,), i # j. Diketahui bahwa banyaknya derajat titik pada sebuah graf
adalah dua kali banyak sisi. Misal v merupakan titik di T'(D,,), maka

dapat ditulis ¥ er(p,,) deg(v) = 2n. Diketahui pada graf noncommuting

Z(Dy,) = {1, rg}, maka ¥.(Z(D,)) = 2. Dari banyaknya titik dan center
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grup di I'(D,,), dapat dikatakan D(T'(D,,)) = 2n — 2. Karena sri,i =
0,1,2,...,n — 1 saling komutatif dengan sr/,j =>,>+1,>+2,..,n - 1,
maka srt,i = 0,1,2,..,n— 1 tidak terhubung langsung dengan sr/,j =

2% + 1,% +2,..,n—1, sehingga D(T(D,,))=2n—3. Karena

D(T(Dz,)) = IN(v € D,y,)| yaitu 2n — 3, maka dapat dikatakan minimal
warna yang digunakan sebanyak 2n —3 warna. Dengan demikian

%' (T(D3)) = 2n — 3 untuk n genap.

3.3 Memahami Konsep Hablumminallah dan Hablumminannas dengan
Konsep Pewarnaan Graf

Agama Islam memiliki ajaran yang membentangkan dua bentuk hubungan
yang harmonis, yaitu hablumminallah dan hablumminannas. Hablumminallah
atau hubungan manusia dengan Allah merupakan hubungan yang paling penting
dan utama dalam kehidupan manusia. Untuk membangun hubungan kepada Allah,
manusia beserta makhluk lainnya mempunyai kewajiban untuk menunaikan hak-
hak Allah, yaitu meng-Esa-kan dan tidak menyekutukan-Nya dengan yang lain
serta menjalankan syariat Allah, misalnya sholat, puasa, dan sebagainya. Akan
tetapi, hablumminallah saja tentu tidak cukup mengingat manusia merupakan
makhluk sosial yang tidak bisa hidup tanpa bantuan orang lain.

Allah telah menjelaskan dalam al-Quran surat an-Nisa ayat 36 yang

berbunyi:
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“sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan sesuatupun. dan berbuat
baiklah kepada dua orang ibu bapak, karib-kerabat, anak-anak yatim, orang-orang miskin,
tetangga yang dekat dan tetangga yang jauh, dan teman sejawat, Ibnu sabil, dan hamba
sahayamu. Sesungguhnya Allah tidak menyukai orang-orang yang sombong dan membangga-

banggakan diri” (QS. an-Nisa/4:36).

Ayat tersebut mengandung dua bentuk akhlak, yaitu akhlak kepada Allah
(hablumminallah) yang ditunjukkan dengan perintah agar manusia menjalin
hubungan yang baik kepada Allah dengan cara tidak menyekutukan-Nya dengan
yang lain. Dan akhlak terhadap sesama manusia (hablumminannas) yang
ditunjukkan dengan perintah berbuat baik kepada kedua orang tua, kerabat, anak
yatim, orang-orang miskin, tetangga dekat maupun jauh, teman sejawat, orang
yang sedang dalam perjalanan, dan hamba sahaya.

Konsep hubungan antara sesama manusia dan manusia dengan Allah juga
diterapkan dalam konsep pewarnaan sisi pada graf. Menurut Budayasa (2007:175)
sebuah pewarnaan sisi pada graf G adalah pewarnaan semua sisi G sedemikian
hingga setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama mendapatkan warna yang
berbeda. Misal graf G terdiri dari beberapa sisi (himpunan titik yang saling
terhubung) yang menjadi elemen atau unsur dari sebuah graf G. Adapun unsur-
unsur dari graf G yaitu Allah sebagai titik pusat di G, kemudian terhubung
langsung dengan titik-titik yang lain seperti manusia, hewan, dan tumbuhan.

Maka pewarnaan sisi pada graf G merupakan pewarnaan semua sisi G sedemikian
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hingga setiap sisi di G yaitu sisi manusia A, manusia B, hewan, dan tumbuhan
yang terkait dengan satu titik yang sama yaitu Allah diberi warna yang berbeda.

Adapun bentuk graf yang dimaksud dapat disajikan sebagai berikut:

......................

Manusia A

Tumbuhan

ManusiaB

Gambar 3.28. Graf Hubungan antara Makhluk dengan Allah

Berdasarkan gambar 3.34, perbedaan warna yang digunakan dalam graf
tersebut menunjukkan berbagai macam makhluk hidup yang ada di dunia yaitu
manusia, hewan, dan tumbuhan. Semua sisi yang melambangkan manusia, hewan,
dan tumbuhan terhubung langsung dan terkait satu titik yang sama yaitu Allah.
Hal ini menjelaskan bahwa tidak ada satu makhluk-pun yang dapat hidup tanpa
bergantung dengan Allah. Menjaga hubungan baik dengan Sang Pencipta
merupakan hal yang wajib, karena dengan melakukan kewajiban sebagai makhluk
yaitu beribadah hanya kepada Allah, maka Allah akan memberikan apa yang telah
dijanjikan sebagai balasan berupa nikmat kepada makhluk-Nya.

Menjaga hubungan baik dengan sesama manusia juga merupakan hal yang
wajib dalam kehidupan di dunia. Terdapat garis yang menghubungkan secara
langsung antara manusia dengan manusia. Manusia tidak akan pernah dapat hidup
dengan tanpa bantuan orang lain, karena sejatinya manusia merupakan makhluk

sosial. Adapun hubungan baik yang dimaksud vyaitu seperti saling tolong
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menolong satu sama lain. Jika hubungan baik dengan manusia dapat terjalin
dengan baik, begitu pula hubungan baik dengan Allah, maka kehidupan manusia

akan sangat berharga baik di dunia maupun di akhirat.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kessmpulan
Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, maka dapat diambil
kesimpulan mengenal bilangan kromatik graf commuting dan noncommuting dari
grup dihedral yaitu sebagai berikut:
1. Bilangan krematik dari pewarnaan titik graf commuting grup dihedra
yaitu (€ (D)) = n. untuk n ganjil dan genap.
2. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf commuting grup dihedral ialah
¥'(C(D4,)) = 2n — 1, untuk n ganjil dan genap.

3. Bilangan kromatik dari pewarnaan titik graf noncommuting grup dihedral

iaah:
n+1, n ganjil
b ? —ryy!
x(I'(D2)) = 1, n genap

4. Bilangan kromatik dari pewarnaan sisi graf noncommuting grup dihedral
ialah:

o =1, n ganjil
X [I {D;"'”}} . {Zn -3, n genap

4.2 Saran

Dalam penulisan pendlitian ini, penulis hanya membatasi pembahasan dari
graf yang dibentuk dari grup dehidral sgja. Oleh karena itu, penulis mengharapkan
kepada pembaca untuk mengembangkannya lebih luas dan menyeluruh untuk

kajian graf lain.
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