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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Persamaan gelombang air dangkal merupakan salah satu persamaan yang 

sering terkait pada berbagai fenomena alam. Hapsari (2014:1) menyebutkan 

bahwa gelombang air dangkal adalah gelombang yang terjadi pada permukaan air 

dangkal di mana panjang gelombang cukup besar dibandingkan kedalamannya. 

Salah satu contoh dari persamaan gelombang air dangkal yaitu gelombang 

tsunami yang memiliki periode gelombang yang sangat besar dan gelombangnya 

tidak mudah hilang ataupun tereduksi (Camfield, 1980:17).  

Persamaan gelombang air dangkal merupakan salah satu model gelombang 

permukaan yang banyak digunakan untuk mensimulasikan penyebaran gelombang 

permukaan yang berjalan dua arah dalam ruang 1D. Persamaan air dangkal 1D 

mengasumsikan gelombang air sebagai masalah satu dimensi, yakni sebagai 

fungsi satu variabel ruang x dan variabel waktu t. Dinamika dari fenomena 

gelombang air dangkal dapat diketahui melalui solusi dari persamaan diferensial 

parsial tersebut. Solusi yang diperoleh bermanfaat untuk memprediksi kemana air 

akan mengalir, kecepatan aliran air, luas daerah dampak air yang datang dan rute 

penyelamatan untuk lari ke daerah yang lebih aman (Hapsari, 2014:1). Sehingga 

persamaan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah persamaan air dangkal 1D. 

Hal ini dilakukan untuk menyederhanakan masalah sehingga mempermudah 

dalam perhitungan. 

Secara umum, untuk mencari solusi dari suatu permasalahan yang rumit 

dapat dilakukan estimasi atau perkiraan. Sebagaimana konsep dari metode 
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numerik adalah menghampiri solusi eksak dengan proses atau teknik tertentu 

untuk mendapatkan solusi numerik dari suatu persoalan matematika. Metode 

numerik dalam bahasa matematika lainnya dapat disebut dengan estimasi atau 

taksiran (Mufida, 2014:1). Konsep estimasi juga telah dijelaskan dalam al-Quran 

sebagaimana Allah Swt. berfirman dalam surat al-Shaffat/37:147:  

               

 

“Dan Kami utus Dia kepada seratus ribu orang atau lebih” (QS. al-

Shaffat/37:147). 

 

Berdasarkan ayat tersebut dapat diketahui bahwasanya Allah Swt. telah 

memberikan petunjuk-Nya kepada umat manusia tentang konsep estimasi. 

Estimasi dalam ayat tersebut tidak disebutkan secara langsung, namun dari ayat 

tersebut tersirat makna hampiran atau kesan ketidakyakinan akan jumlah “seratus 

ribu atau lebih”. Menurut penulis, kata “aw yaziiduun” dalam ayat tersebut 

memberikan kesan ketidakpastian jumlah orang yang disebutkan. Dapat diambil 

kesimpulan bahwa jumlah orang yang dimaksud dalam ayat tersebut 

dimungkinkan lebih dari seratus ribu. Seratus ribu bukanlah jumlah yang 

sebenarnya melainkan jumlah hampiran atau taksiran (Abdussakir, 2014:95-96). 

Jumlah taksiran dalam ayat tersebut seperti yang ada pada konsep metode 

numerik yang menghasilkan solusi numerik. Sehingga berdasarkan ayat tersebut 

maka untuk mendapatkan solusi dari persamaan gelombang air dangkal yang 

mendekati solusi eksak dapat digunakan metode numerik. Dengan demikian, dari 

penelitian ini didapatkan ilmu pengetahuan yang baru yang merupakan salah satu 

bukti kekuasaan Allah Swt.. 

Salah satu metode numerik yang biasa digunakan selain metode elemen 
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beda hingga adalah metode volume hingga yang merupakan pendekatan yang 

digunakan dalam perhitungan dinamika fluida dengan menyelesaikan persamaan 

yang akan dicari solusinya melalui kontrol diskrit serta didiskritkan menjadi 

persamaan baru (Mungkasi dan Robert, 2012:13). Metode volume hingga 

merupakan metode yang sesuai untuk simulasi numerik dari berbagai macam tipe 

(misalnya: elliptic, parabolic, atau hyperbolic) dalam hukum konservasi, lebih 

khusus digunakan dalam beberapa bidang teknik seperti mekanika fluida, panas, 

dan perpindahan massa. Kelebihan dari metode volume hingga adalah dapat 

digunakan dalam kondisi struktur dasar yang berubah-ubah dan memberikan hasil 

yang stabil (Eymard, dkk, 2006:4). Metode ini juga memberikan error yang kecil.  

Skema Godunov merupakan salah satu skema yang sering digunakan  

dalam metode volume hingga, yang mana skema Godunov merupakan salah satu 

contoh dari skema numerik yang dalam penurunannya dilakukan dengan 

mengaproksimasi penyelesaian sebagai jumlah dari fungsi linier/polinomial 

sepotong-sepotong yang didefinisikan atas setiap sel-grid (LeVeque, 2002:76). 

Skema Godunov ini akan mempermudah dalam perhitungan dengan 

menyelesaikan masalah Riemann. Dalam metode volume hingga, skema Godunov 

digunakan untuk menghitung indeks setengah yang muncul dari pendiskritan 

dengan menggunakan metode volume hingga, sehingga mempermudah dalam 

perhitungan. 

Suatu permasalahan persamaan diferensial parsial dapat menjadi stabil 

dan tidak stabil (Zauderer, 2006:793-795). Suatu konsep kestabilan dan 

ketidakstabilan dapat diterapkan dalam metode volume hingga skema Godunov 

ini. Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan adalah kestabilan von 
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Neumann atau juga dikenal dengan stabilitas Fourier yang mana syarat 

kestabilannya adalah mutlak dari   kurang dari atau sama dengan 1. Selanjutnya, 

konsistensi dari solusi dengan sendirinya akan terpenuhi jika limit             

dengan nilai yang sekecil-kecilnya akan menuju 0. Jika syarat kestabilan dan 

konsistensi terpenuhi maka solusi numerik tersebut akan mendekati solusi 

analitik. 

Pada penelitian sebelumnya, Hapsari (2014:74-75) menyatakan bahwa 

persamaan gelombang air dangkal linier 1D memiliki solusi analitik pada kasus 

bendungan bobol. Pada penelitian tersebut, Hapsari membatasi topografi dasar 

permukaan  yang mendatar dan tanpa adanya gesekan air. Hapsari (2014:3) juga 

menyatakan bahwa persamaan gelombang air dangkal sebelumnya telah diteliti 

oleh Stoker (1957), Liggett (1994), dan Acheson (1990), serta Billingham dan 

King (2000) yang  meneliti gelombang air dangkal pada topografi mendatar. 

Topografi mendatar membuat model gelombang tersebut menjadi lebih sederhana 

dibandingkan pada topografi miring atau sembarang. 

  Besson, dkk (2005:2-4) menyatakan persamaan gelombang air dangkal 

dengan menggunakan metode elemen hingga memiliki solusi numerik yang  stabil 

dengan kondisi geometri yang tidak berubah-ubah. Dalam jurnal tersebut 

mengansumsikan bahwa kondisi geometri yang sudah ditentukan adalah 

mengabaikan gundukan dan efek lelehan endapan, serta kemiringan dari domain 

sangat kecil. Oleh karenanya untuk kondisi geometri yang memiliki kemiringan 

besar serta terdapat efek lelehan endapan dan gundukan yang tidak diabaikan, 

metode ini tidak memberikan hasil yang akurat.  



5 

 

Pada penelitian Kampf (2009:69-70), membahas tentang persamaan 

gelombang air dangkal linier 1D dengan menggunakan metode beda hingga dan 

diberikan satu kondisi awal yaitu   (   )       (
   

 
) dan  (   )  

      (
   

 
)  Dari hasil penelitian tersebut diperoleh bahwa persamaan gelombang 

air dangkal linier 1D stabil dengan nilai awal yang telah diberikan tersebut. 

Sehingga pada penelitian ini, penulis mengembangkan penelitian Kampf yaitu 

dengan menggunakan metode volume hingga skema eksplisit dan memberikan 

nilai awal yang berlaku umum. Dengan demikian, maka harapan penulis dalam 

penelitian ini adalah mendapatkan penyelesaian yang mendekati solusi analitik 

dengan menggunakan metode volume hingga pada persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D.  

Berdasarkan uraian di atas maka judul yang diangkat dalam penelitian ini 

adalah “Penyelesaian Numerik Persamaan Gelombang Air Dangkal Linier 1D 

Menggunakan Metode Volume Hingga”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal linier 1D 

menggunakan metode volume hingga? 

2. Bagaimana syarat kestabilan dan kekonsistenan dari persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D menggunakan metode volume hingga? 

3. Bagaimana hasil simulasi penyelesaian numerik persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D menggunakan metode volume hingga?   
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan penelitian ini adalah: 

1. Mengetahui penyelesaian persamaan gelombang air dangkal linier 1D 

menggunakan metode volume hingga. 

2. Mengetahui syarat kestabilan dan kekonsistenan dari persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D menggunakan metode volume hingga. 

3. Mengetahui hasil simulasi penyelesaian numerik persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D menggunakan metode volume hingga 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penelitian ini sebagai tambahan wawasan dan 

pengetahuan mengenai prosedur penyelesaian persamaan gelombang air dangkal 

linier 1D dengan menggunakan metode volume hingga, serta dapat menemukan 

metode yang akurat dalam menyelesaikan persamaan tersebut. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Untuk mendekati sasaran yang diharapkan, maka perlu adanya pembatasan 

permasalahan, antara lain: 

1. Persamaan gelombang air dangkal linier 1D yang digunakan adalah 

  

  
    

  

  
 

  

  
  

 (  )

  
 

(Kampf, 2009:69). 
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2. Asumsi yang digunakan untuk syarat awal dan kondisi batas yang digunakan 

yaitu: 

kondisi batas untuk     

 (   )     ( )                (   )    ( ) 

kemudian          

 (   )    ( )                   (   )    ( ) 

dan syarat awal untuk    dan   adalah: 

 (   )   ( )                    (   )   ( ) 

3. Skema yang digunakan dalam penelitian ini adalah skema eksplisit Godunov. 

  

1.6 Metode Penelitian 

Teknik kajian yang digunakan dalam pembahasan penelitian ini adalah 

penelitian kepustakaan (library research) dan deskriptif kualitatif dengan data 

simulasi. Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan penelitian ini antara lain: 

1. Melakukan diskritisasi pada persamaan gelombang air dangkal linier 1D 

menggunakan metode volume hingga skema eksplisit Godunov. 

2. Menentukan syarat kestabilan. 

3. Menentukan syarat konsistensi. 

4. Melakukan simulasi dari metode yang digunakan. 

5. Interpretasi hasil. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Dalam penulisan skripsi  ini, penulis menggunakan sistematika penulisan 
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yang terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan 

sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan, yang meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka, yang meliputi: penyelesaian masalah dalam Islam,  

persamaan gelombang air dangkal, metode volume hingga, skema 

Godunov, kestabilan, konsistensi, konvergensi, dan deret Taylor.   

Bab III Pembahasan, yang meliputi diskritisasi, konvergensi, analisis 

kestabilan, analisis konsistensi, simulasi dan interpretasi hasil, serta 

kajian keagamaan. 

Bab IV Penutup, pada bab ini terdiri atas kesimpulan serta saran-saran yang 

berkaitan dengan permasalahan yang dikaji. 
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BAB II  

KAJIAN PUSTAKA 

 

 Penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal linier 1D pada 

penelitian ini adalah dengan menggunakan metode volume hingga, serta 

menentukan syarat kestabilan dan kekonsistenan dari metode tersebut. Untuk 

menentukan kekonsistenan maka digunakan deret Taylor. Oleh sebab itu pada 

bagian ini dijelaskan tentang persamaan gelombang air dangkal, metode volume 

hingga, skema Godunov, stabilitas, konsistensi dan konvergensi, serta deret 

Taylor dalam penentuan kekonsistenan. 

 

2.1 Persamaan Gelombang Air Dangkal 

Hapsari (2014:1) menyatakan bahwa gelombang air dangkal adalah 

gelombang yang terjadi pada pemukaan air dangkal di mana panjang gelombang 

cukup besar dibandingkan kedalamannya. Persamaan gelombang air dangkal 

merupakan salah satu model gelombang permukaan yang banyak digunakan untuk 

mensimulasikan penyebaran gelombang permukaan yang berjalan dua arah dalam 

ruang 1D dan  ke segala arah untuk ruang 2D. Pada perairan yang sangat dangkal, 

kecepatan vertikal dalam air dapat diabaikan dan gelombangnya dinamakan 

sebagai gelombang panjang, profil dari gelombang dan penyebarannya dapat 

dimodelkan menggunakan pengintegralan secara vertikal terhadap persamaan dari 

prinsip konservasi massa dan konservasi momentum.  

Persamaan air dangkal merupakan persamaan bagi gelombang air yang 

permukaannya dipengaruhi oleh kedalaman. Sistem dianggap air dangkal jika 



10 

 

 

 

kedalaman fluida jauh lebih kecil daripada panjang gelombangnya atau persamaan 

air dangkal hanya berlaku untuk gelombang yang memiliki perbandingan 

amplitudo gelombang dan panjang gelombangnya sebesar 1:10. Persamaan air 

dangkal berlaku untuk fluida yang memiliki masa jenis konstan, tidak kental, 

tidak dapat ditekan yang mengalir secara irratational. Dalam hal ini, persamaan 

air dangkal merupakan persamaan bagi gelombang air yang profil permukaannya 

dipengaruhi oleh kedalaman (Kampf, 2009:68-70). 

Persamaan gelombang air dangkal terdiri atas dua persamaan yang 

diperoleh dari konservasi massa dan konservasi momentum. Hapsari (2014:3-4) 

menyatakan bahwa penurunan secara fisis persamaan gelombang air dangkal 1D  

telah dikaji melalui tulisan ilmiah yang berasal dari Massachusess Institute of 

Technology, serta penurunan dan penjabaran hukum konservasi secara matematis 

diberikan lebih tuntas oleh LeVeque (1992) dan Liggett (1994). Selain itu, peneliti 

lain yang mengkaji penurunan persamaan gelombang air dangkal adalah 

Billingham dan King (2000), Mungkasi (2011), Stoker (1957), dan Acheson 

(1990).  

Kampf (2009:69) menyebutkan persamaan gelombang air dangkal linier 

1D memiliki bentuk sebagai berikut: 
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2.2 Metode Volume Hingga 

Metode Volume Hingga adalah metode diskritisasi yang sesuai untuk 

simulasi numerik dari berbagai macam tipe hukum konservasi, biasanya 

digunakan pada perubahan secara geometri, baik permukaan terstruktur maupun 

tidak terstruktur, dan mengarah pada skema yang lebih kuat (Eymard, dkk, 

2006:4). 

Sebagai contoh pengunaan persamaan difusi kesetimbangan yang dimiliki 

oleh    pada domain 1D didefinisikan seperti  Gambar  2.1 di bawah ini. Proses 

tersebut ditentukan dengan 

 

  
 (  

  

  
)      

(2.1) 

dimana   adalah koefesien difusi dan   adalah sumber massa. Syarat batas   pada 

tiitik A dan B sudah ditentukan (Versteeg dan Malalasekera, 2007:115). 

    Batas kontrol volume  

     

  P           E 

   A                                                                                                                                  B   

 
                                 kontrol volume                                    titik nodal  

   Gambar 2.1 Geometri Persamaan (2.1) (Versteeg dan Malalasekera, 2007:115)  

2.2.1 Daerah Kontrol Volume 

Langkah pertama dalam volume hingga adalah membagi domain ke dalam 

kontrol diskrit volume, yaitu dengan menempatkan nilai pada titik nodal dalam 

ruang antara A dan B seperti pada Gambar 2.1. Batas (permukaan) pada kontrol 

volume berada pada tengah antara node yang berdekatan. Sehingga setiap node 

dikelilingi oleh kontrol volume atau cell, yang merupakan titik yang umum untuk 

𝜙
𝐴
 
𝑘
𝑜
𝑛
𝑠𝑡
𝑎
𝑛

 

𝜙
𝐵
 
𝑘
𝑜
𝑛
𝑠𝑡
𝑎
𝑛
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mengatur kontrol volume didekat tepi domain (Versteeg dan Malalasekera, 

2007:116). 

Bagian ini adalah bagian yang tepat untuk membuat notasi sistem yang 

akan digunakan dalam pengembangan selanjutnya. Ketentuan umum dari metode 

volume hingga untuk persamaan difusi ditunjukkan seperti Gambar 2.2. 

                                                                                      

 

                                                                                        

 

                   W                                    w                                 P                                 e                                   E     

                                                                  

Gambar 2.2 Ketentuan Umum Metode Volume Hingga Persamaan Difusi (Versteeg dan  

Malalasekera, 2007:115) 

Secara umum titik nodal didefinisikan  dengan P dan persekitarannya pada 

1D, node sebelah barat dan timur didefinisikan dengan W dan E. Perbatasan 

sebelah barat pada kontrol volume disebut dengan w dan sebelah timur dengan e. 

Jarak antara node W dan P, P dan E didefinisikan dengan      dan      . 

Dengan cara yang sama jarak antara w dan titik P dan antara P dan  e dinotasikan 

dengan      dan     , seperti terlihat pada Gambar 2.2 (Versteeg dan 

Malalasekera, 2007:116). 

2.2.2 Diskritisasi 

Langkah  utama dalam metode volume hingga adalah mengintegralkan 

persamaan atas kontrol volume untuk menghasilkan diskritisasi persamaan pada 

titik nodal P. Kontrol volume yang didefinisikan di atas memberikan persamaan 

sebagai berikut: 
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∫  
 

  
 (  

  

  
)

  

   ∫     

  

 (   
  

  
)
 
 (   

  

  
)
 

   ̅     (2.2) 

dimana A adalah luas penampang yang menyilang pada sisi kontrol volume,      

adalah volume dan   ̅  adalah rata-rata nilai pada   atas kontrol volume (Versteeg 

dan  Malalasekera, 2007:116). 

 Agar diperoleh bentuk persamaan diskrit, koefisien difusi permukaan   

dan gradien 
  

  
 pada sebelah timur e dan barat w tersebut diperlukan, sehingga 

nilai dari    dan koefisien difusi terdefinisi dan terevaluasi pada titik nodal. Untuk 

menghitung gradien pada sisi kontrol volume yaitu dengan mendekati sifat 

distribusi antar titik nodal yang digunakan. Dalam grid yang sama, nilai untuk    

dan    diberikan dengan  

    
     

 
 

    
     

 
 

 

dan bentuk difusi fluks dievaluasi dengan  

(   
  

  
)         (

      

    
) 

(   
  

  
)         (

      

    
) 

(2.3) 

Dalam beberapa kasus metode volume hingga didekati dengan bentuk 

linier yaitu:  

 ̅             (2.4) 

kemudian subtitusi persamaan (2.3) dan (2.4) ke dalam persamaan (2.2). Sehingga 

diperoleh persamaan berikut:  
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     (
      

    
)       (

      

    
)  (         )        (2.5) 

Identifikasi koefisien dari    dan     pada persamaan (2.5) sebagai 

   dan   ,  dan koefisien dari    dan     pada peramaan di atas dapat ditulis  

      =             +         (2.6) 

dimana, 

     
   

    
    

   
  

    
    

              

Persamaan (2.6) dan (2.4) merepresentasikan bentuk diskrit dari 

persamaan (2.1) (Versteeg dan Malalasekera, 2007:117-118).  

 Persamaan diskrit pada bentuk (2.6) harus diatur pada setiap titik nodal 

untuk mendapatkan penyelesaian masalah. Untuk  kontrol volume yang 

berbatasan terhadap domain batas persamaan umum diskrit (2.6) merupakan 

modifikasi untuk menggabungkan kondisi batas (Versteeg dan Malalasekera, 

2007:118).  

 

2.3 Skema Godunov 

 Skema Godunov merupakan salah satu contoh dari skema numerik yang 

dalam penurunannya dilakukan dengan mengaproksimasi penyelesaian sebagai 

jumlah dari fungsi linier/polinomial sepotong-sepotong yang didefinisikan atas 

setiap sel-grid (LeVeque, 2002:76). Skema tersebut merupakan aproksimasi 

masalah Riemann pada setiap batas cell. Dalam metode volume hingga pada kasus 
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1D membagi domain ke dalam jaringan node, dimana jaringan node tersebut 

dinotasikan dengan 

     
  

 
 
   

  
 
 
  

Metode ini tidak lepas dari  hukum konservasi yaitu          (      )
 
  , 

setelah didiskritkan dengan metode volume hingga, bentuk diskrit dari persamaan 

tersebut adalah 

  
      

  
  

  
   

  
 
 

   
  

 
 

   

di mana  
  

 

 

  adalah aproksimasi rata-rata fluks di sekitar    
  

 

 

 adalah sebagai 

berikut: 

 
  

 
 

   
 

  
∫  ( ( 

  
 
 
  ))   

    

 

 (2.7) 

 Secara umum fungsi  ( 
  

 

 

  ) terhadap t tidak dapat ditentukan solusi 

eksaknya. Sehingga dengan mengansumsikan bahwa  ( 
  

 

 

  )         
    

  , 

dengan    adalah aproksimasi solusi eksak masalah Riemann. Maka persamaan 

(2.7) menjadi  

 
  

 
 

  
 

  
∫  (       

    
  )  

    

 

 

           
    

    

        
    

   (2.8) 

dimana   adalah fungsi  numerical flux. Sehingga didapatkan solusi masalah 

Riemann persamaan (2.8) yaitu: 
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   {

   (      
       

  )                   
    

   

   (      
       

  )                   
    

 

 (2.9) 

Bentuk persamaan (2.9) adalah bentuk skema Godunov secara umum untuk 

hukum konservasi (LeVeque, 2002:76-78). 

 

2.4  Well Posed 

Strauss (2007:25) menyatakan bahwa suatu persamaan diferensial parsial 

dengan syarat awal dan syarat batas  dikatakan well posed  jika memenuhi syarat: 

1. Eksistensi:  paling tidak terdapat satu solusi. 

2. Keunikan: hanya terdapat satu solusi. 

3. Stabilitas: jika data berubah sedikit, maka solusi akan berubah sedikit. 

Dalam Strauss (2007:25-26) para ilmuwan biasanya mencoba mengatur 

kondisi fisik dari suatu permasalahan yang dapat dimodelkan dengan persamaan 

diferensial parsial supaya masalah tersebut menjadi well posed, sedangkan 

matematikawan mencoba untuk membuktikan apakah model beserta kondisi yang 

diberikan tersebut well posed atau tidak. Jika kondisi yang diberikan terlalu 

sedikit, maka kemungkinan akan terdapat lebih dari satu solusi (nonuniqueness) 

sedangkan jika kondisi yang diberikan terlalu banyak, maka kemungkinan tidak 

terdapat solusi (nonexistence). 

 

2.5 Konvergensi 

Candra (2011:22) menyebutkan bahwa kesuksesan solusi numerik diukur 

berdasarkan kriteria konvergensi, konsistensi, serta stabilitas. Konvergensi 

berhubungan dengan besarnya penyimpangan solusi pendekatan oleh metode 
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numerik terhadap solusi eksak. Kriteria konvergen dipahami sebagai kriteria di 

mana solusi metode numerik merupakan solusi pendekatan Persamaan Diferensial 

Parsial (PDP), jika                      . 

Zauderer (2006:742) menyebutkan bahwa aproksimasi solusi pasti 

konvergen ke solusi analitiknya, jika konsistensi dari persamaan dan kestabilan 

dari skema yang diberikan terpenuhi. 

 

Gambar 2.3 Hubungan Konseptual antara Konvergensi, Stabilitas, dan Konsistesi (Candra, 

2011:22) 

2.5.1 Kestabilan dan Konsistensi 

Zauderer (2006:793-795) menyebutkan bahwa suatu permasalahan 

persamaan diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Suatu konsep 

kestabilan dan ketidakstabilan dapat diterapkan dalam metode volume hingga. 

Ketidakstabilan metode volume hingga menghasilkan kesalahan dalam 

aproksimasi numerik terhadap solusi eksak dari masalah yang diberikan, sehingga 

solusi numerik kurang mendekati nilai eksak. Candra (2011:23) menyebutkan 

bahwa kriteria stabilitas merupakan kondisi perlu dan cukup agar diperoleh solusi 

yang konvergen. Terminologi stabilitas menunjukkan karakteristik persamaan 

diferensial tertentu jika    mendekati 0 serta berhubungan dengan amplifikasi 

solusi selama proses komputasi. Jika amplifikasi solusi semakin besar, maka 

    Stabilitas 

Konsistensi 

Persamaan 

Diferensial 

Sistem 

Persamaan 

Aljabar 

Solusi 

Eksak 

Solusi 

aproksimasi 

Diskritisasi 

Konvergensi 
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proses komputasi akan divergen dan tidak memperoleh hasil (tidak konvergen), 

atau menunjukkan bahwa stabilitas komputasi sangat rendah. 

Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan adalah stabilitas von 

Neumann atau dikenal juga dengan stabilitas Fourier. Dengan menerapkan 

analisis kestabilan von Neumann terhadap metode volume hingga, maka dapat 

dicari kestabilan dari persamaan beda dengan mensubstitusikan   
          ke 

dalam persamaan tersebut, yang mana superskrip   √  , n menunjukan waktu, 

j merupakan vektor dan untuk semua a dalam interval [    ]. Syarat perlu dan 

cukup kestabilan von Neumann adalah:  

| |    

Candra (2011:24) menyatakan bahwa solusi kriteria konsistensi dengan 

sendirinya akan terpenuhi jika    dan    mendekati 0,  artinya skema dikatakan 

konsisten terhadap Persamaan Differensial Parsial (PDP), jika selisih antara 

persamaan tersebut dengan suku-suku truncation error pada  PDP menuju nol jika 

lebar grid menuju nol. Kriteria kekonsistenan ini ditentukan dengan menggunakan 

deret Taylor.  

2.5.2 Deret Taylor 

Deret Taylor merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam 

metode numerik, terutama penyelesaian persamaan diferensial. Deret taylor 

merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam metode numerik, terutama 

penyelesaian persamaan diferensial. Deret Taylor untuk fungsi multivariabel 

sebagai berikut: 
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Misalkan diberikan fungsi f dengan variabel bebas x dan t diekspansi dengan deret 

Taylor di sekitar (x) adalah sebagai berikut: 

                    
  

  
          

  

  
         

 
 

  
(
   

   
         

   
   

    
                  

 
   

   
         

 )    

(Chapra dan Canale, 2010:96). 

Sehingga untuk fungsi          ,          ,           , 

         ,           dan              diekspansi ke dalam deret 

Taylor di sekitar (x,t) sebagai berikut:  

                             
 

 
           

  
 

 
             

    

                             
 

 
           

  
 

 
             

    

                             
 

 
           

   
 

 
             

    

                             
 

 
           

   
 

 
             

    

                                        
 

 
           

  

                         
   

 

 
            

  

            
                  

             
     

Dalam Strauss (2007:201) disebutkan bahwa terdapat dua jenis galat 

(error) dalam sebuah komputasi yaitu truncation error (error pemotongan) 

roundoff error (error pembulatan). Roundoff error adalah error yang terjadi 
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akibat pembulatan suatu bilangan sampai pada beberapa digit tertentu. Truncation 

error merupakan error yang terjadi karena pemotongan dari suatu deret tak 

hingga menjadi deret berhingga. Pendekatan yang sering dipakai pada 

penyelesaian numerik adalah deret Taylor. 

Deret Taylor akan memberikan perkiraan suatu fungsi dengan benar jika 

semua suku dari deret tersebut diperhitungkan. Dalam praktik hanya beberapa 

suku pertama saja yang diperhitungkan, sehingga hasil perkiraan tidak tepat 

seperti pada penyelesaian analitik. Ada kesalahan karena tidak diperhitungkannya 

suku-suku terakhir dari deret Taylor. Kesalahan ini disebut dengan kesalahan 

pemotongan. Untuk menyederhanakan permasalahan biasanya hanya ditujukan 

pada beberapa suku deret Taylor tersebut, sedangkan suku yang lainnya diabaikan 

(Triatmojo, 2002:9). 

 

2.6 Penyelesaian Masalah dalam  Islam 

Berbagai cara penyelesesaian dilakukan oleh manusia dalam kehidupan 

untuk menyelesaikan suatu masalah. Seperti halnya dalam  matematika, suatu 

permasalahan dapat diselesaikan dengan berbagai metode. Munir (2008:5) 

menyatakan bahwa secara umum suatu persamaan terdapat dua solusi yaitu solusi 

analitik atau disebut solusi sesungguhnya dan solusi numerik yang disebut sebagai 

solusi hampiran. Sehingga dapat diketahui bahwasannya setiap permasalahan 

selalu ada solusinya meskipun harus melalui proses yang sulit dan bertahap. Hal 

ini sesuai dengan firman Allah Swt. dalam al-Quran surat al-Insyiroh/94:5 yaitu: 

         
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“Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS. al-
Insyiroh/94:5). 
 

 

Dari ayat tersebut disebutkan bahwa sesudah mengalami kesulitan terdapat 

kemudahan. Allah Swt. telah menunjukkan bahwa setelah mengalami kesulitan 

pasti terdapat  kemudahan, seperti halnya suatu  masalah dalam  matematika pasti 

mempunyai penyelesaian. 

Allah Swt. berfirman dalam al-Quran surat al-Shaff/61:4 yaitu: 

                         

“Sesungguhnya Allah menyukai orang-orang yang berperang di jalan-Nya dalam 

barisan yang teratur seakan-akan mereka seperti suatu bangunan yang tersusun 

kokoh”(QS. ash-Shaff/61:4). 
 

Dari ayat tersebut, Allah Swt. telah menunjukkan kepada manusia bahwa 

suatu permasalahan memiliki banyak cara untuk menyelesaikan permasalahan 

tersebut. Cara tersebut memiliki tahapan-tahapan dalam penyelesaiannya secara 

runtun. Allah Swt. berfirman dalam al-Quran surat al-Ankabut/29:69 yaitu: 

                       
“Dan orang-orang yang berjihad untuk (mencari keridhaan) Kami, Kami akan 

tunjukkan kepada mereka jalan-jalan kami. Dan sungguh, Allah beserta orang-

orang yang berbuat baik”(QS. al- Ankabut/29:69).   
 

Menurut Shihab (2002:256-257) kata subul adalah bentuk jamak dari kata 

sabil. Ketika menafsirkan ayat 6 surat al-Fatihah, penulis antara lain 

mengemukakan bahwa kata shirath berarti jalan lebar bagaikan jalan tol yang 

dapat menelan si pejalan.  Kata shirath  selalu digunakan al-Quran dalam bentuk 

tunggal, berbeda dengan kata sabil yang sering kali diterjemahkan dengan jalan. 
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Tetapi dia adalah jalan kecil dan digunakan oleh al-Quran dalam bentuk tunggal 

serta jamak. Di sisi lain, kata shirath dikaitkan dengan Allah atau hamba-hamba-

Nya yang taat atau sesuatu yang haq. Berbeda dengan kata sabil yang dinisbahkan 

kepada Allah, seperti sabilillah, atau kepada orang bertakwa seperti sabil al-

muttaqin, dan ada juga yang dinisbahkan kepada setan dan tirani (sabil ath-

thaghut) atau orang-orang berdosa (sabil al-mujrimin). Sebagaimana dijelaskan 

pula dalam surat Yasin ayat 36 dan al-An’am ayat 161,  maka agaknya tidak 

keliru jika dikatakan bahwa rincian ajaran agama dan rincian ibadah secara berdiri 

sendiri adalah sabilillah. Bersedekah adalah sabililah, berperangpun demikian. 

Berhaji, berpuasa, menuntut ilmu dan lain-lain kebajikan adalah sabililah. 

Sehingga sesuai dengan ayat tersebut, siapa yang ber-mujahadah, maka mereka 

akan diantarkan menuju ke aneka subul itu, lalu ini pada gilirannya mengantar 

mereka menuju ash-Shirat al-Mustaqim.      

Demikian Allah Swt. telah menegaskan kepada manusia bahwa dalam 

mencari suatu penyelesaian terdapat banyak jalan, yang berarti banyak cara 

ataupun metode-metode. Ketika suatu persamaan sulit atau bahkan tidak dapat 

diselesaikan secara analitik karena melibatkan bentuk dan proses yang rumit, 

maka masih ada jalan lain untuk mendapatkan solusinya yakni secara numerik. 

Namun perhitungan dengan metode numerik secara manual memerlukan waktu 

yang lama dan berulang-ulang sehingga dibutuhkan ketelitian agar tidak terdapat 

kesalahan dalam melakukannya.   
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BAB III 

PEMBAHASAN 

   

Penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal linier 1D pada 

penelitian ini yaitu dengan menggunakan metode volume hingga, yang terlebih 

dahulu menentukan bentuk diskrit, kemudian menentukan syarat kestabilan dan 

kekonsistenan dari metode tersebut, serta simulasi. 

 

3.1 Diskritisasi   

 Dalam pembahasan ini, penulis menggunakan persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D seperti yang disebutkan oleh Kampf (2009:69) yaitu: 

di mana u adalah kecepatan pada arah x, t adalah waktu, g adalah percepatan 

gravitasi,   adalah perubahan ketinggian permukaan air, dan h adalah total 

kedalaman air.  

Asumsi syarat awal dan kondisi batas yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan ini yaitu: 

kondisi batas untuk     

 (   )     ( )     dan       (   )    ( ) 

dan kondisi batas untuk    

 (   )    ( )    dan     (   )    ( ) 

 

  

  
    

  

  
  

(3.1) 

  

  
  

 (  )

  
 

(3.2) 
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serta syarat awal untuk   dan u adalah: 

 (   )   ( )   dan    (   )   ( ) 

Dengan menggunakan metode volume hingga skema eksplisit, maka 

selanjutnya dilakukan diskritisasi sistem persamaan gelombang air dangkal (3.1) 

dan (3.2), dengan daerah kontrol volume yang digunakan seperti pada Gambar 3.1 

berikut: 

                                                                              

 

     

Gambar 3.1 Daerah Kontrol Volume Persamaan Gelombang Air Dangkal Linier 1D 

 

Persamaan (3.1) dan (3.2) merupakan persamaan yang bergantung 

terhadap variabel x dan t, sehingga diskritisasi persamaan (3.1) terhadap kontrol 

volume di sekitar node x yaitu dengan mengintegralkan persamaan (3.1) terhadap 

x dan t, sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut: 

∫ ∫
  

  

  
  
 

  
  
 

    

 

        ∫ ∫   
  

  

  
  
 

  
  
 

    

 

       

(3.3) 

dengan mendahulukan integral terhadap t untuk ruas kiri, maka persamaan (3.3) 

menjadi   

∫ ∫
  

  
 

    

 

  

  
  
 

  
  
 

    ∫ ∫   
  

  

  
  
 

  
  
 

    

 

       

(3.4) 

Integral persamaan (3.4) untuk ruas kiri terhadap kontrol volume adalah sebagai 

berikut: 

𝑥   𝑥 𝑥  
 𝑥

2
 𝑥 +

 𝑥

2
 𝑥 

𝑥 +  𝑥 
 𝑥 

 𝑥  𝑥 
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∫ ∫
  

  
 

    

 

  

  
  
 

  
  
 

   ∫ ( (   +   )   (   ))

  
  
 

  
  
 

    

 ( (   +   )   (   ))   (3.5) 

Selanjutnya adalah integral persamaan (3.4) untuk ruas kanan terhadap 

kontrol volume yaitu: 

∫ ∫   
  

  

  
  
 

  
  
 

    

 

       ∫   ( ( +
  

2
  )   (  

  

2
  ))

    

 

    (3.6) 

Secara umum integral persamaan (3.6) terhadap t tidak dapat ditentukan 

solusi eksaknya. Sehingga untuk menentukan integral persamaan (3.6) terhadap t 

digunakan  pendekatan parameter pembobot   antara 0 dan 1 yaitu: 

 ∫  (   )    (  (   +   ) + (   ) (   ))  

    

 

 (3.7) 

Dengan menggunakan persamaan (3.7) pada (3.6), maka persamaan (3.6) 

menjadi sebagai berikut: 

∫   ( ( +
  

2
  )   (  

  

2
  ))

    

 

   

   ( ( ( +
  

2
  +   )   (  

  

2
  +   ))    

+ (   ) ( ( +
  

2
  )   (  

  

2
  )))   

(3.8) 

Berdasarkan persamaan (3.5) dan (3.8), maka bentuk diskrit persamaan 

(3.1) adalah sebagai berikut: 
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( (   +   )   (   ))  

   ( ( ( +
  

2
  +   )   (  

  

2
  +   ))    

+ (   ) ( ( +
  

2
  )   (  

  

2
  )))   

(3.9) 

 Persamaan (3.9) adalah bentuk akhir diskritisasi persamaan (3.1) yang 

bergantung pada nilai dari     Ketika      maka bentuk persamaan tersebut 

dinamakan skema implisit, ketika   
 

 
 maka akan membentuk skema Crank-

Nicolson, dan ketika     maka bentuk tersebut dinamakan skema eksplisit. 

Sehingga skema eksplisit persamaan (3.9) adalah 

( (   +   )   (   ))     ( ( +
  

2
  )   (  

  

2
  ))    (3.10) 

Persamaan (3.10) dapat ditulis sebagai berikut: 

 (   +   )   (   )     
  

  
( ( +

  

2
  )   (  

  

2
  )) 

(3.11) 

Karena x merupakan indeks terhadap ruang misalkan j, dan t merupakan indeks 

terhadap waktu misalkan n, sehingga  +     +  , serta  +     +  , maka 

persamaan (3.11) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 

  
        

   
  

  
( 
  
 
 

   
  
 
 

 ) 
(3.12) 

 Persamaan (3.12) dapat dijelaskan dalam tabel 3.1 dan Tabel 3.2. Dengan 

  adalah nilai yang sudah diketahui berdasarkan kondisi batas dan nilai awal yang 

diberikan, dan      2      , serta      2      . Sehingga untuk mengisi 

ruang yang kosong pada Tabel 3.1 maka digunakan persamaan (3.12). 

 



27 

 

    Tabel 3.1 Ilustrasi Persamaan (3.12) untuk u        Tabel 3.2 Ilustrasi Persamaan (3.12) untuk    

    N 1 2 3 4   m       n 1 2 3 4   m 

1 
            

  1 
            

2 
  

  
    

      2 
  

  
      

3 
  

      3 
  

  
      

4 
  

      4 
  

     

  
  

        
  

     

L 
            

 L 
            

Oleh  karena itu untuk    , dan   2 diperoleh bentuk persamaan (3.12) yaitu: 

  
      

   
  

  
( 

  
 
 

   
  
 
 

 ) 
 

Nilai dari   
          dan    sudah diberikan atau diketahui, sedangkan untuk  

  
 

 

  

dan  
  

 

 

   tidak dapat dicari dikarenakan terdapat indeks setengah. Oleh sebab itu 

untuk menangani indeks setengah yang muncul akibat pendiskritan menggunakan 

metode volume hingga seperti pada persamaan (3.12), maka digunakan  skema 

Godunov seperti yang sudah dijelaskan pada Bab II. Sehingga untuk  
  

 

 

   
  

 

 

 , 

berlaku: 

 
  
 
 

   {

   (  
      

 )                 
      

   

   (  
      

 )                 
      

 

 

dan  

 
  
 
 

   {

   (    
    

 )                   
    

   

   (    
    

 )                   
    

 

 

j j 
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Kemudian dengan menerapkan kondisi batas pada persamaan (3.12), maka 

persamaan (3.12) untuk kondisi batas  (   )     ( ) yaitu: 

  
        

   
  

  
( 
  
 
 

    ( )) (3.13) 

       (   )    ( ) yaitu: 

  
        

   
  

  
(  ( )   

  
 
 

 ) (3.14) 

Diskritisasi persamaan (3.2) terhadap kontrol volume di sekitar node 

 +
  

 
, dan mendahulukan integral terhadap t pada ruas kiri, dan h bernilai 

konstan, maka diperoleh persamaan berikut: 

∫ ∫
  

  

    

 

    

 

        ∫   ∫
  

  

    

 

    

 

       
(3.15) 

Integral persamaan (3.15) untuk ruas kiri dilakukan pada daerah kontrol volume 

disekitar node  +
  

 
, karena untuk node  +

  

 
 pada   telah didapatkan nilainya 

pada persamaan (3.12). Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:  

∫ ∫
  

  

    

 

    

 

       ∫ ( ( +
  

2
  +   )   ( +

  

2
  ))

    

 

     

 ( ( +
  

2
  +   )   ( +

  

2
  ))    

(3.16) 

Selanjutnya adalah integral persamaan (3.15) untuk ruas kanan terhadap 

kontrol volume yaitu: 
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∫   ∫
  

  

    

 

    

 

       ∫   ( ( +     )   (   ))

    

 

    (3.17) 

 

Secara umum integral persamaan (3.17) terhadap t tidak dapat ditentukan 

solusi eksaknya. Sehingga untuk menentukan integral persamaan (3.17) terhadap t 

digunakan  pendekatan parameter pembobot   antara 0 dan 1 yaitu: 

 ∫  (   )    (  (   +   ) + (   ) (   ))  

    

 

 (3.18) 

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (3.18) pada (3.17), maka 

persamaan (3.17) menjadi sebagai berikut: 

∫   ( ( +     )   (   ))

    

 

   

   ( ( ( +     +   )   (   +   ))    

+ (   )( ( +     )   (   )))    

(3.19) 

Berdasarkan persamaan (3.16) dan (3.19), maka diperoleh bentuk diskrit 

persamaan (3.2) adalah sebagai berikut: 

( ( +
  

2
  +   )   ( +

  

2
  ))   

   ( ( ( +     +   )   (   +   ))    

+ (   )( ( +     )   (   )))    

(3.20) 

Bentuk eksplisit (3.20) yaitu ketika     adalah sebagai berikut: 
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( ( +
  

2
  +   )   ( +

  

2
  ))      ( ( +     ) 

  (   ))   

(3.21) 

 

 

Persamaan (3.21) dapat ditulis dalam bentuk berikut: 

 
  
 
 

      
  
 
 

   
  

  
(    
     

 ) (3.22) 

Kemudian dengan menerapkan kondisi batas pada persamaan (3.22), maka 

persamaan (3.22) untuk kondisi batas  (   )     ( ) yaitu: 

 
  
 
 

      
  
 
 

   
  

  
(    
    ( )) (3.23) 

dan untuk kondisi batas  (   )     ( ) yaitu: 

 
  
 
 

      
  
 
 

   
  

  
(  ( )     

 ) (3.24) 

Persamaan (3.13), (3.14), (3.23), dan (3.24) merupakan modifikasi bentuk 

diskrit persamaan (3.1) dan (3.2) dengan menggabungkan kondisi batas. Sehingga 

dari uraian di atas didapatkan bentuk diskrit persamaan (3.1) dan (3.2) terhadap 

kontrol volume skema eksplisit adalah sebagai berikut: 

  
        

   
  

  
( 
  
 
 

   
  
 
 

 ) 

 
  
 
 

      
  
 
 

   
  

  
(    
    

 ) 

(3.25) 

 

(3.26) 

 Karena nilai dari     
  dan   

  telah didapatkan sebelumnya pada 

persamaan (3.25), maka nilai tersebut digantikan dengan     
     dan   

   , serta 

agar skema yang diberikan stabil. Sehingga bentuk diskrit persamaan (3.1) dan 
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(3.2) secara umum adalah sebagai berikut: 

  
        

   
  

  
( 
  
 
 

   
  
 
 

 ) 

 
  
 
 

      
  
 
 

   
  

  
(    
      

   ) 

(3.27) 

 

(3.28) 

3.2 Analisis Konvergensi  

  Dalam suatu teorema ekuivalensi lax menyatakan bahwa untuk suatu 

masalah nilai awal yang well posed, dan jika suatu persamaan konsisten dan 

stabil, maka persamaan tersebut konvergen. Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

kriteria konvergensi dengan sendirinya akan terpenuhi, jika dalam skema yang 

digunakan stabil dan konsisten. Dalam hal ini akan digunakan analisis stabilitas 

von Neumann yang mana syarat kestabilannya adalah | |   , oleh karena itu jika 

skema yang digunakan stabil dan konsisten maka konvergensi dari skema tersebut 

akan terpenuhi.  

3.2.1 Analisis Kestabilan 

Untuk mengetahui apakah metode yang digunakan untuk mendekati 

persamaan air dangkal tersebut stabil atau tidak, maka perlu melakukan uji 

kestabilan dengan menggunakan analisa stabilitas von Neumann, dengan cara 

mensubstitusikan   
           

                √   ke dalam bentuk 

diskrit persamaan (3.1) dan (3.2).  

Untuk membuktikan bahwa persamaan (3.25) dan (3.26) tidak stabil, 

maka digunakan analisa stabilitas von Neumann. Sehingga untuk peramaan (3.25) 

menjadi sebagai berikut: 
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(     (  

 
 
)       (  

 
 
)) (3.29) 

atau dapat ditulis dalam bentuk berikut: 

                   
  

  
(   (  

 
 
)     (  

 
 
))    (3.30) 

untuk menyederhanakan, maka persamaan (3.30) dibagi dengan     , sehingga 

didapatkan bentuk persamaan (3.30) sebagai berikut: 

           
  

  
( 
  
    

  
 )    (3.31) 

Karena                  , maka persamaan (3.31) dapat ditulis sebagai 

berikut: 

           
  

  
(   (

 

2
) +     (

 

2
)     (

 

2
) +     (

 

2
))    

 

atau dapat disederhanakan menjadi  

           
  

  
(2      (

 

2
))    (3.32) 

 Selanjutnya subtitusi   
           

               √   ke dalam  

persamaan (3.26), sehingga diperoleh: 

       (  
 
 
)        (  

 
 
)   

  

  
(     (   )        ) (3.33) 

Kemudian dengan membagi kedua ruas terhadap      persamaan (3.33), maka 

didapatkan bentuk persamaan (3.33) adalah sebagai berikut: 

     
  
      

  
   

  

  
(     )   (3.34) 

Untuk menyederhanakan, maka persamaan (3.34) dibagi dengan  
  

 , sehingga 

didapatkan bentuk persamaan (3.34) sebagai berikut: 
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( 
  
    

  
 )    (3.35) 

Karena                  , maka persamaan (3.35) dapat ditulis sebagai 

berikut: 

          
  

  
(2     (

 

2
))    (3.36) 

 

 

Berdasarkan persamaan (3.32) dan (3.36), maka diperoleh 

           
  

  
(2      (

 

2
))    

          
  

  
(2     (

 

2
))    

(3.37) 

Persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 

[
    

    
]  [

  2  
  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)  

] [
  

  
] 

atau dapat disederhanakan menjadi 

[
    

    
]   [

  

  
] 

dengan  

   [
  2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)  

] 

Berdasarkan kriteria kestabilan von Neumann, maka norm nilai eigen dari matriks 

amplifikasi   haruslah kurang dari atau sama dengan 1. Sehingga diperoleh nilai 

eigen dari   sebagai berikut: 
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   (    )    

|[
  2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)  

]   *
  
  

+|    

|
    2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)    

|    

 

sehingga diperoleh persamaan berikut: 

(   ) +    
   

   
    (

 

2
)    

atau dapat disederhanakan menjadi persamaan sebagai berikut: 

   2 +  +    
   

   
    (

 

2
)    (3.38) 

Misalkan, 

   +    
   

   
    (

 

2
) (3.39) 

maka persamaan (3.38) dapat ditulis dalam bentuk persamaan berikut: 

   2 +     

sehingga akar-akar dari persamaan (3.39) adalah 

       √    

atau dapat ditulis 

    + √    

     √    

Dalam kajian pustaka di atas telah dijelaskan bahwa syarat kestabilan akan 

terpenuhi jika |  |    dan |  |   . Sehingga diperoleh syarat kestabilan untuk 
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   yaitu  

    + √      (3.40) 

Syarat I:  

    + √    

Nilai yang memenuhi syarat 1, yaitu ketika    . 

Syarat II: 

 + √       √      

 

Karena tidak mungkin √     , sehingga nilai yang memenuhi syarat II yaitu 

   . 

Sedangkan untuk    yaitu 

     √      (3.41) 

Syarat I: 

     √    

maka nilai c yang memenuhi yaitu     . 

Syarat II:  

  √      

maka nilai c yang memenuhi yaitu    . 

 Berdasarkan syarat yang telah diperoleh pada persamaan (3.40) dan (3.41), 

maka nilai c yang memenuhi yaitu    . Sehingga persamaan (3.39) menjadi 

sebagai berikut: 

   +    
   

   
    (

 

2
) (3.42) 
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Berdasarkan persamaan (3.42) maka dapat diketahui bahwa bentuk 

diskrit persamaan gelombang air dangkal yaitu persamaan (3.25) dan (3.26) tidak 

stabil. Sehingga analisis kestabilan dilakukan pada persamaan (3.27) dan (3.28).  

Untuk membuktikan bahwa persamaan (3.27) dan (3.28) stabil, maka 

digunakan analisa stabilitas von Neumann. Karena persamaan (3.27) sama seperti 

persamaan (3.25), sehingga bentuk persamaan (3.27) berdasarkan susbtitusi 

  
           

               √   berubah menjadi: 

           
  

  
(2      (

 

2
))    (3.43) 

  

Selanjutnya substitusi   
           

               √   ke dalam  

persamaan (3.28), sehingga diperoleh: 

       (  
 
 
)        (  

 
 
)   

  

  
(       (   )          ) (3.44) 

Kemudian dengan membagi kedua ruas terhadap      pada persamaan (3.44), 

maka didapatkan bentuk persamaan (3.44) adalah sebagai berikut: 

     
  
      

  
   

  

  
(     )     (3.45) 

Untuk menyederhanakan, maka persamaan (3.45) dibagi dengan  
  

 , sehingga 

didapatkan bentuk persamaan (3.45) sebagai berikut: 

          
  

  
( 
  
    

  
 )      (3.46) 

Karena                  , maka persamaan (3.46) dapat ditulis sebagai 

berikut: 
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(2     (

 

2
))      (3.47) 

Berdasarkan persamaan (3.43) dan (3.47), maka diperoleh persamaan berikut: 

           
  

  
(2      (

 

2
))    

    +  
  

  
(2     (

 

2
))          

(3.48) 

Persamaan di atas dapat dituliskan dalam bentuk sebagai berikut: 

[
  

2  
  

  
   (

 

2
)  

] [
    

    
]  [  2  

  

  
   (

 

2
)

  

] [
  

  
] 

atau dapat disederhanakan menjadi persamaan berikut: 

[
    

    
]   [

  

  
] 

 

dengan  

   [
  

2  
  

  
   (

 

2
)  

]

  

[  2  
  

  
   (

 

2
)

  

] 

  [
  2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)      

   

   
    (

 

2
)

] 

Berdasarkan kriteria kestabilan von Neumann, maka norm nilai eigen dari matriks 

amplifikasi   haruslah kurang dari atau sama dengan 1. Sehingga diperoleh 

determinan dari   adalah 

| |  (     
   

   
    (

 

2
))  ((2  

  

  
   (

 

2
)) (2  

  

  
   (

 

2
))) 

      
   

   
    (

 

2
) +    

   

   
    (

 

2
) 
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Kemudian nilai eigen dari   dapat diperoleh dengan cara sebagai berikut: 

   (    )    

|[
  2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)      

   

   
    (

 

2
)

]   *
  
  

+|    

|
    2  

  

  
   (

 

2
)

 2  
  

  
   (

 

2
)      

   

   
    (

 

2
)   

|    

sehingga diperoleh persamaan berikut: 

(   ) (     
   

   
    (

 

2
)   ) +    

   

   
    (

 

2
)    

 

atau dapat disederhanakan menjadi persamaan sebagai berikut: 

   2(  2  
   

   
    (

 

2
))  +     (3.49) 

Misalkan, 

    2  
   

   
    (

 

2
) 

maka persamaan (3.49) dapat ditulis 

   2  +     

sehingga akar-akar dari persamaan (3.49) adalah 

       √     

atau dapat ditulis 
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     2  
   

   
    (

 

2
) + √(  2  

   

   
    (

 

2
))

 

   

     2  
   

   
    (

 

2
)  √(  2  

   

   
    (

 

2
))

 

   

Dalam kajian pustaka di atas telah dijelaskan bahwa syarat kestabilan akan 

terpenuhi jika |  |    dan |  |   . Sehingga nilai yang memenuhi syarat 

kestabilan tersebut adalah ketika b kurang dari atau sama dengan 1. Sehingga 

diperoleh, 

     2  
   

   
    (

 

2
)    

 atau dapat disederhanakan menjadi persamaan berikut: 

  
   

   
    (

 

2
)    (3.50) 

Karena       (
 

 
)   , maka persamaan (3.50) dapat direduksi menjadi 

persamaan berikut: 

  

  
√     (3.51) 

Sehingga persamaan (3.51) merupakan syarat kestabilan dari persamaan 

gelombang air dangkal linier 1D dengan menggunakan metode volume hingga 

skema eksplisit. 

3.2.2 Analisis Konsistensi 

 Konsistensi metode volume hingga skema eksplisit dapat dicari dengan 

menggunakan ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan 

(3.27) dan (3.28). Ekspansi deret Taylor yang digunakan dalam persamaan (3.27) 

dan (3.28) yaitu: 
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 +       | 
 + 

 

2
        | 

 + 
 

 
          | 

 +  (3.52) 

    
      

 +      | 
 +       | 

 +
 

2
        | 

 +
 

2
        | 

  

+        | 
 +

 

 
         | 

 +
 

 
         | 

  

+
 

 
          | 

 +
 

 
          | 

 +  
(3.53) 

 
  
 
 

    
 +

 

2
      | 

 + 
 

 
       | 

 + 
 

  
         | 

 +  (3.54) 

 
  
 
 

    
  

 

2
      | 

 + 
 

 
       | 

   
 

  
         | 

 +  (3.55) 

  
  

 

 

      
 +

 

 
      | 

 +       | 
 + 

 

 
       | 

 + 
 

 
        | 

  

+
2

 
        | 

  
 

  
         | 

 + 
 

 
          | 

  

+
 

2 
         | 

 +
 

 2
         | 

 +  (3.56) 

Untuk penyederhanaan, maka persamaan (3.52), (3.54) dan (3.55) dapat 

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.27), sehingga dapat diuraikan sebagai 

berikut:  

  
      

  (  
 +       | 

 + 
 

2
        | 

 + 
 

 
          | 

 + )    
  

       | 
 + 

 

2
        | 

 + 
 

 
          | 

 +  
(3.57) 
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  (  
 +

 

2
      | 

 + 
 

 
       | 

 + 
 

  
         | 

 + ) 

 (  
  

 

2
      | 

 + 
 

 
       | 

   
 

  
         | 

 + ) 

   
 +

 

2
      | 

 + 
2

  
         | 

 +  
(3.58) 

Selanjutnya untuk mengetahui pemotongan pertama dari persamaan (3.27), maka 

dengan mensubstitusikan persamaan (3.57) dan (3.58) ke dalam persamaan (3.27). 

Sehingga diperoleh persamaan berikut: 

     | 
 +

 

2
        | 

 +
 

 
          | 

 +   
  

  
(  
 +

 

2
      | 

  

+ 
2

  
         | 

 + ) 
(3.59) 

Bentuk persamaan (3.59) dapat disederhanakan menjadi persamaan berikut: 

(  +    )| 
 +

 

2
   | 

   +
 

 
    | 

    +
2

  
     | 

    

+
2

    
     | 

    +    (3.60) 

dari persamaan (3.60) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang dihasilkan 

mempunyai orde (      ). 

 Kemudian untuk penyederhanaan, substitusi persamaan (3.52), (3.53), 

(3.54) dan (3.56) ke dalam persamaan (3.28). Sehingga diperoleh persamaan 

berikut: 

 
  
 
 

     
  
 
 

      | 
 +

 

2
      | 

 +
2

 
        | 

 +
 

 
       | 

  

+
 

 
          | 

 +
 

 2
          | 

 +  (3.61) 
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         | 
 +

 

2
        | 

 +         | 
 +

 

 
         | 

  

+
 

 
          | 

 +
 

 
          | 

 +  (3.62) 

Selanjutnya untuk mengetahui pemotongan pertama dari persamaan (3.28), maka 

substitusikan persamaan (3.61) dan (3.62) ke dalam persamaan (3.28). Sehingga 

diperoleh persamaan berikut: 

(  +    )| 
 + (

2

 
   +

 

2
    ) | 

   + (
 

2
   +     ) | 

    

+(
 

 2
    +

 

 
     ) | 

     + (
 

2 
    +

 

 
     ) | 

     

+(
 

 
    +

 

 
     ) | 

    +    
(3.63) 

Dari persamaan (3.63) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang dihasilkan 

mempunyai orde (      ). Persamaan (3.63) dikatakan konsisten jika: 

   
(      )  

(
2

 
   +

 

2
    ) | 

   + (
 

2
   +     ) | 

      (3.64) 

 Jika    dan    sangat kecil maka jumlah dari limit tersebut akan semakin 

kecil, karena berapapun nilai    ,            dan     jika dikalikan dengan nilai 

dari    dan    akan ikut mengecil. Sehingga error pemotongan akan menuju nol. 

 

3.3 Simulasi dan Interpretasi  

Pada subbab ini simulasi dilakukan dengan menggunakan program 

MATLAB. Setelah syarat kestabilan diperoleh dari skema yang digunakan, maka 

dapat dipilih nilai dari           yang memenuhi syarat kestabilan yang  akan 

digunakan dalam simulasi. Persamaan yang digunakan dalam program tersebut 

yaitu persamaan (3.27) dan (3.28) yang merupakan bentuk diskrit dari persamaan 
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gelombang air dangkal linier 1D. Solusi persamaan gelombang air dangkal linier 

1D akan stabil jika 
  

  
√    . 

Simulasi pertama, berdasarkan syarat kestabilan yang diperoleh yaitu saat 

  

  
√     serta diberikan nilai awal   (   )    2    ( ) dan  (   )  

  2    ( )  sehingga simulasi persamaan gelombang air dangkal  linier 1D yaitu 

persamaan (3.27) dan (3.28) dapat dilihat pada Gambar 3.2. Gambar tersebut 

menunjukkan solusi persamaan gelombang air dangkal linier 1D dengan kondisi 

batas sinusoidal dan                  2                     , yang 

memenuhi syarat kestabilan. Dari gambar tersebut dapat dilihat bahwa gelombang 

begerak dari arah kiri yang melekat pada saat     dan bergerak ke arah kanan 

yang merambat jauh ke     , selama selang waktu ∆t dan kemudian 

menghilang dan tidak berulang.  

 
Gambar 3.2 Simulasi Persamaan (3.27) dan (3.28) dengan Nilai Awal  (   )    2    ( ), 

 (   )    2    ( ),                      2               
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Pada Gambar 3.2 terlihat juga bahwa gelombang berbentuk mengikuti nilai 

awal yang diberikan. Dari grafik solusi  tersebut  terlihat juga bahwa perilaku 

solusi persamaan gelombang air dangkal linier 1D memiliki bentuk yang serupa 

dengan persamaan transport, dimana pada kasus pias 1D pada persamaan 

transport, jika kuantitas material dapat dinyatakan dengan konsentrasi material 

tersebut, maka pada suatu periode ∆t, perubahan konsentrasi polutan dalam  pias 

harus sama dengan jumlah netto fluks yang masuk selama periode tersebut. 

Amplitudo gelombang tersebut menunjukkan bahwa gelombang permukaan 

tersebut berjalan stabil.   

Simulasi kedua, pada saat diberikan kondisi awal yaitu  (   )  

  2     ( ) dan  (   )    2     ( ) dengan               2  dan 

      , sehingga simulasi persamaan gelombang air dangkal  linier 1D yaitu 

persamaan (3.27) dan (3.28) dapat dilihat pada Gambar 3.3 berikut: 

 
Gambar 3.3 Simulasi Persamaan (3.27) dan (3.28) dengan Nilai Awal  (   )    2      ( ), 

 (   )    2     ( ),          dan       2   serta        
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Gambar 3.3 menunjukkan bahwa model gelombang permukaan tersebut 

bergerak ke arah hulu yang melekat pada langkah positif saat     dan bergerak 

ke arah hilir yang merambat jauh     , selama selang waktu    dan kemudian 

menghilang serta  tidak berulang. Pada simulasi kedua ini gelombang berjalan 

lebih cepat dibandingkan simulasi pertama. Amplitudo gelombang tersebut 

menunjukkan bahwa gelombang permukaan tersebut berjalan stabil.  

Simulasi ketiga,  pada saat diberikan kondisi awal   (   )       (  2 )   

dan  (   )       (  2 )  dengan                             

    , sehingga simulasi persamaan gelombang air dangkal linier 1D yaitu 

persamaan (3.27) dan (3.28) dapat dilihat pada Gambar 3.4. Gambar tersebut  

menunjukkan solusi bahwa model gelombang permukaan tersebut bergerak dari 

arah kiri yang melekat pada saat       dan bergerak ke arah kanan yang 

merambat jauh     , dalam selang waktu 0 sampai 10. Amplitudo gelombang 

tersebut menunjukkan bahwa gelombang permukaan tersebut berjalan stabil. 

 
Gambar 3.4 Simulasi Persamaan (3.27) dan (3.28) dengan Nilai Awal 

 (   )       (  2 )   (   )       (  2 )                       serta        
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Simulasi keempat, pada simulasi ini akan diberikan kondisi awal diskrit 

yaitu   (   )    sampai 0,5 dan  (   )     dengan            

   2                       maka simulasi persamaan gelombang air dangkal  

linier 1D yaitu persamaan (3.27) dan (3.28) dapat dilihat pada Gambar 3.5 

berikut: 

 
Gambar 3.5 Simulasi Persamaan (3.27) dan (3.28) dengan Nilai Awal  (   )              , 

 (   )                       2               
 

Gambar 3.5 menunjukkan solusi bahwa model gelombang permukaan 

tersebut bergerak dari arah kiri yang melekat pada saat     dan bergerak ke 

arah kanan yang merambat jauh     , dalam selang waktu 0 sampai 7. 

Amplitudo gelombang tersebut menunjukkan bahwa gelombang permukaan 

tersebut berjalan stabil dan tidak berulang. Permukaan gelombang tampak tidak 

kontinu, hal ini disebabkan karena diberikan kondisi awal dalam bentuk diskrit. 

Model  bentuk diskrit ini dilakukan untuk mengetahui kestabilan dari gelombang 

dengan nilai awal yang bebeda-beda. Sehingga berdasarkan simulasi yang 
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dilakukan, persamaan gelombang air dangkal linier 1D stabil sesuai dengan syarat 

kestabilan yang diperoleh. 

 

3.4 Kajian Keagamaan 

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, bahwa solusi persamaan gelombang 

air dangkal linier 1D dapat diselesaikan secara numerik salah satunya dengan 

menggunakan metode volume hingga skema eksplisit. Hal ini menunjukkan 

bahwa semua permasalahan dapat diselesaikan sekalipun melalui beberapa 

kesulitan, sebagaimana yang terdapat dalam surat Al-Insyiroh ayat 5 yakni 

sesudah kesulitan akan terdapat kemudahan, pada hakikatnya semua kemudahan 

akan terwujud jika Allah menghendaki, dan Allah memberikan kemudahan bagi 

umatnya untuk menyelesaikan suatu masalah, baik itu dalam kehidupan sehari-

hari maupun dalam bidang matematika. 

Kemudahan dalam ilmu matematika dapat memberikan jalan yang benar 

untuk menyelesaikan persamaan gelombang air dangkal linier 1D tersebut. Dalam 

menyelesaikan persamaan tersebut terdapat banyak  metode dan tahapan yang 

harus dikerjakan untuk mendapatkan hasil yang tepat dalam perhitungan secara 

matematis. Dalam Islam telah dijelaskan bahwa dalam menyelesaikan suatu 

masalah memiliki banyak cara atau metode, sebagaimana terdapat dalam surat al-

Ankabut ayat 69. Dari ayat tersebut menunjukkan bahwa Allah Swt. telah  

menegaskan kepada manusia bahwa dalam  mencari suatu penyelesaian terdapat  

banyak jalan, yang berati banyak cara ataupun metode-metode. Seperti halnya 

dalam bidang ilmu matematika, untuk menyelesaikan persamaan gelombang air 

dangkal linier 1D salah satu metode yang dapat digunakan adalah  metode volume 
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hingga. Untuk  menyelesaikan persamaan tersebut terdapat banyak tahapan yang 

harus dikerjakan sehingga diperoleh hasil yang tepat. Tahapan-tahapan tersebut di 

antaranya yaitu mendiskritkan persamaan tersebut menjadi persamaan baru, 

selanjutnya menentukan syarat kestabilan dan kekonsistenan, kemudian baru 

dilakukan simulasi dan interpretasi. Sebagaimana dalam surat al-Shaff  ayat 4 

yakni sesungguhnya Allah menyukai orang-orang yang berperang di jalan-Nya 

dalam barisan yang teratur seakan-akan mereka seperti suatu bangunan yang 

tersusun kokoh, dari ayat tersebut bahwasannya Allah Swt. menghendaki untuk 

menyelesaikan suatu permasalahan dengan teratur. Oleh karenanya dalam 

pengerjaan langkah demi langkah harus teliti, cermat dan sesuai dengan tahapan-

tahapan yang harus dikerjakan. Sehingga diperoleh hasil yang tepat seperti yang 

telah ditunjukkan pada simulasi persamaan gelombang air dangkal linier 1D 

dengan menggunakan MATLAB. 

Ilmu matematika banyak memberikan manfaat bagi manusia baik dalam 

kehidupan sehari-hari maupun dalam bidang ilmu pengetahuan. Seperti dalam 

kehidupan sehari-hari, ilmu matematika sering digunakan dalam hal menghitung 

dan mengukur. Di sisi lain ilmu matematika banyak mengungkap rahasia Allah 

Swt. yang sebelumnya belum diketahui oleh manusia. Melalui perantara al-Quran 

Allah Swt. memberikan petunjuk tentang rahasia-rahasia Allah. Sebagaimana 

dalam hal ilmu pengetahuan Allah Swt. memberikan petunjuk untuk 

mengembangkan ilmu pengetahuan sehingga diperoleh ilmu-ilmu baru yang benar 

berdasarkan penalaran dan observasi tentang keajaiban dan rahasia Allah. Seperti 

halnya solusi numerik persamaan gelombang air dangkal ini yang dapat 

digunakan untuk memprediksi ke mana gelombang akan berjalan. 
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BAB IV  

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan berikut: 

1. Penyelesaian numerik persamaan gelombang air dangkal linier 1D 

menggunakan metode volume hingga memiliki bentuk sebagaimana 

disebutkan dalam persamaan (3.27) dan (3.28).    

2.  Syarat kestabilan dari metode volume hingga skema eksplsit untuk 

persamaan gelombang air dangkal linier 1D adalah  
  

  
√    , dengan 

error pemotongan pertama dari model diskrit yang digunakan memiliki orde 

(     ), hal tersebut dapat dilihat pada persamaan (3.63). Model diskrit yang 

digunakan tersebut memenuhi syarat konsistensi karena error 

pemotongannya menuju nol untuk     dan               . 

3. Hasil simulasi menunjukkan bahwa penyelesaian numerik persamaan 

gelombang air dangkal linier 1D stabil dan bergerak sepanjang x dalam selang 

waktu    dengan perilaku gelombang yang memiliki bentuk serupa dengan 

persamaan transport. 

 

4.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini, maka untuk selanjutnya dapat dikembangkan 

pada persamaan  gelombang air dangkal 2D atau lebih. 
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Lampiran 1. Script M-file Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal dengan 

Nilai Awal Kontinu 

 

clc, clf,clear 

 
g=9.8; 
h=0.01; 

  
dx=0.1375; 
x=0:dx:15*pi; 

  
dt=0.0125; 
t=0:dt:5; 

  
k=(dt/dx)*(h*g); 

  
U=zeros(length(x),length(t)); 
E=zeros(length(x),length(t)); 

  

  
%kondisi awal dan kondisi batas untuk u 
U(:,1)=0.2*sin(x); 

  
%kondisi awal dan kondisi batas untuk eta 
E(:,1)=0.2*sin(x); 

  
s=0; 

  
figure(1) 
for n=1:length(t)-1 

     
    for j=2:length(x)-1 
        if E(j,n)<E(j+1,n) 
            Eplus=min(E(j,n),E(j+1,n)); 
        else  
            Eplus=max(E(j,n),E(j+1,n)); 
        end 

             
        if E(j-1,n)<E(j,n) 
           Emin=min(E(j-1,n),E(j,n)); 
        else 
            Emin=max(E(j-1,n),E(j,n)); 
        end 

  
        U(j,n+1)=U(j,n)-(g*(dt/dx)*(Eplus-Emin)); 
        E(j+1,n+1)=Eplus-(h*(dt/dx)*(U(j+1,n+1)-U(j,n+1)));  

                       
    end 

      
    max(E(:,n)); 

     
   if mod(n,20)==0  
       s=s+1; 



 

       plot(x,E(:,n)+0.35*s), hold on 
       xlabel('x'); 
       ylabel('Perubahan Gelombang Selama Selang Waktu Delta t'); 
       title('Gerak Permukaan Gelombang Air Dangkal'); 
       pause(0.01) 
       n; 
       Tinggi=max(E(:,n)); 

       
   end 

  
end 

  
figure(2) 
for n=1:length(t)-1 

     
    for j=2:length(x)-1 
        if E(j,n)<E(j+1,n) 
            Eplus=min(E(j,n),E(j+1,n)); 
        else  
            Eplus=max(E(j,n),E(j+1,n)); 
        end 

             
        if E(j-1,n)<E(j,n) 
           Emin=min(E(j-1,n),E(j,n)); 
        else 
            Emin=max(E(j-1,n),E(j,n)); 
        end 

  
        U(j,n+1)=U(j,n)-(g*(dt/dx)*(Eplus-Emin)); 
        E(j+1,n+1)=Eplus-(h*(dt/dx)*(U(j+1,n+1)-U(j,n+1)));  

                       
    end 

      
     area(x,E(:,n),-1)  
     title(['t = ' num2str(t(n))]) 
     xlabel('x'); 
     ylabel('Tinggi Permukaan Gelombang Air Dangkal (eta)'); 
     ylim([-1 4]) 
     pause(0.1) 
end 

  
figure(3), mesh(t,x,E) 
xlabel('t)'); 
ylabel('x'); 
zlabel('Ketinggian Permukaan Gelombang Air Dangkal (eta)'); 

 

  

 

 

 

 

 



 

Lampiran 2. Script M-file Solusi Persamaan Gelombang Air Dangkal dengan 

Nilai Awal Diskrit 

 

clc, clf,clear 
%simulasi untuk bentuk diskrit 

  
g=9.8; 
h=0.05; 

  
dx=0.45; 
x=0:dx:50; 

  
dt=0.025; 
t=0:dt:7; 

  
k=(dt/dx)*(h*g); 

  
U=zeros(length(x),length(t)); 
E=zeros(length(x),length(t)); 

  
%kondisi awal untuk u(x,0)=0 

  
%kondisi awal untuk eta yaitu 

  
for j=1:length(x) 
    if and(x(j)>2,x(j)<5) 
        E(j,1)=0.5; 
    else 
        E(j,1)=0; 
    end 
end 

  
s=0; 

  
figure(1) 
for n=1:length(t)-1 

     
    for j=2:length(x)-1 
        if E(j,n)<E(j+1,n) 
            Eplus=min(E(j,n),E(j+1,n)); 
        else  
            Eplus=max(E(j,n),E(j+1,n)); 
        end 

             
        if E(j-1,n)<E(j,n) 
           Emin=min(E(j-1,n),E(j,n)); 
        else 
            Emin=max(E(j-1,n),E(j,n)); 
        end 

  
        U(j,n+1)=U(j,n)-(g*(dt/dx)*(Eplus-Emin)); 
        E(j+1,n+1)=Eplus-(h*(dt/dx)*(U(j+1,n+1)-U(j,n+1)));  

                       



 

    end 

      
    max(E(:,n)); 

     
   if mod(n,20)==0  
       s=s+1; 
       plot(x,E(:,n)+0.35*s), hold on 
       xlabel('x'); 
       ylabel('Perubahan Gelombang Selama Selang Waktu Delta t'); 
       title('Gerak Permukaan Gelombang Air Dangkal'); 
       pause(0.01) 
       n; 
       Tinggi=max(E(:,n)); 

       
   end 

    
end 

  
figure(2) 
for n=1:length(t)-1 

     
    for j=2:length(x)-1 
        if E(j,n)<E(j+1,n) 
            Eplus=min(E(j,n),E(j+1,n)); 
        else  
            Eplus=max(E(j,n),E(j+1,n)); 
        end 

             
        if E(j-1,n)<E(j,n) 
           Emin=min(E(j-1,n),E(j,n)); 
        else 
            Emin=max(E(j-1,n),E(j,n)); 
        end 

  
        U(j,n+1)=U(j,n)-(g*(dt/dx)*(Eplus-Emin)); 
        E(j+1,n+1)=Eplus-(h*(dt/dx)*(U(j+1,n+1)-U(j,n+1)));  

                       
    end 

      
     area(x,E(:,n),-1)  
     title(['t = ' num2str(t(n))]) 
     xlabel('panjang x'); 
     ylabel('tinggi permukaan gelombang air dangkal (eta)'); 
     ylim([-1 4]) 
     pause(0.1) 
end 

  
figure(3), mesh(t,x,E) 
xlabel('waktu (t)'); 
ylabel('x'); 
zlabel('tinggi permukaan gelombang air dangkal (eta)'); 
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