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ABSTRAK 

 

Nurfadilah, Yunita. 2024. Eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach. Skripsi. Jurusan 

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Elly Susanti, S.Si. M. Pd. (II) M. 

Nafie Jauhari, M.Si 

Kata Kunci: Basis Schauder, Ruang Banach, Analisis Fungsional. 

Penelitian ini mengkaji eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach. Basis Schauder adalah 

barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach disebut Basis Schauder jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

terdapat barisan dari skalar {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga 𝑥 dapat dinyatakam 

sebagai bentuk kombinasi linier 𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Dalam penelitian ini di gunakan 

pendekatan studi pustaka untuk menganalisis konsep dan membuktikan teorema eksistensi 

Basis Schauder di Ruang Banach. Beberapa teorema dan proposisi terkait eksistensi Basis 

Schauder di Ruang Banach menjadi dasar utama dalam pembahasan ini. Hasil penelitian 

menunjukkan bahwa setiap Ruang Banach berdimensi tak hingga memiliki Basis Schauder, 

dan berbagai kondisi serta sifat-sifat dari basis ini diuraikan secara rinci. Penelitian ini 

memberikan pemahaman tentang karakteristik Ruang Banach, serta pentingnya Basis 

Schauder dalam analisis fungsional. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

xii 

 

ABSTRACK 

 

Nurfadilah, Yunita (2024). Existence Schauder Bases on Banach Space. Thesis. 

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (1) Dr. Elly Susanti, 

S.Sc. M. Pd. (II) M. Nafie Jauhari, M.Si. 

Keywords: Schauder Bases, Banach Space, Analysis Functional. 

This research examines the existence of Schauder Bases in Banach Space. A Schauder 

bases is a sequence {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  in a Banach space 𝑋. It is called a Schauder bases if for every 

𝑥 ∈ 𝑋 there is a sequence of scalars {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  such that 𝑥 can be expressed as a linear 

combination 𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . This research used a literature study approach to analyze 

concepts and to prove the existence theorem of Schauder Bases in Banach Space. Several 

theorems and propositions related to the existence of the Schauder Bases in Banach Space 

are the main foundation of this discussion. The results of the research show that every 

infinite-dimensional Banach Space has a Schauder Basis, and the various conditions and 

properties of this bases are described in detail. These findings give the understanding of the 

characteristics of Banach Space, as well as the importance of the Schauder Bases in 

functional analysis. 
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البحث مستخلص  

 

 . قسم الرياضيات، كلية العلوم البحث العلمي ،غرفة باناخ شودر في قاعدة وجود.٤ ۲۰۲ . يونيتا نور فضيلة
الإسلامية  جامعة  والتكنولوجيا،   الدولة  إبراهيم  مالك   يليإ،  د   ( ١)ل لأو شرفةاالم.  مالانجالحكمية  مولانا 

 .الماجستي،  جوهري ع فمحمد نا (٢)المشرف الثانى، ةالماجستي ، سوسانت 

 .التحليل الوظيفي قاعدة شودر، مساحة باناخ،  :فتحية لما الكلمات

ق وجود  في  الدراسة  هذه  في  و ش  اعدةتبحث  شبانا  غرفة در  قاعدة  صفدر  و خ.  عن  𝑛=1{𝑥𝑛}  عبارة 
مساحة    في   ∞

𝑥 إذا كان لكل  باناخ يطلق عليه قاعدة شودر. ∈ 𝑋  ، يوجد تسلسل من الأعداد{𝑎𝑛}𝑛=1
  التعبي   يمكن  بحيث  ∞

𝑥كمجموع خطي    x  عن = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 وإثبات    هوم الأدبيات لتحليل المف  اسة . استخدمت هذه الدراسة منهج در

ق وجود  باناخنظرية  غرفة  في  شودر  قاعدة  بوجود  المتعلقة  والمقترحات  النظريات  من  العديد  في  و ش اعدة  .    غرفة در 
كل غرفة باناخ له قاعدة شودر غيالأبعاد. ويتم  ث أن  أظهرت نتائج البح.  ةقشان خ هي الأساس الرئيسي لهذا الم بانا

وصف الطروف والخصائص المختلفة لهذه القاعدة بالتفصيل. توفر هذه الدرسة فهما لخصائص غرفة باناخ. بالأضافة  
 إل أهميّة قاعدة شودر في التحليل الوظيفي. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1   Latar Belakang 

Ruang bernorma adalah Ruang Vektor yang dilengkapi dengan fungsi 

norma. Misalkan 𝑋 adalah Ruang Vektor atas lapangan ℝ. Norma pada 𝑋 

didefinisikan sebagai suatu pemetaan ‖ . ‖: 𝑋 → ℝ, di mana untuk setiap 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑋 

dan 𝛼 ∈ ℝ memenuhi beberapa sifat norma yaitu: (i) ‖𝑣‖ harus selalu tak negatif; 

(ii) ‖𝑣‖ hanya akan sama dengan nol jika dan hanya jika vektor 𝑣 adalah vektor 

nol; (iii) hasil perkalian vektor 𝑣 dengan skalar 𝛼 harus sama dengan hasil nilai 

mutlak dari skalar 𝛼 dikalikan dengan ‖𝑣‖; (iv) ‖𝑣‖ harus memenuhi ketaksamaan 

segitiga. Jika ruang tersebut sudah memenuhi sifat norma, maka (𝑋, ‖ . ‖) disebut 

ruang bernorma (Kreyszig, 1978).  

Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Kelengkapan pada 

Ruang Banach berarti bahwa setiap Barisan Cauchy {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di ruang bernorma 

konvergen ke ruang tersebut (Kreyszig, 1978). Ruang Banach memiliki sifat 

separable, yaitu jika ada himpunan bagian countable (terhitung) dari vektor-vektor 

dalam ruang tersebut yang bersifat padat (Daws, 2005). 

Salah satu konsep dalam Ruang Vektor adalah basis. Misalkan 𝑉 adalah 

Ruang Vektor atas lapangan ℝ dan 𝑆 adalah himpunan yang memuat vektor-vektor 

dengan 𝑆 ⊆ 𝑉, maka himpunan 𝑆 disebut basis untuk 𝑉 jika 𝑆 merentang 𝑉 dan 𝑆 

bebas linear (Syarifuddin et al., 2016). Bebas linier artinya tidak ada satupun vektor 

di 𝑆 dapat dihasilkan oleh kombinasi linier dari vektor-vektor lain, dan 𝑆 merentang 

𝑉 berarti setiap vektor di 𝑉 dihasilkan dari kombinasi linier oleh vektor-vektor 
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dalam basis tersebut. Contoh basis dalam Ruang Vektor ℝ3 adalah 

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} (Howard, 2004). Terdapat berbagai jenis basis dalam 

Ruang Vektor, beberapa di antaranya yaitu basis Ortonormal, basis Kanonik, dan 

Basis Schauder. 

Basis Ortonormal pada ruang vektor berdimensi tak hingga adalah 

himpunan dari vektor-vektor yang memenuhi dua sifat yaitu ortogonalitas dan 

normalisasi. Ortogonalitas artinya setiap pasangan vektor dalam basis tersebut 

orthogonal, artinya hasil kali dalam dua vektor yang berbeda adalah 0, 〈𝑣𝑖, 𝑣𝑗〉 = 0 

untuk 𝑖 ≠ 𝑗. Kemudian normalisasi yang berarti setiap vektor dalam basis tersebut 

memiliki nilai norma satu, ‖𝑣𝑖‖ = 1. 

Basis Schauder merupakan generalisasi dari konsep basis pada Ruang 

Vektor dalam konteks Ruang Banach. Sebuah barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach 

disebut Basis Schauder  jika untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat barisan dari skalar 

{𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga 𝑥 dapat dinyatakam sebagai bentuk kombinasi linier 

𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1  (Ahlfors et al., 1977). Contoh basis Schauder pada Ruang Banach 

adalah barisan vektor {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  pada ruang barisan ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ yang 

didefinisikan dengan ℓ𝑝 = {{𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ ∶ ∑ |𝑎𝑛|𝑝 < ∞∞

𝑛=1 } (Speckhofer, 2022). 

Penelitian ini membahas tentang eksistensi Basis Schauder di Ruang 

Banach yaitu setiap Ruang Banach berdimensi tak hingga memuat satu barisan 

basic. Barisan basic adalah barisan {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  yang merupakan Basis Schauder dengan 

rentang linier tertutup. Salah satu contoh eksistensi Basis Schauder di Ruang 

Banach ℝ𝑛. Ruang ℝ𝑛 dengan salah satu Basis Schaudernya adalah {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  dengan 

𝑥𝑖 adalah vektor yang setiap elemennya bernilai 0, kecuali pada baris ke-𝑖 bernilai 

1. Pembuktian eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach akan menggunakan 
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Lemma 2.5 yaitu misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dan 𝐵 ⊂ 𝑋 

merupakan subruang berdimensi hingga dan 𝜀 > 0. Maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 dengan 

‖𝑥‖ = 1 sehingga ‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dan setiap scalar 𝜆. 

Dalam QS. Al- Imron: 190, Allah berfirman: 

بِ  ُو۟لِ ٱلْألَْبََٰ هَارِ لَءَايََٰتٍ لأِّ فِ ٱلَّيْلِ وَٱلن َّ تِ وَٱلْأَرْضِ وَٱخْتِلََٰ وََٰ مََٰ  إِنَّ فِِ خَلْقِ ٱلسَّ
(Kementrian Agama, 2020) 

Artinya: 

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam 

dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal,”. 
 

Menurut Al-Mahalli dan As-Suyuthi dalam tafsir Jalalain, QS. Al-Imron ayat 190 

bermakna (sesungguhnya pada penciptaan langit dan bumi) dan keajaiban-

keajaiban yang terdapat pada keduanya (serta pergantian malam dan siang) dengan 

datang dan pergi serta bertambah dan berkurang (menjadi tanda-tanda) atau bukti-

bukti atas kekuasaan Allah SWT. (bagi orang-orang yang berakal) artinya yang 

mempergunakan pikiran mereka. 

Ayat tersebut berisi tentang perintah Allah kepada seseorang untuk selalu 

mengingat Allah SWT melalui ciptaan-Nya dan kekuasaan-Nya. Seperti, 

terciptanya siang dan malam, luasnya semesta, serta pasang surut air laut. Hal ini 

berkaitan dengan teorema pada penelitian yang akan dibuktikan yaitu, setiap Ruang 

Banach berdimensi tak hingga memuat satu barisan basic. Di antara sekian banyak 

manusia yang diciptakan oleh Allah, yang melaksanakan perintah Allah tersebut 

termasuk orang-orang yang berakal atau ulul albab.  

Untuk mengetahui ciri-ciri ulul albab, tertera pada ayat berikutnya pada ayat 

berikutnya yang berbunyi: 
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تِ وَٱلْأَرْضِ   وََٰ مََٰ رُونَ فِِ خَلْقِ ٱلسَّ مًا وَقُ عُودًا وَعَلَىَٰ جُنُوبِِِمْ وَيَ تَ فَكَّ رَب َّنَا مَا ٱلَّذِينَ يَذْكُرُونَ ٱللَََّّ قِيََٰ
نَكَ فَقِنَا عَذَابَ  خَلَقْتَ هََٰ  ٱلنَّارِ ذَا بََٰطِلًا سُبْحََٰ  

(Kementrian Agama, 2020) 

Artinya: 

“(yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam 

keadan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi 

(seraya berkata): "Ya Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan ini dengan sia-

sia, Maha Suci Engkau, maka peliharalah kami dari siksa neraka”. 
 

 Berdasarkan Tafsir Al-Madinah Al-Munawwarah karya Syukri, QS. Al-

Imron ayat 191 bermakna dan beberapa sifat orang-orang berakal sehat ini adalah 

banyak berzikir kepada Allah dalam segala keadaan, menegakkan shalat baik itu 

dengan berdiri, duduk, maupun berbaring, senantiasa merenungi proses penciptaan 

langit dan bumi, serta senantiasa berdoa: “Ya Tuhan kami, Tidaklah Engkau 

menciptakan makhluk-makhluk ini untuk sesuatu yang sia-sia dan tanpa hikmah, 

Maha Suci Engkau, jauhkanlah kami dari siksa neraka”. Secara eksplisit, ayat ini 

mengatakan bahwa ulul albab memiliki karakteristik tertentu yaitu orang beriman 

yang banyak berzikir kepada Allah dalam segala keadaan, menegakkan shalat baik 

itu dengan berdiri, duduk, maupun berbaring, senantiasa merenungi proses 

penciptaan langit dan bumi. Sebagaimana karakteristik dari suatu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  

di Ruang Banach dapat dinyatakan sebagai Basis Schauder yaitu jika dan hanya jika 

memenuhi tiga kondisi. (i) 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. (ii) Terdapat konstanta K 

sehingga untuk setiap pilihan skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ‖ ≤ 𝐾‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚
𝑖=1 ‖. (iii) Rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  adalah 𝑋. 

Sehingga ketika suatu barisan memenuhi kondisi tersebut disebut sebagai Basis 

Schauder di Ruang Banach. 
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1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka rumusan masalah penelitian 

ini adalah “Bagaimana Pembuktian Teorema Eksistensi Basis Schauder di Ruang 

Banach?” 

 

1.3   Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk membuktikan teorema eksistensi 

Basis Schauder di Ruang Banach dan memberikan contoh penerapannya pada 

Ruang Banach tertentu. 

 

1.4   Batasan Masalah 

Penelitian ini membahas tentang eksistensi Basis Schauder di Ruang 

Banach hanya atas lapangan bilangan Riil. 

 

1.5   Manfaat Penelitian 

Adapun beberapa manfaat yang terdapat dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Manfaat bagi penulis 

Manfaat penelitian ini bagi penulis yaitu menambah pengetahuan mengenai 

eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach selama penelitian berlangsung. 

2. Manfaat bagi instansi 

Manfaat penelitian ini bagi instansi yaitu dapat digunakan sebagai sumber 

referensi di bidang matematika mengenai eksistensi Basis Schauder di Ruang 

Banach. 
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3. Manfaat bagi pembaca 

Manfaat penelitian ini bagi pembaca yaitu dapat digunakan sebagai sumber 

referensi serta memberikan gambaran mengenai eksistensi Basis Schauder di 

Ruang Banach.
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BAB II  

KAJIAN TEORI 

 

2.1  Teori Pendukung 

Berdasarkan latar belakang yang sudah dipaparkan, akan ditelaah beberapa 

teori dasar yang berkaitan teori yang akan dibuktikan pada penelitian ini. 

 

2.1.1 Ruang Vektor 

Pada penelitian kali ini konsep Ruang Vektor menjadi dasar dari konsep 

Basis Schauder, karena Basis Schauder adalah himpunan vektor-vektor dalam 

Ruang Banach yang dapat digunakan untuk merepresentasikan setiap vektor 

dalam ruang tersebut sebagai jumlah tak terhingga dari vektor-vektor tersebut 

dengan koefisien yang sesuai. Oleh karena itu, maka konsep tersebut akan 

dijelaskan terlebih dahulu. Berikut adalah definisi yang membahas konsep Ruang 

Vektor. 

 

Definisi 2.1 Ruang Vektor (Howard, 2004). 

Misalkan 𝑉 adalah vektor yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian dengan skalar. Dengan penjumlahan vektor, yang menggabungkan 

setiap pasangan 𝒖 dan 𝒗 di 𝑉 dan dilambangkan dengan +, dan perkalian skalar 

yang menggabungkan bilangan dengan vektor dan dilambangkan dengan 

penjajaran. maka 𝑉 dengan dua operasi tersebut dikatakan sebagai Ruang 

Vektor apabila untuk setiap vektor 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝑉 dan untuk setiap skalar 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ 

memenuhi sifat berikut: 
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1. Tertutup penjumlahan 

𝒖 + 𝒗 ∈ 𝑉 

2. Komutatif penjumlahan 

𝒖 + 𝒗 = 𝒗 + 𝒖 

3. Asosiatif penjumlahan 

(𝒖 + 𝒗) + 𝒘 = 𝒖 + (𝒗 + 𝒘) 

4. Identitas Penjumlahan 

Terdapat 𝟎 ∈ 𝑉 yang disebut identitas penjumlahan, sehingga  

𝟎 + 𝒗 = 𝒗 + 𝟎 = 𝒗, ∀ 𝒗 ∈ 𝑉 

5. Invers penjumlahan 

Untuk setiap 𝒗 ∈ 𝑉 terdapat −𝒗 ∈ 𝑉 yang disebut invers penjumlahan, 

sehingga  

𝒗 + (−𝒗) = (−𝒗) +  𝒗 = 𝟎 

6. Tertutup perkalian 

𝑘𝒗 ∈ 𝑉 

7. Distributif penjumlahan terhadap perkalian skalar 

(𝑘 + 𝑙) 𝒗 = 𝑘𝒗 + 𝑙𝒗 

8. Distributif perkalian skalar terhadap penjumlahan vektor 

𝑘(𝒖 + 𝒗) = 𝑘𝒖 + 𝑘𝒗 

9. Asosiatif perkalian skalar 

(𝑘𝑙)𝒗 = 𝑘(𝑙𝒗) 

10.  Identitas perkalian  

Terdapat 1 ∈ ℝ sehingga 1𝒗 = 𝒗 

Selanjutnya akan disepakati bahwa 𝑉 adalah Ruang Vektor atas lapangan ℝ. 
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Contoh 2.2  

Buktikan bahwa ℝ𝑛 adalah ruang Vektor atas lapangan ℝ. 

Bukti:  

Misalkan 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ ℝ𝑛 dan 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ dengan 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛), 𝒗 =

(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛), dan 𝒘 = (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛).  

1. Akan dibuktikan 𝒖 + 𝒗 ∈ ℝ𝑛 

𝒖 + 𝒗 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) 

                                          = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) ∈ ℝ𝑛 

2. Akan dibuktikan 𝒖 + 𝒗 = 𝒗 + 𝒖 

𝒖 + 𝒗 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) 

                                          = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) 

= (𝑣1 + 𝑢1, 𝑣2 + 𝑢2, … , 𝑣𝑛 + 𝑢𝑛) 

= 𝒗 + 𝒖 

3. Akan dibuktikan (𝒖 + 𝒗) + 𝒘 = 𝒖 + (𝒗 + 𝒘) 

(𝒖 + 𝒗) + 𝒘 = ((𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)) + (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛) 

                       = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) + (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛) 

                        = (𝑢1 + 𝑣1 + 𝑤1, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 + 𝑤𝑛) 

= (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + (𝑣1 + 𝑤1, 𝑣2 + 𝑤2, … , 𝑣𝑛 + 𝑤𝑛) 

= (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + ((𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) + (𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛)) 

= 𝒖 + (𝒗 + 𝒘) 

4. Ada 𝟎 ∈ ℝ𝑛 sehingga 𝟎 + 𝒗 = 𝒗 + 𝟎 = 𝒗, untuk setiap 𝒗 ∈ ℝ𝑛 

𝟎 + 𝒗 = (0,0, … ,0) + (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) 

                                              = (0 + 𝑣1, 0 + 𝑣2, … ,0 + 𝑣𝑛) 

= (𝑣1 + 0, 𝑣2 + 0, … , 𝑣𝑛 + 0) 
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                                              = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = 𝒗 

5. Terdapat −𝒗 ∈ ℝ𝑛 sehingga 𝒗 + (−𝒗) = (−𝒗) +  𝒗 = 𝟎 

𝒗 + (−𝒗) = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) + (−𝑣1, −𝑣2, … , −𝑣𝑛) 

= (𝑣1 + (−𝑣1), 𝑣2 + (−𝑣2), … , 𝑣𝑛 + (−𝑣𝑛)) 

                           = ((−𝑣1) + 𝑣1, (−𝑣2) + 𝑣2, … , (−𝑣𝑛) + 𝑣𝑛) 

= (0,0, … 0) = 𝟎 

6. Akan dibuktikan 𝑘𝒗 ∈ ℝ𝑛 

𝑘𝒗 = 𝑘(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = (𝑘𝑣1, 𝑘𝑣2, … , 𝑘𝑣𝑛) ∈ ℝ𝑛 

7. Akan dibuktikan (𝑘 + 𝑙) 𝒗 = 𝑘𝒗 + 𝑙𝒗 

(𝑘 + 𝑙) 𝒗 = (𝑘 + 𝑙)(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) 

= (𝑘𝑣1, 𝑘𝑣2, … , 𝑘𝑣𝑛) + (𝑙𝑣1, 𝑙𝑣2, … , 𝑙𝑣𝑛) 

= (𝑘𝑣1 + 𝑙𝑣1, 𝑘𝑣2 + 𝑙𝑣2, … , 𝑘𝑣𝑛 + 𝑙𝑣𝑛) = 𝑘𝒗 + 𝑙𝒗 

8. Akan dibuktikan 𝑘(𝒖 + 𝒗) = 𝑘𝒖 + 𝑘𝒗 

𝑘(𝒖 + 𝒗) = 𝑘((𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) + (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛)) 

= 𝑘(𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, … , 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) 

= (𝑘(𝑢1 + 𝑣1), 𝑘(𝑢2 + 𝑣2), … , 𝑘(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛)) 

= (𝑘𝑢1 + 𝑘𝑣1, 𝑘𝑢2 + 𝑘𝑣2, … , 𝑘𝑢𝑛 + 𝑘𝑣𝑛) =  𝑘𝒖 + 𝑘𝒗 

9. Akan dibuktikan (𝑘𝑙)𝒗 = 𝑘(𝑙𝒗) 

(𝑘𝑙)𝒗 = (𝑘𝑙)(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) 

= (𝑘𝑙𝑣1, 𝑘𝑙𝑣2, … , 𝑘𝑙𝑣𝑛) 

= 𝑘(𝑙𝑣1, 𝑙𝑣2, … , 𝑙𝑣𝑛) = 𝑘(𝑙𝒗) 

10. Akan dibuktikan terdapat 1 ∈ ℝ sehingga 1𝒗 = 𝒗 

1𝒗 = 1(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = 𝒗 
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Karena ℝ𝑛 memenuhi sifat-sifat tersebut, maka terbukti bahwa ℝ𝑛 adalah 

Ruang Vektor atas lapangan ℝ.  

 

2.1.2 Kombinasi Linier 

Sebelum membahas mengenai Basis Schauder, akan didefinisikan terlebih 

dahulu beberapa definisi dan contoh terkait kombinasi linier yang berkaitan 

dengan Basis Schauder. 

 

Definisi 2.3 Kombinasi Linier (Howard, 2004). 

Jika 𝑉 adalah Ruang Vektor, suatu vektor 𝒖 ∈ 𝑉 disebut suatu kombinasi linier 

dari vektor-vektor 𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏, jika terdapat skalar 𝑘 ∈ ℝ dengan 𝑘 =

𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 sedemikian sehingga  

𝒖 = 𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑛𝒗𝒏 

 

Contoh 2.4  

Buktikan apakah vektor 𝒖 di ℝ3 dengan 𝒖 = (1, 2, 1) merupakan kombinasi 

linier dari vektor-vektor 𝒗𝟏 = (1, 0, 0), 𝒗𝟐 = (0, 2, 1), dan 𝒗𝟑 = (0, 0, 3). 

Bukti:  

Vektor 𝑢 merupakan kombinasi linier dari 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 jika dapat ditemukan skalar 

𝑘1, 𝑘2, 𝑘3. Amati persamaan berikut: 

𝒖 = 𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑛𝒗𝒏 

= 𝑘1(1, 0, 0) + 𝑘2(0, 2, 1) + 𝑘3(0, 0, 3) 

= (𝑘1, 0, 0) + (0, 2𝑘2, 𝑘2) + (0, 0, 3𝑘3) 

= (𝑘1, 2𝑘2, 𝑘2 + 3𝑘3) = (1, 2, 1) 
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Dengan menyamakan elemen vektor yang berpadanan diperoleh persamaan 

𝑘1 = 1, 2𝑘2 = 2, 𝑘2 + 3𝑘3 = 3 

Penyelesaian dari sistem tersebut adalah 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 0, sehingga  

𝒖 = 1𝒗𝟏 + 1𝒗𝟐 + 0𝒗𝟑 = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 

Jadi, vektor 𝒖 = (1, 2, 1) merupakan kombinasi linier dari 𝒗𝟏 = (1, 0, 0), 𝒗𝟐 =

(0, 2, 1), dan 𝒗𝟑 = (0, 0, 3). 

 

2.1.3 Basis 

Sebelum membahas mengenai Basis Schauder, perlu dipahami terlebih dahulu 

mengenai beberapa definisi dan contoh terkait basis. Jika 𝑉 adalah suatu Ruang 

Vektor dan  𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah himpunan vektor-vektor pada 𝑉, maka 𝑆 

disebut basis dari 𝑉 jika memenuhi kedua syarat berikut: (i) 𝑆 bebas linier; (ii) 𝑆 

merentang 𝑉. Berikut akan dibahas terlebih dahulu mengenai definisi bebas linier. 

 

Definisi 2.5 Bebas linier (Howard, 2004). 

Jika 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah himpunan vektor tak kosong, maka persamaan 

𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + ⋯ + 𝑘𝑛𝒗𝒏 = 0 

memiliki paling sedikit satu penyelesaian, yaitu 

𝑘1 = 0, 𝑘2 = 0, … , 𝑘𝑛 = 0 

Jika itu satu-satunya penyelesaian, maka 𝑆 dinamakan himpunan bebas linier, 

tetapi jika ada penyelesaian lain selain nol, maka 𝑆 dinamakan himpunan tak 

bebas linier. 
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Contoh 2.6 

Tunjukkan apakah himpunan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑} di ℝ3, dengan 𝒗𝟏 = (2,2,2), 𝒗𝟐 =

(0,0,3), 𝒗𝟑 = (0,0,1) adalah himpunan bebas linier. 

Jawab:  

Amati persamaan berikut: 

𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + 𝑘3𝒗𝟑 = 𝟎 

  𝑘1(2,2,2) + 𝑘2(0,0,3) + 𝑘3(0,1,1) = (0,0,0) 

(2𝑘1, 2𝑘1, 2𝑘1) + (0,0,3𝑘2) + (0,0, 𝑘3) = (0,0,0) 

(2𝑘1, 2𝑘1 + 𝑘3, 2𝑘1 + 3𝑘2 + 𝑘3) = (0,0,0) 

Dengan menyamakan elemen vektor yang berpadanan, diperoleh sistem 

persamaan  

2𝑘1 = 0 

2𝑘1 + 𝑘3 = 0 + 𝑘3 = 0 

2𝑘1 + 3𝑘2 + 𝑘3 = 0 + 3𝑘2 + 0 = 0 

Dapat dilihat bahwa sistem persamaan linear tersebut memiliki penyelesaian 

trivial, yaitu 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 

Dengan demikian, 𝑆 adalah himpunan bebas linier. 

 

Definisi 2.7 Rentang Linier (Howard, 2004). 

Jika 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah himpunan vektor pada Ruang Vektor 𝑉 dan 

𝑊 adalah subruang dari 𝑉 yang memuat kombinasi linier 𝑆, jika setiap vektor 

dalam 𝑊 dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari vektor-vektor di 𝑆, maka 

𝑊 direntang oleh 𝑆, dinotasikan dengan 
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𝑊 = span(𝑆) = { ∑ 𝑘𝑖𝒗𝒊 |𝑘𝑖 ∈ ℝ, 𝒗𝒊 ∈ 𝑆, 𝑛 ∈ ℕ 

𝑛

𝑖=1

} 

Contoh 2.8 

Tunjukkan apakah 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑} merentang ℝ3 dengan 𝒗𝟏 = (2,2,2), 𝒗𝟐 =

(0,0,3), 𝒗𝟑 = (0,0,1). 

Jawab:  

Pertama, tunjukkan bahwa suatu vektor sebarang 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) di ℝ3 dapat 

dinyatakan sebagai kombinasi linier. 

𝒖 = 𝑘1𝒗𝟏 + 𝑘2𝒗𝟐 + 𝑘3𝒗𝟑 

Dari vektor-vektor pada 𝑆 didapat persamaan berupa 

𝒖 = 𝑘1(2,2,2) + 𝑘2(0,0,3) + 𝑘3(0,0,1) 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = (2𝑘1, 2𝑘1, 2𝑘1) + (0,0,3𝑘2) + (0,0, 𝑘3) 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  = (2𝑘1, 2𝑘1 + 𝑘3, 2𝑘1 + 3𝑘2 + 𝑘3) 

Dengan menyetarakan komponen-komponen bersesuaian, diperoleh 

𝑢1 = 2𝑘1 

𝑢2 = 2𝑘1 + 𝑘3 

𝑢3 = 2𝑘1 + 3𝑘2 + 𝑘3 

Sistem persamaan tersebut akan berlaku untuk semua nilai 𝒖 jika dan hanya jika 

matriks koefisien 𝐴 dan memiliki nilai determinan tak nol  (Howard, 2004). 

𝐴 = [
2 0 0
2 0 1
2 3 1

] 

Karena det(𝐴) = −6 ≠ 0, maka terbukti bahwa 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑} dengan 𝒗𝟏 =

(2,2,2), 𝒗𝟐 = (0,0,3), 𝒗𝟑 = (0,0,1) merentang ℝ3. 
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Definisi 2.8 Rentang Linier Tertutup (Axler et al., 1998). 

Jika 𝑆 adalah himpunan vektor pada Ruang Vektor 𝑉 dengan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏}, 

rentang linier tertutup dari 𝑉 adalah subruang tertutup terkecil yang memuat 𝑆 di 

dalam 𝑉. 

 

Definisi 2.10 Basis (Syarifuddin et al., 2016). 

Jika 𝑉 adalah suatu Ruang Vektor dan  𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … , 𝒗𝒏} adalah himpunan 

vektor-vektor pada 𝑉, maka 𝑆 disebut basis dari 𝑉 jika memenuhi kedua syarat 

berikut. 

1. 𝑆 bebas linier 

2. 𝑆 merentang 𝑉 

 

Contoh 2.11 

Tunjukkan apakah himpunan 𝑆 = {𝒗𝟏, 𝒗𝟐, 𝒗𝟑} di ℝ3, dengan 𝒗𝟏 = (2,2,2),  𝒗𝟐 =

(0,0,3),  dan 𝒗𝟑 = (0,1,1) adalah basis dari ℝ3. 

Jawab:  

Pada Contoh 2.6 telah dibuktikan bahwa 𝑆 bebas linier dan pada Contoh 2.8 telah 

dibuktikan pula 𝑆 merentang ℝ3. Berdasarkan Definisi 2.10, maka 𝑆 memenuhi 

syarat sebagai basis sehingga terbukti bahwa 𝑆 merupakan basis di ℝ3. 

 

Untuk selanjunya, notasi vektor tidak tebal mengikuti rujukan utama yaitu 

“Classical Banach Space”. 
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2.1.4 Basis Ortonormal 

Basis Ortonormal digunakan untuk membuktikan lemma yang akan 

digunakan dalam pembuktian eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach. 

Berikut akan dibahas mengenai definisi dan contoh terkait Basis Ortonormal. 

 

Definisi 2.12 Ruang Hasil Kali Dalam (Kreyszig, 1978). 

Misal 𝑉 adalah Ruang Vektor atas lapangan ℝ, hasil kali dalam pada 𝑉 adalah 

fungsi 〈 .∙. 〉: 𝑉 × 𝑉 → ℝ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈

ℝ memenuhi aksioma berikut 

1. 〈𝑥 ∙ 𝑥〉 ≥ 0 

2. 〈𝑥 ∙ 𝑥〉 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. 〈𝑥 ∙ 𝑦〉 = 〈𝑦 ∙ 𝑥〉 

4. 〈𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∙ 𝑧〉 = 𝛼〈𝑥 ∙ 𝑧〉 + 𝛽〈𝑦 ∙ 𝑧〉 

 

Definisi 2.13 Norma Yang Diinduksi Dari Hasil Kali Dalam (Kreyszig, 1978). 

Misal 𝑋 adalah ruang hasil kali dalam atas lapangan ℝ. Norma pada 𝑋 

didefinisikan dengan 

‖𝑥‖ = √〈𝑥 ∙ 𝑥〉 

 

Definisi 2.14 Basis Ortonormal (Howard, 2004). 

Himpunan vektor {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dikatakan basis ortonormal untuk Ruang Vektor 

𝑉, jika memenuhi dua kondisi untuk setiap 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ 

1. 〈 𝑣𝑖 ∙  𝑣𝑗〉 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 

2. ‖ 𝑣𝑖‖ = 1 
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Contoh 2.15 

Diberikan himpunan 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} di ℝ3 dengan 𝑣1 = (0,1,0),  𝑣2 =

(
1

√2
, 0,

1

√2
),  dan 𝑣3 = (−

1

√2
, 0,

1

√2
) dilengkapi dengan hasil kali dalam Euclid. 

Tunjukkan bahwa himpunan 𝑉 merupakan basis ortonormal. 

Jawab: 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑉 memenuhi 2 kondisi: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 〈 𝑣1 ∙  𝑣2〉 = 0, 〈 𝑣1 ∙  𝑣3〉 = 0, 〈 𝑣2 ∙  𝑣3〉 = 0 

〈 𝑣1 ∙  𝑣2〉 =  0 ∙
1

√2
+ 1 ∙ 0 + 0

1

√2
= 0 

〈 𝑣1 ∙  𝑣2〉 =  0 ∙ −
1

√2
+ 1 ∙ 0 + 0

1

√2
= 0 

〈 𝑣2 ∙  𝑣3〉 =
1

√2
∙ −

1

√2
+ 0 ∙ 0 +

1

√2
∙

1

√2
= 0 

2. Akan ditunjukkan ‖ 𝑣𝑖‖ = 1, untuk 𝑖 = 1,2,3 

‖ 𝑣1‖ = √02 + 12 + 02 = 1 

‖ 𝑣2‖ = √(
1

√2
)

2

+ 02 + (
1

√2
)

2

= 1 

‖ 𝑣1‖ = √(−
1

√2
)

2

+ 02 + (
1

√2
)

2

= 1 

Karena kondisi satu dan dua terpenuhi, maka 𝑉 merupakan basis ortonormal. 

 

2.1.5 Ruang Bernorma 

Ruang bernorma berkaitan dengan penelitian karena objek pada penelitian 

ini adalah Ruang Banach di mana Ruang Banach adalah ruang bernorma yang 
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lengkap. Berikut akan ditelaah definisi dan teorema yang berkaitan dengan ruang 

bernorma dan kekonvergenan pada ruang bernorma. 

 

Teorema 2.1 Ketaksamaan Holder (Kreyszig, 1978). 

Misal 𝑝 ≥ 1 dan 𝑞 < ∞ sedemikian sehingga 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 dan misal {𝑥𝑛}𝑛=1

∞   =

𝑥, {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   = 𝑦 dengan 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ𝑝, maka 

∑|𝑥𝑛𝑦𝑛|

∞

𝒏=1

≤ (∑|𝑥𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑛|𝑞

∞

𝑛=1

)

1
𝑞

 

Bukti: 

Untuk membuktikan ketaksamaan Holder dapat menggunakan ketaksamaan 

Young. 

Misal  

𝑥𝑛̅̅ ̅ =
𝑥𝑛

(∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1
𝑝

, dan 𝑦𝑛̅̅ ̅ =
𝑦𝑛

(∑ |𝑦𝑛|𝑞∞
𝑛=1 )

1
𝑞

 

Dengan {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} ∈ ℓ𝑝. 

Perhatikan bahwa 

∑|𝑥𝑛̅̅ ̅|𝑝 = (∑ |
𝑥𝑛

(∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1
𝑝

|

∞

𝑛=1

)

𝑝
∞

𝒏=1

 

=
∑ |𝑥𝑛|𝑝∞

𝑛=1

(∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1
𝑝

(𝑝)
 

=
∑ |𝑥𝑛|𝑝∞

𝑛=1

∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1

=
|𝑥1|𝑝 + |𝑥2|𝑝 + |𝑥3|𝑝 + ⋯

|𝑥1|𝑝 + |𝑥2|𝑝 + |𝑥3|𝑝 + ⋯
= 1 
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Sehingga  

∑|𝑥𝑛̅̅ ̅|𝑝 = 1

∞

𝑛=1

 

sama halnya dengan 𝑦𝑛̅̅ ̅, sehingga diperoleh  

∑|𝑦𝑛̅̅ ̅|𝑝 = 1

∞

𝑛=1

 

misal 𝑎 = |𝑥𝑛̅̅ ̅| dan 𝑏 = |𝑦𝑛̅̅ ̅|, sehingga dengan mensubstitusikan nilai 𝑎 dan 𝑏 

pada ketaksamaan Young, diperoleh 

𝑎𝑏 = |𝑥𝑛̅̅ ̅||𝑦𝑛̅̅ ̅| ≤
|𝑥𝑛̅̅ ̅|𝑝

𝑝
+

|𝑦𝑛̅̅ ̅|𝑝

𝑞
 

Dengan menjumlahkan dari 1 sampai ∞ kedua ruas pada persamaan tersebut, 

maka didapatkan 

∑|𝑥𝑛̅̅ ̅||𝑦𝑛̅̅ ̅|

∞

𝑛=1

≤ ∑ [
|𝑥𝑛̅̅ ̅|𝑝

𝑝
+

|𝑦𝑛̅̅ ̅|𝑝

𝑞
]

∞

𝑛=1

 

≤ ∑
|𝑥𝑛̅̅ ̅|𝑝

𝑝

∞

𝑛=1

+ ∑
|𝑦𝑛̅̅ ̅|𝑞

𝑞

∞

𝑛=1

 

≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

Sehingga  

∑|𝑥𝑛̅̅ ̅||𝑦𝑛̅̅ ̅|

∞

𝑛=1

≤ 1 

Dengan mensubstitusikan nilai 𝑥𝑛̅̅ ̅ dan 𝑦𝑛̅̅ ̅, diapatkan 

∑ (|(
𝑥𝑛

(∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1
𝑝

) ( 
𝑦𝑛

(∑ |𝑦𝑛|𝑞∞
𝑛=1 )

1
𝑞

)|)

∞

𝑛=1

≤ 1 
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∑|𝑥𝑛𝑦𝑛|

∞

𝒏=1

≤ (∑|𝑥𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑛|𝑞

∞

𝑛=1

)

1
𝑞

 

 

Teorema 2.2 Ketaksamaan Minkowski (Kreyszig, 1978). 

Jika 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ𝑝 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 dan 𝑥 + 𝑦 ∈ ℓ𝑝, maka 

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝑥𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Bukti: 

Jika 𝑝 = 1, maka berdasarkan ketaksamaan segitiga, untuk 1 < 𝑝 < ∞, diperoleh 

∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

= ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
1

∞

𝑖=1

 

≤ ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝−1[|𝑥𝑖| + |𝑦𝑖|]

∞

𝑖=1

 

≤ ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1|𝑥𝑖|

∞

𝑖=1

+ ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝−1|𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

Menggunakan ketaksamaan Holder, didapatkan 

∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝−1|𝑥𝑖|

∞

𝑖=1

= (∑|𝑥𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|(𝑝−1)𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

 

dan 

∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝−1|𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

= (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
(𝑝−1)𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞
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sehingga 

∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

= (∑|𝑥𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
(𝑝−1)𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
(𝑝−1)𝑞

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

 

Karena 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, maka 𝑝 + 𝑞 = 𝑝𝑞 dan 𝑝 = (𝑝 − 1)𝑞. 

Sehingga bentuk persamaannya menjadi 

∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

= (∑|𝑥𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑞

 

Kemudian kedua ruas dibagi dengan (∑ |𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑛
𝑖=1 )

1

𝑞, menjadi 

∑ |𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝∞
𝑖=1

(∑ |𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑛
𝑖=1 )

1
𝑞

= (∑|𝑥𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1−
1
𝑞

= (∑|𝑥𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Karena 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, maka 

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

+
1
𝑞

−
1
𝑞

= (∑|𝑥𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Sehingga terbukti bahwa 

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

= (∑|𝑥𝑖|𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑦𝑖|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝
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Definisi 2.16 Ruang Bernorma (Bartle & Sherbert, 2010). 

Misalkan 𝑋 adalah Ruang Vektor atas lapangan ℝ. Norma pada 𝑋 didefinisikan 

sebagai suatu pemetaan ‖ . ‖: 𝑋 → ℝ, dimana untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈

ℝ memenuhi yaitu: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0 

2. ‖𝑥‖ > 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0  

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, ∀𝛼 ∈  ℝ, 𝑥 ∈ 𝑋 

4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

Jika 𝑋 sudah memenuhi sifat norma tersebut, maka ‖ . ‖ dikatakan norma untuk 

𝑋 dan (𝑋, ‖ . ‖) disebut ruang bernorma. 

 

Contoh 2.17 

Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, diberikan ℓ𝑝 ruang barisan yang didefinisikan 

ℓ𝑝 = {{𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ ∶ ∑|𝑎𝑛|𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

Dilengkapi dengan norma 

‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝 = (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

Buktikan bahwa (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖) adalah ruang bernorma (Bartle & Sherbert, 2010).  

Bukti:  

Akan dibuktikan (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖) adalah ruang bernorma. 

1. Akan ditunjukkan ‖𝑎𝑛‖ ≥ 0 

Berdasarkan yang diketahui ‖𝑎𝑛‖ = (∑ |𝑎𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 karena |𝑎𝑛|𝑝 ≥ 0 untuk 

semua 𝑛 ∈ ℕ, maka 
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|𝑎1|𝑝 + |𝑎2|𝑝 + ⋯ + |𝑎𝑛|𝑝 ≥ 0 

∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

≥ 0 

(∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

≥ 0 

Sehingga ‖𝑎𝑛‖ ≥ 0. 

2. Akan ditunjukkan ‖𝑎𝑛‖ > 0 jika dan hanya jika 𝑎𝑛 = 0  

(→) Jika ‖𝑎𝑛‖ = 0, akan ditunjukkan 𝑎𝑛 = 0 

Karena ‖𝑎𝑛‖ = (∑ |𝑎𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = 0, maka 

(∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

= (|𝑎1|𝑝 + |𝑎2|𝑝 + ⋯ + |𝑎𝑛|𝑝)
1
𝑝 = 0 

Karena nilai |𝑎𝑛|𝑝 ≥ 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka untuk mendapatkan 

‖𝑎𝑛‖ = 0 maka nilai |𝑎𝑛|𝑝 haruslah 0. Sehingga 𝑎𝑛 = 0 ∀ 𝑛 ∈ ℕ.  

(←) Jika 𝑎𝑛 = 0, akan ditunjukkan ‖𝑎‖ = 0 

𝑎𝑛 = 0 maka |𝑎𝑛| = 0. Sehingga |𝑎𝑛|𝑝 = 0 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ sehingga 

|𝑎1|𝑝 + |𝑎2|𝑝 + ⋯ + |𝑎𝑛|𝑝 = ∑ |𝑎𝑛|𝑝∞
𝑛=1 = 0. Kemudian  

(∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

= 0 

Sehingga ‖𝑎𝑛‖ = 0. 

3. Akan ditunjukkan ‖𝛼(𝑎𝑛)‖ = |𝛼|‖𝑎𝑛‖ 

Berdasarkan definisi, maka  

‖𝛼(𝑎𝑛)‖ = (∑|𝛼(𝑎𝑛)|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

= (∑|𝛼|𝑝|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝
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Karena 𝛼 ∈ ℝ merupakan skalar, maka diperoleh 

= |𝛼| (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

= |𝛼|‖𝑎𝑛‖ 

4. Akan ditunjukkan ‖𝑎𝑛 + 𝑏𝑛‖ ≤ ‖𝑎𝑛‖ + ‖𝑏𝑛‖ dengan 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ∈ ℓ𝑝 

‖𝑎𝑛 + 𝑏𝑛‖ = (∑|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

Menggunakan ketaksamaan Minkowski diperoleh 

(∑|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

+ (∑|𝑏𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

Sehingga ‖𝑎𝑛 + 𝑏𝑛‖ ≤ ‖𝑎𝑛‖ + ‖𝑏𝑛‖. 

Karena ke-iv sifat terbukti, maka (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝) adalah ruang bernorma. 

 

Definisi 2.18 Kekonvergenan Pada Ruang Bernorma (Kreyszig, 1978). 

1. Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   pada ruang bernorma 𝑋 konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika 

∀𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀. 

sehingga lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 atau dapat di notasikan dengan 𝑥𝑛 → 𝑥 

dengan 𝑥 merupakan nilai limit 𝑋.  

2. Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   pada ruang bernorma 𝑋 merupakan barisan Cauchy jika 

∀𝜀 > 0 terdapat 𝐻(𝜀) ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀ 𝑚, 𝑛 ≥ 𝐻(𝜀) berlaku 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀. 
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2.1.6 Operator Linier 

Operator linier digunakan untuk memetakan vektor ke dalam vektor lain. 

Hubungan operator linier dengan Basis Schauder terletak pada kegunaan operator 

linier yang dapat memetakan Basis Schauder ke Ruang Banach lain. 

 

Definisi 2.19 Operator Linier (Kreyszig, 1978). 

Operator 𝑇 yang memetakan Ruang Vektor 𝑉 ke Ruang Vektor lain atas lapangan 

yang sama disebut operator linier jika memenuhi dua sifat utama untuk semua 

vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 dan untuk semua skalar 𝛼 ∈ ℝ. 

1. Additivitas (Penjumlahan vektor) 

𝑇(𝑢 + 𝑣) = 𝑇(𝑢) + 𝑇(𝑣) 

2. Homogenitas (Penggandaan skalar) 

𝑇(𝑘𝑢) = 𝛼𝑇(𝑢) 

 

Contoh 2.20 

Misalkan 𝑋 adalah Ruang Banach. Operator identitas 𝐼 ∶ 𝑋 → 𝑋 didefinisikan 

oleh 𝐼(𝑥) = 𝑥 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋. Buktikan bahwa operator identitas pada Ruang 

Banach tersebut merupakan operator linier. 

Bukti:  

Untuk menujukkan bahwa operator tersebut merupakan operator linier, maka 

akan ditunjukkan 𝐼 ∶ 𝑋 → 𝑋 memenuhi dua sifat: 

1. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, berlaku: 

𝐼(𝑥 + 𝑦) = 𝐼(𝑥) + 𝐼(𝑦) 
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Bukti:  

𝐼(𝑥 + 𝑦) = 𝑥 + 𝑦, disisi lain 𝐼(𝑥) + 𝐼(𝑦) = 𝑥 + 𝑦. Sehingga terbukti 

bahwa 𝐼(𝑥 + 𝑦) = 𝐼(𝑥) + 𝐼(𝑦) = 𝑥 + 𝑦 

2. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan setiap skalar 𝑘 ∈ ℝ, berlaku: 

𝐼(𝑘𝑥) = 𝑘𝐼(𝑥) 

 

Bukti:  

𝐼(𝑘𝑥) = 𝑘𝑥, di sisi lain 𝑘𝐼(𝑥) = 𝑘𝑥. Sehingga terbukti bahwa 𝐼(𝑘𝑥) =

𝑘𝐼(𝑥) = 𝑘𝑥. 

Karena ke-2 sifat dipenuhi oleh operator identitas, maka operator identitas 

merupakan operator linier. 

 

Definisi 2.21 Operator Linier Terbatas 

Misal 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang bernorma dan 𝑇: 𝑍 → 𝑌 adalah operator linier dengan 

di mana 𝑍 ⊂ 𝑋. Operator 𝑇 dikatakan terbatas jika terdapat 𝐾 ∈ ℝ sedemikian 

sehingga ∀𝑥 ∈ 𝑍, berlaku 

‖𝑇𝑥‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖ 

 

Definisi 2.22 Ruang Dual (Kreyszig, 1978). 

Misal 𝑋 adalah ruang bernorma. Maka himpunan semua fungsi linier terbatas di 

𝑋 merupakan ruang bernorma yang didefinisikan 

‖𝑓‖ = sup
𝑥∈𝑋
𝑥≠0

|𝑓(𝑥)|

‖𝑥‖
= sup

𝑥∈𝑋
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)| 

disebut ruang dual dari 𝑋 dan dinotasikan dengan 𝑋∗. 
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Definisi 2.23 Pemetaan Ruang Dual (Straatman, 2014). 

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach. Misal 𝑥 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 ≠ 0 dan 𝜙 adalah fungsi 

linier dan terbatas. Maka 𝑇: 𝑋 → 𝑋∗ yang didefinisikan sebagai 

𝑇(𝑥) = {𝜙 ∈ 𝑋∗: ‖𝜙‖ = 1 ∙ 𝜙(𝑥) = ‖𝑥‖} 

disebut pemetaan dual. 

 

2.1.7 Ruang Banach 

Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap (Bartle & Sherbert, 

2010). Ruang Banach berperan sebagai objek pada penelitian “Eksistensi Basis 

Schauder di Ruang Banach”. Berikut akan dipaparkan beberapa definisi dan 

teorema yang mendukung materi yang akan dibahas. 

 

Definisi 2.24 Ruang Banach (Bartle & Sherbert, 2010). 

Ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap, kelengkapannya berarti 

bahwa setiap barisan Cauchy {𝑥𝑛}𝑛=1
∞    dalam ruang bernorma konvergen ke suatu 

titik dalam ruang tersebut. 

 

Contoh 2.25 

Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, diberikan ℓ𝑝 ruang barisan yang didefinisikan 

ℓ𝑝 = {{𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ ∶ ∑|𝑎𝑛|𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

Dilengkapi dengan norma 

‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝 = (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝
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Buktikan bahwa (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝) adalah Ruang Banach (Bartle & Sherbert, 2010).  

Bukti:  

Pada Contoh 2.17 telah dibuktikan bahwa (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝) adalah ruang bernorma. 

Selanjutnya akan dibuktikan kelengkapan ruang bernorma (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖). Misal 

barisan {𝑎𝑖
(𝑘)}

𝑖=1

∞
  dengan 𝑘 ∈ ℕ merupakan barisan Cauchy di ℓ𝑝, maka untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖

(𝑛)‖ = (∑|𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖

(𝑛)|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

< 𝜀 

barisan {𝑎𝑖
(𝑘)}

𝑖=1

∞
  dengan 𝑘 ∈ ℕ  adalah barisan Cauchy di ℝ. Karena ℝ lengkap, 

maka barisan {𝑎𝑖
(𝑘)}

𝑖=1

∞
  dengan 𝑘 ∈ ℕ konvergen ke suatu barisan {𝑎𝑖}𝑖=1

∞ ∈ ℝ 

Kemudian akan ditunjukkan {𝑎𝑖}𝑖=1
∞ ∈ ℓ𝑝, untuk setiap 𝜀 > 0, dipilih 𝑁 

sedemikian sehingga untuk semua 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

(∑|𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖

(𝑛)|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

< 𝜀 

untuk 𝑚 ≥ 𝑁 terdapat 𝑎𝑖
(𝑛) konvergen ke 𝑎𝑖. Sehingga diperoleh 

(∑|𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖|

𝑝
∞

𝑖=1

)

1
𝑝

< 𝜀 

∑|𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖|

𝑝
∞

𝑖=1

< 𝜀𝑝 

Karena 𝑎𝑖
(𝑚) ∈ ℓ𝑝 dan ‖𝑎𝑖

(𝑚)‖ berhingga, menggunakan ketaksamaan segitiga 

diperoleh 

‖𝑎𝑖‖ ≤ ‖𝑎𝑖
(𝑚)‖ + ‖𝑎𝑖

(𝑚) − 𝑎𝑖‖ < ‖𝑎𝑖
(𝑚)‖ + 𝜀 

Sehingga 𝑎𝑖 ∈ ℓ𝑝 karena 𝜀 bernilai sebarang dan ‖𝑎𝑖‖ berhingga. 
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑎𝑖
(𝑘) konvergen ke 𝑎𝑖. 

Diberikan 𝜀 > 0 dipilih 𝑁 sedemikian sehingga 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑎𝑖
(𝑚) − 𝑎𝑖

(𝑛)‖ < 𝜀 

Ketika 𝑚 ≥ 𝑁 untuk setiap 𝑘 ≥ 𝑁, diperoleh 

‖𝑎𝑖
(𝑘) − 𝑎𝑖‖ < ‖𝑎𝑖

(𝑘) − 𝑎𝑖
(𝑚)‖ + ‖𝑎𝑖

(𝑚) − 𝑎𝑖‖ < 𝜀 + 𝜀 = 2𝜀 

Sehingga 𝑎𝑖
(𝑘) konvergen ke 𝑎𝑖.  

 

2.1.8 Basis Schauder 

Basis Schauder adalah konsep dalam Ruang Banach yang mirip dengan 

basis dalam Ruang Vektor. Peran basis Schauder dalam Ruang Banach sangat 

penting karena dapat digunakan untuk merepresentasikan elemen-elemen dalam 

ruang tersebut sebagai jumlah tak terhingga linier dari elemen-elemen basis. 

 

Definisi 2.26 Basis Schauder di Ruang Bernorma (Bartle & Sherbert, 2010). 

Terdapat barisan vektor {𝑒𝑛}𝑛=1
∞    di ruang bernorma 𝑋 dengan sifat: ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 

terdapat suatu barisan skalar {𝑎𝑛}𝑛=1
∞   sehingga berlaku  

‖𝑥 − ∑ 𝛼𝑖𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ → ∞ 

 

Contoh 2.27 

Diketahui 𝑒1 = (
1
0
0

) , 𝑒2 = (
0
1
0

) , 𝑒3 = (
0
0
1

) dengan 𝛽 = (
2
3
4

). Apakah 

( 𝑒1, 𝑒2, 𝑒1) merupakan Basis Schauder. 
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Jawab:  

Jika 𝛽 = ∑ 𝛼𝑖𝑒𝑖
𝑛
𝑖=1 = (

2
3
4

) terpenuhi maka ( 𝑒1, 𝑒2, 𝑒1) merupakan Basis 

Schauder. 𝛽 = 2 (
1
0
0

) , +3 (
0
1
0

) + 4 (
0
0
1

) = (
2
3
4

). Sehingga ( 𝑒1, 𝑒2, 𝑒1) 

merupakan Basis Schauder. 

 

2.2  Kajian Integrasi Topik Dengan Al-Quran 

Pada bab 1 telah dijelaskan mengenai perintah Allah kepada seseorang 

untuk selalu mengingat Allah SWT. melalui ciptaan-Nya, dan orang yang 

melaksanakan perintah Allah tersebut termasuk ulul albab. Pada subbab ini, akan 

dibahas mengenai karakteristik dari ulul albab, sebagaimana firman Allah dalam 

QS. Az-Zumar ayat 18 yang berbunyi: 

ى  هُمُ  ٱلَّذِين   أوُ۟ل   ئِك   ۚ أ حْس ن هُۥ   ف  ي  تَّبِعُون   ٱلْق وْل   ي سْت مِعُون   ٱلَّذِين   هُمْ  و أوُ۟ل   ئِك   ۖ ٱللَُّّ  ه د   
ٱلْْ لْب  بِ  أوُ۟لُوا۟   

(Kementrian Agama, 2020) 

Artinya: 

“Yang mendengarkan perkataan lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya. 

Mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan mereka itulah 

orang-orang yang mempunyai akal.” 
 

Menurut Al- Ashqar dalam kitab Tafsir Zubdatut Tafsir Min Fathil Qadir, 

QS. Az-Zumar ayat 18 bermakna “   أ حْس ن هُۥ   ف  ي  تَّبِعُون   الْق وْل   ي سْت مِعُون   الَّذِين   yaitu "orang-

orang yang mendengarkan perkataan kemudian mengikuti yang terbaik di 

antaranya." Ini merujuk pada mereka yang mendengar kebenaran dari kitab Allah 

atau sunnah Rasulullah, lalu menjalankan perintah baik yang diberikan dan 
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mengamalkannya. Pendapat lain menyebutkan bahwa ayat ini merujuk pada orang 

yang mendengar baik perkataan baik maupun buruk, tetapi hanya mengucapkan 

yang baik dan meninggalkan yang buruk. Kemudian  ُى  هُمُ  الَّذِين   و۟ل  ئِك  أ و أوُ۟ل  ئِك   ۖ اللُ  ه د   

الْْ لْب بِ  أوُ۟لُوا۟  هُمْ   "Mereka itulah orang-orang yang telah diberi Allah petunjuk dan 

mereka itulah orang-orang yang mempunyai akal." Mereka adalah orang-orang 

yang diberi petunjuk oleh Allah menuju kebenaran dan memiliki akal sehat. 

Dijelaskan pula dalam hadis Hilyatul Auliya, no. 12893 karya Al- 

Ashfahani, Abu Nuaim, mengenai karakteristik ulul albab dimana Sufyan bin 

Uyainah mengatakan: 

ا ر أ ى الشَّرَّ اجْت  ن  ب هُ ل يْس  الْع اقِلُ الَّذِي ي  عْرِفُ الْْ يْْ  و الشَّرَّ , إِنََّّ ا الْع اقِلُ الَّذِي إِذ ا ر أ ى الْْ يْْ  ات َّب  ع هُ و إِذ     
(Kementrian Agama, 2020). 

Artinya: 

“Orang yang berakal bukanlah orang yang mengetahui kebaikan dan keburukan. 

Tiada lain orang yang berakal adalah seseorang yang apabila melihat kebaikan, 

ia pun mengikutinya. Dan apabila melihat keburukan, ia pun menjauhinya.” 
 

Berdasarkan ayat dan hadis tersebut, dapat diketahui bahwa ulul albab 

memiliki kriteria tertentu yaitu orang-orang yang mampu membedakan mana yang 

baik dan mana yang tidak baik, mana yang mesti didahulukan dan mana yang tidak,. 

Sebagaimana karakteristik dari suatu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach dapat 

dinyatakan sebagai Basis Schauder yaitu jika dan hanya jika memenuhi tiga 

kondisi. (i) 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. (ii) Terdapat konstanta K sehingga untuk 

setiap pilihan skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ‖ ≤

𝐾‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 ‖. (iii) Rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  adalah 𝑋. Sehingga ketika 
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suatu barisan memenuhi kondisi tersebut disebut sebagai Basis Schauder di Ruang 

Banach. 

 

2.3  Kajian Topik Dengan Teori Pendukung  

 Pada subbab ini diawali dengan memaparkan definisi Basis Schauder di 

Ruang Banach yang tertulis pada buku “Classical Banach Space”. 

 

Definisi 2.28 Basis Schauder di Ruang Banach (Ahlfors et al., 1977). 

Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach 𝑋 disebut Basis Schauder dari 𝑋 apabila untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat barisan skalar dengan tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga 

  𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  yang merupakan Basis Schauder dengan rentang 

linier tertutup disebut barisan basic. 

 

Proposisi 2.3 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal 𝑋 menjadi Ruang Banach dengan Basis Schauder {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ , maka proyeksi 

𝑃𝑛: 𝑋 → 𝑋 didefinisikan oleh 𝑃𝑛(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  adalah operator linier 

terbatas dan sup
𝑛

‖𝑃𝑛‖ < ∞. 

 

Proposisi 2.4 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah barisan vektor di Ruang Banach 𝑋, maka {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  adalah 

Basis Schauder di 𝑋 jika dan hanya jika memenuhi tiga kondisi. 

1. 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

2. Terdapat konstanta K sehingga untuk setiap pilihan skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan 

bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 
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‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

3. Rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah 𝑋. 

 

Lemma 2.5 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dan 𝐵 ⊂ 𝑋 merupakan 

subruang berdimensi hingga dan 𝜀 > 0. Maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥‖ = 1 

sehingga ‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dan setiap skalar 𝜆. 

 

Teorema 2.6 (Ahlfors et al., 1977). 

Setiap Ruang Banach berdimensi tak hingga memuat satu barisan basic. 

 

Definisi 2.29 (Ahlfors et al., 1977). 

Dua basis {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dari 𝑋 dan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  dari 𝑌 disebut ekuivalen apabila deret 

∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen jika dan hanya jika ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛

∞
𝑛=1  konvergen. 

 

Teorema 2.7 (Ahlfors et al., 1977)  

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dengan Basis Schauder. Maka 

terdapat banyak sekali basis normalisasi yang tidak ekuivalen di 𝑋. 

 

Proposisi 2.8 (Ahlfors et al., 1977) 

1. Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   adalah basis normalisasi dari Ruang Banach 𝑋 dengan 

konstanta basis 𝐾. Misal {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   merupakan barisan dari vektor-vektor di 𝑋 

dengan  
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∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ <
1

2𝐾

∞

𝑛=1

 

Maka {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   adalah basis dari 𝑋 yang mana ekuivalen ke {𝑥𝑛}𝑛=1

∞   (jika 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  hanya barisan basic, maka {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  akan menjadi barisan basic juga 

yang ekuivalen dengan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ ) 

2. Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan barisan basic normalisasi di Ruang Banach 𝑋 

dengan konstanta basis 𝐾. Asumsikan bahwa terdapat proyeksi 𝑃 dari 𝑋 onto 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Misal {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  adalah barisan vektor di 𝑋 sedemikian hingga  

∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1

≤
1

8𝐾‖𝑃‖
 

Maka 𝑌 = {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   lengkap di 𝑋. 

 

Definisi 2.30 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah barisan basic di Ruang Banach 𝑋. Barisan vektor tak-nol 

{𝑢𝑖}𝑖=1
∞  di 𝑋 dengan bentuk  

𝑢𝑖 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

𝑝𝑖+1

𝑛=𝑝𝑖+1

 

dengan barisan skalar {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  dan 𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ sebuah barisan bilangan bulat 

meningkat disebut basis blok basic atau singkatnya basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 

 

Proposisi 2.9 (Ahlfors et al., 1977). 

Misalkan 𝑋 adalah Ruang Banach dengan Basis Schauder {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Misal 𝑌 adalah 

subruang tertutup berdimensi tak hingga dari 𝑋. Maka terdapat subruang 𝑍 dari 𝑌 

yang mempunyai basis yang mana ekuivalen dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 
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Proposisi 2.10 (Ahlfors et al., 1977). 

Misalkan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   adalah Basis Schauder dari Ruang Banach 𝑋. Misal 𝑦𝑘 adalah 

barisan vektor yang didefinisikan dengan  

𝑦𝑘 = ∑ 𝑎𝑛
(𝑘)𝑥𝑛

∞

𝑛=1

, 𝑘 = 1,2, … 

sedemikian sehingga lim sup
𝑘

‖𝑦𝑘‖ > 0 dan lim
𝑘

𝑎𝑛
(𝑘) = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ (hal 

ini khusus terjadi jika 𝑦𝑘 → 0 dan ‖𝑦𝑘‖ ↛ 0). Maka terdapat sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 

dari {𝑦𝑘}𝑘=1
∞  yang ekuivalen dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞ .
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

3.1   Jenis Penelitian 

Pada penelitian ini menggunakan jenis atau pendekatan penelitian Studi 

Kepustakaan (Library Research). Menurut Mestika Zed, Studi pustaka atau 

kepustakaan dapat diartikan sebagai serangkaian kegiatan yang berkenaan dengan 

metode pengumpulan data pustaka, membaca dan mencatat serta mengolah bahan 

penelitian (Zed, 2003). Pada bagian ini dilakukan pengkajian mengenai konsep dan 

teori yang digunakan berdasarkan literatur yang tersedia, terutama dari artikel-

artikel yang dipublikasikan dalam berbagai jurnal ilmiah. Dengan menggunakan 

metode penelitian ini penulis dapat dengan mudah menyelesaikan masalah yang 

hendak diteliti. 

 

3.2   Pra Penelitian 

Pra penelitian yang dilakukan penulis adalah dengan mengumpulkan 

beberapa referensi sebagai rujukan terkait topik yang di bahas. Penulis 

menggunakan rujukan utama dari buku “Classical Banach Space” dan objek 

penelitiannya yaitu “Eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach”. 

 

3.3   Tahapan Penelitian 

Penelitian ini dilakukan melalui beberapa tahap: 

1. Melakukan analisis terhadap teorema-teorema eksistensi Basis Schauder di 

Ruang Banach yang akan dibuktikan, yaitu: 
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a. Mengetahui definisi barisan basic, yaitu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  yang merupakan 

Basis Schauder dengan rentang linier tertutup disebut barisan basic. 

b. Mengetahui definisi Basis Schauder di Ruang Banach, yaitu barisan 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach 𝑋 apabila untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat barisan 

skalar dengan tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga   𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 .  

c. Membuktikan bahwa proyeksi 𝑃𝑛: 𝑋 → 𝑋 pada Basis Schauder yang 

didefinisikan oleh 𝑃𝑛(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  adalah operator linier 

terbatas dan sup
𝑛

‖𝑃𝑛‖ < ∞. 

d. Membuktikan kondisi suatu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dikatakan Basis Schauder 

jika dan hanya jika memenuhi tiga kondisi. 

e. Membuktikan lemma “Misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak 

hingga dan 𝐵 ⊂ 𝑋 merupakan subruang berdimensi hingga dan 𝜀 > 0. 

Maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥‖ = 1 sehingga ‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ 

untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dan setiap skalar 𝜆”. 

f. Mengetahui definisi dua basis {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dari 𝑋 dan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  dari 𝑌 disebut 

ekuivalen apabila deret ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen jika dan hanya jika 

∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=1  konvergen. 

g. Mengetahui definisi basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ , yaitu Misal {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  adalah 

barisan basic di Ruang Banach 𝑋. Barisan vektor tak-nol {𝑢𝑖}𝑖=1
∞  di 𝑋 

dengan bentuk 𝑢𝑖 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
𝑝𝑖+1
𝑛=𝑝𝑖+1  dengan barisan skalar {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  dan 

𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ sebuah barisan bilangan bulat meningkat. 

h. Membuktikan teorema yang berkaitan dengan eksistensi Basis Schauder 

di Ruang Banach: 
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i. Setiap Ruang Banach berdimensi tak hingga memuat setidaknya satu 

barisan basic. 

ii. Terdapat banyak basis normalisasi yang tidak ekuivalen pada Ruang 

Banach berdimensi tak hingga. 

iii. Terdapat barisan basic {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ekuivalen dengan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  dan 

barisan {𝑦𝑛}𝑛=1
∞  lengkap pada basis yang ternormalisasi dengan 

konstanta 𝐾. 

iv. Terdapat subruang 𝑍 dari 𝑌 mempunyai basis yang ekuivalen dengan 

basis blok {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  pada 𝑌 di mana 𝑌 merupakan subruang tertutup 

berdimensi tak hingga dari Ruang Banach 𝑋. 

v. Misalkan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   adalah Basis Schauder dari Ruang Banach 𝑋. 

Misal 𝑦𝑘 adalah barisan vektor yang didefinisikan dengan 𝑦𝑘 =

∑ 𝑎𝑛
(𝑘)𝑥𝑛

∞
𝑛=1 , 𝑘 = 1,2, … sedemikian sehingga lim sup

𝑘
‖𝑦𝑘‖ > 0 

dan lim
𝑘

𝑎𝑛
(𝑘) = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ (hal ini khusus terjadi jika 

𝑦𝑘 → 0 dan ‖𝑦𝑘‖ ↛ 0). Maka terdapat sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 dari 

{𝑦𝑘}𝑘=1
∞  yang ekuivalen dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞ . 

2. Membuat pembahasan mengenai pembuktian teorema eksistensi Basis 

Schauder di Ruang Banach. 

3. Mengkaji penerapan integrasi dengan Al– Qur’an. 

4. Penyusunan skripsi. 
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BAB IV  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1  Eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach 

Eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach yaitu setiap Ruang Banach 

berdimensi tak hingga memuat satu barisan basic. Barisan basic adalah barisan 

{𝑥𝑖}𝑖=1
∞  yang merupakan Basis Schauder dengan rentang linier tertutup. Berikut 

pembahasan mengenai teorema eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach diawali 

dengan memaparkan definisi Basis Schauder. 

 

Definisi 4.1 Basis Schauder di Ruang Banach (Ahlfors et al., 1977). 

Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach 𝑋 disebut Basis Schauder dari 𝑋 apabila untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat barisan skalar yang tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga 

  𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Barisan {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  yang merupakan Basis Schauder dengan rentang 

linier tertutup disebut barisan basic. 

 

Proposisi 4.1 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach dengan Basis Schauder {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ , maka proyeksi 

𝑃𝑛: 𝑋 → 𝑋 didefinisikan oleh 𝑃𝑛(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  adalah operator linier 

terbatas dan sup
𝑛

‖𝑃𝑛‖ < ∞. 

Bukti: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 𝑃𝑛 merupakan proyeksi linier. 

Misal 𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1  dan 𝑦 = ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖

∞
𝑖=1  dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ adalah 

skalar, maka 
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a. Akan ditunjukkan sifat additivitas (penjumlahan vektor) 

𝑃𝑛(𝑥 + 𝑦) = 𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

+ ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

) 

= 𝑃𝑛 (∑(𝑎𝑖+𝑏𝑖) 

∞

𝑖=1

𝑥𝑖) 

Karena 𝑃𝑛 hanya berlaku sampai indeks ke-𝑛, maka 

𝑃𝑛 (∑(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) 

∞

𝑖=1

𝑥𝑖) = 𝑃𝑛 (∑(𝑎𝑖+𝑏𝑖) 

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖) 

= 𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

= 𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) + 𝑃𝑛 (∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

= 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑃𝑛(𝑦) 

b. Akan ditunjukkan sifat homogenitas (penggandaan skalar) 

𝑃𝑛(𝛼𝑥) = 𝑃𝑛 (𝛼 ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

) = 𝑃𝑛 (∑(𝛼𝑎𝑖) 

∞

𝑖=1

𝑥𝑖) 

Karena 𝑃𝑛 hanya berlaku sampai indeks ke-𝑛, maka 

𝑃𝑛 (∑(𝛼𝑎𝑖) 

∞

𝑖=1

𝑥𝑖) = ∑(𝛼𝑎𝑖) 

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖 =  𝛼 ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝛼𝑃𝑛(𝑥) 

Jadi, 𝑃𝑛 linier. 

2. Untuk membuktikan 𝑃𝑛 merupakan operator linier terbatas dan sup
𝑛

‖𝑃𝑛‖ <

∞  

Berdasarkan definisi 𝑃𝑛(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 , maka akan ditunjukkan 

bahwa  
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‖𝑃𝑛(𝑥)‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖. 

Diberikan (𝑋, ‖ . ‖) merupakan Ruang Banach dengan Basis Schauder 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  untuk setiap 𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞
𝑖=1  diekspresikan  

|‖𝑥‖| = sup
𝑛

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ < ∞ 

dengan |‖𝑥‖| ≥ ‖𝑥‖ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 (Ahlfors et al., 1977). 

Konstanta basis dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah bilangan sup

𝑛
‖𝑃𝑛‖. Basis dikatakan 

monoton jika untuk setiap deret skalar {𝑎𝑛}, ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ‖ tidak menurun 

sebagai fungsi dari 𝑛. Jika {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah Basis Schauder, maka proyeksi 𝑃𝑛 

akan memenuhi 

|‖𝑃𝑛(𝑥)‖| = sup
𝑚

‖𝑃𝑚𝑃𝑛(𝑥)‖ 

= sup
1≤𝑚≤𝑛

‖𝑃𝑚(𝑥)‖ ≤ sup
𝑛

‖𝑃𝑛(𝑥)‖ = |‖𝑥‖| 

untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋, sehingga 

|‖𝑃𝑛(𝑥)‖| ≤ |‖𝑥‖| = sup
𝑛

‖𝑃𝑛(𝑥)‖ < ∞ 

 

Selanjutnya terdapat beberapa kondisi suatu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ dikatakan Basis 

Schauder. 

 

Proposisi 4.2 

Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah barisan vektor di Ruang Banach 𝑋, maka {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  adalah 

Basis Schauder di 𝑋 jika dan hanya jika memenuhi tiga kondisi. 

1. 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 
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2. Terdapat konstanta 𝐾 sehingga untuk setiap pilihan skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan 

bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

3. Rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah 𝑋. 

Bukti: 

(→) Apabila {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah Basis Schauder, maka akan ditunjukkan {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  

memenuhi tiga kondisi: 

1. Akan dibuktikan 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Bukti: 

Berdasarkan definisi Basis Schauder, barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  di Ruang Banach 𝑋 

disebut Basis Schauder dari 𝑋 apabila untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat barisan 

skalar yang tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  sedemikian sehingga   𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1 . 

Andaikan 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka  

𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

karena 𝑥𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka 

= 𝑎1(0) + 𝑎2(0) + ⋯ + 𝑎𝑛(0) + ⋯ 

yang artinya {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  tidak dapat menjadi basis untuk 𝑋, karena salah satu 

syarat suatu himpunan dikatakan basis berdasarkan Definisi 2.9 haruslah 

bebas linier. Oleh karena itu 𝑥𝑛 ≠ 0, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

2. Akan dibuktikan terdapat konstanta 𝐾 sehingga untuk setiap memilih skalar 

{𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 
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‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

Bukti: 

Menggunakan Proposisi 4.1 proyeksi 𝑃𝑛: 𝑋 → 𝑋 didefinisikan oleh  

𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

adalah operator linier terbatas, sehingga 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

berlaku. 

3. Akan dibuktikan rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah 𝑋. 

Bukti: 

Berdasarkan Definisi 4.1, maka rentang linear tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   haruslah 

seluruh 𝑋. 

(←) Apabila {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  memenuhi tiga kondisi tersebut, maka akan dibuktikan 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder. 

Bukti: 

Karena diketahui 𝑥𝑛 ≠ 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Karena {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan barisan 

vektor, maka {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dapat didefinisikan 

𝑥1
(𝑖) = (𝑥1

(1), 𝑥1
(2), 𝑥1

(3), … , 𝑥𝑛
(𝑖), … ), 

𝑥2
(𝑖) = (𝑥2

(1), 𝑥2
(2), 𝑥2

(3), … , 𝑥4
(𝑖), … ), 

⋮ 

𝑥𝑛
(𝑖) = (𝑥𝑛

(1), 𝑥𝑛
(2), 𝑥𝑛

(3), … , 𝑥𝑛
(𝑖), … ), 

⋮ 
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Sehingga terdapat {𝑥𝑛
(𝑖)}

𝑛=1

∞
≠ 0 pula untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ. Dipilih  𝑥𝑛

(𝑖) = 1, 

karena terdapat konstanta 𝐾 sehingga untuk setiap memilih skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan 

bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, memenuhi 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖. 

Maka terdapat proyeksi linier 𝑃𝑛: 𝑋 → 𝑋 didefinisikan oleh  

𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Sehingga  

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ = ‖𝑃𝑛 (∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

)‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

Dengan demikian terdapat kombinasi linier ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
∞
𝑖=1  dengan 𝑥𝑖 = 𝑥𝑛. Kemudian 

karena rentang linier linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah 𝑋, maka berdasarkan 

Definisi 4.1 {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder. 

 

Contoh 4.2 

Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞, diberikan ℓ𝑝 ruang barisan yang didefinisikan 

ℓ𝑝 = {{𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ ∶ ∑|𝑎𝑛|𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

} 

Dilengkapi dengan norma 

‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝 = (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

Kemudian didefinisikan 
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𝑥1 = (1,0,0, … ), 

𝑥2 = (0,1,0, … ), 

𝑥3 = (0,0,1, … ), 

⋮ 

Maka barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder ℓ𝑝 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞. 

Bukti: 

Berdasarkan Contoh 2.24 terbukti bahwa (ℓ𝑝, ‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝) merupakan Ruang Banach. 

Berdasarkan Definisi 4.1 {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder, jika ∀ 𝑥 ∈ ℓ𝑝, ada 

barisan skalar tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ sedemikian sehingga 𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1  untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

Diambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ𝑝, berdasarkan definisi ℓ𝑝 pada Contoh 4.2 terdapat barisan 

skalar {𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ. Misal {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  dinyatakan dalam bentuk 

{𝑎𝑛}𝑛=1
∞ = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ) 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa barisan skalar {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  tunggal dengan  

𝑥 = ∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛

∞

𝑛=1

 = 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + 𝑥3𝑎3 + ⋯ 

= (1,0,0, … )𝑎1 + (0,1,0, … )𝑎2 + (0,0,1, … )𝑎3 + ⋯ 

= (𝑎1, 0,0, … ) + (0, 𝑎2, 0, … ) + (0,0, 𝑎3, … ) + ⋯ 

= (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … ) 

= {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  

Karena 𝑥 = {𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈  ℓ𝑝 maka {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  merupakan barisan skalar yang tunggal. 

Untuk membuktikan bahwa barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder ℓ𝑝 untuk 

1 ≤ 𝑝 < ∞. Akan ditunjukkan bahwa {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  memenuhi tiga kondisi yang tertera 

pada Proposisi 4.2 
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1. Akan dibuktikan bahwa 𝑥𝑛 ≠ 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Setiap elemen dari barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah vektor kanonik dalam ruang ℓ𝑝. 

Artinya setiap 𝑥𝑛 memiliki elemen ke-𝑛 bernilai 1 dan semua elemen 

lainnya bernilai 0. Karena setiap 𝑥𝑛 memiliki setidaknya 1 komponen yang 

bukan 0, yaitu komponen ke-𝑛 yang bernilai 1, maka 𝑥𝑛 ≠ 0 untuk setiap 

𝑛 ∈ ℕ. 

2. Akan dibuktikan bahwa terdapat konstanta 𝐾 sehingga untuk setiap pilihan 

skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

Berdasarkan contoh norma ‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝 didefinisikan dengan 

‖𝑎𝑛‖ℓ𝑝 = (∑|𝑎𝑛|𝑝

∞

𝑛=1

)

1
𝑝

 

sehingga 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

ℓ𝑝

= (∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

 

dan  

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖

ℓ𝑝

= (∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑚

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Karena ∑ |𝑎𝑖|
𝑝𝑛

𝑖=1  adalah bagian dari ∑ |𝑎𝑖|
𝑝𝑚

𝑖=1  ketika 𝑛 < 𝑚, maka 

∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

≤ ∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑚

𝑖=1
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Oleh karena itu, 

(∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1
𝑝

≤ (∑|𝑎𝑖|
𝑝

𝑚

𝑖=1

)

1
𝑝

 

Ini menunjukkan bahwa dapat dipilih 𝐾 = 1, karena  

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖

ℓ𝑝

≤ 1 ∙ ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖

ℓ𝑝

 

3. Akan dibuktikan bahwa rentang linier Rentang linier tertutup dari 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah 𝑋. 

Karena 𝑥 = {𝑎𝑛}𝑛=1
∞ = (𝑎1, 𝑎2, … ) ∈ ℓ𝑝 dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier dari elemen-elemen {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Oleh karena itu, setiap 

elemen dari ℓ𝑝 merupakan rentang linier dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 

Karena ketiga kondisi terpenuhi, maka {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder dari 

ruang ℓ𝑝 untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞. 

 

Lemma 4.3 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dan 𝐵 ⊂ 𝑋 merupakan 

subruang berdimensi hingga dan 𝜀 > 0. Maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥‖ = 1 

sehingga ‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dan setiap skalar 𝜆. 

Bukti: 

Diketahui 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga. Kemudian karena 𝐵 ⊂

𝑋 berdimensi hingga, maka dapat dipilih suatu basis Ortonormal {𝑦𝑖}𝑖=1
𝑛  dari 𝐵 

dengan 𝑖, 𝑛 ∈ ℕ. Sehingga untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dengan ‖𝑦‖ = 1, terdapat 

‖𝑦 − 𝑦𝑖‖ <
𝜀

2
 dengan mengasumsikan 𝜀 < 1. Karena jika 𝜀 < 1 terbukti, maka 

berlaku pula untuk 𝜀 > 0. Dipilih {𝑦𝑖
∗}𝑖=1

𝑛  dari 𝑋∗ dengan 𝑋∗ merupakan ruang dual 
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dari 𝑋 sehingga untuk setiap 𝑦∗ ∈ 𝑋∗ berlaku ‖𝑦∗‖ = 1. Karena 𝑦𝑖
∗ merupakan 

fungsi linier kontinu yang memetakan 𝑦𝑖 ke skalar 1, sehingga 𝑦𝑖
∗(𝑦𝑖) = 1 untuk 

semua 𝑖 ∈ ℕ. Kemudian dipilih 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥‖ = 1 dan 𝑦𝑖
∗(𝑥) = 0 untuk setiap 

𝑖 ∈ ℕ. Diberikan ‖𝑦‖ = 1 terdapat ‖𝑦 − 𝑦𝑖‖ <
𝜀

2
, maka untuk setiap skalar 𝜆, 

diperoleh  

‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ ≥ ‖𝑦𝑖 + 𝜆𝑥‖ − ‖𝑦 − 𝑦𝑖‖ 

dengan 𝑦𝑖
∗(𝑦𝑖 + 𝜆𝑥) = 𝑦𝑖

∗(𝑦𝑖) + 𝑦𝑖
∗(𝜆𝑥) = 1, maka 

‖𝑦𝑖 + 𝜆𝑥‖ ≥ |𝑦𝑖
∗(𝑦𝑖 + 𝜆𝑥)| = 1 

sehingga 

‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ ≥ 1 −
𝜀

2
 

Oleh karena itu, 

‖𝑦‖ ≤ 1 ≤ (1 −
𝜀

2
) (1 + 𝜀) ≤ ‖𝑦 + 𝜆𝑥‖(1 + 𝜀) 

Karena (1 −
𝜀

2
) < (1 + 𝜀) 

sehingga terbukti untuk setiap 𝑦 ∈ 𝐵 dan setiap scalar 𝜆, berlaku 

‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥‖ 

 

Menggunakan Lemma 4.3 akan dibuktikan teorema eksistensi Basis Schauder di 

Ruang Banach berikut. 

 

Teorema 4.4 (Ahlfors et al., 1977). 

Setiap Ruang Banach berdimensi tak hingga memuat satu barisan basic. 
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Bukti:  

Berdasarkan Definisi 4.1. Maka akan ditunjukkan Teorema 4.4 bahwa setiap Ruang 

Banach berdimensi tak hingga memuat Basis Schauder dengan rentang linier 

tertutup. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  yang dihasilkan adalah suatu 

barisan basic. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  Basis Schauder 

Akan ditunjukkan bahwa {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  memenuhi tiga kondisi sehingga {𝑥𝑛}𝑛=1

∞  

merupakan Basis Schauder. 

1. Akan ditunjukkan 𝑥𝑛 ≠ 0 

Karena dipilih 𝑥𝑛 dengan ‖𝑥𝑛‖ = 1, maka jelas bahwa 𝑥𝑛 ≠ 0. 

2. Akan ditunjukkan terdapat konstanta K sehingga untuk setiap pilihan skalar 

{𝑎𝑖}𝑖=1
∞  dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚, berlaku 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

Berdasarkan Proposisi 4.2 terdapat proyeksi 𝑃𝑛 didefinisikan dengan  

𝑃𝑛 (‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

‖) = ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ 

Berdasarkan Lemma 4.3 dipilih 𝜀 > 0, terdapat barisan {𝜀𝑛}𝑛=1
∞ , sedemikian 

sehingga  

∏(1 + 𝜀𝑛) ≤ 1 + 𝜀

∞

𝑛=1

. 

dapat dipilih 𝑥1 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥1‖ = 1 dan dapat ditemukan 𝑥2 dengan 

‖𝑥2‖ = 1, sehingga untuk 𝑦 ∈ span{𝑥1} dan setiap skalar 𝜆. Misalkan 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 berdasarkan Lemma 4.3 ditemukan ‖𝑥𝑛+1‖ = 1 dengan 𝑦 ∈

span{𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} dan setiap skalar 𝜆 berlaku 
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‖𝑦‖ ≤ (1 + 𝜀)‖𝑦 + 𝜆𝑥𝑛+1‖ 

Berdasarkan Lemma 4.3 karena setiap vektor baru 𝑥𝑛+1 berkaitan dengan 

vektor {𝑥1, … , 𝑥𝑛} berada pada rentang yang sama. Sehingga berdasarkan 

Lemma 4.3 dan kontruksi barisan, setiap elemen 𝑥 ∈ 𝑋 dapat didekati 

sebagai kombinasi linier {𝑥𝑛}. Dengan demikian 𝑥 dapat dinyatakan dalam 

bentuk  

𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥1𝑎1 + 𝑥2𝑎2 + 𝑥3𝑎3 + ⋯ 

Berdasarkan Lemma 4.3 dan kontruksi barisan 

‖𝑥1‖ = 1 dan ‖𝑥𝑛+1‖ = 1 

Sehingga ketika ada konstanta basis 𝐾 untuk setiap pilihan skalar {𝑎𝑖}𝑖=1
∞  

dan bilangan bulat 𝑛 < 𝑚 

‖𝑥‖ ≤ 𝐾‖𝑥𝑛+1‖ 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛+1

𝑖=1

‖ 

dengan 𝑛 + 1 = 𝑚. Dengan demikian, 

‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ < 𝐾 ‖∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

berlaku. 

3. Akan ditunjukkan rentang linier tertutup dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah semua di 𝑋. 

Berdasarkan Lemma 4.3 dan kontruksi barisan, setiap elemen 𝑥 ∈ 𝑋 dapat 

didekati sebagai kombinasi linier {𝑥𝑛}. 

Karena ketiga kondisi terpenuhi, maka {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder. 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  tunggal.  
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Asumsikan ada dua Basis Schauder yang berbeda {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  untuk 

Ruang Banach 𝑋, berdasarkan Definisi 4.1, maka setiap elemen 𝑥 dapat dinyatakan 

sebagai kombinasi linier dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  maupun {𝑦𝑛}𝑛=1

∞ : 

𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=1

= ∑ 𝑏𝑗𝑦𝑗

∞

𝑗=1

 

Karena {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  adalah Basis Schauder, proyeksi ke arah masing-

masing adalah unik (tunggal). Jika terdapat dua Basis Schauder yang berbeda, maka 

setidaknya terdapat satu elemen 𝑥 ∈ 𝑋 yang proyeksinya ke arah {𝑥𝑛} dan {𝑦𝑛} 

yang berbeda, yang kontradiksi dengan keunikan representasi elemen di Ruang 

Banach tersebut. Sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat proyeksi 𝑃𝑛 dan 𝑄𝑛 yang 

didefinisikan masing-masing untuk {𝑥𝑛} dan {𝑦𝑛} tidak mungkin berbeda. Oleh 

karena itu, asumsi bahwa ada dua Basis Schauder yang berbeda tidak mungkin 

benar. Dengan demikian, Basis Schauder di Ruang Banach berdimensi tak hingga 

adalah tunggal. Sehingga Teorema 4.4 terbukti. 

 

Definisi 4.4 (Ahlfors et al., 1977). 

Dua basis {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dari 𝑋 dan {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  dari 𝑌 disebut ekuivalen apabila deret 

∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1  konvergen jika dan hanya jika ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛

∞
𝑛=1  konvergen. 

 

Teorema 4.5 (Ahlfors et al., 1977)  

Misal 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dengan Basis Schauder. Maka 

terdapat banyak sekali basis normalisasi yang tidak ekuivalen di 𝑋. 
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Bukti: 

Karena 𝑋 adalah Ruang Banach berdimensi tak hingga dengan Basis Schauder, 

maka terdapat barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  yang merupakan basis schauder untuk 𝑋.  

Akan ditunjukkan bahwa ada banyak basis normalisasi yang tidak ekuivalen di 𝑋. 

Basis {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  disebut ternormalisasi jika ‖𝑥‖ = 1 untuk semua 𝑛. Dengan kata 

lain, {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah Basis Schauder dari 𝑋, barisan {

𝑥𝑛

‖𝑥𝑛‖
}

𝑛=1

∞

 adalah basis 

ternormalisasi di 𝑋 (Ahlfors et al., 1977). Dua basis normalisasi {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   dan 

{𝑦𝑛}𝑛=1
∞  dikatakan ekuivalen jika ada operator linier terbatas 𝑇: 𝑋 → 𝑋 merupakan 

bijeksi sedemikian sehingga 𝑇(𝑥𝑛) = 𝑦𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah basis normalisasi dari 𝑋 dengan dengan 𝑥𝑛 =

𝑒𝑛

‖𝑒𝑛‖
 sehingga 

‖𝑥𝑛‖ = 1. Karena 𝑋 berdimensi tak hingga, dipilih 𝐼 adalah himpunan tak hingga 

sehingga terdapat {𝑦𝑛} dengan 𝑛 ∈ 𝐼 juga tak hingga. Sehingga terdapat basis 

Schauder {𝑦𝑛} dengan 𝑛 ∈ 𝐼 dapat didefinisikan dengan 𝑦𝑛 =
𝑓𝑛

‖𝑓𝑛‖
  sehingga 

‖𝑦𝑛‖ = 1. 

Karena 𝐼 adalah himpunan tak hingga, sehingga dapat dipilih sebarang 𝑦𝑛 dengan 

𝑛 ∈ 𝐼 di 𝑋 dengan 𝑒𝑛 ≠ 𝑓𝑛. 

Karena 𝑥𝑛 dan 𝑦𝑛 merupakan elemen basis, dan karena masing-masing memiliki 

norma yang berbeda, maka 𝑇(𝑥𝑛) ≠ 𝑦𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Sehingga terdapat 

banyak sekali basis normalisasi yang tidak ekuivalen di 𝑋. 
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Proposisi 4.6 (Ahlfors et al., 1977) 

1. Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   adalah basis normalisasi dari Ruang Banach 𝑋 dengan 

konstanta basis 𝐾. Misal {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   merupakan barisan dari vektor-vektor di 

𝑋 dengan  

∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ <
1

2𝐾

∞

𝑛=1

 

Maka {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   adalah basis dari 𝑋 yang mana ekuivalen ke {𝑥𝑛}𝑛=1

∞   (jika 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  hanya barisan dasar, maka {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  akan menjadi barisan dasar juga 

yang ekuivalen dengan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   

2. Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan barisan dasar normalisasi di Ruang Banach 𝑋 

dengan basis konstan 𝐾. Asumsikan bahwa terdapat proyeksi 𝑃 dari 𝑋 onto 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Misal {𝑦𝑛}𝑛=1

∞  adalah barisan vektor di 𝑋 sedemikian hingga  

∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1

≤
1

8𝐾‖𝑃‖
 

Maka 𝑌 = {𝑦𝑛}𝑛=1
∞   lengkap di 𝑋. 

Bukti: 

1. Diberikan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞    adalah basis dengan konstanta basis 𝐾, yang berarti 

bahwa untuk setiap vektor 𝑥 ∈ 𝑋, terdapat 𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1  dengan ‖𝑥‖ ≤

𝐾‖𝑥‖. Untuk setiap {𝑦𝑛}𝑛=1
∞    dapat didefenisikan operator 𝑇: 𝑋 → 𝑋 

sebagai 𝑇(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=1  dengan 𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞
𝑛=1 . 

Akan dibuktikan bahwa 𝑇 adalah automorfisme, yaitu 𝑇 bijeksif dan 

kontinu dengan 𝑇−1 juga kontinu. Sehingga perlu ditinjukkan terlebih 

dahulu bahwa ‖𝐼 − 𝑇‖ < 1, di mana 𝐼 merupakan operator identitas.  
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‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ = ‖∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

− ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=1

‖ = ‖∑ 𝑎𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)

∞

𝑛=1

‖ 

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, dan definisi bahwa 𝑥𝑛 adalah 

basis dengan konstanta 𝐾, maka diperoleh 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ ≤ ∑|𝑎𝑛| ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1

 

 

Karena 𝑋 memiliki konstanta basis 𝐾 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖ ∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1

 

Karena ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ <
1

2𝐾
 dan 𝑥𝑛 merupakan basis yang ternormalisasi, maka 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ ≤
𝐾‖𝑥‖

2𝐾
=

1

2
 ‖𝑥‖ 

Sehingga ‖𝐼 − 𝑇‖ <
1

2
< 1. Oleh karena itu 𝑇 adalah automorfisma. 

2. Didefenisikan operator 𝑇: 𝑋 → 𝑋 sebagai 𝑇(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=1  dengan 𝑥 =

∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1 . Diberikan {𝑥𝑛}𝑛=1

∞    adalah basis dengan konstanta basis 𝐾, 

yang berarti bahwa untuk setiap vektor 𝑥 ∈ 𝑋, terdapat 𝑥 =

∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=1  dengan ‖𝑥‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖. Akan ditunjukkan bahwa 𝑌 adalah 

subruang komplementer, yang artinya terdapat proyeksi dari 𝑋 ke 𝑌 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ = ‖∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

− ∑ 𝑎𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=1

‖ = ‖∑ 𝑎𝑛(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)

∞

𝑛=1

‖ 

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, dan definisi bahwa 𝑥𝑛 adalah 

basis dengan konstanta 𝐾, maka diperoleh 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ ≤ ∑|𝑎𝑛| ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1
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Karena 𝑋 memiliki konstanta basis 𝐾 

‖𝑥 − 𝑇(𝑥)‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖ ∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

∞

𝑛=1

 

 

Berdasarkan asumsi pada proposisi: 

∑‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤
1

8𝐾‖𝑃‖

∞

𝑛=1

 

 

Maka  

‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ ≤ 𝐾‖𝑥‖
1

8𝐾‖𝑃‖
=

‖𝑥‖

8‖𝑃‖
 

yang menunjukkan bahwa ‖𝑥‖ < 2‖𝑦‖ karena ‖𝑦 − 𝑥‖ <
‖𝑥‖

4
 yang sama 

halnya dengan ‖𝑥‖ ≤ 4‖𝑦 − 𝑥‖ ≤ 4. (
1

8
‖𝑃‖) ‖𝑥‖=(

1

2
) ‖𝑥‖. 

Sehingga 𝑇 adalah bijektif dan kontinu dengan ‖𝑇−1‖ ≤ 2. 

Karena 𝑇 adalah bijektif dan 𝑇−1 juga kontinu, dapat difenisikan 𝑆 = 𝑇𝑃 

sebagai operator proyeksi dari 𝑋 ke 𝑌. Di mana adanya operator 𝑆 

menunjukkan bahwa 𝑌 adalah subruang komplementer pada 𝑋. 

 

Definisi 4.5 (Ahlfors et al., 1977). 

Misal {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah barisan dasar di Ruang Banach 𝑋. Barisan vektor tak-nol 

{𝑢𝑖}𝑖=1
∞  di 𝑋 dengan bentuk 𝑢𝑖 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛

𝑝𝑖+1
𝑛=𝑝𝑖+1 , dengan barisan skalar {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  dan 

𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ sebuah barisan bilangan bulat meningkat disebut basis blok basic atau 

singkatnya basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 
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Proposisi 4.7 (Ahlfors et al., 1977). 

Misalkan 𝑋 adalah Ruang Banach dengan Basis Schauder {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Misal 𝑌 adalah 

subruang tertutup berdimensi tak hingga dari 𝑋. Maka terdapat subruang 𝑍 dari 𝑌 

yang mempunyai basis yang mana ekuivalen dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 

Bukti: 

Karena 𝑌 adalah subruang tertutup berdimensi tak hingga dari 𝑋, dapat ditemukan 

untuk setiap bilangan bulat 𝑝, elemen 𝑦 ∈ 𝑌 dengan ‖𝑦‖ = 1 dapat dinyatakan 

dalam bentuk 𝑦 = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛
∞
𝑛=𝑝+1 .  

Akan dikontruksi basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  secara induktif. Dipilih 𝑦1 ∈ 𝑌 dengan 

‖𝑦1‖ = 1 dan bentuk 𝑦1 = ∑ 𝑎𝑛
(1)𝑥𝑛

∞
𝑛=1 . Kemudian menentukan 𝑢1 =

∑ 𝑎𝑛
(1)𝑥𝑛

𝑝1
𝑛=1  di mana 𝑝1 adalah suatu bilangan bulat sehingga ‖𝑦1 − 𝑢1‖ <

1

4𝐾
, 

dengan 𝐾 adalah konstanta basis dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Kemudian lakukan proses iterasi 

dengan memilih 𝑦2 ∈ 𝑌 dengan ‖𝑦2‖ = 1 dan bentuk 𝑦2 = ∑ 𝑎𝑛
(2)𝑥𝑛

∞
𝑛=𝑝1+1 . 

Kemudian menentukan 𝑢2 = ∑ 𝑎𝑛
(2)𝑥𝑛

𝑝2
𝑛=𝑝𝑖+1  di mana 𝑝2 adalah suatu bilangan 

bulat sehingga ‖𝑦2 − 𝑢2‖ <
1

4(2)𝐾
, dengan 𝐾 adalah konstanta basis dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞ . 

Kemudian lanjutkan proses iterasi hingga ke-𝑖 sehingga dipilih 𝑦𝑖 ∈ 𝑌 dengan 

‖𝑦𝑖‖ = 1 dan menentukan 𝑢𝑖 = ∑ 𝑎𝑛
(𝑖)𝑥𝑛

𝑝𝑖
𝑛=𝑝𝑖−1+1  dengan 𝑖 ∈ ℕ di mana 𝑝𝑖 adalah 

suatu bilangan bulat sehingga ‖𝑦𝑖 − 𝑢𝑖‖ <
1

4(𝑖)𝐾
. Barisan {𝑢𝑖}𝑖=1

∞  merupakan basis 

blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . Karena ∑ ‖𝑦𝑖 − 𝑢𝑖‖∞

𝑖=1 <
1

3𝐾
, berdasarkan Proposisi 4.6, dapat 

disimpulkan bahwa {𝑦𝑖}𝑖=1
∞  merupakan barisan basic yang ekuivalen dengan 

{𝑢𝑖}𝑖=1
∞ . Ruang 𝑍 = span{𝑦𝑖}𝑖=1

∞  memiliki sifat yang diinginkan, yaitu 𝑍 adalah 

subruang dari 𝑌 yang memiliki basis yang ekuivalen dengan basis blok {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 
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Proposisi 4.8 (Ahlfors et al., 1977). 

Misalkan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞   adalah Basis Schauder dari Ruang Banach 𝑋. Misal 𝑦𝑘 adalah 

barisan vektor yang didefinisikan dengan 𝑦𝑘 = ∑ 𝑎𝑛
(𝑘)𝑥𝑛

∞
𝑛=1 , 𝑘 = 1,2, … 

sedemikian sehingga lim sup
𝑘

‖𝑦𝑘‖ > 0 dan lim
𝑘

𝑎𝑛
(𝑘) = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ (hal 

ini khusus terjadi jika 𝑦𝑘 → 0 dan ‖𝑦𝑘‖ ↛ 0). Maka terdapat sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 

dari {𝑦𝑘}𝑘=1
∞  yang ekuivalen dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞ . 

 

Bukti: 

Diketahui {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  adalah Basis Schauder dari 𝑋, artinya setiap 𝑥 ∈ 𝑋 terdapat 

barisan skalar dengan tunggal {𝑎𝑛}𝑛=1
∞ ∈ ℝ𝑛 sedemikian sehingga   𝑥 =

∑ 𝑥𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Diberikan {𝑦𝑘}𝑘=1

∞  sedemikian sehingga lim sup
𝑘

‖𝑦𝑘‖ > 0 dan 

lim
𝑘

𝑎𝑛
(𝑘) = 0 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Akan ditunjukkan bahwa terdapat sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 dari {𝑦𝑘}𝑘=1

∞  yang ekuivalen 

dengan basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ . 

Setiap {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 dapat dinyatakan sebagai 𝑦𝑘 = ∑ 𝑎𝑛

(𝑘)𝑥𝑛
∞
𝑛=1  dengan 𝑘 ∈ ℕ di 

mana lim
𝑘→∞

𝑎𝑛
(𝑘) = 0 untuk setiap 𝑛, koefisien 𝑎𝑛

(𝑘) menjadi semakin kecil saat 𝑘 

bertambah besar. Karena lim sup
𝑘

‖𝑦𝑘‖ > 0, berarti bahwa ada sub barisan dari {𝑦𝑘} 

yang normanya tidak mendekati 0. Dengan kata lain, ada sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 

sedemikian sehingga ‖𝑦𝑘𝑖
‖ > 𝜀 untuk suatu 𝜀 > 0 dan semua 𝑖 ∈ ℕ. 
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Untuk menunjukkan bahwa sub barisan {𝑦𝑘𝑖
}

𝑖=1

∞
 ekuivalen dengan basis blok dari 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞ , akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa ada konstanta 𝐾 > 0 sedemikian 

sehingga untuk semua deret skalar {𝑏𝑖}𝑖=1
∞ , 

1

𝐾
‖∑ 𝑏𝑖𝑧𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ ≤ ‖∑ 𝑏𝑖𝑦𝑘𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ ≤ 𝐾 ‖∑ 𝑏𝑖𝑧𝑖

𝑚

𝑖=1

‖ 

di mana {𝑧𝑖}𝑖=1
∞  adalah basis blok dari {𝑥𝑛}𝑛=1

∞ . 

Karena {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  merupakan Basis Schauder, dapat dipilih sub barisan 𝑦𝑘𝑖

 dengan 

sifat basis blok. Misal 𝑧𝑖 = ∑ 𝑥𝑗
𝑝𝑖+1−1

𝑖=𝑝𝑖
 dengan {𝑝𝑖}𝑖=1

∞  adalah partisi dari indeks 𝑛. 

Karena 𝑎𝑛
(𝑘) konvergen, dapat dipastikan bahwa koefisien 𝑎𝑛

(𝑘) cukup kecil untuk 

semua 𝑛 di luar blok yang dipilih, yang memungkinkan 𝑦𝑘𝑖
 untuk mendekati 𝑧𝑖 

dengan baik. 

 

4.2  Integrasi Karakteristik Ulul Albab Dengan Topik 

Manusia adalah mahluk Allah SWT yang paling mulia dibandingkan 

dengan makhluk lainnya. Karena Allah telah mengutamakannya dengan 

memberikannya akal untuk berfikir. Pada bab sebelumnya telah dibahas mengenai 

ciri-ciri ulul albab. Sebelum membahas secara rinci karakteristik dari ulul albab. 

Dalam Q.S. Az-Zumar:17-18, Allah berfirman 

بوُا ي  عْبُدُوه ا أ نْ  الطَّاغُوت   اجْت  ن  بُوا و الَّذِين   مُُ  اللَِّّ  إِل   و أ نَ  ٱلْق وْل   ي سْت مِعُون   ٱلَّذِين   ١٧ عِب ادِ  ف  ب شِ رْ   ۚ الْبُشْر ى   لَ   
ى  هُمُ  ٱلَّذِين   أوُ۟ل   ئِك    ۚ أ حْس ن هُۥ   ف  ي  تَّبِعُون   ١٨ ٱلْْ لْب  بِ  أوُ۟لوُا۟  هُمْ  و أوُ۟ل   ئِك    ۖ ٱللَُّّ  ه د   

(Kementrian Agama, 2020) 

Artinya:  

“Dan orang-orang yang menjauhi Tagut (yaitu) tidak menyembahnya dan kembali 

kepada Allah, mereka pantas mendapat berita gembira; sebab itu sampaikanlah 

kabar gembira itu kepada hamba-hamba-Ku (17), yang mendengarkan perkataan 
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lalu mengikuti apa yang paling baik di antaranya. Mereka itulah orang-orang yang 

telah diberi Allah petunjuk dan mereka itulah orang-orang yang mempunyai akal 

(18).” 
 

Berdasarkan tafsir Jalalain karya Al-Mahalli dan As-Suyuthi, ayat tersebut 

memiliki makna bahwa orang-orang yang menjauhi thaghut yaitu berhala-berhala, 

dengan tidak menyembahnya dan kembali kepada Allah, akan mendapat kabar 

gembira berupa surga. Oleh karena itu, sampaikanlah kabar gembira tersebut 

kepada hamba-hamba-Ku. Ayat selanjutnya menjelaskan bahwa orang-orang yang 

mendengarkan perkataan dan mengikuti apa yang terbaik di antaranya, yaitu yang 

mengandung kemaslahatan bagi mereka, adalah orang-orang yang telah diberi 

petunjuk oleh Allah dan merupakan orang-orang yang berakal. Berdasarkan ayat 

tersebut, diketahui bahwa orang-orang yang berakal akan mendapat petunjuk dari 

Allah di dunia dan di akhirat. 

Manusia ulul albab harus dijadikan contoh atau tauladan di dalam 

kehidupan, karena ia adalah manusia yang berilmu, yang dengan ilmunya itu ia 

mampu mengarahkan akalnya, agar mengetahui mana yang baik dan buruk supaya 

bisa melaksanakan perintah-Nya dan menjauhi larangan-Nya. Sehingga ia mampu 

mengatasi setiap permasalah yang ada. 

Untuk menjadi ulul albab, seseorang harus memenuhi beberapa kriteria ulul 

albab, yaitu: 

1. Mampu mengambil pelajaran atas yang terjadi, berdasarkan firman Allah 

dalam Q.S. Al- Baqarah ayat 269 yang berbunyi: 

يْْاً أوُتِى   ف  ق دْ  ٱلِْْكْم ة   يُ ؤْت   و م ن   ۚي ش ا ءُ  م ن  ٱلِْْكْم ة   يُ ؤْتِى ٱلْْ لْب  بِ  أوُ۟لوُا۟  إِلَّّ   ي ذَّكَّرُ  و م ا   ۗك ثِيْاً خ   

(Kementrian Agama, 2020). 
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Artinya:  

Allah menganugerahkan al hikmah (kefahaman yang dalam tentang Al Quran 

dan As Sunnah) kepada siapa yang dikehendaki-Nya. Dan barangsiapa yang 

dianugerahi hikmah, ia benar-benar telah dianugerahi karunia yang banyak. 

Dan hanya orang-orang yang berakallah yang dapat mengambil pelajaran 

(dari firman Allah). 
 

 

Menurut Mashudi dalam kitab Tafsir Al-Muyassar, ayat tersebut 

bermakna bahwa Allah memberikan kebenaran dalam perkataan dan 

perbuatan hamba-hamba yang dikehendaki-Nya. Dan barang siapa menerima 

anugerah ini, sesungguhnya ia telah mendapatkan kebaikan yang sangat besar. 

Namun, hanya mereka yang memiliki akal yang diterangi oleh cahaya dan 

petunjuk dari Allah yang mampu mengingat dan memanfaatkan hal ini. 

2. Mampu membedakan yang haq dan batil, berdasarkan firman Allah Q.S. Al- 

Maidah ayat 100 yang berbunyi: 

ثْ ر ةُ  أ عْج ب ك   و ل وْ  و ٱلطَّيِ بُ  ٱلْْ بِيثُ  ي سْت وِى لَّّ  قُل وُ۟لِ  ٱللَّّ   ف ٱت َّقُوا۟   ۚ ٱلْْ بِيثِ  ك  تُ فْلِحُون   ل ع لَّكُمْ  ٱلْْ لْب  بِ  يَ     

(Kementrian Agama, 2020) 

Artinya:  

Katakanlah: "Tidak sama yang buruk dengan yang baik, meskipun banyaknya 

yang buruk itu menarik hatimu, maka bertakwalah kepada Allah hai orang-

orang berakal, agar kamu mendapat keberuntungan". 
 

Berdasarkan penafsiran Mashudi dalam kitab Tafsir Muyassar, ayat 

tersebut memiliki makna: “Katakanlah (wahai rasul) bahwa yang buruk 

tidaklah sama dengan yang baik dalam segala hal. Maka orang kafir berbeda 

dengan orang Mukmin, pelaku maksiat berbeda dengan orang yang taat, orang 

bodoh tidak sebanding dengan orang yang berilmu, pelaku bid’ah berbeda 

dengan pengikut Sunnah, dan harta haram tidak setara dengan harta halal. 

Meskipun kamu mungkin heran (wahai manusia) dengan banyaknya hal-hal 

buruk dan pendukungnya, bertakwalah kepada Allah wahai orang-orang yang 
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memiliki pemikiran matang, dengan menjauhi segala keburukan dan 

melakukan kebaikan, agar kalian sukses mencapai tujuan tertinggi, yaitu 

mendapatkan keridhaan Allah dan masuk surga.”  

3. Senantiasa berbekal ketaqwaan dalam hidupnya, berdasarkan firman Allah 

pada Q.S. Al-Baqarah ayat 197, yang berbunyi: 

ال   و لّ   فُسُوق   و لّ   ر ف ث   ف ل   ٱلْْ جَّ  فِيهِنَّ  ف  ر ض   ف م ن   ۚمَّعْلُوم  ت   أ شْهُر   ٱلْْ ج   خ يْْر  مِنْ  ت  فْع لُوا۟  و م ا   ۗٱلْْ ج ِ  فِ  جِد   
وُ۟لِ  و ٱت َّقُونِ   ۚٱلت َّقْو ى   ٱلزَّادِ  خ يْْ   ف إِنَّ  و ت  ز وَّدُوا۟   ۗ ٱللَُّّ  ي  عْل مْهُ  ٱلْْ لْب  بِ  يَ     

(Kementrian Agama, 2020). 

Artinya:  

“(Musim) haji adalah beberapa bulan yang dimaklumi, barangsiapa yang 

menetapkan niatnya dalam bulan itu akan mengerjakan haji, maka tidak 

boleh rafats, berbuat fasik dan berbantah-bantahan di dalam masa 

mengerjakan haji. Dan apa yang kamu kerjakan berupa kebaikan, niscaya 

Allah mengetahuinya. Berbekallah, dan sesungguhnya sebaik-baik bekal 

adalah takwa dan bertakwalah kepada-Ku hai orang-orang yang berakal.” 

Berdasarkan Tafsir Al-Mukhtashar, waktu pelaksanaan ibadah haji 

adalah bulan-bulan tertentu yang dimulai dari bulan Syawal dan berakhir pada 

sepuluh hari pertama bulan Zulhijah. Barang siapa yang mewajibkan dirinya 

untuk melaksanakan haji pada bulan-bulan tersebut dan melakukan ihram 

haji, maka ia dilarang berhubungan suami istri dan melakukan hal-hal yang 

mengarah kepada hubungan tersebut. Selain itu, ia juga dilarang keras 

melanggar ketaatan kepada Allah dengan melakukan perbuatan dosa, 

menghormati kesucian waktu dan tempat tersebut. Dia juga tidak boleh 

berdebat yang bisa menimbulkan kemarahan dan konflik. Segala perbuatan 

baik yang kalian lakukan pasti diketahui oleh Allah dan akan diberikan 

balasan. Laksanakanlah ibadah haji dengan mempersiapkan bekal makanan 

dan minuman yang kalian butuhkan. Ketahuilah bahwa bekal terbaik yang 
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dapat memperlancar semua urusan kalian adalah ketakwaan kepada Allah. 

Maka, takutlah kepada-Ku dengan menjalankan perintah-perintah-Ku dan 

menjauhi larangan-larangan-Ku, wahai orang-orang yang berakal sehat. 

Oleh karena itu, ketika seorang memenuhi karakteristik dari ulul albab, maka 

orang tersebut mendapat petunjuk dari Allah. Hal ini selaras dengan eksistensi 

Basis Schauder di Ruang Banach dengan membuktikan teorema bahwa pada Ruang 

Banach berdimensi tak hingga memuat satu barisan basic, di mana barisan basic 

sendiri merupakan kondisi ke-tiga dari karakteristik Basis Schauder. Maka ketika 

suatu barisan memenuhi tiga kondisi dari basis schauder, maka barisan tersebut 

merupakan barisan basic. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.2 Kesimpulan 

Dari hasil penelitian ini, dapat disimpulkan bahwa teorema eksistensi Basis 

Schauder di Ruang Banach yang berbunyi: “Setiap Ruang Banach Berdimensi Tak 

Hingga Memuat Satu Barisan Basic” telah dibuktikan. Barisan basic yaitu barisan 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  yang merupakan Basis Schauder di Ruang Banach 𝑋 dengan rentang 

liniernya tertutup. Karena kondisi ke-tiga suatu barisan {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dikatakan Basis 

Schauder adalah rentang liniernya tertutup adalah 𝑋, di mana kondisi tersebut 

merupakan definisi dari barisan basic. Sehingga eksitensi Basis Schauder di Ruang 

Banach tebukti. 

 

5.2 Saran 

 Pada penelitian ini, penulis hanya berfokus pada eksistensi Basis Schauder 

di Ruang Banach atas lapangan riil. pada Diharapkan pada penelitian selanjutnya 

eksistensi Basis Schauder di Ruang Banach dapat diperluas atas lapangan 𝔽 yang 

mencakup riil dan kompleks. 
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