KETERBATASAN OPERATOR INTEGRAL FRAKSIONAL
DI RUANG MORREY YANG DIMODIFIKASI

SKRIPSI

OLEH
ZIRA GEMILIA PUTRI
NIM. 18610041

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2024



KETERBATASAN OPERATOR INTEGRAL FRAKSIONAL
DI RUANG MORREY YANG DIMODIFIKASI

SKRIPSI

Diajukan Kepada
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Oleh
ZIRA GEMILIA PUTRI
NIM. 18610041

PROGRAM STUDI MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2024

11



KETERBATASAN OPERATOR INTEGRAL FRAKSIONAL
DI RUANG MORREY YANG DIMODIFIKASI

SKRIPSI

Oleh
ZIRA GEMILIA PUTRI
NIM. 18610041

Telah Disetujui untuk Diuji

Malang, 25 Juni 2024

Dosen Pembimbing I Dosen Pembimbing I1

NIP. 19800429 200604 1 003 NIP. 197¢0318 2006.04-1 002

g/
{4 Rk :1ly Stsanti, M.Sc.
“NIP=19741129 200012 2 005

iii



KETERBATASAN OPERATOR INTEGRAL FRAKSIONAL
DI RUANG MORREY YANG DIMODIFIKASI

SKRIPSI

Oleh
ZIRA GEMILIA PUTRI
NIM. 18610041

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi
dan Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
untuk Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat)

Tanggal 28 Juni 2024

Ketua Penguji : Dr. Elly Susanti, M.Sc.
Anggota Penguji 1 : Dian Maharani, S.Pd., M.Si.
Anggota Penguji 2 : Dr, Hairur Rahman, M.Si.

Anggota Penguji 3 : Abdul Aziz, M.5i.

Mengetahui,
u g_P.;_Q\graJn Studi Matematika

\ﬂﬂz” 1‘9741 129 200012 2 005

iv



PERNYATAN KEASLIAN TULISAN

Saya bertanda tangan dibawah ini

Nama : Zira Gemilia Putri

NIM 1 18610041

Program Studi : Matematika

Fakultas : Sains dan Teknologi

Judul Skrips  : Keterbatasan Operator Integral Fraksional di Ruang Morrey yang
Dimodifikasi

Menyatakan dengan sebenarnya bahwa skripsi yang saya tulis ini merupakan hasil

karya saya sendiri, bukan pengambilan tulisan atau pemikiran orang lain yang saya

akui sebagai pemikiran saya, kecuali dengan mencantumkan sumber cuplikan pada

daftar pustaka di halaman terakhir. Apabila dikemudian hari terbukti atau dapat

dibuktikan skripsi ini hasil jiplakan, maka saya bersedia menerima sanksi atas

perbuatan tersebut.

Malang, 26 Juni 2024

Zira Gemilia Putri
NIM. 18610041




HALAMAN MOTO
A G (o o

“Indeed, my lord is with me and he will guide me through”
(QS. Asy-Syu’ara: 62)

“Tidak ada yang lebih baik daripada ketetapan Allah.”
-Ustadz Muhammad Nuzul Dzikri

Vi



HALAMAN PERSEMBAHAN

Bismillahirrahmanirrahim
Skripsi ini penulis persembahkan kepada:
Seluruh keluarga penulis, terkhusus kepada kedua orang tua penulis, Bapak
Bahruddin dan Ibu Desmi Ekawati yang mempercayai penulis dalam setiap proses
demi proses yang penulis lewati serta senantiasa menemani penulis melalui doa
yang tidak pernah lelah dipanjatkan di sepertiga malam. Tidak lupa atas besarnya
pengorbanan dukungan material yang diberikan keduanya untuk kelancaran
penulis dalam menyelesaikan tugas akhir ini. Serta kepada abang dan kakak
penulis, Muhammad Ardhian Syah Harwi dan Zila Gemilia Putri, yang selalu
bersedia menjadi pendengar keluh kesah penulis dan tak lupa memberi nasihat
agar penulis semangat mengerjakan skripsi. Last but not least, kepada diri saya
sendiri yang telah berjuang hingga sejauh ini, bertarung dengan pikiran-pikiran
negatif dalam diri, dan memilih untuk membersamai Allah di setiap prosesnya,

serta percaya atas segala ketetapan-Nya.

vil



KATA PENGANTAR

Assalamualaikum Warahmatullahi Wabarakatuh.

Pertama-tama, puji dan syukur diucapkan atas kehadirat Allah subhanahu
wa ta’ala yang telah melimpahkan segala rahmat serta hidayah-Nya, sehingga
penulis bisa menyelesaikan skripsi yang berjudul “Keterbatasan Operator Integral
Fraksional di Ruang Morrey yang Dimodifikasi” yang merupakan salah satu syarat
untuk memperoleh gelar sarjana dalam bidang Matematika di Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Kedua,
sholawat beriring salam semoga tersampaikan kepada baginda Nabi Muhammad
shalallahu alaihi wassalam yang telah membimbing manusia dari zaman
kebodohan (jahiliyah) menuju zaman kebenaran.

Proses penyusunan skripsi ini tidak terlepas dari bimbingan serta masukan
dari berbagai pihak. Untuk itu, pada kesempatan ini, penulis ingin mengucapkan
rasa hormat dan terimakasih sebanyak-banyaknya kepada:

1. Prof. Dr. H. M. Zainuddin, M.A., selaku rektor Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

2. Prof. Dr. Sri Harini, M.Si., selaku dekan Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

3. Dr. Elly Susanti, M.Sc., selaku ketua Program Studi Matematika dan ketua
penguji skripsi, Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

4. Dian Maharani, M.Si., selaku penguji I sekaligus dosen yang telah memberi
arahan, bimbingan, serta memberikan semangat kepada penulis dalam
proses menyelesaikan skripsi.

5. Dr. Hairur Rahman, M.Si., selaku dosen pembimbing I yang telah bersedia
memberikan banyak ilmu, arahan serta masukan kepada penulis sehingga
penulis bisa menyelesaikan skripsi.

6. Abdul Aziz, M.Si., selaku dosen pembimbing II dan dosen wali yang telah
memberikan arahan serta bimbingan kepada penulis selama proses
pengerjaan skripsi.

7. Seluruh dosen Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

viii



8. Kepada orang tua, Bapak Bahruddin dan Ibu Desmi Ekawati yang tidak
putus selalu mengirimkan doa terbaik, serta memberikan semangat dan
motivasi kepada penulis.

9. Seluruh teman-teman mahasiswa dari berbagai angkatan yang telah
membantu memberikan informasi, dukungan, doa serta motivasi kepada
penulis. Terutama teman-teman dari Angkatan 2018 yang telah
membersamai setiap proses pengerjaan skripsi hingga penulis bisa
menyelesaikan skripsi.

10. Seluruh pihak yang tidak dapat disebutkan satu-persatu, yang telah
berkontribusi membantu penulis dalam penyusunan skripsi, baik dukungan
moril maupun materil.

Semoga Allah subhanahu wa ta’ala memberikan rahmat serta karunia-Nya
kepada kita semua. Dalam proses penyusunan skripsi ini, Penulis menyadari bahwa
skripsi ini masih jauh dari sempurna sehingga mungkin terdapat banyak kesalahan.
Tetapi, penulis berharap, terlepas dari ketidaksempurnaannya, skripsi ini bisa
membawa manfaat khususnya bagi penulis dan pembaca, aamiin ya rabbal alamin.

Wassalamualaikum Warahmatullahi Wabarakatuh.

Malang, 25 Juni 2024

Penulis

X



HALAMAN JUDUL

DAFTAR ISI

HALAMAN PENGAJUAN ...cooniintensnnnnsnenssnnsssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssasses
HALAMAN PERSETUJUAN ...coiiiiiiinnninncsnnsnesssnsssessesssessassssssssssssssssssess
HALAMAN PENGESAHAN......cootiiiinninstennnensnnssssssssnsssssssssssssssssssssssssasses

PERNYATAN KEASLIAN TULISAN

HALAMAN MOTO

HALAMAN PERSEMBAHAN

KATA PENGANTAR

DAFTAR ISI..........ccuuee.

DAFTAR GAMBAR

DAFTAR SIMBOL

ABSTRAK ......ccceevuveunne
ABSTRACT ........cceeueeeee

BAB I PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang.

1.2 Rumusan Masalah............ccccccoooiiiiiiniieiiieeeeeee e
1.3 Tujuan Penelitian..........c.ccoeoieiiiiiiiniieieeeee e
1.4 Manfaat Penelitian ..........ccccooovvuviiiiiiiiieeieiieec e
1.5 Batasan Masalah........ccccuvvviiiiiiiiiiiieceeee e

BAB II KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung...........cccceeviiiiiiiiiiiieiieeieeie et
2.1.1 RUANE VEKLOT .....viiiiiieeiiieeieeceee et
2.1.2 Ruang Bernorma..........c.cccocceeviiriieniennienieniecniceeesee e
2.1.3  RUANg MEtriK .....oeveiiieeiiieeiieceee et

2.1.4 Ukuran.

2.1.5 Fungsi Terukur........cocoeviiieiiiieiieeieeceeeeee e
2.1.6  RUANE LeDESGUE.....c..ecoueeeiniiiiiiieieiieieeesteeeeeie e
2.1.7  RUANE MOFFEY ...
2.1.8  Operator LiNEar..........ccccueeeiiieeiiieeiieeeiiee e esiee e
2.1.9  Operator Integral..........cccceriiririiniiniiiinieneeceeee
2.1.10 Keterbatasan OPerator ...........cecveeerveeeiireesiieeniieenreeenveeenns
2.2 Makna Keterbatasan Manusia ...........ccccceeevueerieniiienieeniienie e
2.3 Penaksiran Operator Integral Fraksional ...,

BAB IIIl METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

3.2 Pra Penelitian...

3.3 Tahapan Penelitian ..........cccoevvviieiiiieiiie e

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Keterbatasan Operator Integral Fraksional di Ruang Morrey yang

Dimodifikasi....

4.2 Kesadaran akan Keterbatasan [lmu Pengetahuan..............c.............

BAB V PENUTUP

5.1 Kesimpulan......
5.2 Saran................

RNV, RV, BT ) N S S N N

[\ I NS T N T N i S R S e e S S S i e S e
NW W WWWOO O I N N L DO



DAFTAR PUSTAKA
RIWAYAT HIDUP

X1

45
48



DAFTAR GAMBAR

Gambar 2.1 Ilustrasi Bola Buka dan Bola Tutup....
Gambar 2.2 Ilustrasi Dekomposisi Diadik..............

Gambar 4.1 Skema posisi dari y, Bk, Bk *, dan Bk

Xil



LP (R™)
LPA(R™)

Lpl'ql (Rn)

B(x,R)

DAFTAR SIMBOL

: Himpunan kosong

: Anggota dari

: Gabungan

: Setiap elemen A juga merupakan elemen B

: Himpunan semua bilangan real

: Himpunan semua bilangan real berdimensi n

: Himpunan semua bilangan real digabung {—oo, oo}

: Operator integral fraksional

: Ruang Lebesgue pada himpunan bilangan real dimensi-n
: Ruang Morrey pada himpunan bilangan real dimensi-n

: Ruang Morrey yang dimodifikasi pada himpunan bilangan real

dimensi-n

: Bola buka dengan pusat x dan jari-jari R
: Ukuran
: Fungsi karakteristik

: Norm

Xiii



ABSTRAK

Putri, Zira Gemilia. 2024. Keterbatasan Operator Integral Fraksional di Ruang Morrey
yang Dimodifikasi. Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(D Dr. Hairur Rahman, M.Si. (IT) Abdul Aziz, M.Si.

Kata kunci: Operator integral fraksional, Operator maksimal Hardy-Littlewood, Ruang
Morrey yang dimodifikasi.

Keterbatasan operator integral fraksional pertama kalinya dibuktikan pada ruang Lebesgue
pada tahun 1930 oleh Hardy-Littlewood-Sobolev. Salah satu studi lanjutan mengenai
keterbatasan dari operator ini diteliti oleh Muhammad Idris, dkk pada tahun 2016 yang
merupakan rujukan utama telah membahas tentang keterbatasan dari perluasan operator ini
di ruang Morrey. Selanjutnya, dalam penelitian ini akan dibuktikan teorema yang
merupakan gabungan dari hasil penelitian Adams, Chiarenza-Frasca mengenai
keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey yang dimodifikasi yang termuat
pada sumber rujukan utama. Adapun dalam uraian pembuktiannya untuk membedakannya
dengan pembuktian yang dilakukan oleh Chiarenza-Frasca, digunakan fakta ukuran
Lebesgue pada proses penaksiran operatornya. Selain itu, dalam penelitian ini juga
menggunakan dekomposisi diadik, ketaksamaan Holder dan operator maksimal Hardy-
Littlewood beserta keterbatasannya di ruang Morrey. Hasil penelitian ini menunjukkan
bahwa operator integral fraksional I, merupakan operator yang terbatas di ruang Morrey
yang dimodifikasi dari LP191(R™) ke LP292(R"™). Kedepannya operator ini dapat diteliti
lebih lanjut pada ruang lain selain ruang Morrey atau mengenai bentuk perluasan dari
operator ini dan keterbatasannya di ruang terkait.

Xiv



ABSTRACT

Putri, Zira Gemilia. 2024. The Boundedness of Fractional Integral Operator in
Modified Morrey Space. Thesis. Department of Mathematics. Faculty of Science
and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Adpvisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (IT) Abdul Aziz, M.Si.

Keywords: Integral fractional operator, Hardy-Littlewood maximal operator, Modified
Morrey Space.

The boundedness of fractional integral operator was first proved on Lebesgue space in 1930
by Hardy-Littlewood-Sobolev. One of the advanced studies on the boundedness of this
operator studied by Muhammad Idris, et al in 2016 which is the main reference has
discussed the boundedness of the extension of this operator in Morrey space. Furthermore,
this study will prove the theorem which is a combination of the research results of Adams,
Chiarenza-Frasca regarding the boundedness of fractional integral operators in modified
Morrey spaces contained in the main reference source. As for the description of the proof
to distinguish it from the proof carried out by Chiarenza-Frasca, the fact of Lebesgue
measure is used in the process of estimating the operator. In addition, this study also uses
dyadic decomposition, Holder's inequality and the Hardy-Littlewood maximal operator and
its boundedness in Morrey space. The results show that the fractional integral operator I,
is a finite operator in Morrey space modified from LPv9:(R™) to LPz 92 (R™). In the future,
this operator can be further investigated in other spaces besides Morrey space or about the
extension form of this operator and its boundedness in related spaces.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis fungsional adalah salah satu cabang dari bidang analisis yang
membahas mengenai operator. Suatu pemetaan/fungsi pada dua ruang bernorma
atas lapangan yang sama disebut operator (Ulfa dkk., 2017). Suatu pemetaan linear
dikatakan sebagai operator linear jika pemetaan antara ruang vektor
mempertahankan operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Salah satu contoh
operator linear yang pernah diteliti sebelumnya adalah operator integral fraksional
(Kinnunen dkk., 2021).

Adapun operator linear memiliki penerapan yang penting dalam studi
kalkulus integral yakni pada kasus operator integral fraksional. Operator ini
diperkenalkan oleh Marcel Riesz pada tahun 1886, oleh karena itu dalam beberapa
sumber, beberapa menyebutkan operator ini sebagai operator Riesz. Operator ini
terlibat dalam penyelesaian solusi dari persamaan diferensial parsial (PDP) yakni
persamaan Laplace. Untuk 0 < a < n, dan x € R", operator integral fraksional

(I,) didefinisikan sebagai berikut (Kinnunen dkk., 2021)

L FOx) = J A2

e lx = y[mme

Salah satu studi mengenai operator integral ialah berkaitan dengan
keterbatasan dari operator tersebut. Keterbatasan operator integral fraksional
pertama kalinya dibuktikan pada tahun 1930 oleh dua matematikawan asal Inggris
yakni Hardy G.H dan Littlewood J.E. dan seorang matematikawan asal Rusia yang

bernama Sobolev. Pada proses pembuktiannya, mereka memanfaatkan operator



maksimal yang disebut dengan ketaksamaan Hardy—Littlewood dan fakta
keterbatasannya di ruang yang terkait. Ketiganya membuktikan keterbatasan

operator integral fraksional tersebut pada salah satu ruang homogen yaitu dari ruang
Lebesgue LP (R™) ke ruang L7 (R™) untuk% — 5 = %, dan 1 < p < g < o0, dengan

0 < a < n. Hasil yang didapatkan oleh ketiga matematikawan tersebut dinamakan
dengan ketaksamaan Hardy—Littlewood—Sobolev (G. Gunawan & Gunawan,
2006).

Pada tahun 1938, seorang matematikawan asal Inggris yang bernama C. B
Morrey memperkenalkan suatu ruang yang merupakan perluasan dari ruang
Lebesgue yang beranggotakan himpunan semua fungsi yang terintegralkan secara
lokal di R™ yang dinamakan dengan ruang Morrey. Dengan demikian, penulis
memilih untuk menggunakan ruang Morrey yang dimodifikasi yang didefinisikan

sebagai berikut untuk f € I'* (R™),dan1 < p; < q,

loc

1

1_1 p1
”f”PLCh(Rn) = sup |B(X,R)|Q1 P1 <J |f(X)|p1dx> < 0o,
B

R>0,xERM™
dengan B(x, R) yang merupakan bola buka di R" yang berpusat di x dan berjari-
jari R > 0, yaitu B = B(x,R):= {y € R™: |x — y| < R} (Idris et al., 2016).

Di ruang Morrey, operator integral fraksional telah dibuktikan

keterbatasannya oleh Spanne dalam (Peetre, 1969) untuk 1 < p; < g4 < Z,pi =
2

1 a 1 1 a .. ..

— —— dan — = — ——. Sedangkan, pada penelitian kali ini akan membahas

pp N qz q n

keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey yang berbeda dari
sebelumnya, yakni ruang Morrey yang dimodifikasi. Adapun Jurnal yang

merupakan rujukan utama dalam penelitian ini adalah (Idris et al., 2016) yang



memuat suatu teorema yang belum pernah dibuktikan sebelumnya. Teorema
tersebut merupakan gabungan dari hasil penelitian (Adams, 1975) dan (Chiarenza
& Frasca, 1987) yang selanjutnya akan dibuktikan pada penelitian kali ini. Adapun
dalam uraian pembuktiannya untuk membedakannya dengan pembuktian yang
dilakukan oleh Chiarenza-Frasca, digunakan fakta ukuran Lebesgue pada proses
penaksiran operatornya.

Layaknya operator, manusia juga mempunyai banyak keterbatasan. Hal ini

sesuai dengan firman Allah dalam QS. Al-Isra’ ayat 85 yang berbunyi:
L] oIl 63 2051 Ug 5 AT 2 05T 8 29001 2 35
Artinya: “Dan mereka bertanya kepadamu (Muhammad) tentang roh. Katakanlah,

“Roh itu termasuk urusan Tuhanku, sedangkan kamu diberi pengetahuan hanya
sedikit.” (Awaludin, 2012)

Ayat di atas bermaksud memberitahukan bahwa pengetahuan tentang roh
merupakan urusan dan perkara yang besar yang disembunyikan oleh Allah subhana
wa taala dan tidak dijelaskan secara detail agar manusia menyadari akan
kelemahannya selaku seorang hamba. Kelemahan akal seorang makhluk
menunjukkan bahwa yang mengetahuinya hanyalah Sang Pencipta (Rosyadi &
Faturrahman, 2009). Jadi, tiada seorang pun yang mengetahui sesuatu dari
pengetahuan-Nya melainkan bagi apa yang dikehendaki oleh-Nya. Oleh karena itu,
berlandaskan pemaparan di atas, peneliti ingin melakukan penelitian mengenai
operator integral fraksional dan keterbatasannya di ruang yang belum pernah
dibahas pada penelitian-penelitian sebelumnya, yakni ruang Morrey yang

dimodifikasi.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas, maka yang
menjadi rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana keterbatasan
operator integral fraksional I, di ruang Morrey yang dimodifikasi dari LP+91(R™)
ke LP292(R™)?
1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian yang bisa diambil berdasarkan rumusan masalah
yang telah disebutkan sebelumnya adalah untuk mengetahui keterbatasan operator
integral fraksional I, di ruang Morrey yang dimodifikasi dari LPv91(R"™) ke
LP29z(R™).
14 Manfaat Penelitian

Diharapkan penelitian ini bisa memberikan informasi terkait keterbatasan
operator integral fraksional I, di ruang Morrey yang dimodifikasi dari LP+9:(R™)
ke LP292(R™).
1.5 Batasan Masalah

Adapun batasan dalam penelitian ini hanya membahas mengenai operator
integral fraksional dan keterbatasannya pada ruang Morrey yang dimodifikasi atas

R™.



2.1

BAB 11

KAJIAN TEORI

Teori Pendukung

Pada bagian ini akan diberikan teori-teori pendukung yang meliputi

beberapa definisi, lemma mapun teorema yang terkait dengan pembahasan, yakni

mengenai ruang bernorma, ruang metrik, ruang Lebesgue, ruang Morrey, dan

Operator.

2.1.1 Ruang Vektor

Definisi 2.1 Lapangan (field) (Gehret, 2019)

Suatu himpunan F yang dilengkapi dengan dua operasi yakni + dan - (masing-

masing disebut penjumlahan (skalar) dan perkalian (skalar) serta dua elemen

spesial 0 dan 1, sedemikian sehingga untuk Va, b,c € F :

a.

c.

a+b=b+a dan a*-b =b-a (komutatif terhadap penjumlahan dan
perkalian)
(a+b)+c=a+(b+c)dan(a-b) c=a-(b-c) (asosiatif)

0+ a =adan 1-a = a (penjumlahan dan perkalian identitas)

Terdapat elemen —a € F sedemikian sehingga a + (—a) = 0 (invers
penjumlahan) dan jika b # 0, maka terdapat elemen b~ € F sedemikian
sehingga b - b~1 = 1 (invers perkalian)

a-(b+c)=a-b+ a-c (distributif)

Definisi 2.2 Ruang Vektor (Gehret, 2019)

Ruang vektor atas lapangan F merupakan himpunan F dengan dua operasi:

a.

(penjumlahan vektor) untuk Vx,y € V, terdapat x +y € V



b. (perkalian skalar) untuk Va € F,x € V, terdapata-x € V
Sedemikian sehingga aksioma berikut berlaku:
1) x+y =y + x,untuk Vx,y € V (komutatif terhadap penjumlahan)
2) (x+y)+z=x+((y+2z) untuk Vx,y,z €V (asosiatif terhadap
penjumlahan)
3) Terdapat 0 € V, sedemikian sehingga x + 0 = x untuk Vx € V (vektor
penjumlahan identitas)
4) Untuk Vx € V, terdapat y € V sedemikian sehingga x + y = 0 (vektor
penjumlahan invers)
5) 1-x = x untuk Vx € V (dengan 1 merupakan identitas penjumlahan
dari F)
6) a-(b-x)=(a-b) x untuk Va,b € F danx € V (asosiatif terhadap
perkalian skalar)
7) a-(x+y)=a-x+a-yuntuk Va € F dan x,y € V (distributif)
8) (a+b)-x=a-x+b-xuntuk Va,b € F dan x € V (distributif)
Contoh 2.1 (Gehret, 2019)
Diberikan F, dan bilangan asli n > 1, asumsikan himpunan
F™ = {(xq1, ..., Xp): x; € F},
yang merupakan himpunan dari semua n-rangkap anggota di F. Kita lengkapi F"
dengan operasi vektor penjumlahan untuk semua (xy, ..., x,), V1, ..., V) € F™,
Ce1, v X)) + V1) e, V) = (g + Y1, 0, X+ V)
dan perkalian skalar untuk semua a € F dan (x4, ..., x,) € F™.

a-(xq,..,xp)=(a-xq,..,a"x,)



Oleh karena itu F" dengan kedua operasi tersebut merupakan ruang vektor
pada lapangan F (karena syarat 1-8 terpenuhi). Sebagai contoh, jika F = R dan
n = 2 atau n = 3, maka R? (bidang kartesius) dan R3 (ruang Euklid 3D).

2.1.2 Ruang Bernorma

Definisi 2.3 Ruang Bernorma (Robinson, 2020)

Sebuah norm dari suatu ruang vektor X adalah pemetaan || |: X — [0, )
sedemikian sehingga

a. ||x]| = 0 jika dan hanya jika x = 0.

b. |lax|| = |all|x|| untuk setiap x € X, dengan a merupakan skalar.

c. |lx+yll < llxll + ||y]l, untuk setiap x,y € X (ketaksamaan segitiga).
Ruang bernorma adalah pasangan (X, || *||), dengan X merupakan ruang vektor
dan || -|| adalah norm di X.

Contoh 2.2 (Sumarni, 2022)

Didefinisikan norm dari suatu ruang bernorma berikut

n
Ixll = > lil, vx € R™
i=1

Buktikan bahwa (R™, ||-||) adalah ruang bernorma.
Penyelesaian
a. Ambil sebarang x,y € R™ dan suatu skalar a € R.
Akan akan dibuktikan bahwa (||x|| = 0) & (x = 0).
Pertama-tama akan ditunjukkan (||x|| = 0) = (x = 0).

Diketahui bahwa ||x|| = 0, yang berarti,

n
D1l = bl + gl + gl =0
i=1



Selanjutnya, akan dibukti pada sisi sebaliknya, (x = 0) = (||x]|| = 0).
Diketahui bahwa x = 0, yang berarti x = x4, x5, ..., x, = 0,0, ...,0. Maka
dapat ditulis,

n
x|l = ZIin = |xq| + |xz| + -+ || = [0] + 0] + -+ |0] = 0.

=1

Jadi, syarat pertama terpenuhi.

b. Akan akan dibuktikan bahwa ||ax|| = |a]||x]|.

n n n
laxll = Y lax,| = ) lallx,| = lal (Zw) = lalllxl.

Jadi, syarat kedua terpenuhi.

c. Akan akan dibuktikan bahwa ||x + y|| < ||x]| + ||v]].

n

eyl = )+l = b 3l [ + ol + o [+
i=1

< xgl + lyal + [x2] + |y | + -+ |xp| + |yal

= |xq| + | 44 Ixpl + lyal + x| + -+ |y

n n
= D lul + ) il = lixll + [yl
i=1 i=1

Jadi, syarat terakhir terpenuhi.
Oleh karena ke-3 syarat telah terpenuhi, maka bisa disimpulkan bahwa (R", ||-||)

ialah ruang bernorma.



2.1.3 Ruang Metrik
Ruang metrik memainkan peran penting dalam menganalisis keterbatasan
operator integral fraksional di ruang Morrey, dikarenakan untuk membuktikan
boundedness (keterbatasan) operator, analisis dalam kerangka metrik diperlukan
untuk menunjukkan bahwa ada batas norm dari operator yang diterapkan pada
setiap fungsi dalam ruang Morrey.
Definisi 2.4 Ruang Metrik (Kreyszig, 1978)
Dikatakan ruang metrik jika pasangan (X, d) dengan X yang merupakan suatu
himpunan sebarang dan d ialah suatu metrik di X, sehingga untuk suatu fungsi
yang didefinisikan di X X X untuk setiap x, y, z € X memenuhi aksioma sebagai
berikut:
a. d(x,y)=0
b. dlx,y)=0=>x=y
c. dxy)=d(yx)
d. d(x,y) <d(x,z)+d(zy)
Contoh 2.3 (Alwi, 2021)
Misalkan d didefinisikan pada R? dengan d(x,y) = |x; — y1| + [x, — v .
Maka (R?, d) merupakan ruang Metrik.
Penyelesaian
a. d,y)=lx; =yl +1xz =y, =0
b. Misalkan d(x,y) = 0, maka |x; — y;| + |x, — y,| = 0.
Oleh karena |x; —y,| = 0 dan |x, —y,| = 0 yang sudah terpenuhi di
point a, sehingga |x; — y;| = 0 dan |x, — y,| = 0, atau x; = y; dan x, =

y,. Jadi, x = y terpenuhi.
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c. d(x,y)=lx1—y1l+|xz =2l

= ly1 — x| + ly2 — x|
=d(y,x)

d. d(x,2) +d(z,y) =|x; —z1| + |x; — 23| + |z — y1| + |z, — 2
= |x; — z1| + |21 — Y1l + |23 — 23| + |2, — 2
= |xy — 21 + 2y —y1l| + |x; — 2342, — ;|
= |xy — y1| + [x2 — y2l
=d(x,y)

Jadi, terbukti bahwa (R?, d) merupakan ruang Metrik.
Definisi 2.5 Bola Buka, Bola Tutup dan Kulit Bola (Kreyszig, 1978)
Diberikan sebuah titik pusat x € R beserta sebarang titik y dan sebuah jari-jari
R > 0, maka didefinisikan tiga tipe sebagai berikut

a. B(x,R) ={y € R:d(x,y) < R} (bola buka)

b. B(x,R) = {y € R:d(x,y) < R} (bola tutup)

c. S(x,R) ={y € R:d(x,y) = R} (kulit bola)

~
g S
7 \
Il b \
| 1
\ X !
\ . /'
\
\\ y ,’
~ 7

Gambar 2.1 Ilustrasi Bola Buka dan Bola Tutup

Lemma 2.1 (Selimut Vitali) (Stein & Murphy, 1993)
Misalkan E adalah sebuah subhimpunan terukur dari R™ yang merupakan

gabungan dari suatu koleksi berhingga dari bola-bola {Bj}. Kemudian dapat
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dipilih subkoleksi yang saling lepas satu sama lain Bj,..., By, dari {B;}

sedemikian sehingga

> B = cu(E),
k=1

Bukti:
Misalkan B; adalah sebuah bola dari koleksi {B]-} dengan jari-jari maksimal.
Selanjutnya pilih B, untuk memiliki jari-jari maksimal di antara subkoleksi bola-
bola yang tidak bersinggungan dengan B;. Lanjutkan proses tersebut, maka dari
sini jelas bahwa sub-koleksi yang dipilih By, By, ..., By, terdiri dari bola-bola yang
tidak bersinggungan.
Berdasarkan definisi dari By, bahwa untuk setiap B = B(x, R), diberikan B* =
U B; dengan B; mencakup semua bola berjari-jari R yang memiliki irisan dengan
B dan berlaku

u(B*(x,8)) < cu(B(x,8)).
Sehingga, B; memuat semua bola dari koleksi asli yang memotong B, dan yang
jari-jarinya paling banyak sama dengan jari-jari B;. Demikian pula B berisi
semua bola-bola yang tersisa yang berpotongan dengan B, dan yang jari-jarinya
tidak lebih besar dari jari-jari By.
Dari sini dapat disimpulkan bahwa gabungan dari semua Bj (untuk k =

1,2, ..., m) memuat seluruh koleksi awal bola, dengan kata lain

LmJB;; > UB,- _ . @.1)

Karena u(By) < c,u(By) untuk suatu konstanta c,, maka



m
=1

i R(BD) < ) cuB) =, i u(B).
k=1 k k=1

Menurut persamaan 2.1 bahwa U}~ B; memuat E,

I (Z Bié) > u(E)

k

Oleh karena itu, didapatkan

PNICHEY (Z B;;) > ().
k k

Sehingga,
1
> u(BY = —u(E)
X €2

atau

Zu(Bk) > cu(E),
k

1
untuk ¢ = —.
C2

2.1.4 UKuran

Definisi 2.6 o —Aljabar (Nelson, 2015)

12

Misalkan X merupakan himpunan tak kosong. Suatu koleksi B dari subhimpunan

X disebut dengan ¢ — aljabar dari himpunan di X jika memenuhi syarat-syarat

sebagai berikut:
a. 0 €EB,
b. Jika {A,} € B maka U A,, € B, dan

c. Jika A € B, maka A€ € B.

Syarat (b) dan (c) dapat dikatakan bahwa B tertutup di bawah gabungan yang bisa

dihitung (countable unions) dan himpunan komplemen.
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Definisi 2.6 Ruang Terukur (Nelson, 2015)
Ruang terukur didefinisikan sebagai pasangan terurut (X,B) yang memuat
himpunan X dengan aljabar—o B. Subhimpunan A dari X dikatakan himpunan
terukur jika A € B.
Definisi 2.7 Ruang Ukuran (Nelson, 2015)
Ukuran pada ruang terukur (X,B) merupakan suatu fungsi u:B — [0, +oo]
sedemikian sehingga

a. u(@) =0,dan

b. Untuk koleksi {Ej} yang merupakan sembarang barisan yang saling lepas di

B,
e s |= Q)
J j

Pasangan terurut (X, B, u) disebut ruang ukuran.
Contoh 2.4 (Nelson, 2015)
Didefinisikan p di B yang merupakan o —aljabar di R. @ adalah elemen tetap
dalam ruang R yang digunakan untuk menentukan apakah suatu himpunan A
dalam B (o -aljabar di R) mengandung m atau tidak. Nilai ukuran u pada

himpunan A bergantung pada apakah m termasuk dalam A atau tidak, yakni

! jikam € A
u(a) = {0 jika € A

Buktikan bahwa (IR, B, ) merupakan ruang ukuran.
Penyelesaian
Pertama-tama, B merupakan ¢ —aljabar di R dan oleh karenanya (R, B) adalah

ruang terukur. Selanjutnya, dari definisi u(@) = 0. Sehingga, jika {E]} adalah
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sebuah koleksi yang dapat dihitung dari pasangan himpunan-himpunan disjoint

di B, maka 7 € E; untuk tepat satu i ¢ E; untuk semua j. Dalam kasus pertama

K UEJ = 1=Z#(Ej):

j j

dan untuk kasus selanjutnya,
el |=0=) u®)

j j
Dengan demikian, (R, B, u) merupakan ruang ukuran.
Definisi 2.8 Konsep Almost Everywhere (Mohanarangan, 2021).
Jika (X, B, u) merupakan ruang ukuran, dikatakan bahwa sifat hampir dimana-
mana (almost everywhere) berlaku jika terdapat subhimpunan E € B, dengan
E€maka berlaku u(E) = 0. Untuk selanjutnya, istilah “hampir dimana-mana”
cukup dituliskan sebagai h.d.
Contoh 2.5 (Khoirunnisa, 2015)
Diberikan suatu fungsi f: [a,b] — R

1, x € [a,b] irasional
0, x € [a,b] rasional

fGx) = {
Diambil E yang merupakan koleksi dari semua bilangan rasional yang termuat di
[a,b], maka u(E) = 0. Selanjutnya, untuk f(x) = 1, setiap x € [a,b] — E.
Maka, pernyataan f(x) = 1 dikatakan benar hampir di mana-mana atas [a, b].
Definisi 2.9 Fungsi Karakteristik (Khoirunnisa, 2015)
Misalkan E € X. Fungsi yg: X — R dengan rumus

()_{1 jikax € E
XEV) =00 jikax ¢ E

disebut dengan fungsi karakteristik (characteristic function) pada E.
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2.1.5 Fungsi Terukur
Definisi 2.10 Fungsi Terukur (Nelson, 2015)
Misalkan (X, B) merupakan ruang terukur. Fungsi f: X — R terukur jika untuk
setiap s € R, himpunan {x € X|f(x) > s} merupakan anggota dari B.
2.1.6 Ruang Lebesgue
Definisi 2.11 Ruang Lebesgue (G. Gunawan & Gunawan, 2006)
Notasi LP = LP(R™) untuk 1 < p < oo disebut dengan ruang Lebesgue yakni
himpunan kelas-kelas ekuivalen fungsi sedemikian sehingga || f | ,» (gn) < o0 atau
dapat ditulis
LP(R™) = {f:Ifllprmy < o0}
dengan ||f||,p gy = ||f|l, merupakan norm yang didefinisikan sebagai berikut

1
11l = ( | |f(x)|de)p
RP

untuk setiap x € R™.

Pada Bab 1V, akan didefinisikan ruang Lebesgue lokal, oleh karena itu
dibutuhkan beberapa definisi sebagai berikut.
Definisi 2.12 Kekonvergenan (Bartle & Sherbert, 2011)
Barisan X = {x,,} pada R konvergen ke x € R atau x merupakan limit dari {x,, },
jika untuk setiap &€ > 0 terdapat suatu bilangan asli N, sedemikian sehingga

untuk semua n > N, memenuhi |x,, — x| < €. Dengan demikian, jika nilai limit

barisan untuk n — o (lim Xp = x) , maka barisan tersebut konvergen dan
n—>0oo

sebaliknya jika barisan tidak mempunyai limit, maka barisan tersebut divergen.
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Definisi 2.13 Kekompakan (Kreyszig, 1978)
Suatu ruang metrik X dikatakan kompak jika setiap barisan di X memiliki
subbarisan yang konvergen, di mana limit dari subbarisan tersebut adalah elemen
dari X. Suatu himpunan K € X dikatakan kompak jika K adalah subruang dari X
dan setiap barisan di K memiliki subbarisan yang konvergen, di mana limit dari
subbarisan tersebut adalah elemen dari K.
2.1.7 Ruang Morrey

Pada tahun 1938, Charles Bradfield Morrey yang merupakan ahli
matematika asal Amerika memperkenalkan salah satu ruang yang bernama ruang
Morrey. Ruang ini didefinisikan sebagai himpunan yang memuat semua fungsi f
yang terintegralkan secara lokal pada R™, yakni seperti yang dinyatakan dalam
definisi berikut ini.
Definisi 2.14 (Hazmy dkk., 2019).
Untuk 1 < p < oo dan 0 < A < n, ruang Morrey LP*(R™) didefinisikan oleh

PAR™ = {f € L2, (R): [If [l paggmy < 0}

dengan norm

1
Tl (1 [1rcara )5
Armmy = SU — x)|Pdx
LPART) B=B(E,R) R* Jg

dengan B(x, R) yang merupakan bola buka di R™ yang berpusat di x dan berjari-
jari R >0, yaitu B = B(x,R):={y € R:|x —y| < R}. Oleh karena ruang
Morrey merupakan perluasan dari ruang Lebegue, maka jika 2 = 0, maka LP° =

LP, seperti yang ditunjukkan di bawah ini

1

1 14
||f||Lp,/1(1Rn) = Sl;p <ﬁf |f(x)|pdx>
B
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1
= sup (Ri f |f<x>|pdx)p

1

p
sup ( f If(x)lpdx>

= lIflze.

2.1.8 Operator Linear
Definisi 2.15 Operator Linear (Dangga, 2010)
Sebuah pemetaan linear T disebut dengan operator linear jika:

a. Domain D(T) dari T merupakan subruang vektor dan range R(T) termuat
di suatu ruang vektor.

b. Untuk setiap x,y € D(T) dan skalar a.

T(x+y) =Tx+Ty
T (ax) = aTx
Contoh 2.6 (Dangga, 2010)

a. Misalkan suatu operator identitas I,: X — X didefinisikan oleh L,x =
x,Vx € X. Sehingga, berarti I untuk I,, misalkan sebarang x,y € X, maka
Ix+y) =x+y=Lx+1Ly
I(ax) = ax = al,x.

Jadi, terbukti bahwa operator identitas merupakan operator linear.

b. Misalkan operator nol 0: X — Y didefinisikan oleh 0x = 0, Vx € X. Oleh

karena itu jika diambil sebarang x, y € X maka
O(x+y) =0=0x+0y
0(ax) =0 = a0.

Jadi, terbukti bahwa operator nol merupakan operator linear.
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2.1.9 Operator Integral
Definisi 2.16 Operator Integral (Levermore, 2009)
Misalkan (X, B,, d,u) dan (Y,B,,dv) merupakan merupakan ruang ukuran

o —berhingga positif. Operator integral T didefinisikan sebagai berikut

Tu(y) = f k(x,y) ux) du(x)

dengan kernel k merupakan fungsi terukur bernilai kompleks berkaitan dengan

o —aljabar B, gy.

2.1.10 Keterbatasan Operator

Definisi 2.17 Keterbatasan Operator (Levermore, 2009)

Operator T memetakan ruang bernorma (X, || - || x) ke ruang bernorma (Y, || - ||y)

yang dikatakan terbatas jika pemetaan tersebut memetakan himpunan bagian

terbatas dari X ke dalam himpunan bagian terbatas dari Y, untuk suatu konstanta

C < oo sedemikian sehingga

ITully < Cllullx,

untuk setiap u € X.

2.2 Makna Keterbatasan Manusia
Di suatu kisah Nabi Musa dan Nabi Khidir, diceritakan bahwa Nabi Khidir

melihat seekor burung pipit yang sedang bertengger di sisi perahu yang sedang
dinaiki oleh keduanya, kemudian dengan paruhnya, burung pipit tersebut minum
seteguk air dari sungai (laut). Maka Nabi Khidir pun berkata, “Hai Musa, tiadalah
pengetahuanku dan pengetahuanmu serta pengetahuan semua makhluk bila
dibandingkan dengan pengetahuan Allah, melainkan sama halnya dengan apa yang
diambil burung pipit ini dari laut itu dengan laut itu sendiri” (Ad-Dimasyqi, 2012).

Yang bermakna bahwa pengetahuan yang ada pada ahli ilmu sekalipun jika
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dibandingkan dengan ilmu yang Allah miliki hanyalah seperti seekor burung yang
minum dengan pelatuknya di samudra luas.

Dalam Surah Al-Baqarah ayat 216, Allah Subhanahu wa Ta'ala berfirman:

34 B iy of s B0 5 5as B2 1450 of 1eag (0 88 385 duall 1K o8

Op2125 Y 33l 2z 4 380 23

Artinya: “Diwajibkan atas kamu berperang, padahal itu tidak menyenangkan

bagimu. Tetapi boleh jadi kamu tidak menyenangi sesuatu, padahal itu baik bagimu

dan boleh jadi kamu menyukai sesuatu, padahal itu tidak baik bagimu. Allah
mengetahui, sedang kamu tidak mengetahui.” (Awaludin, 2012)

Kata (=) ‘asa berarti bisa jadi dan mengandung makna ketidakpastian. Tentu saja
bukan dari sisi pengetahuan Allah, karena tidak ada sesuatu yang tersembunyi atau
tidak pasti bagi-Nya. Ketidakpastian adalah dari sisi manusia, yang berarti jika kita
dihadapkan dengan perintah Ilahi yang tidak dapat kita hindarkan walaupun hal
tersebut tidak menyenangkan, maka hendaknya kita menanamkan rasa optimis dan
berkata bisa jadi di balik ketetapan yang tidak berkenan di hati itu terdapat sesuatu
yang baik. Begitu pula sebaliknya, jika kita sedang mendapatkan kebahagiaan
hidup, maka hendaknya pula tidak bergembira hingga lupa diri. Karena bisa jadi di
balik yang disenangi itu ada mudharat (Shihab, 2002). Jadi, pada dasarnya ayat ini
mengingatkan manusia agar berserah diri kepada Allah, tidak menjadikan apa yang
hanya terlihat oleh mata sebagai apa yang dipercaya, tetapi tetap berharap dan
mengembalikan semua urusan kepada Allah yang pengetahuannya sempurna.
23 Penaksiran Operator Integral Fraksional

Terdapat salah satu proses penting pada bidang analisis dalam menaksir
ketaksaman operator integral fraksional, operator tersebut dipartisi menjadi 2

bagian. Proses ini dinamakan dengan dekomposisi diadik.
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Definisi 2.19 Dekomposisi Diadik (dyadic decomposition)

Dekomposisi diadik melibatkan transformasi Fourier secara eksplisit (atau
implisit), memanfaatkan pembagian ruang (frekuensi) ganda menjadi kulit bola
"diadik". Ide penguraian ini berasal dari karya Bernstein, Littlewood dan Paley
(Stein & Murphy, 1993). Dekomposisi diadik digunakan ketika berhadapan dengan
penjumlahan (sum) atau integral pada parameter yang berkisar pada rentang yang
luas (Tao, 2009). Cara membentuk dekomposisi diadik pada kasus R yakni dengan
mengatur masing-masing skala diadik dan menguraikannya sebagai gabungan dari
interval yang saling lepas (disjoint) [2%, 2¥*1]dan [—2%, —2%*1] untuk —c0 < k <
oo, kemudian menjumlahkan seluruh skala diadik. Adapun koleksi interval ganda
ini terdiri dari koleksi untuk setengah garis positif, dan selainnya untuk setengah

garis negatif (Hao, 2016).

71 Radius = 2FR
. RS S R T7) Radius = 2K*1R
P -~

-~
—

- -

_______

Gambar 2.2 Ilustrasi Dekomposisi Diadik

Dalam proses menaksir ketaksamaan operator integral fraksional
memanfaatkan beberapa teorema salah satunya teorema yang menyatakan

pertidaksamaan segitiga untuk integral sebagai berikut
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Teorema 2.1 Ketaksamaan segitiga (Varberg et al., 2006)
Jika suatu fungsi f dan g terintegralkan di [a, b] dan jika f(x) < g(x) untuk

semua x di [a, b], maka

b b
[ r@ax| < [lgcol ax

Bukti.

Misalkan P:a = x5 < x; < x, < .- < x, = b merupakan sebarang partisi dari
[a, b], dan untuk setiap i, X; adalah sebarang titik di interval bagian ke-i [x;_q, x;].
Maka, dapat disimpulkan bahwa

f(x) < g(x;)

f(x) Ax; < g(x;) Ax;
f) Ax; < ) g(x;) Ax;
XL

n n
i V. < i 7. .
lim D f(8) A%, < JJ&OZ 9() b,
=1 L=

b b

]f(x) dx < jg(x) dx.

a a

Adapun teorema di atas berimplikasi pada pertidaksamaan segitiga untuk

integral yang menyatakan bahwa

b b
[ r@ax| < [ircorax

untuk sebarang fungsi kontinu f (Karageorgis, 2018).
Selain itu, diperlukan ketaksamaan Holder untuk menaksir ketaksamaan

operator integral fraksional yang akan dipaparkan pada proposisi berikut ini
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Proposisi 2.1 Ketaksamaan Holder (Kantorovich & Akilov, 1982)
Misalkan f(x) dan g(x) merupakan funsgi terukur pada himpunan terukur (X, ).

Maka diperoleh ketaksamaan

1 1

14 q
f F(0g(0)ldu s( f If(X)Ipdu> < f If(x)lqdu>
dengan % + % = 1.

Bukti:

Asumsikan bahwa
0<a = [[f@Pdn<w,  0<pr=lg@ldn< e
X X

karena ketaksamaan tersebut akan terbukti trivial jika salah satu dari integral

tersebut bernilai nol atau tak hingga. Misalkan

reo=2 g =52

untuk setiap x € X diperoleh % + é = 1 (bilangan konjugat), dan diperoleh

If'(x)g" ()] <

FF&OP 19" @l
p q

atau ketika diintegralkan diperoleh

[ 1@ @lan < L [1r@rran i1 [1gcore
X pJx qJx

sehingga

f F0g(0)ldu < ap.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian
Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Jenis penelitian ini
dilakukan dengan teknik pengumpulan data yang diperoleh dengan studi pustaka
(library research). Adapun, pengumpulan data dilakukan dengan cara menghimpun
berbagai sumber seperti buku, jurnal, artikel beserta website yang terkait.
3.2 Pra Penelitian
Seperti yang sudah disebutkan sebelumnya, penelitian ini dilakukan dengan
cara menghimpun berbagai sumber seperti buku, jurnal, artikel beserta website yang
terkait dengan topik yang dibahas dalam penelitian ini. Adapun jurnal yang menjadi
menjadi rujukan utama dalam penelitian ini adalah (Idris et al., 2016).
33 Tahapan Penelitian
Metode penelitian dalam penelitian ini dilakukan dengan beberapa tahap,
yakni:
a. Studi literatur
b. Melakukan dekomposisi diadik pada operator integral fraksional menjadi
dua bagian.
c. Menaksir partisi pertama operator integral fraksional dengan menggunakan
operator maksimal Hardy-Littlewood.
d. Menaksir partisi kedua operator integral fraksional dengan memanfaatkan

ketaksamaan Holder dan lemma yang terkait.
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Menjumlahkan kedua partisi, kemudian memilih suatu jari-jari R > 0 dan
mensubstitusikannya kedalam partisi operator integral fraksional yang telah
dijumlahkan tersebut.

Menggunakan fakta keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood

untuk menentukan hasil akhir.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Keterbatasan Operator Integral Fraksional di Ruang Morrey yang
Dimodifikasi
Pada penelitian ini, operator integral fraksional I, atau bisa juga disebut
sebagai operator Riesz mengikuti definisi sebagai berikut.
Definisi 4.1 Operator Integral Fraksional (H. Gunawan, 2003)
Misalkan fungsi f bernilai real pada R" untuk 0 < @ < n, dengan orde a dan
dimensi n. Operator Riesz (I,) didefinisikan sebagai operator yang memetakan

fungsi f: R™ - Rke I,f: R" - R dengan

W= [ 1O

e X =yl
untuk setiap x,y € R™.

Sebelum mendefinisikan fungsi yang berada di ruang Morrey yang
dimodifikasi, akan didefinisikan ruang Lebesgue lokal beserta contohnya sebagai
berikut.

Definisi 4.2 Ruang Lebesgue Lokal (Castillo & Rafeiro, 2016).

Misalkan 1 < p < oo, fungsi f: R"™ — R dikatakan terintegralkan secara lokal jika

[ 17 dx < oo
K

untuk setiap himpunan kompak K c R™. Ruang dari semua fungsi yang terintegral
secara lokal tersebut disebut dengan ruang Lebegue lokal yang dinotasikan sebagai

Lk (R™).

25
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Contoh 4.1
Buktikan bahwa fungsi i dan In(|x|) pada R termuat di dalam L},.(R).
Penyelesaian:
1
a. Fungsi -

Pertimbangkan integral pada interval (€,1) untuk € > 0:

j %dx — InGO)JL = In(1) — Ine) = — In(e).

Ketika € mendekati nol, In(€) akan mendekati —oo, sehingga:

1

lim | —dx = lim —In(e) = .
€—-07t €—-07t

Karena integral ini divergen, maka i tidak termuat di L},.((0,1)). Dengan
cara yang sama, integral dari ipada interval (—1, —€) juga akan divergen

ketika € mendekati nol. Maka dapat disimpulkan bahwa % tidak termuat di

L%OC(]R{).
b. Fungsi In(|x|)

Pertimbangkan integral pada interval (€,1) untuk € > 0:

1
f In(|x)dx = x In(|x]) — x|}

=(1-In(1)—1) — (e-In(e) — €)
=—1—(e-In(e) —¢€)
Selanjutnya, perlu dievaluasi limit dari € mendekati nol. Diketahui bahwa

€ In(e) mendekati nol saat € mendekati nol. Selanjutnya,

i im0 = i O _ i 170
eir(?*'e e = elgl*’ 1/6 B Eir(gl*' —1/62 e->0t
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Jadi,

lir51+(—1 — (eln(e) — 6)) =-14+0+0=-1.
€E—

Oleh karena itu, integral ini konvergen dan bernilai —1. Karena In(|x]|)
adalah fungsi genap, maka bisa digunakan argumen yang sama untuk
interval (—1, —€). Dengan demikian, In(|x|) terintegralkan secara lokal

pada setiap himpunan bagian kompak dari R.
Dengan demikian, telah terbukti bahwa In(|x|) termuat di L},.(R) sedangkan%

tidak termuat di L}, (R).

Definisi 4.3 Ruang Morrey (yang dimodifikasi) (Sawano et al., 2020).

Untuk 1 < p; < g4 < oo, ruang Morrey LPr91(R™) didefinisikan sebagai berikut
LPL(R™) = {f € L2 (R™): [If [, 0, crmy < 90}

dengan

1 1 %
1fllpyqycamy = sup_[B(x, R)[@ 71 < | |f(x)|p1dx>
R>0,xeR B
dengan B(x, R) yang merupakan bola buka di R™ yang berpusat di x dan berjari-
jari R > 0, yaitu B = B(x,R): = {y € R™: |x — y| < R}.

Adapun p; adalah parameter yang menentukan bagaimana fungsi f
terintegrasi secara lokal dalam norma LP*. Sedangkan q; merupakan parameter
yang mengatur bagaimana fungsi berlaku pada bola buka B(x, R). Dalam hal ini,
digunakan p; dan gq; untuk membedakannya dengan ruang Morrey klasik. Adapun
perbedaan antara ruang Morrey klasik dan ruang Morrey yang dimodifikasi yakni

terletak pada fungsi normnya. Fungsi norm ruang Morrey klasik didefinisikan

sebagai berikut
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|~

1 P
Ul pacam, = su <— [ (x)Ipdx>
Mg B=B(E,R) R% Bf

untuk 1 < p < oo dan 0 < A < n (Hazmy et al., 2019).

Dalam proses menaksir ketaksamaan operator integral fraksional, (Adams,
1975; Chiarenza & Frasca, 1987) memanfaatkan operator maksimal Hardy-
Littlewood.
Definisi 4.4 Operator Maksimal Hardy-Littlewood (Tao, 2018)
Didefinisikan operator maksimal Hardy-Littlewood untuk f € L} (R™),1<p <

loc

1

M) = swp s j )] dy,

dengan B = B(x,R) = {y € R™: |x — y| < R} yang menunjukkan bola buka yang
berpusat di x dan berjari-jari R. Pada penelitian ini, penulis mengasumsikan bahwa
u memenuhi growth condition yakni jika terdapat konstanta C > 0, sedemikian
sehingga untuk setiap bola B berlaku
,u(B(x,R)) < CR" (4.1)
Karena pada persamaan (4.1) ukuran bola dikontrol oleh jari-jari bola berpangkat
n, maka orang sering menyebut ukuran yang memenuhi growth condition sebagai
growth measure berorde n. Ruang metrik yang dilengkapi dengan ukuran yang
memenuhi kondisi pada persamaan (4.1) sering disebut ruang metrik tak homogen
(Sihwaningrum, 2016).
Berbeda dengan sisi berikutnya, yakni I,(x), (Adams, 1975) tetap
menggunakan operator maksimal, sedangkan alih-alih menggunakan operator

maksimal, (Chiarenza & Frasca, 1987) memanfaatkan ketaksamaan Holder yang
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pada proposisi 2.1. Selanjutnya, mengikuti ide dalam Gunawan (2007), selain
menggunakan ketaksamaan Holder, akan digunakan Lemma berikut ini dalam
proses menaksir I, (x),

Lemma 4.1 (G. Gunawan, 2007)

Untuk setiap y > 0, berlaku

1
— — _dy<CRY
fR”\B(x,R) |x - y|n+y

untuk suatu konstanta real C.

Bukti:

1 C 1
SR o S B
fR"\B(x,R) lx =yl L Jyjrsix-yi<ain ¥ =¥

IA

z 2]R)n+y |B(x' 2j+1R)|

AN

Z TR C(2j+1R)n

=C Z 27VIRY
j—0

= CR™Y
untuk suatu konstanta real C.
Selanjutnya, dibutuhkan suatu fakta bahwa operator maksimal yang terbatas
di ruang Morrey, tetapi sebelum itu, untuk membuktikan fakta tersebut dibutuhkan

teorema yang akan dijelaskan berikut ini.
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Teorema 4.1 (Fefferman-Stein) (Stein & Murphy, 1993)
Misalkan w adalah fungsi tak negatif dan f adalah fungsi yang terintegralkan

secara lokal di R™. Maka terdapat C,, > 0 sedemikian sehingga (G. Gunawan &

Gunawan, 2006)

IMf()Pw(x)dx < Cp | If(X)IPMw(x) dx.
Rn ]:RTL

Bukti.
Sebelum membuktikan teorema tersebut, kita perlu membuktikan pertidaksamaan
di bawah ini, karena teorema di atas merupakan implikasi dari pertidaksamaan (4.2)

untuk w adalah fungsi tak negatif dan M merupakan operator maksimal, berlaku

wx) < g |f(x)| Mw(x) dx, denganx = {Mf > a} (4.2)
]:Rn

Pertama-tama, akan digunakan Lemma 2.1 Selimut Vitali: Vx € E, untuk E, =
{Mf > a}, lalu ambil E yang merupakan sebarang sub himpunan kompak dari Ej,.

Maka, terdapat bola B, yang berpusat di x dengan

1
1Bl <= | [fO)dy (4.3)
alp,

Kemudian, dipilih koleksi saling lepas By, ..., B, dari bola B, tersebut, sehingga
U B, D E;
K

dengan Bj, yang merupakan bola dengan pusat yang sama dengan B), dan memiliki
tiga kali jari-jari dari By,.

Akan dibuktikan bahwa,

C
J wdx <= | IfMIM)G) dy (4.4)
B,*; By
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Sebelum itu, ingat posisi dari y, B, B, dan B}, pada gambar di bawah ini.

Gambar 4.1 Skema posisi dari y, By, B}, dan B,
Sumber: (Stein & Murphy, 1993)
Ingat bahwa jari-jari dari B} paling banyak empat kali dari jari-jari Bj, dengan
demikian,
|Bi| < CIByl.

Maka, berdasarkan definisi dari operator maksimal,

|§k|_1 j~ wdx < Mw(y)
B

k

J wdx < C|B|Mw(y)
B

untuk sebarang y € By.
Jika gabungkan pertidaksamaan di atas dengan fakta yang berdasarkan

pertidaksamaan (4.3)
Bl <a™t | IfO)dy,
By

maka, didapatkan persamaan (4.4). Selanjutnya, dengan menjumlahkan kedua sisi

dari (4.4) atas k, menggunakan sifat saling lepas dari By, untuk memperoleh



0B << [ 101 M) dx,
a Jgn

yang berimplikasi dengan (4.2).
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Dengan menggunakan ketaksamaan Fefferman-Stein ini diperoleh suatu

fakta bahwa operator maksimal juga terbatas di ruang Morrey, seperti dinyatakan

dalam teorema berikut,

Teorema 4.2 (Chiarenza-Frasca) (G. Gunawan & Gunawan, 2006)

Misal 1 <p <o dan 0 <A <n. Maka |[Mf]|l,p2 < Cllfll;p2, untuk suatu

konstanta C yang tidak bergantung pada f.

Bukti:

Ambil f € LP*, dan yp, adalah fungsi karakteristik pada bola B = B(x, R) yang

didefinisikan sebagai berikut

_ (1 jikax € By
Xpyp () = {0 jika x & B

Menurut ketaksamaan yang dinyatakan dalam Teorema 4.1, maka

IMfQOIP 25, () dx < | IfQIP (Mg, (x)) dx
R™ R™

untuk suatu fungsi f dan yp, yang tak negatif.

Selanjutnya, berdasarkan ketaksamaan (4.1) di atas diperoleh

|Mf ()P dx

Br

2R k=1 " Bok+15\Bkp

o)

Feordcy [ P

2R k=1 2k+1R\BZkR

n

<l
B

d
(x — x| — R "

<cl[ Irep (e)ax+ Y | FEP (Mx@) dx}
B

}

(4.5)
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(0] Rn
< C{L2R|f(x)|p dx + ;Wszﬂle(x)lp dx}

1P \

1 p

(2R)* (Wf |f(x)|pdx>

B3R
<ci o
R—n k+1py\A ; D

+kz=1(2k_1R)" @R ((ZkHR)/l L2k+1le(x)|pdx> |

<C {(ZR))L”]:”ILOIM + Z 2(k+1)/1_(k_1)nR/1”f”ip.l} c ”f”ZZp‘ARA_
k=1

Jadi didapat,

j;Wﬂmwm < CIIfIP, R

R

71 BRIMf(x)I” dx < CIfIZ,a

1

1 P
-7< Wﬂ@PM) < Clfll s
RP “PR

untuk suatu konstanta C m (G. Gunawan, 2007).

Berdasarkan pada fakta keterbatasan fungsi maksimal Mf di ruang Morrey,
maka peneliti dapat membuktikan suatu pernyataan teorema berikut bahwa operator
integral fraksional /, juga terbatas di ruang Morrey dimodifikasi.

Teorema 4.3 (Adams, 1975; Chiarenza & Frasca, 1987)

Jika 0 < ¢ < n maka
”Iaf”LPZ'qZ < Cpl,qlllf“Lpl'ql

tuk setiap f € LPr91(R™ 1<p, < nl_t(1- 1
untuk setiap f (R™) dengan P1 q1<0£,p2 p1(1 n)danq2

1 a

q1 n
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Bukti.
Misalkan f € LPr91(R™), dan f # 0, maka untuk 0 < ¢ <n,x € Rdan R > 0,
operator integral fraksional I, dipartisi menjadi dua bagian

Iof (x) = I1(x) + L (x)

dengan

B f) B f»)
hw=|  pTmmd dn bo=|  enay

Pertama-tama, dengan memanfaatkan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

L) =f| _J»_,,

x—y|<R Ix - yln_a

1L, sfl L ACOLN

x—y|<R Ix - yln_a

selanjutnya dengan menggunakan dekomposisi diadik,

() <] lf &)l dy J lf I 4
= Tx — y[n-a T oin—a
' lx-y|<3R |x —y["=« ZRS|x-y|<R lx — y[n=«
< f |f (y)nl_a y f |f (y)nl_a q
|X—Y|<%R IX - yl %Rslx—y|<%R |X - yl
N f |f (y)nl_a dy
%Rslx—y|<R |X - yl
< f |f (y)nl_a dy f |f (y)nl_a dy
|x—y|<%R Ix - yl %Rslx—y|<%R |X - yl
lf I lf I
oo = |n-ady+f1 x—yn-a
ZRslx—y|<§R y ERslx—y|<R xX—=y

< ;[Lg 1 |x|]_C(;]|)n|—a'dy

kR Y I<grrig
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-1
< Z f If I iy
B =t 2k R|x—y|<2k+1R lx — y[r-
<t ) £l dy
! k=—oo (ZkR)n @ |x_y|<2k+1R
-1
< (e | Fldy) > s
= L2 (sz)n x—y|<2k+ig y y kz_oo(sz)—a

-1
— M) ) G
k=—00
< C3R*Mf (x).
Maka, diperoleh
I;(x) < C3R*Mf (x). (4.6)
Sementara itu, untuk penyelesaian I,(x), dengan memanfaatkan ketaksamaan

segitiga maka diperoleh

)
= SRAS £
Iz(x) ]|x—y|2R |x — yln—a y
£
ool < |

dengan menggunakan dekomposisi diadik diperoleh

L&) sfl defz VAC2I .

x—y|22R Ix - yln—a R<|x—y|<R |x - yln—a

S] If(y)nl_a dy+J If(y)nl_a y
|x—y|24R lx =yl 4R<|x—y|<2R lx — v
N f If(y)nl_a dy
2R<|x—y|<R lx — |



= Z f L)nl—ady
=0 U 2FRs|x—y|<2k+1R lx =yl

N 1
: x— y[a d
kZO —LkRs|x_y|<2k+1R |x — y|n—a If )l dy

Selanjutnya, menurut ketaksamaan Holder, maka dapat ditulis

1

oo p_l
I 1
LG < (’Z f T OOP dy)

1

Y 1 q1
o ()] dy
Z J;‘1‘Rs|x—y|<2k+1R Ix — yl(n—a)ch

1

(m - n) P1

= R\ a1
S FOIIP dy
k=0 R(q_1_n) 2kR<|x—y|<2k+1R

1

N 1 q1
—_— aq
Z J2k1!25|x_y|<2k+1112 |x — y|(n—a)q1 lf y

1

S 1 n(i - i) P1
< C4ZﬁR q1 P1 <f IF )P dy)
n(_ - _) 2kR<|x—y|<2k+1R

Y 1 q1
——————[f(¥)| T dy
;) J;kRs|x—y|<2k+1R Ix — yl(n—a)(h

11

s 1f 1l Lpras

< C,R

1

i J 1 q1
T o I dy
k=0 2kR<|x—y|<2k+1R |x — yl(n a)q1

Jika dimisalkan bahwa

o)

1
I = Z f .
k=0 2kR<|x—y|<2kt1R |_X — yl(n—a)q1

36
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dan juga,
(n—a)gy =n+y,dengany =n(q; — 1) — aqy, (4.7)
maka,
14 1 n
—=n(1——)—a=——a>0 (4.8)
a1 a1 P1

Selanjutnya, menggunakan cara yang digunakan pada Lemma 4.1, diperoleh

= 1
= _ dy
kZo —LkRslx—y|<2k+1R |x — y|(n=®a

" |B(x, 25 1R))|
- kpY(n—a)q
£ (2kR) 1

2k+1R)n
< Cs Z (2kR)(n-a)a,

— CS Z 2kn+n—knq1+k(xq1 Rn—nq1+aq1
k=0

S C6Rn—nq1+aq1
= C¢R™Y (berdasarkan persamaan 4.7)
Sehingga, jika I" disubstitusikan ke I, (x) dan memanfaatkan persamaan 4.8, maka

dapat ditulis

1

G50 | fll o (R

LG <c,r

n Cl)

= ¢, RGB)  flpuan RGr

(- 3:-)
=CRY 91 | fllppras

Maka diperoleh

IZ(x) S C7R(_‘;l_1—a)”f||LPLQ1 (49)

Dengan demikian, dari persamaan (4.6) dan (4.9) diperoleh
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laf () < cR*Mf(x) + C7R(_q£1_a)||f||Lp1.q1
< c(Rmf G +RCB N flpnas) (4.10)

dengan C = max{Cs, C;}. Selanjutnya, dengan memilih

91
_(Ifllprar\ ™
R_(Mf(x)) >0,

dan mensubstitusikannya ke dalam ketaksamaan (4.10), didapat

q1\ ¢
”f”Lpl'th n
lfGl < C <W) o
[ a1 (_%—“) ]
W llipas) ™
+l < Mf(x) > ||f||LP1.q1J
(U llpran) ™ (Ufllpa)
= | M)+ s
L (M7) T (Mf ) "

[ (1f o) (o)
241 @41 _ 4
((Mf()) ™ (Mf(0)) ™

aq; -2
< CUIfllpprar) ™ (Mf(x)) "

Definisikan — = — (1 — ﬂ) dan — = — — =, sehingga dapat ditulis
D2 D1 n qz q n

aq, 1- 84 1- % LiEY
af ) < CUIfllppra) ™ (MF()) ™ < CIfll .5 (Mf (x))42
Terakhir, menggunakan sifat keterbatasan M f di ruang Morrey yang terdapat pada
teorema 4.2 maka

af COllp2az < ClIf llpran

untuk suatu konstanta C yang bergantung pada p;dan q;.
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4.2 Kesadaran akan Keterbatasan Ilmu Pengetahuan

Berdasarkan surah ke-17 ayat 85 yang telah disebutkan pada bagian
sebelumnya, ilmu atau pengetahuan yang dimiliki oleh seorang manusia terbatas.
Tapi, tentu hal ini bukan berarti menjadikan manusia tidak berusaha untuk mencari
ilmu, karena sesungguhnya menuntut ilmu itu wajib bagi setiap muslim seperti yang
disebutkan dalam hadis riwayat Ibnu Majah No. 224, dari Anas bin Malik ra, yang
dishahihkan oleh al-Albani dalam Shahih al-Jaami ash-Shaghir No. 3913 sebagai

berikut:

JS e map el Gl sy ade 1 Lo W1 gy JB 1 JB L oy T e
e

Artinya: Dari Anas bin Malik beliau berkata: Rasulullah SAW bersabda “‘menuntut
ilmu itu wajib bagi setiap muslim” (Al-Qazwani, 2000).

Selain itu, Ibn Qayyim rahimahullah juga menjelaskan:
SV Aoy U by Bty bl ) e 0 YL Wl 3 S sl
dgat by 4y by 35¥y Wl ey oSS By Db 4 (S
Artinya: “Seandainya keutamaan ilmu hanyalah kedekatan pada Rabbul ‘alamin
(Rabb semesta alam), dikaitkan dengan para malaikat, berteman dengan penduduk
langit, maka itu sudah mencukupi untuk menerangkan akan keutamaan ilmu.

Apalagi kemuliaan dunia dan akhirat senantiasa meliputi orang yang berilmu, dan
dengan ilmulah syarat untuk mencapainya.” (Al- Jauziyah, 2012)

Berdasarkan hadist di atas maka dapat simpulkan tentang keutamaan orang
yang berilmu sebagai berikut (Manik, 2020):
a. Allah SWT akan mempermudah jalan bagi para penimba ilmu menuju
surga-Nya.
b. Sebagai penghormatan kepada penuntut ilmu malaikat-malaikat tawadhu’

kepada mereka (penuntut ilmu).
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Mahkluk yang ada di langit dan di bumi, termasuk ikan di lautan juga akan
memohonkan ampunan kepada orang yang berjuang menuntut ilmu.

Orang berilmu lebih utama daripada ahli ibadah. Perbandingannya seperti
bulan di malam badar dari bintang-bintang lainnya.

Ulama/orang-orang yang berilmu itu adalah pewaris para nabi.

Walaupun memang ilmu memiliki derajat yang tinggi di hadapan Allah,

namun sesungguhnya etika/adab adalah hasil nyata dari ilmu itu sendiri. Para ulama

lebih mengutamakan adab dibandingkan dengan ilmu, seperti pada beberapa

nasihat para ulama sebagai berikut (Hanafi, 2017):

a.

Imam Ibnul Mubarak berkata: “Aku belajar adab selama tiga puluh tahun,
dan aku belajar ilmu selama dua puluh tahun.”

Imam Syafi’i berkata: “Ilmu bukanlah diukur dengan apa yang telah dihafal
oleh seseorang, tetapi diukur dengan apa yang bermanfaat bagi dirinya.”

Imam Ibnu Wahab berkata: “Aku lebih mengutamakan belajar adab kepada

Imam Malik dibandingkan dengan belajar ilmu darinya.”

Tapi, sangat disayangkan bahwa kini banyak orang yang menuntut ilmu dengan niat

yang kurang baik, seperti berniat untuk tidak mengamalkannya, atau untuk

menyombongkan diri sendiri di hadapan orang lain, bahkan lebih parahnya lagi

menggunakan ilmu untuk men-judge orang lain. Oleh karena itu, adab sangat

diperlukan agar ilmu yang kita peroleh juga bisa berkah dan bermanfaat.

Selain berhati-hati dalam menyikapi ilmu, tak kalah pentingnya juga

memperhatikan bagaimana adab kita kepada orang yang menyalurkan ilmu kepada

kita. Nabi Musa as menujukkan salah satu adab kepada guru yang terdapat pada

Surah Al-Kahfi ayat 65-66 berbunyi
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Artinya: Lalu, mereka berdua bertemu dengan seorang hamba diantara hamba-
hamba Kami, yang telah Kami berikan rahmat kepadanya dari sisi Kami, dan telah
Kami ajarkan ilmu kepadanya dari sisi Kami. Musa berkata kepadanya, “Bolehkah

aku mengikutimu agar engkau mengajarkan kepadaku (ilmu yang benar) yang telah
diajarkan kepadamu (untuk menjadi) petunjuk?” (Awaludin, 2012)

Ketika nabi Musa As meminta izin kepada nabi Khidir As untuk
mengikutinya agar Khidir As mengajarkan ilmu kepadanya. Tafsir MarahLabid
menjelaskan bahwasanya jawaban Khidir As pada saat itu ialah “Cukuplah bagimu
kitab Taurat sebagai ilmu dan bagi kaum Bani Israil, lupakanlah yang lainnya.”
Lalu Musa berkata, “Sesungguhnya Allah telah memerintahkannya kepadaku.”
Maka saat itu terjadilah perdebatan kecil antara nabi Musa As dan nabi Khidir As
yang menganggap bahwa nabi Musa As tidak akan sanggup bersabar dalam
mengikutinya, namun nabi Musa As meyakinkannya bahwasanya dia sanggup
untuk bersabar dalam mengikutinya. Setelah perdebatan kecil tersebut, pada
akhirnya nabi Khidir As mengijinkan nabi Musa As untuk mengikutinya dengan
syarat tidak boleh bertanya mengenai apapun yang dilihat oleh nabi Musa As
sampai nabi Khidir AS yang akan menjelaskannya sendiri. Lalu, nabi Musa As
menyetujuinya, pada saat itulah awal perjalanan nabi Musa As mengikuti nabi
Khidir As untuk memperoleh ilmu pengetahuan (Nawawi al-Jawi, n.d.).

Dari ayat tersebut dapat kita lihat bahwa sekalipun Musa As merupakan
seorang nabi namun tetap tawadhu’ di depan Khidir As sebagai gurunya, dengan
akhlak yang baik dan bahasa yang indah ketika beliau berbicara kepada Khidir As
meminta izin untuk mengikutinya agar beliau bisa mendapatkan ilmu yang belum

diketahuinya (Khasanah, 2021). Kisah tersebut mengajarkan kita sebagai seorang
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pelajar, penuntut ilmu, hendaknya tetap hati-hati dalam bersikap serta rendah
hati/tawadhu’ kepada guru yang mengajarkan kita ilmu. Tak hanya itu, penting bagi
kita untuk menyadari keterbatasan kita sebagai seorang hamba, bahwa
sesungguhnya seluruh ilmu pengetahuan di muka bumi ini milik Allah, tiada
seorang pun yang mengetahui sesuatu dari pengetahuan-Nya melainkan bagi apa
yang dikehendaki oleh-Nya. Jika kita menuntut ilmu dengan cara yang tidak disukai
oleh Allah, seperti berlaku kurang baik di hadapan guru, maka tidak menutup
kemungkinan ketidakberkahan ilmu yang kita peroleh bisa menjadi dampaknya.
Di dalam Al-Qur’an menggunakan berbagai istilah yang berkaitan dengan
ilmu pengetahuan. Misalnya, mengajak melihat, memperhatikan, dan mengamati
kejadian-kejadian (Fathir: 27, Al-Hajj: 5, Lugman: 20, Al-Ghasyiyah: 17-20,
Yunus: 101, Al-Anbiya’: 30), untuk membaca (Al- ‘Alaq: 1-5), untuk mengetahui
suatu kejadian (Al-An’am: 97, Yunus: 5), untuk mendapatkan jalan (An-Nahl: 15),
untuk menjadikan manusia yang aktif menalar berbagai fenomena yang terjadi (An-
Nahl: 11, Yunus: 101, Ar-Ra’d: 4, Al-Baqarah: 164, Ar-Rum: 24, Al-Jasiyah: 5,
13), menjadi ulul albab (Ali-‘Imran: 7,190-191, Az-Zumar: 18), dan mengambil
pelajaran (Yunus: 3) (Fakhry, 2010). Keyakinan terhadap segala penciptaan Allah
mendorong keyakinan tentang ketundukan, karakteristik dan keteraturan dari
benda-benda yang Allah ciptakan (sunatullah), sehingga manusia bisa
mempelajarinya. Semua ini akan memungkinkan tumbuhnya sikap positif, kagum
akan kebesaran, kekuasaan dan kasih sayang Allah, yang semua itu menjadikan
motivasi untuk bersyukur, meningkatkan keimanan dan ketaqwaan kepada Allah

yang Maha Kuasa (Darmana, 2016).
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Selain mengajarkan kita untuk berhati-hati dalam menyikapi ilmu,
terbatasnya ilmu pengetahuan mengajari kita akan pentingnya mensyukuri ilmu
pengetahuan. Kita menyadari bahwa pengetahuan kita memiliki batasan, maka kita
lebih menerima bahwa ada begitu banyak hal yang belum kita ketahui. Ini
mendorong apresiasi terhadap pengetahuan yang kita miliki, karena kita mengakui
bahwa pengetahuan itu sendiri adalah anugerah yang perlu dihargai. Selain itu, kita
menjadi lebih terbuka terhadap kebutuhan untuk terus belajar dan mengembangkan
pemahaman kita. Kita merasa perlu belajar dan mencari pengetahuan baru.
Mensyukuri ilmu pengetahuan bermakna menghargai kesempatan untuk belajar dan
berkembang, serta memanfaatkannya sebaik mungkin untuk meningkatkan

pemahaman kita tentang dunia.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembuktian yang telah dibahas, maka operator integral

fraksional I, yang didefinisikan sebagai

@ = L2

R |x —y|n—e
merupakan operator yang terbatas di ruang Morrey yang dimodifikasi dari

LPra1(R™) ke LP292(R™). Sehingga, berlaku ketakasamaan

of COllpzaz < Cp, g, If Il Lpras

jika dan hanya jika 1 < p; < q; < = l=i(1—%) dant=1_%

a’p,  p1 n 42 q1 n

5.2 Saran

Saran untuk penelitian selanjutnya, penelitian mengenai operator integral
fraksional dapat diteliti keterbatasannya di ruang lain selain ruang Morrey. Selain
itu, belum banyak yang membahas mengenai bentuk dari perluasan operator
integral fraksional (operator Riesz) seperti operator Bessel-Riesz beserta

keterbasannya di ruang terkait.
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