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ABSTRAK 

 

Wiratno, Pingka Ari Safitra.2024. Barisan R-Konvergen di Ruang Metrik Cone. Skripsi.  

Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dian Maharani, M.Si. 

(2) Erna Herawati, M.Pd. 

 

Kata kunci: Ruang Metrik, Ruang Metrik Cone, konvergen, r-konvergen. 

 

Konsep Ruang Metrik Cone merupakan bentuk perluasan dari ruang metrik. Perbedaan 

metrik dengan metrik cone terletak pada kodomainnya yang merupakan ruang Banach 

dengan menggunakan notasi urutan parsial. Barisan di ruang metrik memiliki sifat 

kekonvergenan. Selain sifat kekonvergenan, terdapat juga sifat barisan r-konvergen di 

ruang metrik. Pada beberapa barisan di ruang metrik cone juga memiliki sifat r-

konvergen..Dalam penelitian ini akan dibahas tentang barisan r-konvergen dan r-Cauchy 

di ruang metrik cone. Metode penelitian yang digunakan adalah studi Pustaka dengan 

mengumpulkan sumber yang relevan dengan topik. Dari hasil penelitian diperoleh sifat-

sifat barisan r-konvergen melalui pembuktian teorema-teorema yang terkait dengan barisan 

r-konvergen di ruang metrik cone, hubungan antar dua barisan r-konvergen di ruang metrik 

cone, serta r-Cauchy di ruang metrik cone. 
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ABSTRACT 

 

Wiratno, Pingka Ari Safitra. 2024. Sequences of R-Convergent in Cone Metric Spaces.  

Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and 

Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Advisors: (1) Dian Maharani, M.Si. (2) Erna Herawati, M.Pd. 

Keywords: Metric Spaces, Cone Metric Spaces, convergent, r-convergent. 

The concept of cone metric spaces is an extension of metric spaces. The difference 

between a metric and a cone metric lies in the codomain, which is a Banach space 

equipped with a partial order notation. Sequences in a metric space possess 

convergence properties. In addition to convergence, there is also the property of r-

convergence sequences in a metric space. Some sequences in a cone metric space 

also exhibit r-convergence properties. This study discusses r-convergent and r-

Cauchy sequences in cone metric spaces. The research method used is a literature 

study by collecting sources relevant to the topic. The research results obtained 

properties of r-convergent sequences through the proof of theorems related to r-

convergent sequences in cone metric spaces, the relationship between two r-

convergent sequences in cone metric spaces, and r-Cauchy sequences in cone 

metric spaces. 
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 مستخلص البحث 

بينجكا آري سافيترا.  . قسم  العلمي  بحثالالمتري المخروطي.  منسا حة   في  R- الحط المتقارب  .  ۲۰۲٤ويراتنو، 
:  المشرفة الأوليمالانج.  الإسلامية الحكومية   الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم

 . ة اجستي الم( إرنا هياواتي،۲) ة. المشرفة الثانية اجستي المديان مهاراني، (۱)

 . r التقارب، التقاربالفضاء المتري، محزوطا الفضاء المتري،  الكلمات المفتاحية: 

الفضاء هو   المتري  مفهوم  والفضاءالم  شكلال  المخروطي  المتري  الفضاء  بين  الفرق  المتري.  الفضاء  من   المتري   وسع 
المخروطي في مجاله الرمزي الذي هو فضاء باناخ باستخدام ترميز الترتيب الجزئي. الصفوف في الفضاء المتري لها  

المخروط أيضا    إلى جانب خاصية التقارب، هناك أيضًا خاصية الخطوط المتقاربة في الفضاء المتري   وخاصية التقارب.
. و مستخدم المخروطي في الفضاء المتري r Cauchyو  rالمتقرب وفي هذه الدراسة صفو .  علي حاصية متقاربة 

ومن نتائج هذه الدراسة هي  بالموضوع .    هذا البحث بطريقة دراسة الأ دبيت من خلال جمع المصادر التي لها صلّة 
في الفضاء    rمن خلال إثبات النظريات المتعلقة بالحط التقارب     rم الحصول على خصا ئص الخط المتقرب  قد يت
فضاء المترئ في ال   r Cauchyو    المخروطي  في الفضاءالمتري  r،  والعلاقة بين حطين متقاربيىن  المخروطي  المتري

  المخروطئ .
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Konsep ruang metrik diperkenalkan pertama kali oleh matematikawan yang 

bernama Murice Frechet (1906). Metrik adalah suatu fungsi dengan domain suatu 

himpunan tak kosong yang menuju ke bilangan riil dan memenuhi sifat-sifat 

tertentu (Rahmat dkk, 2021). Ruang metrik merupakan suatu himpunan yang di 

dalamnya berlaku aturan metrik. (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik di mana 𝑋 adalah 

himpunan dan 𝑑 (distance) adalah metrik pada 𝑋, fungsi didefinisikan pada 𝑋 × 𝑋 

yang mana untuk seluruh anggota 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑑 (distance) memenuhi: 

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 , 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞ 

2. 𝑑 (𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

4. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (Kreyszig, 1978). 

Seiring dengan perkembangan zaman, konsep ruang metrik berkembang dengan 

pesat contohnya seperti Huang Long Guang dan Zhang Xian (2007)yang 

memperkenalkan ruang metrik cone. Selanjutnya banyak penelitian yang mengkaji 

lebih dalam tentang ruang metrik cone seperti Bahtiar, dkk (2014) dengan 

penelitiannya yang berjudul “Konsep Dasar Ruang Metrik Cone”. Perbedaan dari 

ruang metrik dengan ruang metrik cone terletak pada kodomainnya. Kodomain dari 

ruang metrik yaitu bilangan riil, sedangkan kodomain dari ruang metrik cone adalah 

ruang Banach yaitu ruang bernorma yang lengkap. Definisi dari cone sendiri yaitu 

𝑃 ⊂ 𝐸 dan 𝑃 dikatakan cone  jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut: 
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1. Himpunan 𝑃 bukan himpunan kosong, dan 𝑃 ≠ {0}. 

2. Himpunan 𝑃 merupakan himpunan tertutup. 

3. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dan 𝑎, 𝑏 ≥ 0, jika  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃. 

4. 𝑥 ∈ 𝑃 dan −𝑥 ∈ 𝑃 maka 𝑥 = 0 (Huang & Zhang, 2007). 

Selanjutnya, pada cone 𝑃 berlaku urutan parsial sebagai  berikut : 

1. 𝑥 ≼ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸. 

2. 𝑥 ≺ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, tetapi 𝑥 ≠ 𝑦. 

3. 𝑥 ≪ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 (Huang & Zhang, 2007). 

Notasi tersebut merupakan notasi yang menjadi dasar pengertian pada notasi yang 

terdapat di dalam definisi metrik cone. Misalkan 𝑋 himpunan tak kosong dan  𝐸 

ruang Banach atas lapangan riil yang dilengkapi dengan urutan parsial ≼ terhadap 

cone 𝑃 ⊆ 𝐸. Didefinisikan pemetaan 𝑑𝑝: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 di mana 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) sebagai 

vektor di cone P sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 berlaku: 

1. 0 ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

2. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥)  

3. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦)  

Maka 𝑑𝑝 yang memenuhi ketiga kondisi si atas disebut metrik cone pada 𝑋, 

sedangkan (𝑋, 𝑑𝑝) disebut  ruang metrik cone (Huang & Zhang, 2007). 

 Beberapa barisan di ruang metrik memiliki sifat kekonvergenan. Barisan 

(𝑥𝑛) di ruang metrik (𝑋, 𝑑) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 

terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. Beberapa 

barisan di ruang metrik cone juga memiliki sifat kekonvergenan yang akan 

dibahas lebih lanjut pada pembahasan. 

Sebagaimana firman Allah SWT dalam Q.S An-Najm ayat 39 - 40 
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نِ إِلاَّ مَا سَعَىَٰ      ﴾٤٠﴿وَأَنَّ سَعۡيَهُۥ سَوۡفَ يُ رَىَٰ  ﴾ ٣٩﴿وَأَن لَّيۡسَ لِلِۡۡنسََٰ

Artinya: “Dan bawasannya seorang manusia tiada memperoleh selain apa yang 

telah diusahakannya, dan bahwasannya usaha itu kelak akan diperlihatkan 

(kepadanya).”(Kemenag RI, 2019). 

Ibnu Katsir menjelaskan bahwa maksud dari kalimat “manusia tiada 

memperoleh selain apa yang telah diusahakannya” adalah seseorang tidak 

memperoleh pahala kecuali dari apa yang telah  diusahakannya. Sedangkan 

menurut Syaikh Wahbah Az-Zuhaili, seorang manusia tidak akan mendapatkan 

apa-apa melainkan ganjaran usahanya dan balasan amal perbuatannya, dengan 

begitu ia tidak berhak menerima ganjaran atas suatu amal yang ia kerjakan. Buya 

menfasirkan ayat ini dengan lebih luas terhadap konteks kesuksesan dunia. Menurut 

Buya Hamka, hasil pekerjaan kita dapati sekedar usaha yang telah kita lakukan, kita 

akan mendapat sedikit atau tidak sama sekali jika kita malas. Tidak boleh 

menyalahkan orang lain atas hasil yang diperoleh. Selanjutnya dalam kalimat 

“usaha itu kelak akan diperlihatkan (kepadanya)”, Syaikh Wahbah Az-Zuhaili 

menjelaskan bahwa apa yang telah diusahakan akan dilihat oleh penduduk langit 

sebagai kehormatan dan kemuliaan bagi orang yang berbuat baik. Sedangkan bagi 

orang yang berbuat buruk, akan dilihat sebagai celaan dan hinaan. 

Ayat tersebut menerangkan pentingnya ihktiar. Jika ingin mencapai apa 

yang diimpikan haruslah disertai dengan usaha yang sungguh-sungguh. Seperti 

halnya kesuksesan yang harus diraih dengan usaha yang tekun. Apa pun usaha dan 

amal perbuatan yang dilakukan, maka kelak akan diperlihatkan dan dibalaskan. 

Begitu pula kekonvergenan yang akan menuju ke suatu titik jika terdapat suatu 

bilangan asli dengan syarat tertentu sehingga barisan tersebut dikatakan konvergen. 
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Konsep ikhtiar sangat relevan dengan kekonvergenan, di mana dibutuhkan suatu 

usaha yang sungguh-sungguh untuk mencapai suatu tujuan. 

Selain kekonvergenan yang telah dibahas sebelumnya, terdapat pula rough 

convergence yang diperkenalkan oleh Phu (2001) dengan penelitiannya tentang 

barisan r-konvergen di ruang linear bernorma. Selanjutnya, Banerjee & Mondal 

(2019) menerapkan rough convergence ini di ruang metrik cone. Dalam 

penelitiannya, Amar dan Mondal mendefinisikan kekonvergenan kasar di ruang 

metrik cone beserta sifat-sifat kekonvergenan kasar di ruang metrik cone. Sehingga 

penelitian ini dimaksudkan untuk mengkaji mengenai kekonvergenan kasar atau  

barisan r-konvergen di ruang metrik cone.  

 

1.2  Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang yang sudah dijelaskan sebelumnya, maka 

rumusan masalah pada penelitian ini adalah “Bagaimana sifat-sifat barisan r-

konvergen di ruang metrik cone?” 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Adapun tujuan penelitian yang dapat diambil berdasarkan rumusan masalah 

di atas adalah menjelaskan tentang barisan r-konvergen di ruang metrik cone. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat membantu penelitian berikutnya terkait 

kekonvergenan kasar di ruang metrik cone dan dapat ditemukan sifat-sifat lainnya 

dengan r-konvergen di ruang metrik cone.  
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1.5 Batasan Masalah  

Penelitian ini hanya membahas mengenai barisan r-konvergen dengan ruang 

yang digunakan hanyalah ruang metrik cone. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1      Teori Pendukung 

Pada subbab ini berisi dasar-dasar teori sebelum mengkaji sifat-sifat 

kekonvergenan kasar di ruang metrik cone. 

 

2.1.1 Ruang Metrik  

Dalam bilangan riil ℝ terdefinisi fungsi jarak 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| dengan 

setiap pasangan titik 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.  

Definisi 2.1 (Kreyszig, 1978) (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik di mana 𝑋 adalah 

himpunan tak kosong dan 𝑑 (distance) adalah metrik pada 𝑋, fungsi 𝑑: 𝑋 × 𝑋 →

ℝ yang mana untuk seluruh anggota 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝑑 (distance) memenuhi : 

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 , 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞ 

2. 𝑑 (𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

4. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

Contoh 2.1 Difenisikan suatu fungsi 𝑑: ℝ × ℝ → ℝ dengan   

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 

𝑑 merupakan metrik pada ℝ dan (ℝ, 𝑑) merupakan ruang metrik. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, akan dibuktikan 𝑑 adalah metrik pada ℝ. 
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1. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

Dari definisi 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| di mana∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, karena nilai mutlak 

selalu bernilai tak negartif, mengakibatkan nilai 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ≥ 0. 

Karena ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ berlaku pula 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ∈ ℝ, dan karena ∀𝑥, 𝑦 ∈

ℝ terbukti pula 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| < ∞. 

2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

(⇒) Jika 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 akan ditunjukkan bahwa 𝑥 = 𝑦 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  

|𝑥 − 𝑦| = 0  

𝑥 − 𝑦 = 0  

𝑥 = 𝑦  

(⇐) Jika 𝑥 = 𝑦, akan ditunjukkan bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑥 = 𝑦  

|𝑥 − 𝑦| = |𝑥 − 𝑥| = |0| = 0  

Maka, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  

3. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

Diketahui, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| dapat dituliskan dengan 

|𝑥 − 𝑦| = |(−1)(𝑦 − 𝑥)|   = |−1||𝑦 − 𝑥|. 

Karena fungsi nilai mutlak selalu non negatif dan |−1| = |1| = 1 berakibat 

|−1||𝑦 − 𝑥| = |1||𝑦 − 𝑥| = |𝑦 − 𝑥|  

Sehingga  

|𝑥 − 𝑦| = |𝑦 − 𝑥|  

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

4. 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  
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Dengan ketaksamaan segitiga, 𝑑(𝑥, 𝑦) dapat ditulis sebagai berikut  

𝑑(𝑥, 𝑦)    = |𝑥 − 𝑦|  

                = |𝑥 − 𝑧 + 𝑧 − 𝑦|   

                ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦|   

                = 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

Karena telah terpenuhi dari 1 − 4, maka 𝑑 merupakan ruang metrik pada ℝ dan 

(ℝ, 𝑑) merupakan ruang metrik.  

Selanjutnya akan dibahas mengenai contoh yang bukan termasuk ruang metrik. 

 

2.1.2 Ruang Bernorma  

   Pengertian dari ruang bernorma didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.2 (Kreyszig, 1978) Misalkan 𝑋 suatu ruang vektor. Norm pada 𝑋 adalah 

suatu fungsi bernilai riil yang dinotasikan oleh ‖. ‖ sedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 suatu skalar berlaku: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0 

2. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

   (𝑋, ‖. ‖) disebut ruang bernorma. 

Contoh 2.2: Misalkan 𝑋 = ℝ2 merupakan suatu ruang vektor, didefinisikan suatu 

norm ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2|, maka (ℝ2, ‖. ‖) adalah ruang bernorma. 

Ambil sembarang 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 dimana 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan  𝑦 = (𝑦1, 𝑦2). 

 

1. Karena |𝑥𝑖| ≥ 0 untuk setiap 𝑖 = 1,2. Maka ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2| ≥ 0. 
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Dengan begitu terbukti bahwa ‖𝑥‖ ≥ 0 

2. Akan dibuktikan bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

⇒ Misalkan ‖𝑥‖ = 0 akan ditunjukkan 𝑥 = 0. 

Karena nilai mutlak |𝑥| ≥ 0 yang artinya |𝑥| = 0 atau |𝑥| > 0.  

Untuk |𝑥| = 0 hanya akan terpenuhi ketika 𝑥 = 0. 

Karena ‖𝑥‖ = 0 

Maka |𝑥1| + |𝑥2| = 0 

Nilai yang terpenuhi ketika |𝑥1| + |𝑥2| = 0 adalah 𝑥1 = 0 dan 𝑥2 = 0. 

⇐ Misalkan 𝑥 = 0, maka 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) = (0,0)  berakibat ‖𝑥‖ = |𝑥1| +

|𝑥2| = |0| + |0| = 0. 

Terbukti bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. Akan dibuktikan ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

‖𝛼𝑥‖   = |𝛼𝑥1| + |𝛼𝑥2|   

= |𝛼||𝑥1| + |𝛼||𝑥2| = |𝛼|(|𝑥1| + |𝑥2|)  

= |𝛼|‖𝑥‖  

4. Akan dibuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖(𝑥1, 𝑥2) + (𝑦1, 𝑦1)‖  

= ‖(𝑥1 + 𝑦1), (𝑥2 + 𝑦2)‖  

= |𝑥1 + 𝑦1| + |𝑥2 + 𝑦2|   

 ≤ |𝑥1| + |𝑦1| + |𝑥2| + |𝑦2| 

 = |𝑥1| + |𝑥2| + +|𝑦1| + |𝑦2|  

 = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  

Terbukti bahwa ℝ2 adalah ruang bernorma. 
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Teorema 2.3 Setiap ruang bernorma 𝑋 merupakan ruang metrik terhadap metrik 

𝑑 dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (Ahsar K & Yulida, 2009). 

Bukti: 

1. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, menurut Definisi 2.2 pada sifat 1 

karena ‖𝑥‖ ≥ 0 berakibat bahwa ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 0 yang artinya 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, menurut Definisi 2.2 pada sifat 2 

karena ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 berakibat bahwa   

‖𝑥 − 𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

Artinya 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

3. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, meurut Definisi 2.2 pada sifat 3  

karena ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ berakibat bahwa   

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖(−1)(𝑦 − 𝑥)‖  

             = |−1|. ‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖𝑦 − 𝑥‖ = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

4. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, meurut Definisi 2.2 pada sifat 4  

karena ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ berakibat bahwa   

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖  

= ‖𝑥 − 𝑧 + 𝑧 − 𝑦‖  

 ≤ ‖𝑥 − 𝑧‖ + ‖𝑧 − 𝑦‖ = 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

Terbukti bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

Hal ini berarti bahwa setiap ruang bernorma merupakan ruang metrik terhadap 

metrik 𝑑 dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖. 
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  2.1.3  Kekonvergenan di Ruang Metrik  

 Sebelum dibahas lebih lanjut mengenai barisan konvergen dan r-konvergen 

di ruang metrik cone, akan dibahas terlebih dahulu tentang barisan konvergen di 

ruang metrik dan keterkaitannya dengan barisan r-konvergen di ruang metrik. 

Definisi 2.4 Misalkan (𝑥𝑛) barisan di ruang metrik (𝑋, 𝑑), barisan (𝑥𝑛) dikatakan 

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 

Definisi 2.5 Barisan (𝑥𝑛) di (𝑋, 𝑑) dikatakan r-konvergen di mana 𝑟 ≥ 0 ke titik 

𝑥∗ ∈ 𝑋 jika diberikan 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥

𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝑟 + 𝜀 

Hal ini merupakan barisan r-konvergen denngan r yang merupakan derajat 

kekasaran. Untuk 𝑟 = 0, barisan r-konvergen menjadi definisi barisan konvergen 

biasa di ruang metrik. Namun berbeda untuk kasus 𝑟 > 0. Misalkan (𝑦𝑛) adalah 

barisan yang konvergen ke 𝑥∗ . Anggap bahwa elemen-elemen di (𝑦𝑛) tidak 

ditetapkan dengan tepat, tetapi elemen-elemen (𝑦𝑛) berbeda dengan elemen-

elemen di (𝑥𝑛) dalam metrik (jarak) dengan jumlah yang kurang dari atau sama 

dengan 𝑟, maka situasi yang terjadi secara matematis adalah: 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) < 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑘 

Begitu pula dengan jarak antara (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) yaitu: 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) ≤ 𝑟, ∀𝑛 ∈ ℕ 

 

Dengan demikian diperoleh 
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𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) < 𝑟 + 𝜀 

Oleh karena itu, barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥∗ ∈ 𝑋. 

Berikut akan diilustrasikan hubungan antara barisan (𝑥𝑛), barisan (𝑦𝑛), dan r 

sebagai derajat kekasarannya. 

 

  

Gambar 2.1 Ilustrasi hubungan barisan (𝑥𝑛), (𝑦𝑛), dan r 

 

Contoh 2.5 Diberikan ruang metrik (ℝ, 𝑑) dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. Misalkan 

barisan (𝑥𝑛) = 1 ketika 𝑛 ganjl dan (𝑥𝑛) = 2 ketika 𝑛 genap, akan ditunjukkan 

barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen namun r-konvergen di ruang metrik. 

Pada Contoh 2.1 telah mencakup pembuktian bahwa (ℝ, 𝑑) dengan 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| merupakan ruang metrik. Akan ditunjukkan terlebih dahulu 

bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen. 

1. Akan ditunjukkan barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 1. 

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 1, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 

Pilih 𝜀 =
1

2
, ketika (𝑥𝑛) = 2 untuk 𝑛 genap maka  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |2 − 1| = |1| = 1  
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Karena 1 >
1

2
, artinya pernyataan 𝑑(𝑥𝑛, 1) <

1

2
 salah. Akibatnya 

pengandaian bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 1 salah dan terbukti bahwa 

(𝑥𝑛) tidak konvergen ke 1. 

2. Akan ditunjukkan barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 2. 

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 2, maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 

Pilih 𝜀 =
1

2
, ketika (𝑥𝑛) = 1 untuk 𝑛 ganjil maka  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |1 − 2| = |−1| = 1  

Karena 1 >
1

2
, artinya pernyataan 𝑑(𝑥𝑛, 2) <

1

2
 salah. Akibatnya 

pengandaian bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 2 salah dan terbukti bahwa 

(𝑥𝑛) tidak konvergene ke 2. 

3. Akan ditunjukkan barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 𝑥, dengan 𝑥 ≠ 1 dan 𝑥 ≠

2.  

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 dengan 𝑥 ≠ 1 dan 𝑥 ≠ 2, maka 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 

berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 

Pilih 𝜀 = min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|}, ketika (𝑥𝑛) = 1 untuk 𝑛 ganjil maka 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |1 − 𝑥|  

Karena di mana 𝜀 = min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} adalah nilai minimum dari 

|1 − 𝑥| dan |2 − 𝑥| artinya |1 − 𝑥| ≥ min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} yang artinya 

pernyataan 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} salah. Akibatnya pengandaian 

bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 dengan  𝑥 dengan 𝑥 ≠ 1 dan 𝑥 ≠ 2 

untuk 𝑛 ganjil salah.  
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Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 dengan 𝑥 ≠ 1 dan 𝑥 ≠ 2, maka 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 

berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 

Pilih 𝜀 = min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|}, ketika (𝑥𝑛) = 2 untuk 𝑛 genap maka 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |2 − 𝑥|  

Karena di mana 𝜀 = min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} adalah nilai minimum dari 

|1 − 𝑥| dan |2 − 𝑥| artinya |2 − 𝑥| ≥ min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} yang artinya 

pernyataan 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < min{|1 − 𝑥|, |2 − 𝑥|} salah. Akibatnya pengandaian 

bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 dengan 𝑥 dengan 𝑥 ≠ 1 dan 𝑥 ≠ 2 

untuk 𝑛 ganjil salah. 

Jadi, terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 𝑥 dengan 𝑥 ≠ 1 dan 

𝑥 ≠ 2. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 1 dan 2 untuk 𝑟 =

1. 

Pertama akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 1 dengan 𝑟 = 1 

1. Ketika (𝑥𝑛) = 1 untuk 𝑛 ganjil. 

Ambil sembarang 𝜀 > 0 , maka terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |1 − 1| = 0 < 1 + 𝜀  

2. Ketika (𝑥𝑛) = 2 untuk 𝑛 genap. 

Ambil sembarang 𝜀 > 0 , maka terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |2 − 1| = 1 < 1 + 𝜀  

Dengan begitu, barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 1 denngan 𝑟 = 1. 
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Kedua, akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) juga r-konvergen ke 2 dengan 𝑟 = 1 

1. Ketika (𝑥𝑛) = 1 untuk 𝑛 ganjil. 

Ambil sembarang 𝜀 > 0 , maka terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |1 − 2| = |−1| = 1 < 1 + 𝜀  

2. Ketika (𝑥𝑛) = 2 untuk 𝑛 genap. 

Ambil sembarang 𝜀 > 0 , maka terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = |2 − 2| = 0 < 1 + 𝜀  

Maka, terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 2 dengan 𝑟 = 1. 

Dari Contoh 2.5 dapat diperoleh bahwa titik r-limit menjadi tidak tentu barisan (𝑥𝑛) 

memiliki titik r-limit yang tidak tunggal tergantung dengan nilai r (derajat 

kekasannya). 

 

2.1.4 Kekonvergenan di Ruang Bernorma  

Konsep kekonvergenan di ruang metrik dapat dipindahkan ke ruang 

bernorma. Dengan begitu, definisi kekonvergenan barisan di ruang bernorma 

dijelaskan sebagai berikut. 

Definisi 2.6 (Wolfgang, 2014) Misalkan (𝑥𝑛) suatu barisan pada ruang bernorma 

𝑋. Barisan (𝑥𝑛) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀. 

Teorema 2.7 (Sifat Archimedes) (Bartle & Sherbert, 2010) Jika 𝑥 ∈ ℝ, maka 

terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑥 ≤ 𝑘. 
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Contoh 2.6 Diberikan ruang bernorma (ℝ2, ‖. ‖) dengan ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2|. 

Maka barisan (𝑥𝑛) di ℝ2 yang didefinisikan sebagai (
1

𝑛
,

1

𝑛
) konvergen ke (0,0) di 

ℝ2. 

Bukti: 

Ambil sembarang 𝜀 > 0 , menurut Sifat Archimedes terdapat 𝑘 ∈ ℕ di mana 𝑘 >

1

𝜀
  . Maka untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku:  

‖𝑥𝑛 − (0,0)‖ = ‖𝑥𝑛‖  

 = ‖(
1

𝑛
,

1

𝑛
)‖ = |

1

𝑛
| + |

1

𝑛
| =

1

𝑛
+

1

𝑛
<

1

𝑛
≤

1

𝑘
< 𝜀  

Karena  untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥

𝑘 berlaku ‖𝑥𝑛 − (0,0)‖ < 𝜀. Maka barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛
) konvergen ke (0,0) di 

ℝ2. 

Selanjutnya akan dijelaskan mengenai barisan Cauchy di ruang bernorma sebagai 

berikut. 

Definisi 2.8 (Rahmat dkk, 2021) Suatu barisan (𝑥𝑛) di ruang bernorma 𝑋 disebut 

barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

untuk setiap 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ dengan,𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 berlaku ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ < 𝜀. 

Contoh 2.8 Diberikan ruang bernorma (ℝ2, ‖. ‖) dengan ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2|. 

Barisan (𝑥𝑛) di ℝ2 yang didefinisikan sebagai (
1

𝑛
,

1

𝑛
) adalah barisan Cauchy di 

ℝ2. 

Bukti: 

Ambil sembarang 𝜀 > 0, menurut Sifat Archimedes terdapat 𝑘 ∈ ℕ di mana 

𝑘 >
2

𝜀
 untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 berlaku ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ < 𝜀 sehingga  
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‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ = ‖(
1

𝑛
,

1

𝑛
) − (

1

𝑚
,

1

𝑚
)‖ = ‖(

1

𝑛
−

1

𝑚
,

1

𝑛
−

1

𝑚
)‖   

          = |
1

𝑛
−

1

𝑚
 | + |

1

𝑛
−

1

𝑚
| < |

1

𝑛
−

1

𝑚
|  

|
1

𝑛
−

1

𝑚
| = |

1

𝑛
+ (−

1

𝑚
)| ≤ |

1

𝑛
| + |−

1

𝑚
| =

1

𝑛
+

1

𝑚
≤

1

𝑘
+

1

𝑘
<

𝜀

2
+

𝜀

2
< 𝜀  

Karena untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga unntuk setiap 

𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 berlaku ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ≤ 𝜀. Maka barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛
) di ℝ2 merupakan 

barisan Cauchy. 

  

2.1.5 Ruang Banach  

  Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai definisi dari Ruang Banach. 

Definisi 2.9 (Rahmat dkk, 2021) Suatu ruang bernorma 𝑋 dikatakan lengkap jika 

setiap barisan Cauchy pada ruang bernorma tersebut konvergen pada 𝑋. Ruang 

bernorma yang lengkap disebut sebagai ruang Banach. 

Contoh 2.10 Misalkan 𝑋 = ℝ2 merupakan suatu ruang vektor, didefinisikan suatu 

norm ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2|. Ruang bernorma tersebut adalah lengkap dan merupakan 

ruang Banach. 

Bukti: 

Misalkan 𝑆𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) sembarang barisan Cauchy pada ruang bernorma 

(ℝ2, ‖. ‖). Akan dibuktikan bahwa 𝑆𝑛 konvergen di ℝ2. Karena 𝑆𝑛 adalah barisan 

Cauchy, untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 

𝑚, 𝑛 ∈ ℕ dimana 𝑚, 𝑛 > 𝑘 berlaku : 

‖𝑆𝑛 − 𝑆𝑚‖ = ‖(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − (𝑥𝑚, 𝑦𝑚)‖  

         = ‖(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦𝑛 − 𝑦𝑚)‖  

         = |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| + |𝑦𝑛 − 𝑦𝑚| < 𝜀  
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Karena |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| + |𝑦𝑛 − 𝑦𝑚| < 𝜀 denngan |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| ≥ 0 dan |𝑦𝑛 − 𝑦𝑚| ≥ 0 

maka |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 dan |𝑦𝑛 − 𝑦𝑚| < 𝜀. 

Dengan begitu (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di ℝ dan (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy 

di ℝ. Karena ℝ adalah ruang bernorma yang lengkap dengan norm ‖. ‖ = |𝑥|. 

Maka, berdasarkan  kriteria kekonvergenan Cauchy menyatakan bahwa barisan 

(𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) merupakan barisan konvergen.  

Misalkan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘1 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘1 berlaku 

|𝑥𝑛 − 𝑥| <
𝜀

2
   (1) 

Berikutnya, misalkan (𝑦𝑛) konvergen ke 𝑦 maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘2 ∈

ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘2 berlaku  

|𝑦𝑛 − 𝑦| <
𝜀

2
  (2) 

Kemudian dipilih 𝑘 = max {𝑘1, 𝑘2}, maka (1) dan (2) akan berlaku untuk 𝑘. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝑆𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) konvergen ke 𝑥 = (𝑥, 𝑦) di 

ℝ2.  

Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

‖𝑆𝑛 − 𝑥‖ = ‖(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − (𝑥, 𝑦)‖  

       = ‖(𝑥𝑛 − 𝑥), (𝑦𝑛 − 𝑦)‖  

       = |𝑥𝑛 − 𝑥| + |𝑦𝑛 − 𝑦| <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

Karena untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥

𝑘 berlaku ‖𝑆𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀, maka barisan 𝑆𝑛 konvergen ke 𝑥 = (𝑥, 𝑦) di ℝ2. 
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2.1.6 Cone  

Pada subbab ini akan didefinisikan mengenai himpunan tertutup, himpunan 

terbuka, persekitaran di ruang bernorma, dan cone. 

Definisi 2.11 (Kreyszig, 1978) Misalkan (𝑋, ‖. ‖) suatu ruang bernorma, 𝑃 ⊂ 𝑋 

dan 𝑝 ∈ 𝑃. Titik 𝑝 merupakan titik interior di 𝑃 jika terdapat 𝜀 > 0 sedemikian 

sehingga 𝑉𝜀(𝑝) ⊂ 𝑃. Himpunan titik interior 𝑃 dinotasikan sebagai 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

Definisi 2.12 (Sumanang, 2010) Misalkan (𝑋, ‖. ‖) suatu ruang bernorma, 𝑃 ⊂ 𝑋. 

Himpunan 𝑃 dikatakan terbuka jika untuk setiap 𝑝 ∈ 𝑃 berlaku 𝑝 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

Definisi 2.13 (Sumanang, 2010) Misalkan (𝑋, ‖. ‖) suatu ruang bernorma, 𝑃 ⊂ 𝑋. 

Himpunan 𝑃 dikatakan tertutup jika himpunan komplemen 𝑃𝑐terbuka. 

Definisi 2.14 (Huang & Zhang, 2007) Diberikan ruang Banach riil 𝐸 dan 𝑃 ⊂ 𝐸 . 

𝑃 dikatakan cone  jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut: 

1. Himpunan 𝑃 bukan himpunan kosong, dan 𝑃 ≠ {0} 

2. Himpunan 𝑃 merupakan himpunan tertutup. 

3. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dan 𝑎, 𝑏 ≥ 0, jika  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃. 

4. 𝑥 ∈ 𝑃 dan −𝑥 ∈ 𝑃 maka 𝑥 = 0 

Contoh 2.14 Berikut contoh terkait dengan cone Di ℝ, himpunan bilangan tak 

negatif membentuk cone. 

 

Gambar 2.2 Contoh Cone Di ℝ Dengan  𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ |𝑥 ≥ 0}  

 

Diberikan ruang Banach 𝐸 = ℝ dengan norm ‖𝑥‖ = |𝑥| dan 

𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≥ 0}. Himpunan 𝑃 merupakan cone (Bahtiar dkk, 2014). 
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Bukti: 

Diberikan ℝ dengan ‖𝑥‖ = |𝑥| adalah ruang Banach. Selanjutnya, ambil 

sembarang 𝑥 ∈ ℝ di mana 𝑥 ≥ 0. 

1. Karena 𝑥 ≥ 0 jelas bahwa 𝑥 ∈ 𝑃 yang artinya 𝑃 ≠ ∅. Selain itu, himpunan 

𝑃 tidak hanya beranggotakan nol saja. Himpunan 𝑃 mencakup semua 

anggota di ℝ yang lebih besar sama dengan nol yaitu 𝑥 ≥ 0. 

2. Akan ditunjukkan 𝑃𝑐 = ℝ − 𝑃 merupakan himpunan terbuka. Diketahui  

𝑃𝑐 = {𝑥: 𝑥 < 0 }. Ambil sembarang 𝑝 ∈ 𝑃𝑐 akan ditunjukkan bahwa  

𝑝 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃𝑐. 

Dalam ruang bernorma, persekitaran-𝜀 dari 𝑝 didefinisikan oleh 

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑝‖ < 𝜀}  

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑥 − 𝑝| < 𝜀}  

Perlu diketahui bahwa |𝑥 − 𝑝| < 𝜀 ekuivalen dengan  

−𝜀 < 𝑥 − 𝑝 < 𝜀 ⟺ 𝑝 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑝 + 𝜀  

Untuk 𝑝 < 0, dipilih 𝜀 = |𝑝| 

Sehingga 𝑉|𝑝|(𝑝) = (𝑝 − |𝑝|, 𝑝 + |𝑝|), karena 𝑝 < 0 maka diperoleh 

𝑉|𝑝|(𝑝) = (𝑝 − (−𝑝), 𝑝 + (−𝑝)) = (2𝑝, 0) di mana 𝑝 < 0. Hal ini berarti 

𝑉𝜀(𝑝) ⊂ 𝑃𝑐 akibatnya 𝑝 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃𝑐 

Karena 𝑃𝑐 adalah himpunan terbuka, maka 𝑃 merupakan himpunan tertutup. 

3. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dengan 𝑎, 𝑏 ≥ 0 dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 sehingga 

𝑥, 𝑦 ≥ 0 jelas bahwa 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≥ 0. Jadi, dapat disimpulkan bahwa 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃. 
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4. Ambil sembarang 𝑥 ∈ 𝑃 dan −𝑥 ∈ 𝑃. Karena  𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≥ 0} sehingga 

hanya 0 ∈ 𝑃 yang memenuhi −𝑥 ∈ 𝑃. Oleh karena itu, −𝑥 = 0 sama artinya 

dengan 𝑥 = 0. 

Maka terbukti bahwa himpunan 𝑃 adalah cone. 

Contoh 2.15 Diberikan 𝑬 = ℝ𝟐 . Himpunan 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} ⊂ 𝐸 

adalah cone.  

 

Gambar 2.3 Contoh Cone Di ℝ2 Dengan 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} 

 

Berdasarkan Contoh 2.7, ℝ2 dengan norm  ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑦1| adalah ruang 

Banach dan himpunan 𝑃 = {(𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐸: 𝑥1, 𝑦1 ≥ 0}. Himpunan 𝑃 merupakan 

cone (Rahmat dkk, 2021). 

Bukti: 

Pertama, telah terbukti bahwa ℝ2 dengan ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑦1| merupakan ruang 

Banach pada Contoh 2.7. Selanjutnya, ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2.  

Misal 𝑥 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑦 = (𝑥2, 𝑦2) di mana 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0. 

1. Karena 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0 dan 𝑥 = (𝑥1, 𝑦1) dan 𝑦 = (𝑥2, 𝑦2) maka 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 

berakibat  𝑃 ≠ ∅ . Selain itu, 𝑃 tidak hanya berisi vektor nol, himpunan 𝑃 

mencakup semua vektor di ℝ2 yang komponennya lebih besar sama dengan 

nol yaitu 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ≥ 0. 
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2. Akan ditunjukkan 𝑃𝑐 = 𝑅2 − 𝑃 merupakan himpunan terbuka. Diketahui  

𝑃𝑐 = {(𝑥1, 𝑦1): 𝑥1 < 0 𝑑𝑎𝑛 𝑦1 < 0}. Ambil sembarang 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝑃𝑐 

akan ditunjukkan bahwa 𝑝 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃𝑐 . 

Dalam ruang bernorma, persekitaran-𝜀 dari 𝑝 didefinisikan oleh 

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥 − 𝑝‖ < 𝜀}  

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖(𝑥1, 𝑦1) − (𝑝1, 𝑝2)‖ < 𝜀}  

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖(𝑥1 − 𝑝1), (𝑦1 − 𝑝2)‖ < 𝜀}  

𝑉𝜀(𝑝) = {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑥1 − 𝑝1| + |𝑦1 − 𝑝2| < 𝜀}  

𝑉𝜀(𝑝) = {(𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝑋: |𝑥1 − 𝑝1| < 𝜀 𝑑𝑎𝑛 |𝑦1 − 𝑝2| < 𝜀}  

 Perlu diketahui bahwa |𝑥1 − 𝑝1| < 𝜀 dan |𝑦1 − 𝑝2| < 𝜀 ekuivalen dengan  

−𝜀 < 𝑥1 − 𝑝1 < 𝜀 ⟺ 𝑝1 − 𝜀 < 𝑥1 < 𝑝1 + 𝜀 dan  

−𝜀 < 𝑦1 − 𝑝2 < 𝜀 ⟺ 𝑝2 − 𝜀 < 𝑦1 < 𝑝2 + 𝜀  

Kasus 1  

Untuk 𝑝1 < 0, dipilih 𝜀 = |𝑝1| 

Sehingga 𝑉|𝑝1|(𝑝1) = (𝑝1 − |𝑝1|, 𝑝1 + |𝑝1|), karena 𝑝1 < 0 maka diperoleh 

𝑉|𝑝1|(𝑝1) = (𝑝1 − (−𝑝1), 𝑝1 + (−𝑝1)) = (2𝑝1, 0) di mana 

𝑝1 < 0. 

Kasus 2 

Untuk 𝑝2 < 0, dipilih 𝜀 = |𝑝2| 

Sehingga 𝑉|𝑝2|(𝑝2) = (𝑝2 − |𝑝2|, 𝑝2 + |𝑝2|), karena 𝑝2 < 0 maka diperoleh 

𝑉|𝑝2|(𝑝2) = (𝑝2 − (−𝑝2), 𝑝2 + (−𝑝2)) = (2𝑝2, 0) di mana 

𝑝2 < 0. 

Karena 𝑉|𝑝1|(𝑝1) = (2𝑝1, 0) di mana 𝑝1 < 0 dan 𝑉|𝑝2|(𝑝2) = (2𝑝2, 0) di 

mana 𝑝2 < 0 didapatkan bahwa  
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𝑉𝜀(𝑝) = {(𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝑋: |𝑥1 − 𝑝1| < 𝜀 𝑑𝑎𝑛 |𝑦1 − 𝑝2| < 𝜀} ⊂ 𝑃𝑐  

yang artinya 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃𝑐. 

Karena 𝑃𝑐 adalah himpunan terbuka, maka 𝑃 merupakan himpunan 

tertutup. 

3. Ambil sembarang 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ dengan 𝑎, 𝑏 ≥ 0 dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃  

dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑦1) , 𝑦 = (𝑥2, 𝑦2) sehingga berlaku  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑎(𝑥1, 𝑦1) + 𝑏(𝑥2, 𝑦2)    

   = (𝑎𝑥1, 𝑎𝑦1) + (𝑏𝑥2, 𝑏𝑦2)  

      = (𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2, 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2)  

Karena  𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥1 ≥ 0 dan 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 ≥ 0. Maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃. 

4. Misalkan 𝑥 ∈ 𝑃 dan 𝑥 ≠ 0. Maka 𝑥1 > 0 atau 𝑥2 > 0. Berakibat −𝑥1 < 0 

atau −𝑦1 < 0. Perlu dikeathui bahwa −𝑥 = −1(𝑥, 𝑦) = (−𝑥1, −𝑦1). 

Karena −𝑥1 < 0 atau −𝑦1 < 0, maka −𝑥 ∉ 𝑃. Dengan begitu, agar 𝑥 ∈ 𝑃 

dan −𝑥 ∈ 𝑃 haruslah 𝑥 = 0. 

Terbukti 𝑃 merupakan cone. 

 

  2.1.7  Hubungan Cone dengan Metrik Cone 

Pada cone 𝑃 didefinisikan urutan parsial sebagai berikut: 

Definisi 2.16 (Urutan Parsial) (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan 𝐸 ruang 

Banach, 𝑃 ⊆ 𝐸, dan 𝑃 suatu cone berlaku urutan parsial sebagai  berikut : 

1. 𝑥 ≼ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 

2. 𝑥 ≺ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, tetapi 𝑦 ≠ 𝑥 

3. 𝑥 ≪ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 
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Notasi tersebut merupakan notasi urutan parsial pada 𝐸. Notasi tersebut menjadi 

dasar pengertian pada notasi yang terdapat di dalam definisi metrik cone.  

Selanjutnya akan diilustrasikan kontruksi dari metrik dan metrik cone. 

Berikut ilustrasi metrik 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ. Misalkan 𝑑: ℝ2 × ℝ2 → ℝ. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Ilustrasi Metrik 𝑑: ℝ2 × ℝ2 → ℝ 

 

Ilustrasi metrik cone 𝑑𝑝: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 . Misalkan 𝑋 = ℝ2 dan 𝐸 = ℝ2 maka 

𝑑𝑝: ℝ2 × ℝ2 → ℝ2. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Ilustrasi Metrik Cone 𝑑𝑝: ℝ2 × ℝ2 → ℝ2  
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𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ≥ 0} 
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2.2       Kajian Integrasi Topik Dengan Konsep Ikhtiar 

Ikhtiar berasal dari bahasa arab yang artinya memilih. Sedangkan secara 

istilah, ikhtiar berarti berusaha dengan sungguh-sungguh untuk mendapatkan apa 

yang dikehendakinya. Hal ini berarti seseorang memilih suatu tujuan atau pekerjaan 

kemudian dikerjakannya dengan sungguh-sunguh agar dapat berhasil. Seeorang 

yang berikhtiar tidak akan berdiam diri ataupun lari dari kenyataan.  

Sebagaimana firman Allah SWT dalam Q.S Ar-Ra’d  ayat 13 

وُاۡ مَا بِِنَفُسِهِمۡۗۡ )الأية...(  ُ مَا بقَِوۡمٍ حَتَََّّٰ يُ غَيِّ  إِنَّ اللَََّّ لَا يُ غَيِّ

Artinya: “Sesungguhnya Allah SWT tidak merubah keadaan sesuatu kaum 

sehingga mereka merubah keadaan yang ada pada diri mereka sendiri.”(Q.S Ar-

Ra’d: 13) (Kemenag RI, 2019). 

Dalam konteks berikhtiar yaitu berusaha dengan sungguh-sungguh, 

dibutuhkan khauf dan roja’ yang seimbang sehingga didapatkan hasil ikhtiar yang 

optimal. Khauf berasal dari bahasa arab    َاخَوْفً -يََاَفُ -خَاف yang berarti ketakutan atau 

kekhawatiran. Khawatir memiliki makna gelisah atau cemas terhadap suatu hal 

yang belum pasti. Sedangkan takut berarti merasa gentar terhadap sesuatu yang 

dianggap mendatangkan bencana. Jadi, khauf berarti merasa gelisah dan cemas 

dengan suatu hal yang belum pasti. Khauf dalam berikhtiar dapat menjadi dorongan 

yang kuat untuk mempertimbangkan potensi risiko atau hambatan yang mungkin 

dihadapi selama proses mencapai tujuan. Ketakutan bisa menjadi motivasi untuk 

merencanakan dengan lebih baik, mengantisipasi potensi masalah, dan mengambil 

langkah-langkah pencegahan yang diperlukan. Namun, khauf yang berlebihan juga 

bisa menghambat kemajuan karena bisa membuat seseorang menjadi terlalu hati-

hati atau takut mengambil risiko. 
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Sebagaimana firman Allah SWT dalam Q.S Al- Mulk ayat 2 

لُوكَُمۡ أيَُّكُمۡ أَحۡسَنُ عَمَلۚا وَهُوَ ٱلۡعَزيِزُ ٱلۡغَفُورُ  ةَ ليَِ ب ۡ  ﴾ ۲﴿ ٱلَّذِي خَلَقَ ٱلۡمَوۡتَ وَٱلۡحيََ وَٰ

Artinya: “Allah-lah yang menciptakan kematian dan kehidupan untuk menguji 

kamu, siapa di antara kamu yang terbaik amalnya. Dan Dia Maha Perkasa lagi 

Maha Pengampun.”(Kemenag RI, 2019). 

Ayat ini mengingatkan manusia tentang kehidupan dan kematian sebagai 

bagian dari ujian dari Allah SWT. Pemahaman akan kematian dan akhirat dapat 

menciptakan khauf yang sehat dalam diri seseorang, mendorongnya untuk 

bertindak secara bermakna, melakukan kebaikan, dan menjauhi perbuatan yang 

buruk. 

Berikut merupakan Hadits Riwayat Ahamad dan Tirmidzi menganai konsep 

khauf. 

ثمَُا كُنْتَ وَأتَْبِعِ السَّيِّئَةَ  الحَْسَنَةَ    عَنْ أَبِ ذَرٍّ، قاَلَ قاَلَ لي رَسُولُ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم" اتَّقِ اللَََّّ حَي ْ
)رواه احمد والترمذي( " النَّاسَ بِِلُُقٍ حَسَنٍ  تََْحُهَا وَخَالِقِ   

Artinya: “Dari Abu Dzar, Bertaqwalah kepada Allah SWT dimanapun kamu 

berada, ikutilah perbuatan buruk dengan kebaikan yang dapat menghapusnya, dan 

perlakukanlah orang dengan akhlak yang baik.” (HR. Ahmad 21354,Tirmidzi 

1987). 

Hadits ini menekankan pentingnya takwa kepada Allah SWT dalam 

kehidupan sehari-hari. Ketakutan kepada Allah adalah kesadaran akan keberadaan-

Nya yang membimbing individu untuk bertindak sesuai dengan petunjuk-Nya, 

menjauhi dosa, dan melakukan kebaikan. 

Pesan utama dari hadits tersebut adalah bahwa khauf atau takwa kepada 

Allah adalah landasan penting dalam menjalani kehidupan yang taat, bertanggung 

jawab, dan penuh dengan kebaikan. Khauf yang sehat mendorong seseorang untuk 

bertindak sesuai dengan ajaran agama dan menghindari perbuatan yang buruk. 
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Sedangkan roja’ berasal dari bahasa arab yang berarti mengharap dan 

pengharapan. Roja’ berarti keinginan yang positif akan sesuatu yang diharapkan 

untuk terjadi di masa depan. Roja' dalam berikhtiar adalah dorongan positif yang 

mendorong seseorang untuk terus berusaha mencapai tujuan. Harapan bisa menjadi 

sumber energi yang kuat, memberikan motivasi, dan meningkatkan semangat untuk 

mengatasi tantangan. Roja’ membantu seseorang untuk tetap fokus pada tujuan 

akhir dan tidak menyerah saat menghadapi rintangan atau kegagalan.  

Al-Qur'an juga menekankan pentingnya roja’ dalam kehidupan. Sebagai 

contoh, dalam Surah Yusuf (12:87), Nabi Ya'qub berbicara tentang kehilangan 

putranya, Nabi Yusuf, namun tidak kehilangan harapan kepada Allah: 

ئَسُ مِن رَّوۡحِ ٱلله إِنَّهُ يََٰبَنَِِّ ٱذۡهَبُواْ فَ تَحَسَّسُواْ مِن يوُسُفَ وَأَخِيهِ وَلَا تََيْئَسُوْا مِن رَّوۡحِ اللهِۗۡ   إِلاَّ ٱلۡقَوۡمُ    لَا يَايْ ۡ
فِرُونَ﴿  ﴾ ٨٧الۡكََٰ

Artinya: Ya anakku, janganlah engkau menceritakan mimpimu itu kepada saudara-

saudaramu, maka mereka akan membuat tipu daya terhadapmu. Sesungguhnya 

syaitan itu adalah musuh yang nyata bagi manusia.”(Kemenag RI, 2019). 

Dalam ayat tersebut ayah dari Nabi Yusuf AS menasihati putranya agar 

tidak menceritakan mimpinya kepada saudara-saudaranya karena takut mereka 

akan membuat tipu daya terhadapnya. Ini adalah bagian dari nasihat dan 

kebijaksanaan ayah kepada anaknya, memberikan nasihat untuk menjaga rahasia 

dan menghindari konflik yang tidak perlu. Meskipun dihadapkan pada kesedihan 

dan penderitaan, Nabi Ya'qub menunjukkan keberanian dan tetap memelihara roja' 

kepada Allah SWT dalam situasi yang sulit. 

 

Dalam Hadits Riwayat Al- Bukhari dan Muslim juga menyinggung konsep 

roja’ kepada Allah sebagaimana dalil berikut. 
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ُ تَ عَالَى أنََا عِنْدَ ظَنِّ عَبْدِي    النَّبُِّ صلى الله عليه وسلم    عَنْ أَبِ هُرَيْ رَةَ   رضى الله عنه   قاَلَ قاَلَ  يَ قُولُ اللََّّ
هُ في مَلٍأ خَيٍْ  بِ، وَأنََا مَعَهُ إِذَا ذكََرَني، فإَِنْ ذكََرَني في نَ فْسِهِ ذكََرْتهُُ في نَ فْسِي، وَإِنْ ذكََرَني في مَلٍأ ذكََرْتُ 

ليَْهِ ذِراَعًا، وَإِنْ تَ قَرَّبَ إِلَىَّ ذِراَعًا تَ قَرَّبْتُ إلِيَْهِ بَاعًا، وَإِنْ أتَََني يََْشِي  مِن ْهُمْ، وَإِنْ تَ قَرَّبَ إِلَىَّ بِشِبٍْْ تَ قَرَّبْتُ إِ 
تُهُ هَرْوَلَةً )رواه البخاري(.  أتََ ي ْ

Artinya: Dari Abu Hurairah, Rasulullah  bersabda, “Allah berfirman, 'Aku sesuai 

dengan praksan hamba-Ku terhadap-Ku, dan Aku bersamanya ketika dia 

mengingat-Ku. Jika dia mengingat-Ku dalam dirinya, maka Aku akan 

mengingatnya dalam diri-Ku; jika dia mengingat-Ku di tempat yang lebih baik dari 

itu, yaitu di tengah-tengah umum, maka Aku akan mengingatnya di tengah-tengah 
umum yang lebih baik dari itu. Jika dia mendekat kepada-Ku sejengkal, maka Aku 

akan mendekatinya sehasta, jika dia mendekat kepada-Ku sehasta, maka Aku akan 

mendekatinya sedepa, jika dia datang kepada-Ku dengan berjalan, maka Aku akan 

mendatanginya dengan berlari'. ” (HR. Al-Bukhari 7405, Muslim 2675). 

Hadits ini menunjukkan bahwa Allah SWT bersedia mendekati hamba-Nya 

yang berusaha mendekat kepada-Nya. Hal ini menunjukkan bahwa ketika 

seseorang berharap kepada Allah SWT, memperdalam hubungannya dengan-Nya, 

dan melakukan amal kebaikan, Allah SWT akan mendekat kepada mereka dengan 

lebih besar lagi. 

Pesan hadits ini menekankan pentingnya berharap kepada Allah SWT, 

memperkuat hubungan spiritual, dan berusaha untuk melakukan amal baik, karena 

Allah akan merespons dengan kebaikan-Nya. Meskipun kata "harapan" mungkin 

tidak secara langsung disebutkan, konsep ini tersirat dalam banyak ajaran dan pesan 

Rasulullah . 

Namun tidak cukup hanya dengan berharap, harapan harus disertai dengan 

ikhtiar atau usaha yang sungguh-sungguh. Tujuan tidak akan pernah tercapai 

dengan bermalas-malasan. Dalam konteks berikhtiar atau berusaha, keseimbangan 

antara khauf dan roja' sangat penting. Khauf dapat membantu untuk merencanakan 

dan mempertimbangkan risiko, sedangkan roja' membantu untuk tetap optimis dan 
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terus berusaha meskipun dihadapkan pada kesulitan. Seorang yang berikhtiar 

dengan bijaksana memahami bahwa khauf bisa menjadi alat untuk merencanakan 

dengan lebih baik tanpa terjebak dalam kecemasan berlebihan, sementara roja' 

digunakan sebagai motivasi untuk tetap melangkah maju dan tidak menyerah 

meskipun menghadapi kesulitan. Keseimbangan antara khauf dan roja' membantu 

seseorang untuk tetap waspada terhadap risiko, tetapi juga mempertahankan 

semangat dan keyakinan untuk mencapai tujuan. 

Ketika khauf (ketakutan) dan roja’ (harapan) tidak seimbang dalam diri 

seseorang, itu dapat memberikan dampak yang signifikan pada kehidupan dan 

kesejahteraan mental. Khauf yang berlebihan bisa membuat seseorang merasa 

cemas dan takut secara berlebihan terhadap sesuatu, bahkan pada situasi yang 

sebenarnya tidak perlu dikhawatirkan secara berlebihan, menghambat seseorang 

untuk mengambil risiko yang sehat atau menghadapi tantangan yang sebenarnya 

bisa diatasi dengan kemampuan yang dimiliki, serta stres yang berkepanjangan dan 

kecemasan yang mengganggu, mengganggu kualitas hidup sehari-hari. 

Sedangkan roja’ yang berlebihan menyebabkan harapan yang tidak realistis 

bisa mengarah pada kekecewaan yang mendalam ketika harapan tersebut tidak 

terpenuhi. Hal ini dapat memicu perasaan frustrasi, kekecewaan, dan merasa 

terpuruk. Terlalu banyak berharap tanpa tindakan nyata bisa membuat seseorang 

merasa puas dengan harapannya saja tanpa berusaha mencapainya, karena percaya 

semata pada keajaiban. Maka, menjaga keseimbangan antara khauf dan roja’ sangat 

diperlukan dalam meraih keberhasilan. 
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2.3       Kajian Topik Dengan Teori Pendukung  

Topik yang akan digunakan dalam pembahasan nantinya yaitu barisan di 

ruang metrik termasuk barisan konvergen, barisan Cauchy beserta sifat yang 

menyertainya. Selanjutnya akan dibahas juga mengenai ruang metrik cone, dan 

akan diperkenalkan definisi secara songkat mengenaik kekonvergenan kasar di 

ruang bernorma. 

 

2.3.1 Ruang Metrik Cone  

Menurut penjelasan sebelumnya, 𝐸 adalah ruang Banach atas himpunan 

bilangan riil dengan 𝑃 adalah cone di 𝐸 dan didefinisikan urutan parsial terhadap 

𝑃. Selanjutnya, didefinisikan ruang metrik cone sebagai berikut. 

Definisi 2.17 (Huang & Zhang, 2007) Misalkan 𝑋 himpunan tak kosong dan  𝐸 

ruang Banach atas lapangan riil yang dilengkapi dengan urutan parsial ≼ terhadap 

cone 𝑃 ⊆ 𝐸. Didefinisikan pemetaan 𝑑𝑝: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 di mana 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) sebagai 

vektor di cone P sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 berlaku: 

1. 0 ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

2. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥)  

3. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

Maka 𝑑𝑝 dikatakan metrik cone pada 𝑋, dan (𝑋, 𝑑𝑝) dikatakan ruang metrik cone. 

Contoh 2.17 Diberikan 𝐸 = ℝ2 dengan 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥, 𝑦 ≥ 0}. 

Didefinisikan 𝑑𝑝: ℝ2 × ℝ2 → ℝ2 dengan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) di 

mana ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2). 

(𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik cone  dengan cone 𝑃. 
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Bukti: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ2 di mana 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2),  

dan 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2). 

1. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖), karena  

‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 ≥ 0, maka 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) − 0 = (‖𝑥 −

𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) − 0 ∈ 𝑃 yang artinya 0 ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦). 

Selanjutnya, akan ditunjukkan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

⇒ Diketahui 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0, akan ditunjukkan bahwa 𝑥 = 𝑦 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) = 0 

‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 = 0 

(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 = 0 

(𝑥1 − 𝑦1)2 = −(𝑥2 − 𝑦2)2 

(𝑥1 − 𝑦1) = −(𝑥2 − 𝑦2) 

(𝑥1 − 𝑦1) = −𝑥2 + 𝑦2 

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑦1 + 𝑦2 

Dengan begitu 𝑥1 = 𝑦1 dan 𝑥2 = 𝑦2 yang artinya (𝑥1, 𝑥2) = (𝑦1, 𝑦2) dan 

terbukti 𝑥 = 𝑦. 

⇐ Diketahui 𝑥 = 𝑦 aartinya (𝑥1, 𝑥2) = (𝑦1, 𝑦2) 

Karena ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

Maka  

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦)  = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) 

= (√(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2, √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2)

= (√(𝑥1 − 𝑥1)2 + (𝑥2 − 𝑥2)2, √(𝑥1 − 𝑥1)2 + (𝑥2 − 𝑥2)2) 
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  = (0,0)  

Dengan begitu terbukti bahwa 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 

2. Akan ditunjukkan bahwa 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥)  

‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2  

= √(𝑥1
2 − 2𝑥1𝑦1 + 𝑦1

2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑦2 + 𝑦2

2)  

= √(𝑦1
2 − 2𝑥1𝑦1 + 𝑥1

2) + (𝑦2
2 − 2𝑥2𝑦2 + 𝑥2

2)  

= √(𝑦1 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑥2)2 = ‖𝑦 − 𝑥‖  

Karena ‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖𝑦 − 𝑥‖  

Maka 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) = (‖𝑦 − 𝑥‖, ‖𝑦 − 𝑥‖) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥) 

Jadi terbukti bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

3. Akan dibuktikan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦) 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑧‖, ‖𝑥 − 𝑧‖) + (‖𝑧 − 𝑦‖, ‖𝑧 − 𝑦‖) 

= (√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2, √(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2) 

+(√(𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2, √(𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2) 

= (
√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 + √(𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2,

√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 + √(𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2
)  

≥ (
√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 + (𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2,

√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 + (𝑧1 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑦2)2
)  

                = (
√(𝑥1

2 − 2𝑥1𝑧1 + 𝑧1
2) + (𝑥2

2 − 2𝑥2𝑧2 + 𝑧2
2) + (𝑧1

2 − 2𝑧1𝑦1 + 𝑦1
2) + (𝑧2

2 − 2𝑧2𝑦2 + 𝑧2
2),

√(𝑥1
2 − 2𝑥1𝑧1 + 𝑧1

2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑧2 + 𝑧2

2) + (𝑧1
2 − 2𝑧1𝑦1 + 𝑦1

2) + (𝑧2
2 − 2𝑧2𝑦2 + 𝑧2

2)
) 

          ≥ (√(𝑥1
2 − 2𝑥1𝑦1 + 𝑦1

2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑦2 + 𝑦2

2), √(𝑥1
2 − 2𝑥1𝑦1 + 𝑦1

2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑦2 + 𝑦2

2)) 

= (√(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2, √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2) 

= (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖). 

 Sehingga 
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  (‖𝑥 − 𝑧‖, ‖𝑥 − 𝑧‖) + (‖𝑧 − 𝑦‖, ‖𝑧 − 𝑦‖) ≥ (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) dan 

   (‖𝑥 − 𝑧‖, ‖𝑥 − 𝑧‖) + (‖𝑧 − 𝑦‖, ‖𝑧 − 𝑦‖) − (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) ≥ 0 

Dengan begitu 

  (‖𝑥 − 𝑧‖, ‖𝑥 − 𝑧‖) + (‖𝑧 − 𝑦‖, ‖𝑧 − 𝑦‖) − (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) ∈ 𝑃. 

Jadi terbukti bahwa 

 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑃 

Maka  𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

Dengan begitu, (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik cone. 

 

2.3.2 Kekonvergenan di Ruang Metrik Cone 

1. Barisan Konvergen di Ruang Metrik Cone 

Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai barisan konvergen y di ruang  

metrik cone.  

Definisi 2.18 (Huang & Zhang, 2007) Misalkan (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik 

cone dan (𝑥𝑛) barisan pada (𝑋, 𝑑). Barisan (𝑥𝑛) konvergen ke suatu  𝑥 ∈ 𝑋  

apabila untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk 

setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 

2.  Barisan R-Konvergen di Ruang Metrik Cone 

Banerjee & Mondal meneliti tentang 𝑟-konvergen dengan memperkenalkan 

𝑟-konvergen di ruang metrik cone. Sebelum membahas lebih lanjut tentang 

sifat-sifat 𝑟-konvergen di ruang metrik cone, pada subbab ini didefinisikan 

barisan r-konvergen di ruang metrik cone. 
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Definisi 2.19 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang 

metrik cone. Barisan (𝑥𝑛) di 𝑋 dikatakan r-konvergen ke 𝑥 untuk suatu 𝑟 ∈

𝐸 dengan 0 ≪ 𝑟 atau 𝑟 = 0 jika untuk setiap 𝜀 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈

ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝑐 

Himpunan dari seluruh titik r-limit dari barisan (𝑥𝑛) dinotasikan dengan 

𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛. 

Teorema 2.20 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan barisan (𝑥𝑛) 𝑟1-

konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝). Maka (𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) 

untuk 𝑟1 < 𝑟2 (Banerjee & Mondal, 2019). 

Akibat 2.21 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 

di (𝑋, 𝑑𝑝) dan 𝑟1 < 𝑟2 untuk suatu 0 ≪ 𝑟2. Maka 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛. 

Teorema 2.22 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah 

dua barisan di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝) dan misalkan (𝑦𝑛) konvergen ke 

𝑦 ∈ 𝑋. Jika terdapat 0 ≪ 𝑟 sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑟 untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Maka (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑦. 

Teorema 2.23 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan di 

(𝑋, 𝑑𝑝) dan (𝑦𝑛) barisan konvergen di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 yang konvergen ke 𝑦0. Maka 

𝑦0 harus ada di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛. 

Teorema 2.24 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah 

dua barisan di (𝑋, 𝑑𝑝). Jika untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑐 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘. Maka (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 

jika dan hanya jika (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥. 
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Definisi 2.25 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑋, 𝑑) adalah ruang 

metrik cone dan (𝑥𝑛) barisan pada (𝑋, 𝑑). Barisan (𝑥𝑛) dikatakan barisan 

Cauchy  apabila untuk setiap 𝜀 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga 

untuk setiap 𝑛, 𝑚 > 𝑘 berlaku 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑐. 

Definisi 2.26 (Banerjee & Mondal, 2019) Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik cone 

(𝑋, 𝑑) dikatakan barisan r-Cauchy untuk suatu 0 ≪ 𝑟 atau 𝑟 = 0 jika untuk 

setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 > 𝑘 berlaku 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑟 + 𝑐. 

Teorema 2.27 (Banerjee & Mondal, 2019) Setiap barisan 
𝑟

2
-konvergen 

adalah barisan 𝑟-Cauchy di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑). 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1    Jenis Penelitian 

Penelitian ini menggunakan metode kualitatif. Penelitian kualitatif ialah 

penelitian dengan menggunakan metode studi pustaka yang dilakukan dengan 

mengumpulkan informasi yang berkaitan dengan topik penelitian. Hal tersebut 

dilakukan diantaranya dengan mengumpulkan buku, jurnal serta artikel agar 

informasi yang diperoleh semakin lengkap. 

 

 3.2    Pra Penelitian 

Tahapan pertama yang perlu dilakukan sebelum melakukan penelitian yakni 

dengan mengumpulkan sumber-sumber yang relevan dengan topik. Berikut 

penelitian terdahulu yang dipergunakan pada penelitian ini di antaranya, Rahmat, 

dkk (2021) serta Bahtiar, dkk  (2014). Kedua penelitian tersebut dijadikan acuan 

oleh peneliti untuk memahami konsep dasar ruang metrik cone, serta terdapat 

penelitian lain, salah satunya yakni Banerjee & Mondal (2019) yang akan 

digunakan oleh peneliti sebagai pedoman dalam tata cara membuktikan. 

 

3.3    Tahapan Penelitian 

Berikut tahapan pada penelitian ini: 

1. Mempelajari penelitian sebelumnya maupun penelitian yang terkait mengenai 

ruang metrik cone. 



37 
 

 
 

2. Memaparkan definisi terkait ruang metrik, ruang bernorma, ruang Banach, 

cone, urutan parsial, ruang metrik cone, dan kekonvergenan di ruang metrik 

cone.  

3. Menentukan serta mengkaji ayat Al-Qur’an yang berkaitan dengan topik 

penenlitian. 

4. Memahami definisi barisan konvergen di ruang metrik cone. 

5. Memahami definisi barisan 𝑟- konvergen dan sifat-sifatnya di ruang metrik 

cone
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BAB IV 

 HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Barisan r-Konvergen di Ruang Metrik Cone 

Sebelum membahas menegnai barisan r-konvergen di ruang metrik cone, 

akan dibahas  kembali mengenai definisi cone, urutan parsial, dan ruang metrik 

cone.  

Definisi 2.14 (Huang & Zhang, 2007) Diberikan ruang Banach atas lapangan riil 𝐸 

dan 𝑃 ⊂ 𝐸 . 𝑃 dikatakan cone  jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut: 

1. Himpunan 𝑃 bukan himpunan kosong, dan 𝑃 ≠ {0} 

2. Himpunan 𝑃 merupakan himpunan tertutup. 

3. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dan 𝑎, 𝑏 ≥ 0, jika  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃. 

4. 𝑥 ∈ 𝑃 dan −𝑥 ∈ 𝑃 maka 𝑥 = 0. 

Definisi 2.16 (Urutan Parsial) (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan 𝐸 ruang 

Banach, 𝑃 ⊆ 𝐸, dan 𝑃 suatu cone berlaku urutan parsial sebagai  berikut : 

1. 𝑥 ≼ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  

2. 𝑥 ≺ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃, tetapi 𝑦 ≠ 𝑥 

3. 𝑥 ≪ 𝑦 jika dan hanya jika 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, di mana 𝑖𝑛𝑡 𝑃 menotasikan 

interior dari 𝑃. 

Definisi 2.17 (Huang & Zhang, 2007) Misalkan 𝑋 himpunan tak kosong dan  𝐸 

ruang Banach atas lapangan riil yang dilengkapi dengan urutan parsial ≼ terhadap 

cone 𝑃 ⊆ 𝐸. Didefinisikan pemetaan 𝑑𝑝: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 di mana 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) sebagai 

vektor di cone P sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 berlaku: 

1. 0 ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 
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2. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥)  

3. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  

Maka 𝑑𝑝 dikatakan metrik cone pada 𝑋, dan (𝑋, 𝑑𝑝) dikatakan ruang metrik cone. 

Definisi 4.1 (Huang & Zhang, 2007) Misalkan (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik cone 

dan (𝑥𝑛) barisan pada (𝑋, 𝑑𝑝). Barisan (𝑥𝑛) konvergen ke suatu  𝑥 ∈ 𝑋  apabila 

untuk setiap 0 ≪ 𝑐 atau 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 

berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 

Menurut definisi urutan parsial di mana 0 ≪ 𝑐 artinya 𝑐 − 0 = 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Begitu 

pula dengan 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 artinya 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Dalam hal ini, interior P 

bukanlah himpunan kosong. Contohnya seperti di ℝ, untuk cone 𝑃 = {𝑥: 𝑥 ≥ 0} 

maka 𝑖𝑛𝑡 𝑃 = {𝑥: 𝑥 > 0}. Sedangkan di ℝ2, untuk  

cone 𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0} maka 𝑖𝑛𝑡 𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}. 

Contoh 4.1  Diberikan ruang metrik cone (ℝ2, 𝑑𝑝) dengan 

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) di mana ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2, 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) dengan  

cone 𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ≥ 0}. Maka barisan (𝑥𝑛) di ℝ2 didefinisikan dengan 

(𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛
) , barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (0,0) ∈ ℝ2. 

Bukti :    

Pada Contoh 2.17 telah mencakup pembuktian bahwa (ℝ2, 𝑑𝑝) merupakan ruang 

metrik cone. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (0,0). 

Ambil sebarang 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2, pilih 𝑘 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 𝑘 > max (
√2

𝑐1
,

√2

𝑐2
). Maka untuk setiap  𝑛 > 𝑘 berlaku  
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𝑑𝑝(𝑥𝑛, (0,0)) = 𝑑𝑝 ((
1

𝑛
,

1

𝑛
) , (0,0))  

= (‖(
1

𝑛
,

1

𝑛
) − (0,0)‖ , ‖(

1

𝑛
,

1

𝑛
) − (0,0)‖)  

= (√(
1

𝑛
− 0)

2

+ (
1

𝑛
− 0)

2

, √(
1

𝑛
− 0)

2

+ (
1

𝑛
− 0)

2

)  

= (√
1

𝑛2 +
1

𝑛2  , √
1

𝑛2 +
1

𝑛2)  

= (√
2

𝑛2  , √
2

𝑛2)  

= (
√2

𝑛
,

√2

𝑛
) ≺ (

√2

𝑘
,

√2

𝑘
)   

Karena 𝑘 > max (
√2

𝑐1
,

√2

𝑐2
)  maka 𝑐1 −

√2

𝑘
> 0 dan 𝑐2 −

√2

𝑘
> 0  sehingga  

(𝑐1, 𝑐2) − (
√2

𝑘
,

√2

𝑘
)  = (𝑐1 −

√2

𝑘
 , 𝑐2 −

√2

𝑘
) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

Dengan begitu, terbukti bahwa 𝑑𝑝(𝑥𝑛, (0,0)) ≪ 𝑐. 

Jadi, barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (0,0). ∎ 

Definisi 4.2 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik 

cone. Barisan (𝑥𝑛) di 𝑋 dikatakan r-konvergen ke 𝑥 untuk suatu 𝑟 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 atau 

𝑟 = 0 jika untuk setiap 𝑐 dengan 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 

𝑛 > 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝑐. 

Barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 dapat dinotasikan dengan 𝑥𝑛  
𝑟
→  𝑥 , 𝑟 merupakan 

derajat kekasaran (roughness degree)  dari barisan r-konvergen. Perlu diketahui 

bahwa ketika 𝑟 = 0, barisan 𝑟-konvergen menjadi barisan konvergen di ruang  

metrik cone. Seperti Contoh 4.1 di mana barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛
) yang merupakan 

barisan konvergen  juga merupakan barisan r-konvergen di ruang metrik cone 
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dengan 𝑟 = (0,0). Jika  (𝑥𝑛) merupakan barisan  r-konvergen ke 𝑥, maka 𝑥 adalah 

titik r-limit dari (𝑥𝑛).  Selain Contoh 4.1, akan diberikan contoh barisan yang tidak 

konvergen namun merupakan barisan r-konvergen dengan (0,0) ≪ 𝑟 di ruang 

metrik cone. 

Contoh 4.2 Diberikan ruang metrik cone (ℝ2, 𝑑𝑝) dengan  

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) di mana ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) dengan 

cone 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸: 𝑥, 𝑦 ≥ 0}. Selanjutnya,  diberikan barisan (𝑥𝑛) di ℝ2 di 

mana (𝑥𝑛) = (1,1) jika 𝑛 ganjil dan 𝑥𝑛 = (2,2) jika 𝑛 genap.  Akan ditunjukkan 

bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen (divergen) namun r-konvergen di ruang metrik 

cone. 

Bukti: 

Pada Contoh 2.17 telah mencakup pembuktian bahwa (ℝ2, 𝑑𝑝) merupakan ruang 

metrik cone. Akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak 

konvergen. 

1. Akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (1,1). 

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (1,1) , maka untuk setiap 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, (1,1)) ≪ 𝑐.  

Pilih 𝑐 = (
1

2
,

1

2
) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, 

ketika (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap maka  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑𝑝((2,2), (1,1))  

𝑑𝑝((2,2), (1,1)) = (‖(2,2) − (1,1)‖, ‖(2,2) − (1,1)‖)  
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                = (√(2 − 1)2 + (2 − 1)2, √(2 − 1)2 + (2 − 1)2) 

    = (√2, √2)   

Karena 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = (
1

2
,

1

2
) − (√2, √2) = (

1

2
− √2,

1

2
− √2) dan 

1

2
− √2 < 0 dengan begitu (

1

2
− √2,

1

2
− √2) ∉ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Artinya penyataan 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 salah. Akibatnya, pengandaian bahwa barisan (𝑥𝑛) 

konvergen ke (1,1) tidak benar dan terbukti bahwa (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 

(1,1). 

2. Akan ditunjukkan barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (2,2) 

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (2,2) , maka untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 

dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, (2,2)) ≪ 𝑐.  

Pilih 𝑐 = (
1

2
,

1

2
) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, ketika (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil maka  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑𝑝((1,1), (2,2))  

𝑑𝑝((1,1), (2,2)) = (‖(1,1) − (2,2)‖, ‖(1,1) − (2,2)‖)  

          = (√(1 − 2)2 + (1 − 2)2, √(1 − 2)2 + (1 − 2)2) 

        = (√2, √2)  

Karena 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = (
1

2
,

1

2
) − (√2, √2) = (

1

2
− √2,

1

2
− √2)  dan 

1

2
− √2 < 0 dengan begitu (

1

2
− √2,

1

2
− √2) ∉ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Artinya penyataan 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 salah. Akibatnya, pengandaian bahwa barisan (𝑥𝑛) 

konvergen ke (2,2) tidak benar dan terbukti bahwa (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 

(2,2). 
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3. Akan ditunjukkan bahwa (𝑥𝑛) tidak konvergen ke 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) di mana 

(𝑝1, 𝑝2) ≠ (1,1) dan (𝑝1, 𝑝2) ≠ (2,2) 

Andaikan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) , maka untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 

dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ≪ 𝑐.   

Misalkan 𝑐1 = √(1 − 𝑝1)2 + (1 − 𝑝2)2 dan 𝑐2 = √(2 − 𝑝1)2 + (2 − 𝑝2)2 

dan 𝑐 = min (𝑐1, 𝑐2). Jika dipilih 𝑐 = (𝑐, 𝑐), maka  

Ketika (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) = 𝑑𝑝((1,1), (𝑝1, 𝑝2))  

𝑑𝑝((1,1), (𝑝1, 𝑝2)) = (‖(1,1) − (𝑝1, 𝑝2)‖, ‖(1,1) − (𝑝1, 𝑝2)‖)   

       = (√(1 − 𝑝1)2 + (1 − 𝑝2)2, √(1 − 𝑝1)2 + (1 − 𝑝2)2)  

       = (𝑐1, 𝑐1)  

Karena 𝑐 = min (𝑐1, 𝑐2) di mana 𝑐 adalah nilai minimum dari 𝑐1 dan 𝑐2 

artinya 𝑐 ≤ 𝑐1 maka  (𝑐, 𝑐) − (𝑐1, 𝑐1) = (𝑐 − 𝑐1, 𝑐 − 𝑐1). Karena  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) = (𝑐1, 𝑐1) berakibat 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ∉ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 yang artinya 

pernyataan 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ≪ 𝑐 salah. Akibatnya, pengandaian bahwa barisan 

(𝑥𝑛) ketika 𝑛 ganjil konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) tidak benar dan terbukti  bahwa 

barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) ketika 𝑛 ganjil. 

Sedangkan ketika (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap, maka  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) = 𝑑𝑝((2,2), (𝑝1, 𝑝2))  

𝑑𝑝((2,2), (𝑝1, 𝑝2)) = (‖(2,2) − (𝑝1, 𝑝2)‖, ‖(2,2) − (𝑝1, 𝑝2)‖)   

       = (√(2 − 𝑝1)2 + (2 − 𝑝2)2, √(2 − 𝑝1)2 + (2 − 𝑝2)2)  

       = (𝑐2, 𝑐2)  
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Karena 𝑐 = min (𝑐1, 𝑐2) di mana 𝑐 adalah nilai minimum dari 𝑐1 dan 𝑐2 

artinya 𝑐 ≤ 𝑐2 maka (𝑐, 𝑐) − (𝑐2, 𝑐2) = (𝑐 − 𝑐2, 𝑐 − 𝑐2). Karena 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) = (𝑐2, 𝑐2) berakibat 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ∉ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 yang artinya 

pernyataan 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ≪ 𝑐 salah. Akibatnya, pengandaian bahwa barisan 

(𝑥𝑛) ketika 𝑛 genap konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) tidak benar dan terbukti bahwa 

barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) ketika 𝑛 genap. 

Karena (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) ketika 𝑛 gajil maupun ketika 𝑛 

genap, maka pernyataan barisan (𝑥𝑛) konvergen ke (𝑝1, 𝑝2) salah dan 

terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen ke (𝑝1, 𝑝2). 

Jadi, jika diambil 𝑐 = (𝑐, 𝑐) memang benar bahwa 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, namun terdapat tak 

hingga elemen di barisan yang tidak memenuhi 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑝) ≪ 𝑐. 

Jadi, barisan (𝑥𝑛) terbukti tidak konvergen (divergen). ∎ 

Selanjutnya, jika dipertimbangkan 𝑟 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑟 yaitu 𝑟 = (√2, √2) maka 

(𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 = (1,1). 

Bukti: 

1. Ketika (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil 

Ambil sembarang 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐, misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) pilih 

𝑘 = 1 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 untuk 𝑛 ganjil berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑𝑝((1,1), (1,1))  

𝑑𝑝((1,1), (1,1)) = (‖(1,1) − (1,1)‖, ‖(1,1) − (1,1)‖)  

      = (√(1 − 1)2 + (1 − 1)2, √(1 − 1)2 + (1 − 1)2) 

    = (0,0) 
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Karena 0 ≪ 𝑐 yang artinya 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan  𝑟 = (√2, √2) ≫ 0 yang artinya 

(√2, √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, maka  𝑐 + 𝑟 = (𝑐1, 𝑐2) + (√2, √2) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 +

√2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Dengan begitu terpenuhi bahwa untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

(𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) − (0,0) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑐 + 𝑟 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 + 𝑟  

Maka, barisan (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil r-konvergen ke 𝑥 = (1,1) 

dengan 𝑟 = (√2, √2). 

2. Ketika (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap 

Ambil sembarang 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐, misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) pilih 

𝑘 = 1 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 untuk 𝑛 genap berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑𝑝((2,2), (1,1))  

𝑑𝑝((2,2), (1,1)) = (‖(2,2) − (1,1)‖, ‖(2,2) − (1,1)‖)  

          = (√(2 − 1)2 + (2 − 1)2, √(2 − 1)2 + (2 − 1)2) 

        = (√2, √2) 

Karena 0 ≪ 𝑐 yang artinya 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan  𝑟 = (√2, √2) ≫ 0 yang artinya 

(√2, √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, maka 𝑐 + 𝑟 = (𝑐1, 𝑐2) + (√2, √2) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 +

√2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Dengan begitu terpenuhi bahwa untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

(𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) − (√2, √2) = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑐 + 𝑟 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 + 𝑟  
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Maka, barisan (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap r-konvergen ke 𝑥 = (1,1) 

dengan 𝑟 = (√2, √2). 

Jadi, barisan (𝑥𝑛) tidak konvergen (divergen) namun barisan (𝑥𝑛) merupakan 

barisan r-konvergen ke 𝑥 = (1,1) dengan 𝑟 = (0,0) dan 𝑟 = (√2, √2). ∎ 

Titik r-limit dari barisan (𝑥𝑛) bisa jadi tidak tunggal. Contoh dari barisan (𝑥𝑛) 

yang memiliki titik r-limit > 1 adalah sebagai berikut. 

Contoh 4.3  Titik r-limit dari barisan (𝑥𝑛) pada Contoh 4.2 tidak tunggal. 

Telah diketahui bahwa barisan (𝑥𝑛)  r-konvergen ke 𝑥 = (1,1) dengan 

𝑟 = (√2, √2) pada Contoh 4.2. Akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) juga 

r-konvergen ke 𝑦 = (2,2) dengan 𝑟 = (√2, √2). 

1. Ketika (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil 

Ambil sembarang 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐, misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) pilih 𝑘 ∈

ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 untuk 𝑛 ganjil berlaku  

𝑑𝑝((1,1) − (2,2)) = (‖(1,1) − (2,2)‖, ‖(1,1) − (2,2)‖)  

             = (√(1 − 2)2 + (1 − 2)2, √(1 − 2)2 + (1 − 2)2) 

           = (√2, √2) 

Karena 0 ≪ 𝑐 yang artinya 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan   𝑟 = (√2, √2) yang artinya 

(√2, √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, maka 𝑐 + 𝑟 = (𝑐1, 𝑐2) + (√2, √2) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 +

√2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Dengan begitu terpenuhi bahwa untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

(𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) − (√2, √2) = (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑐 + 𝑟 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≪ 𝑐 + 𝑟  
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Maka, barisan (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil r-konvergen ke 𝑦 = (2,2) 

dengan 𝑟 = (√2, √2). 

2. Ketika (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap 

Ambil sembarang 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐, misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) pilih 𝑘 ∈

ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘  untuk 𝑛 genap berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑑𝑝((2,2) − (2,2))  

𝑑𝑝((2,2) − (2,2)) = (‖(2,2) − (2,2)‖, ‖(2,2) − (2,2)‖)  

             = (√(2 − 2)2 + (2 − 2)2, √(2 − 2)2 + (2 − 2)2) 

           = (0,0) 

Karena 0 ≪ 𝑐 yang artinya 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan  𝑟 = (√2, √2) yang artinya 

(√2, √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, maka 𝑐 + 𝑟 = (𝑐1, 𝑐2) + (√2, √2) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 +

√2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Dengan begitu terpenuhi bahwa untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘 berlaku  

(𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) − (0,0) = (𝑐1 + √2, 𝑐2 + √2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑐 + 𝑟 − 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≪ 𝑟 + 𝑐  

Maka, barisan (𝑥𝑛) = (2,2) ketika 𝑛 genap r-konvergen ke 𝑦 = (2,2) 

dengan 𝑟 = (√2, √2). 

Jadi, selain barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 = (1,1) barisan (𝑥𝑛) juga  r-konvergen 

ke 𝑦 = (2,2) dengan 𝑟 = (√2, √2). Karena (1,1) ≠ (2,2) yang berarti 𝑥 ≠ 𝑦, 

maka terbukti bahwa titik r-limit barisan (𝑥𝑛) tidak tunggal.∎ 

Definisi 4.4 (Banerjee & Mondal, 2019) Himpunan dari seluruh titik-titik r-limit 

dari barisan (𝑥𝑛) dikatakan sebagai himpunan r-limit dari barisan (𝑥𝑛) dan 

dinotasikan dengan 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 di mana 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑥𝑛

𝑟
→ 𝑥}. 
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Teorema 4.5 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan barisan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 

𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝). Maka (𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) untuk 𝑟1 < 𝑟2. 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) dan 𝑟1 ≺ 𝑟2. Akan dibuktikan bahwa 

(𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝). Karena barisan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 

untuk suatu 𝑟1 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑟1 atau 𝑟1 = 0, menurut Definisi 4.3 untuk setiap 

𝑐 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟1 + 𝑐 

Diperoleh (𝑟1 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Perlu diperhatikan bahwa 𝑟1 ≺ 𝑟2 untuk 

suatu 0 ≪ 𝑟2 kemudian  ambil sebarang 𝑐 dengan 0 ≪ 𝑐 diperoleh  (𝑟1 + 𝑐) ≺

(𝑟2 + 𝑐) artinya (𝑟2 + 𝑐) − (𝑟1 + 𝑐) ∈  𝑃 . Karena (𝑟1 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

dan (𝑟2 + 𝑐) − (𝑟1 + 𝑐) ∈  𝑃, maka (𝑟2 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ (𝑟1 + 𝑐) ≺ (𝑟2 + 𝑐)  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ (𝑟2 + 𝑐) atau (𝑟2 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

Hal ini menunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥. Dengan begitu, 

terbukti bahwa (𝑥𝑛) 𝑟2-konvergen ke 𝑥 untuk 𝑟1 ≺ 𝑟2.∎ 

Akibat 4.6 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) 

dan 𝑟1 ≺ 𝑟2 untuk suatu 0 ≪ 𝑟2. Maka 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛. 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) dan 𝑟1 ≺ 𝑟2 untuk suatu 0 ≪ 𝑟2. Akan 

dibuktikan bahwa 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛. 

Berdasarkan Teorema 4.5 telah terbukti bahwa jika (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di 

(𝑋, 𝑑𝑝), maka (𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) utnuk 𝑟1 < 𝑟2 yang bisa 
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dinotasikan dengan 𝑥𝑛

𝑟1
→  𝑥 dan 𝑥𝑛

𝑟2
→ 𝑥. Selanjutnya, akan ditunjuukan bahwa 

𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛 yang artinya jika 𝑥 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛, maka 𝑥 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛. Perlu 

diketahui bahwa 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝑛

𝑟1
→ 𝑥} dan 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋| 𝑥𝑛

𝑟2
→ 𝑥}.  

Karena (𝑥𝑛) juga 𝑟2-konvergen ke 𝑥 menurut Teorema 4.5, dengan begitu titik r-

limit 𝑥 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 jelas bahwa titik r-limit 𝑥 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛 pula. Jadi, terbukti bahwa 

𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛.∎ 

Teorema 4.7 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah dua 

barisan di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝) dan misalkan (𝑦𝑛) konvergen ke 𝑦 ∈ 𝑋. Jika 

terdapat 0 ≪ 𝑟 sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑟 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka (𝑥𝑛) 

r-konvergen ke 𝑦. 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) dua barisan di (𝑋, 𝑑𝑝) dan barisan (𝑦𝑛) konvergen 𝑦 ∈ 𝑋. 

Terdapat 0 ≪ 𝑟 sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑟 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Akan 

dibuktikan barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑦. 

Karena (𝑦𝑛) konvergen 𝑦, berdasarkan definisi untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦) ≪ 𝑐 untuk setiap 𝑛 > 𝑘 yang artinya 𝑐 −

𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 untuk setiap 𝑛 > 𝑘. 

Dan untuk setiap 𝑛 > 𝑘 diketahui 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑟 yang artinya 𝑟 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑃 

untuk setiap 𝑛 > 𝑘. 

Karena 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan 𝑟 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑃, maka (𝑟 + 𝑐) −

(𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦)) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

karena 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦) untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ 

yang artinya (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝑃 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ 
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Karena (𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦)) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

Maka penjulahan keduanya juga ada di interior P yaitu 

(𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦)) + (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦)  

= 𝑟 + 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

Denga begitu 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≪ 𝑟 + 𝑐 untuk setiap 𝑛 > 𝑘 

Maka terbukti (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑦. ∎ 

Teorema 4.8 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan di (𝑋, 𝑑𝑝) 

dan (𝑦𝑛) barisan konvergen di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 yang konvergen ke 𝑦0. Maka 𝑦0 harus ada 

di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛. 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) barisan di (𝑋, 𝑑𝑝) dan (𝑦𝑛) barisan konvergen di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 yang 

konvergen ke 𝑦0. Akan dibuktikan bahwa 𝑦0 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛. 

Karena (𝑦𝑛) konvergen ke 𝑦0, untuk 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘1 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0) ≪
𝑐

2
 untuk setiap 𝑛 > 𝑘1. Karena 𝑦𝑛 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 , maka terdapat 𝑘2 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≪ 𝑟 +
𝑐

2
 berarti (𝑟 +

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

untuk setiap 𝑛 > 𝑘2. Maka untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0) yang artinya (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)) −

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ∈ 𝑃. Karena (𝑟 +
𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan 

𝑐

2
− 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, 

maka (𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

Karena (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ∈ 𝑃, diperoleh  
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(𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)) + (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) 

= (𝑟 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ≪ 𝑟 + 𝑐 atau  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑦0)  

      ≪ (𝑟 +
𝑐

2
) +

𝑐

2
    ≪ 𝑟 + 𝑐  

Dengan begitu 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦0) ≪ 𝑟 + 𝑐 utnuk setiap 𝑛 > max (𝑘1, 𝑘2) dan terbukti  

bahwa 𝑦0 ∈ 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛.∎ 

Teorema 4.9 (Banerjee & Mondal, 2019) Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah dua 

barisan di (𝑋, 𝑑𝑝). Misalkan setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑐 untuk setiap 𝑛 > 𝑘.Barisan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 jika dan hanya 

jika (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥. 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) dua barisan di (𝑋, 𝑑𝑝) dan untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 

𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑐 untuk setiap 𝑛 > 𝑘. Akan dibuktikan 

(𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 jika dan hanya jika (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥. 

⇒ Jika (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥, maka (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥.  

Misalkan (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 , maka untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘1 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 +
𝑐

2
 berarti (𝑟 +

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 untuk 

setiap 𝑛 > 𝑘1 . Diketahi pula untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘2 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼
𝑐

2
 berarti 

𝑐

2
− 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑃 untuk setiap 𝑛 > 𝑘2. Untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku bahwa 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) yang artinya 
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(𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ∈ 𝑃. Karena (𝑟 +
𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

dan 
𝑐

2
− 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) ∈ 𝑃, maka (𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥))) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃.  

(𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥)) + (𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥)  

= (𝑟 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝑐 atau  

𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 +
𝑐

2
+

𝑐

2
= 𝑟 + 𝑐  

Dengan begitu 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝑐 utnuk setiap 𝑛 ≥ max (𝑘1, 𝑘2) dan terbukti  𝑦𝑛 r-

konvergen ke 𝑥. 

⇐ Jika (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥, maka (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥.  

Misalkan (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥 , maka untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘1 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 +
𝑐

2
 berarti (𝑟 +

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 untuk 

setiap 𝑛 > 𝑘1 Diketahi pula untuk setiap 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘2 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼
𝑐

2
 berarti 

𝑐

2
− 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑃 untuk setiap 𝑛 > 𝑘2. Untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku bahwa 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) yang artinya 

(𝑑𝑝(𝑥𝑛𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑃. Karena (𝑟 +
𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

dan 
𝑐

2
− 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ 𝑃, maka (𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥)) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

(𝑟 + 𝑐) − (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥)) + (𝑑𝑝(𝑥𝑛𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥)  

= (𝑟 + 𝑐) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝑐 atau  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 +
𝑐

2
+

𝑐

2
= 𝑟 + 𝑐  



53 
 

 
 

Dengan begitu 𝑑𝑝(𝑦𝑛, 𝑥) ≪ 𝑟 + 𝜀 utnuk setiap 𝑛 > max (𝑘1, 𝑘2) dan terbukti  

(𝑥𝑛)  r-konvergen ke 𝑥.∎ 

Definisi 4.10 (Huang & Zhang, 2007) Misalkan (𝑋, 𝑑𝑝) adalah ruang metrik cone 

dan (𝑥𝑛) barisan pada (𝑋, 𝑑𝑝). Barisan (𝑥𝑛) dikatakan barisan Cauchy  apabila 

untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 

berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑐. 

Contoh 4.10  Diberikan Ruang Metrik Cone (ℝ2, 𝑑𝑝) dengan  

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) di mana ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

dengan cone 𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ≥ 0} dan barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛
) ⊂ ℝ2 , barisan 

(𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝). 

Bukti:  

Pada Contoh 2.17 telah mencakup pembuktian bahwa (ℝ2, 𝑑𝑝) merupakan ruang 

metrik cone. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛) adalah barisan 

Cauchy. 

Ambil sembarang 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐. Misalkan 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2, dipilih 

𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑘 > max (
2√2

𝑐1
,

2√2

𝑐2
) . Maka untuk setiap  𝑛, 𝑚 > 𝑘 

berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, (0,0)) + 𝑑𝑝((0,0), 𝑥𝑚)  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, (0,0)) + 𝑑𝑝(𝑥𝑚, (0,0))  

𝑑𝑝 ((
1

𝑛
,

1

𝑛
) , (

1

𝑛
,

1

𝑛
)) ≼ 𝑑𝑝 ((

1

𝑛
,

1

𝑛
) , (0,0)) + 𝑑𝑝 ((

1

𝑚
,

1

𝑚
) , (0,0))  

            = (‖(
1

𝑛
,

1

𝑛
) − (0,0)‖ , ‖(

1

𝑛
,

1

𝑛
) − (0,0)‖)  
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+ (‖(
1

𝑚
,

1

𝑚
) − (0,0)‖ , ‖(

1

𝑚
,

1

𝑚
) − (0,0)‖)  

= (√(
1

𝑛
− 0)

2

+ (
1

𝑛
− 0)

2

, √(
1

𝑛
− 0)

2

+ (
1

𝑛
− 0)

2

)  

+ (√(
1

𝑚
− 0)

2

+ (
1

𝑚
− 0)

2

, √(
1

𝑚
− 0)

2

+ (
1

𝑚
− 0)

2

)  

= (√
1

𝑛2 +
1

𝑛2  , √
1

𝑛2 +
1

𝑛2) + (√
1

𝑚2 +
1

𝑚2  , √
1

𝑚2 +
1

𝑚2)  

= (√
2

𝑛2  , √
2

𝑛2) + (√
2

𝑚2  , √
2

𝑚2) = (
√2

𝑛
+

√2

𝑚
,

√2

𝑛
+

√2

𝑚
) 

≼ (
√2

𝑘
+

√2

𝑘
,

√2

𝑘
+

√2

𝑘
) = (

2√2

𝑘
,

2√2

𝑘
)   

Karena 𝑐1 −
2√2

𝑘
> 0 dan 𝑐2 −

2√2

𝑘
> 0   

sehingga (𝑐1, 𝑐2) − (
2√2

𝑘
,

2√2

𝑘
) = (𝑐1 −

2√2

𝑘
 , 𝑐2 −

2√2

𝑘
) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃.  

Dengan begitu, terbukti bahwa 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑐. 

Jadi, barisan (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝).∎ 

Definisi 4.11 (Banerjee & Mondal, 2022) Barisan (𝑥𝑛) di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝) 

dikatakan barisan r-Cauchy untuk suatu 0 ≪ 𝑟 atau 𝑟 = 0 jika untuk setiap 0 ≪ 𝑐 

terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 > 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑟 + 𝑐 

Contoh 4.11 Diberikan ruang metrik cone (ℝ2, 𝑑𝑝) dengan  

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = (‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖) di mana ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2 dengan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) dengan 

cone 𝑃 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ≥ 0}. Selanjutnya,  diberikan barisan (𝑥𝑛) di ℝ2 di mana 

(𝑥𝑛) = (1,1) jika 𝑛 ganjil dan 𝑥𝑛 = (2,2) jika 𝑛 genap.  Akan ditunjukkan bahwa 

barisan (𝑥𝑛) bukanlah barisan Cauchy namun r-Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝). 
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Bukti: 

Pada Contoh 2.17 telah mencakup pembuktian bahwa (ℝ2, 𝑑𝑝) merupakan ruang 

metrik cone. Akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa barisan (𝑥𝑛) bukanlah 

barisan Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝).  

Andaikan (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy , maka untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan (0,0) ≪ 𝑐 

terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑐. 

Terdapat 4 kasus yang mungkin terjadi untuk 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚), yaitu: 

1. Ketika (𝑥𝑛) = (1,1) dan (𝑥𝑚) = (1,1) untuk 𝑛, 𝑚 ganjil  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑑((1,1), (1,1))  

𝑑𝑝((1,1), (1,1)) = (‖(1,1) − (1,1)‖, ‖(1,1) − (1,1)‖  

         = (√(1 − 1)2 + (1 − 1)2, √(1 − 1)2 + (1 − 1)2) 

       = (0,0) 

2. Ketika (𝑥𝑛) = (2,2) dan (𝑥𝑚) = (2,2) untuk 𝑛, 𝑚 genap  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑑((2,2), (2,2))  

𝑑𝑝((2,2) − (2,2)) = (‖(2,2) − (2,2)‖, ‖(2,2) − (2,2)‖)  

             = (√(2 − 2)2 + (2 − 2)2, √(2 − 2)2 + (2 − 2)2) 

           = (0,0) 

Untuk 2 kasus di atas, karena 0 ≪ 𝑐 yang artinya 𝑐 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 maka (𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. 

Dengan begitu terpenuhi bahwa untuk setiap 𝑐 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ 

sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 > 1 berlaku 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑐. Namun, hal ini tidak 

berlaku untuk kasus 3 dan 4 seperti penjelasan berikut: 

Jika dipilih 𝑐 = (
1

2
,

1

2
) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, maka  
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3. Ketika (𝑥𝑛) = (1,1) untuk 𝑛 ganjil dan (𝑥𝑚) = (2,2) untuk 𝑚 genap 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑑𝑝((1,1), (2,2))  

𝑑𝑝((1,1), (2,2)) = (‖(1,1) − (2,2)‖, ‖(1,1) − (2,2)‖  

         = (√(1 − 2)2 + (1 − 2)2, √(1 − 2)2 + (1 − 2)2)  

       = (√2, √2)  

4. Ketika (𝑥𝑛) = (2,2) untuk 𝑛 genap dan (𝑥𝑚) = (1,1) untuk 𝑚 ganjil 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑑((2,2), (1,1))  

𝑑𝑝((2,2), (1,1))  = (‖(2,2) − (1,1)‖, ‖(2,2) − (1,1)‖  

                     = (√(2 − 1)2 + (2 − 1)2, √(2 − 1)2 + (2 − 1)2) 

    = (√2, √2) 

Karena 𝑐 − 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = (
1

2
,

1

2
) − (√2, √2) = (

1

2
− √2,

1

2
− √2), dan  

1

2
− √2 < 0 dengan begitu (

1

2
− √2,

1

2
− √2) ∉ 𝑖𝑛𝑡 𝑃. Artinya penyataan 

(√2, √2) ≪ 𝑐 salah. Akibatnya, terbukti bahwa (𝑥𝑛) bukanlah barisan 

Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝). 

Selanjutnya, jika dipertimbangkan 𝑟 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑟 yaitu 𝑟 = (√2, √2) maka 

(𝑥𝑛) adalah barisan r-Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝). Dari kasus 1 sampai 4, untuk setiap 0 ≪

𝑐 terdapat 𝑘 = 1 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 > 1 berlaku 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑟 + 𝑐. 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = (0,0) ≪ (√2, √2) + 𝑐 untuk 𝑛, 𝑚 ganjil 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = (0,0) ≪ (√2, √2) + 𝑐 untuk 𝑛, 𝑚 genap  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = (√2, √2) ≪ (√2, √2) + 𝑐 untuk 𝑛 ganjil dan 𝑚 genap 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = (√2, √2) ≪ (√2, √2) + 𝑐 untuk 𝑛 genap dan 𝑚 ganjil 
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Sehingga barisan (𝑥𝑛) bukanlah barisan Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝) tetapi barisan (𝑥𝑛) 

merupakan barisan 𝑟-Cauchy di (ℝ2, 𝑑𝑝) dengan 𝑟 = (√2, √2).∎ 

Teorema 4.12  (Banerjee & Mondal, 2022) Setiap barisan 
𝑟

2
-konvergen adalah 

barisan 𝑟-Cauchy di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝). 

Bukti:  

Diberikan barisan (𝑥𝑛) 
𝑟

2
-konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝). Maka 

untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑐, terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 

𝑛, 𝑚 > 𝑘 berlaku 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪
𝑟

2
+

𝑐

2
 yang artinya (

𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

dan 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥) ≪
𝑟

2
+

𝑐

2
 yang artinya (

𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, untuk 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑘 berlaku  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑝(𝑥, 𝑥𝑚)  

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥) yang berarti 

(𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ∈ 𝑃  

Karena (
𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 dan (

𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃, 

Maka 

(
𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + (

𝑟

2
+

𝑐

2
) − 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥) + (𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥)) −

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 𝑟 + 𝑐 − 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃  

Dengan begitu , untuk setiap 𝑛, 𝑚 > 𝑘 berlaku 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≪ 𝑟 + 𝑐 

𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼ 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑝(𝑥𝑚, 𝑥)  

      ≪ (
𝑟

2
+

𝑐

2
) + (

𝑟

2
+

𝑐

2
) = 𝑟 + 𝑐  
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Jadi terbukti bahwa setiap barisan 
𝑟

2
-konvergen adalah barisan 𝑟-Cauchy di ruang 

metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝).∎ 

 

4.2  Integrasi Barisan R-Konvergen dan Berdo’a di Waktu Mustajab 

Pada pembahasan sebelumnya telah dibahas mengenai persamaan dan 

perbedaan barisan konvergen dan r-konvergen di ruang metrik cone. Diketahui 

bahwa barisan konvergen dan r-konvergen merupakan barisan yang sama-sama 

konvergen. Namun, dalam beberapa aspek barisan konvergen dan r-konvergen 

memiliki perbedaan besar dengan barisan konvergen di ruang metrik cone. Begitu 

pula keterkaitan antara berdo’a dengan berdo’a di waktu mustajab. Sebagaimana 

firman Allah dalam Q.S. Al-Baqarah ayat 186 tentang jaminan Allah dalam 

mengabulkan do’a hamba-Nya. 

قَريِۡ  فإَِنّيِ  عِبَادِي عَنِِّ  ٌۖ أُجِيۡ وَإِذَا سَألََكَ 
فَ لۡيَسۡتَجِيبُ وۡ ابُ دَعۡوَةَ  ب  إِذَا دَعَانٌِۖ  اعِ  وَلۡيُ ؤۡمِنُ وۡ   ا لدَّ لَعَلَّهُمۡ    ا بِ لي 

 ﴾ ۱۸٦﴿يَ رۡشُدُونَ 

Artinya: “Dan apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu tentang Aku, maka 

(jawablah), bahwasanya Aku adalah dekat. Aku mengabulkan permohonan orang 

yang berdoa apabila dia berdoa kepada-Ku, maka hendaklah mereka itu memenuhi 

(segala perintah)-Ku dan hendaklah mereka beriman kepada-Ku, agar mereka 

selalu berada dalam kebenaran.” (Q.S. Al-Baqarah:186) (Kemenag RI, 2019). 

Ayat ini menyampaikan kepada manusia bahwa Allah SWT dekat dengan 

kita. Ketika hamba-hamba-Nya berpaling kepada-Nya dengan doa, Allah dengan 

rahmat-Nya yang tak terbatas mengabulkan doa-doa kita. Hal ini menegaskan 

bahwa doa adalah sebuah saluran komunikasi langsung antara manusia dan Sang 

Pencipta. Namun demikian, pengabulan doa tidaklah tanpa syarat. Ayat ini 

menekankan bahwa hamba-hamba-Nya diharapkan untuk memenuhi perintah-

perintah-Nya dan menjaga keimanan yang teguh kepada-Nya. Ketaatan dan 
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keimanan yang kuat merupakan prasyarat untuk doa yang dikabulkan. Allah tidak 

hanya ingin mendengar doa hamba-Nya, tetapi juga mengharapkan tindakan dan 

kepatuhan mereka terhadap-Nya. Dengan mematuhi perintah-Nya dan memperkuat 

iman kepada-Nya, hamba-hamba-Nya dijanjikan petunjuk dan bimbingan dari 

Allah. Oleh karena itu, ayat ini mengajarkan kepada manusia pentingnya menjaga 

hubungan spiritual dengan Allah melalui doa, ketaatan, dan keimanan yang teguh 

untuk mencapai petunjuk dan rahmat-Nya. 

Pada barisan konvergen, terdapat beberapa syarat yang harus dipenuhi yaitu 

untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 

berlaku 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪ 𝑐 agar barisan (𝑥𝑛) menuju ke 𝑥. Sama halnya dengan konsep 

berdo’a yang dijelaskan sebeumnya tentang  syarat dalam pengabulan do’a yaitu 

ketulusan dan keikhalasan hati, ketekunan dan konsistensi, kepatuhan terhadap 

perintah Allah, dan keteguhan iman.  

Sedangkan barisan r-konvergen memiliki syarat yang hampir sama namun berbeda 

dari barisan konvergen di ruang metrik cone. Barisan (𝑥𝑛) di 𝑥 dikatakan r-

konveren ke 𝑥 untuk suatu 𝑟 ∈ 𝐸 dengan 0 ≪ 𝑟 atau 𝑟 = 0 jika untuk setiap 𝑐 ∈ 𝐸 

dengan 0 ≪ 𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 > 𝑘 berlaku 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) ≪

𝑟 + 𝑐. Terdapat penambahan unsur 𝑟 sehingga barisan tersebut dikatakan 𝑟-

konvergen. Dalam konsep berdo’a, unsur ini adalah waktu-waktu mustajab yang 

dianjurkan dan memiliki potensi besar untuk dikabulkan oleh Allah SWT. 

 Berdoa dapat dilakukan dalam kondisi apapun, baik saat senang ataupun 

saat tertimpa musibah. Pada dasarnya berdoa tidak mengenal waktu dan tempat. 

Kapan pun dan dimana pun kita bisa berdoa kepada Allah. Namun terlepas dari itu, 
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terdapat waktu-waktu yang mustajab dengan harapan doa kita akan terkabul. 

Berikut yang termasuk waktu-waktu mustajab dalam berdo’a. 

1. Sepertiga malam yang terakhir 

Malam terakhir sebelum waktu shubuh adalah waktu yang sangat 

dianjurkan untuk bangun dan berdoa.. Waktu ini merupakan waktu 

dibukanva pintu rahmat dan dikabulkannya doa, kepada siapa saja yang 

terbangun dan beribadah kepda Allah SWT.  

عْتُ النَّبَِّ صلى الله عليه وسلم يَ قُولُ   إِنَّ في اللَّيْلِ لَسَاعَةً لَا يُ وَافِقُهَا رَجُل     " عَنْ جَابرٍِ، قاَلَ سََِ
لَةٍ  هُ وَذَلِكَ كُلَّ ليَ ْ نْ يَا وَالآخِرَةِ إِلاَّ أعَْطاَهُ إِياَّ  )رواه مسلم(.  "مُسْلِم  يَسْأَلُ اللَََّّ خَيْاً مِنْ أمَْرِ الدُّ

 

Artinya: Dari Jabir, Rasulullah bersabda “Sesungguhnya pada malam hari 

itu ada suatu waktu yang jika kebetulan seorang muslim berdoa meminta 

kebaikan dunia dan akhirat ketika itu, maka Allah akan mengabulkan 

doanya. Dan waktu yang mustajab itu ada terus setiap malam." (HR 

Muslim No. 757). 

 

2. Setelah shalat fardhu 

Waktu setelah menunaikan shalat fardhu adalah waktu yang baik untuk 

berdoa. Rasulullah SAW menyebutnya sebagai waktu di mana doa-doa 

diterima. 

تُمُ  نَ ن ۡ طۡ ا فإَِذَا وَعَلَى جُنُوبِكُمۚۡ ا دً وۡ عُ ق ُ ا وَ امً يَ قِ  اللََّّ وةَ فَٱذكُۡرُوا لصَّلَٰ افإَِذَا قَضَي ۡ
ۡ
وةَۚ إِنَّ  لصَّلَٰ امُوا  فأَقَِيۡ  تُمۡ مَأ

ؤۡمِنِ  وةَ كَانَتۡ عَلَىۡ لصَّلَٰ ا
ُ
﴾ ٣۱۰﴿ تًَ وۡ ق ُ مَّو   ابً كِت َ يۡن اۡلم  

 

Artinya: "Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah 

Allah di waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian 

apabila kamu telah merasa aman, maka dirikanlah shalat itu (sebagaimana 

biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunya 

atas orang-orang yang beriman." (QS An-Nisa: 103) (Kemenag RI, 2019). 

 

 

 

 

3. Waktu antara adzan dan iqomah 
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Pada waktu ini pintu-pintu langit dibukakan dan doa pun akan dikabulkan. 

Waktu yang singkat ini memberikan pelajaran kepada kita agar 

melaksanakan sholat di awal waktu untuk sholat berjamaah di masjid. 

Karena hanya orang yang tepat waktu saja yang dapat berdoa di waktu ini. 

عَاءُ لاَ يُ رَدُّ بَيْنَ الَأذَانِ    " عَنْ أنََسِ بْنِ مَالِكٍ، قاَلَ قاَلَ رَسُولُ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم   الدُّ
  )رواه الترمذي(.  "وَالِإقاَمَةِ 

 

Artinya: Dari Anas bin Malik, Rasulullah bersabda “Doa itu tidak tertolak 

(jika dipanjatkan di antara) adzan dan iqamah” (HR At-Tirmidzi No. 212) . 

 

4. Ketika lapang atau merasa cukup 

Sudah menjadi kebiasaan bahwa kebanyakan manusia akan mendekatkan 

diri kepada Allah saat ditimpa musibah. Namun saat musibah itu berlalu, 

berganti dengan kebahagiaan dan kenikmatan, ia kembali lalai dan menjauh 

dari Allah. Padahal dalam keadaan lapanglah Allah akan mengabulkan doa 

seorang hamba. Artinya, berdoa baiknya dilakukan ketika merasa lapang 

maupun sedang ditimpa kesulitan. 

مَنْ سَرَّهُ أَنْ يَسْتَجِيبَ    " عَنْ أَبِ هُرَيْ رةََ، رضى الله عنه قاَلَ قاَلَ رَسُولُ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم  
عَاءَ في الرَّخَاءِ  ُ لَهُ عِنْدَ الشَّدَائدِِ وَالْكُرَبِ فَ لْيُكْثِرِ الدُّ  )رواه الترمذي(.  "اللََّّ

 

Artinya: Dari Abu Hurairah, Rasulullah bersada, “Barangsiapa yang 

menginginkan doanya dipenuhi allah ketika ia dalam kesulitan, maka 

hendaklah ia memperbanyak doa di waktu lapang” (HR At-Tirmmidzi No. 

3382). 

 

5. Waktu hujan 

Saat hujan turun juga dianggap sebagai waktu mustajab untuk berdoa. 

Dikatakan bahwa hujan adalah tanda rahmat Allah dan doa-doa di saat itu 

seringkali diterima. 
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تَانِ لَا تُ رَدَّانِ، أوَْ قَ لَّمَا    "   :عَنْ سَهْلِ بْنِ سَعْدٍ، قاَلَ قاَلَ رَسُولُ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم   ثنِ ْ
عَاءُ عِنْدَ النِّدَاءِ، وَعِنْدَ الْبَأْسِ حِيَن يُ لْحِمُ بَ عْضُهُمْ بَ عْضًا    :   تُ رَدَّانِ  ثَنِِ    :قاَلَ مُوسَى    .  "الدُّ وَحَدَّ

رزِْقُ بْنُ سَعِيدِ بْنِ عَبْدِ الرَّحْمَنِ عَنْ أَبِ حَازمٍِ عَنْ سَهْلِ بْنِ سَعْدٍ عَنِ النَّبِِّ صلى الله عليه وسلم 
 )رواه ابِ داود(. وَوَقْتَ الْمَطرَِ  :قاَلَ 

 

Artinya: Dari Sahl bin Sa’ad, Rasulullah bersada, “Dua waktu yang doa 

ketika itu tidak tertolak, atau sangat sedikit sekali tertolaknya, yaitu: ketika 

adzan dan ketika perang saat kedua pasukan bertemu. Musa (bin Ya’qub Az 

Zam’i) mengatakan: Rizq bin Sa’id bin Abdirrahman menuturkan 

kepadaku, dari Abu Hazim, dari Sahl bin Sa’d, dari Nabi Shallallahu’alaihi 

Wasallam, beliau bersabda: "dan ketika turun hujan” (HR Abu Dawud 

2540). 

 

6. Pada malam Lailatul Qadar 

Malam lailatul qadar adalah malam yang lebih mulia dari 1.000 bulan. Amal 

kebaikan yang dilakukan pada malam itu, nilainya setara dengan ibadah 

selama1.000 bulan atau 83 tahun. Karena kemuliaannya itu, maka malam 

lailatul qadar merupakan waktu yang mustajab untuk berdoa. 

لَةُ الْقَدْرِ مَا أقَُولُ فِي لَةٍ ليَ ْ هَا قاَلَ  عَنْ عَائِشَةَ، قاَلَتْ قُ لْتُ يَا رَسُولَ اللََِّّ أرَأَيَْتَ إِنْ عَلِمْتُ أَىُّ ليَ ْ
 )رواه الترمذي(. "قُولي اللَّهُمَّ إِنَّكَ عَفُوٌّ كَرِيم  تُُِبُّ الْعَفْوَ فاَعْفُ عَنِِّ   " 
 

Artinya: Dari Aisyah ra., ia berkata : Saya bertanya : “Wahai Rasulullah, 

bagaimana pendapatmu seandainya saya mengetahui malam itu adalah 

malam Qadar, apakah yang harus saya baca pada malam tersebut ?” 

Beliau bersabda :“Bacalah Allahumma Innaka ‘Afuwwun Kariim Tuhibbul 

‘Afwa Fa’fu’anni ( Ya Allah, sesungguhnya Engkau adalah Dzat yang Maha 

Pengampun, maka ampunilah saya)” (HR At-.Tirmidzi No. 3513). 

 

7. Pada hari jum’at 

Menurut Ibnu Qayyim Al-Jauziyah, hari Jumat adalah harinya ibadah. Jika 

dibandingkan dengan hari-hari lainnya dalam sepekan, hari Jumat laksana 

bulan Ramadhan dengan bulan-bulan lainnya. Begitu mustajabnya, hari 

Jumat juga sama seperti malam Lailatul Qadar di bulan Ramadhan. 
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فِيهِ سَاعَة  لاَ    " عَنْ أَبِ هُريَْ رَةَ، أَنَّ رَسُولَ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم ذكََرَ يَ وْمَ الْجمُُعَةِ فَ قَالَ  
هُ   ئًا إِلاَّ أعَْطاَهُ إِياَّ  ي(.)رواه البخار   "يُ وَافِقُهَا عَبْد  مُسْلِم ، وَهْوَ قاَئمِ  يُصَلِّي، يَسْأَلُ اللَََّّ تَ عَالَى شَي ْ

 

Artinya: Dari Abu Hurairah, Rasulullah Shallallahu’alaihi Wasallam 

menyebutkan tentang hari  Jumat kemudian beliau bersabda: “Di dalamnya 

terdapat waktu. Jika seorang muslim berdoa ketika itu, pasti diberikan apa 

yang ia minta. Lalu beliau mengisyaratkan dengan tangannya tentang 

sebentarnya waktu tersebut” (HR Bukhari No. 935). 

 

8. Pada hari Arafah 

Pada hari Arafah, Allah memberikan kemuliaan kepada hamba-Nya yang 

sedang berkumpul di Arafah di hadapan para malaikat-Nya. Oleh karena itu, 

hari Arafah dianggap sebagai waktu yang sangat mustajab untuk berdoa. 

عَاءِ    " عَنْ عَمْروِ بْنِ شُعَيْبٍ، عَنْ أبَيِهِ، عَنْ جَدِّهِ، أَنَّ النَّبَِّ صلى الله عليه وسلم قاَلَ   خَيُْ الدُّ
 )رواه الترمذي(. " دُعَاءُ يَ وْمِ عَرَفَةَ 

 

Artinya: Dari Amr bin Su’aib, Rasulullah bersabda, “Sebaik-baik doa 

adalah doa pada hari Arafah” (HR At- Tirmidzi No. 3583). 

 

9. Saat sujud dalam shalat  

Saat sujud dalam shalat adalah waktu yang sangat mustajab untuk berdoa. 

Dalam posisi sujud, seseorang dianggap berada pada posisi yang paling 

dekat dengan Allah SWT. 

مَا مِنْ عَبْدٍ بَاتَ عَلَى   " عَنْ مُعَاذِ بْنِ جَبَلٍ، قاَلَ قاَلَ رَسُولُ اللََِّّ   صلى الله عليه وسلم    
نْ ياَ أوَْ مِنْ أمَْرِ الآخِرَةِ إِلاَّ   ئًا مِنْ أمَْرِ الدُّ )رواهابن   "أعَْطاَهُ  طهُُورٍ ثَُُّ تَ عَارَّ مِنَ اللَّيْلِ فَسَأَلَ اللَََّّ شَي ْ

 ماجة(. 
 

Artinya: “Dari Mu’ad bin  Jabal , Rasulullah bersabda, “Tidaklah 

seseorang hamba tidur dalam keadaan suci lalu terbangun pada malam 

hari kemudian memohon sesuatu tentang urusan dunia atau akhirat, 

melainkan Allah akan mengabulkannya” (HR Ibnu Majah No. 3881). 

 

10. Saat sujud dalam shalat 

Rasulullah Shallallahu’alaihi Wasallam bersabda: 
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أقَْ رَبُ مَا يَكُونُ الْعَبْدُ مِنْ ربَهِِّ وَهُوَ   " عَنْ أَبِ هُرَيْ رةََ، أَنَّ رَسُولَ اللََِّّ صلى الله عليه وسلم قاَلَ 
عَاءَ  سَاجِد    )رواه مسلم(. "فَأَكْثِرُوا الدُّ

 

Artinya: Dari Abu Hurairah, Rasulullah bersabda , “Seorang hamba 

berada paling dekat dengan Rabb-nya ialah ketika ia sedang bersujud. 

Maka perbanyaklah berdoa ketika itu” (HR Muslim No. 482). 

 

Barisan konvergen memiliki definisi umum yang telah dijelaskan pada buku-buku 

analisis terkait kekonvergenan dan tidak ada penambahan unsur tertentu. Namun, 

pada barisan r-konvergen terdapat 𝑟 yang merupakan derajat kekasaran dengan 

syarat tertentu sehingga disebut r-konvergen. Hal ini sejalan dengan konsep berdo’a 

pada waktu biasa engan berdo’a di waktu-waktu mustajab. Waktu. Berdo’a dapat 

dilakukan kapan pun dan di mana pun, namun terdapat waktu-waktu yang dianggap 

mustajab dalam berdo’a. Berdoa pada waktu-waktu yang mustajab cenderung lebih 

fokus dan lebih tekun dengan keinginan  kuat yang lebih mendalam daripada 

berdo’a di waktu biasa.
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan  

 Berdasarkan pembahasan mengenai barsian r-konvergen di ruang metrik 

cone, didapatkan pemahaman bahwa ketika 𝑟 = 0, barisan r-konvergen menjadi 

barisan konvergen di ruang metrik cone . Pada barisan r-konvergen di ruang metrik 

cone terdapat barisan yang memiliki r-limit lebih dari satu. Selain itu, telah 

dibuktikan teorema-teorema yang berkaitan dengan barisan r-konvergen di ruang 

metrik cone.  

 Sifat-sifat barisan r-konvergen di ruang metrik cone di antaranya yaitu: 

1. Misalkan barisan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝). Maka (𝑥𝑛) juga 𝑟2-

konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) untuk 𝑟1 < 𝑟2 . 

2. Misalkan (𝑥𝑛) 𝑟1-konvergen ke 𝑥 di (𝑋, 𝑑𝑝) dan 𝑟1 < 𝑟2 untuk suatu 0 ≪

𝑟2. Maka 𝐿𝐼𝑀𝑟1𝑥𝑛 ⊂ 𝐿𝐼𝑀𝑟2𝑥𝑛 . 

3. Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah dua barisan di ruang metrik cone (𝑋, 𝑑𝑝) 

dan misalkan (𝑦𝑛) konvergen ke 𝑦 ∈ 𝑋. Jika terdapat 0 ≪ 𝑟 sedemikian 

sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑟 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Maka (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑦. 

4. Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan di (𝑋, 𝑑𝑝) dan (𝑦𝑛) barisan konvergen di 

𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛 yang konvergen ke 𝑦0. Maka 𝑦0 harus ada di 𝐿𝐼𝑀𝑟𝑥𝑛. 

5. Misalkan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah dua barisan di (𝑋, 𝑑𝑝). Jika untuk setiap 0 ≪

𝑐 terdapat 𝑘 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑐 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑘. 

Maka (𝑥𝑛) r-konvergen ke 𝑥 jika dan hanya jika (𝑦𝑛) r-konvergen ke 𝑥. 
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6. Setiap barisan 
𝑟

2
-konvergen adalah barisan 𝑟-Cauchy di ruang metrik cone 

(𝑋, 𝑑𝑝). 

 

5.2 Saran 

Topik penelitian mengenai barisan r-konvergen di ruang metrik cone  belum 

banyak diteliti dan dibuktikan. Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya 

dapat meneliti tentang sifat kelengkapan di ruang metrik cone menggunakan 

barisan r-konvergen di ruang metrik cone. 
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