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ABSTRAK

Arianti, Ferira Febri. 2024. Sifat Kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit.  Skripsi.
Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Hairur Rahman., M.Si. (2) Dr.
Fachrur Rozi., M.Si.

Kata kunci: Ruang Banach, Ruang barisan £, Ruang Morrey, Ruang Morrey Diskrit.

Ruang Banach merupakan Ruang Bernorma yang lengkap. Salah satu contoh ruang Banach
yaitu ruang barisan £P. Ruang Morrey Diskrit ff; merupakan bentuk perumuman dari ruang
barisan £?, sehingga akan dibuktikan sifat kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit. Kajian
yang dilakukan dengan mengumpulkan teori-teori yang berhubungan seperti; ruang barisan
P, Ruang Bernorma, Barisan Cauchy, dan kekonvergenan. Sebagai hasil, penulis
membuktikan bahwa Ruang Morrey Diskrit berlaku sifat kelengkapan.
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ABSTRACT

Avrianti, Ferira Febri. 2024. Completeness Properties on Discrete Morrey Space. Thesis.
Matehmatics Study Program, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim
State Islamic University Malang. Advisors: (1) Dr. Hairur Rahman., M.Si. (2) Dr. Fachrur
Rozi., M.Si.

Keywords: Banach Space, £P sequence space, Morrey Space, Discrete Morrey Space.

Banach space is a complete normed space. An example of a Banach Space is P sequence
space. Discrete Morrey Space {’5’ is a generalization of the £P sequence space, so that the
completeness properties of Discrete Morrey Space will be proved. The research is based
on collecting relevant theories like: £Psequence space, normed space, Cauchy sequence,
and convergence. As an result, the author proved that the Discrete Morrey Space has
completeness properties.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang Bernorma X, di mana X merupakan himpunan tak kosong merupakan
Ruang Vektor yang memiliki fungsi ||-|| bernilai Riil atau Kompleks dengan x € X
sehingga dapat dinotasikan dengan || x||, yang memenubhi sifat-sifat norma (Kreyzig,
1966). Untuk konsep norma sendiri pertama kali diperkenalkan pada tahun 1922
oleh S.Banach, H.Hahn dan N. Wiener. Kemudian, pada tahun 1932, teorinya
dikembangkan lagi oleh S.Banach.

Pada Ruang Bernorma sendiri juga dipelajari tentang barisan konvergen dan
Barisan Cauchy. Hal ini telah dijelaskan pada Kreyzig (1966) sebagai berikut, suatu
barisan (x,) di Ruang Bernorma X disebut konvergen ke x € X jika untuk setiap
Bilangan Riil ¢ > 0 terdapat n. € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n,

berlaku ||x,, — x|| < € atau bisa juga lim||x,, — x|| = 0 yang apabila dituliskan
n—-oo

X, — x. Suatu barisan (x,) di Ruang Bernorma X disebut Barisan Cauchy jika
untuk setiap Bilangan Riil e > 0 dan terdapat € € N sedemikian sehingga untuk
setiap m, n > n, berlaku ||x,, — x,|| < €. Ruang Bernorma dikatakan lengkap atau
disebut sebagai Ruang Banach jika setiap Barisan Cauchy (x;) konvergen di X
juga. Pada Ruang Bernorma, terdapat beberapa contoh yang termasuk dalam Ruang
Banach, salah satunya yaitu ruang barisan £7.

Ruang barisan P dengan p € R dan 1 < p < oo, dengan definisi setiap elemen

pada ruang £? merupakan barisan x = (x;) = (x,xy, ...) pada bilangan sedemikian

sehingga |x;|” + |x,|P + - konvergen sehingga Y22, |x;|” < oo dan metrik di



definisikan dengan d (x,y) = (X2,|x; — v;]7)? di mana y = (y;) dan 3|y;|” < co.

Ruang £ merupakan salah satu Ruang Banach dengan norma yaitu || x|| = (X2, |x; |p)%
(Kreyzig, 1966).

Pada tahun 2018, Gunawan dkk. Telah mengembangkan ruang £? sehingga
terbentuk ruang baru yaitu Ruang Morrey Diskrit t’g. Misalkan m merupakan
bilangan bulat dan N merupakan bilangan bulat positif. S, y merupakan suatu
barisan yang dapat ditulis S,y ={m —n,..,m,...,m + N}, dan F merupakan
himpunan semua barisan x di Bilangan Riil atau Kompleks. Ruang Morrey Diskrit

dapat didefinisikan sebagai berikut (Gunawan dkk., 2018).

|

11 b
il = sup [SmulP{ D Il | <o

MmeZNeEw
KESm,N

dengan 1 < p < q < =, di mana p dan g merupakan Bilangan Riil positif, serta x;,
merupakan suatu barisan pada x.

Salah satu sifat yang ingin dibuktikan dalam Ruang Morrey Diskrit adalah
sifat kelengkapannya. Sebelumnya sudah ada penelitian yang membahas tentang
sifat kelengkapan pada Ruang Morrey seperti Sawano dkk. (2005), Rafeiro dkk.
(2013) dan Rukmana. (2019). Penelitian tentang Ruang Morrey Diskrit juga telah
dibahas oleh Gunawan dkk. (2018) dan Rahman dkk. (2021) namun, masih belum
dijelaskan secara detail. Oleh karena itu, penulis ingin melakukan penelitian tentang
sifat kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit dengan cara menganalisis banyak
referensi, agar penjelasan tersebut memudahkan dalam proses pemahaman tentang
penelitian ini. Penelitian lainnya tentang Ruang Morrey juga pernah dilakukan oleh

Maharani dkk. (2019) tentang keterbatasan operator Mikhlin, G. Gunawan dKk.



(2006) tentang keterbatasan operator Riesz, dan Salim dkk. (2022) tentang
interpolasi kompleks dan lain-lainnya.
Dalam surat Al-An’am ayat 149 Al-Qur’an,(2018), Allah berfirman

Artinya: “Allah mempunyai alasan yang jelas lagi kuat, maka jika Dia
menghendaki pasti Dia memberi petunjuk kepada kalian semuanya ”.

Berdasarkan tafsiran Ibnu Katsir, ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah
mempunyai hikmah yang sempurna dan alasan yang jelas dan kuat dalam
memberikan petunjuk kepada orang yang ditunjukin-Nya dan menyesatkan orang
yang disesatkan-Nya (Ahmad, 2017).

Berdasarkan ayat tersebut, penulis termotivasi untuk meneliti lebih lanjut
secara jelas, kuat dan detail. Dalam memaparkan sifat kelengkapan pada Ruang
Morrey Diskrit, diperlukan penjelasan yang detail. Untuk bisa menjelaskan secara

detail diperlukan banyak referensi dan alasan yang kuat.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan pemaparan latar belakang di atas, maka rumusan penelitian ini

yaitu apakah Ruang Morrey Diskrit {’2’ berlaku sifat kelengkapan?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan pemaparan latar belakang dan rumusan masalah, tujuan
penelitian ini adalah mengetahui keberlakuan sifat kelengkapan pada Ruang

Morrey Diskrit £ .



1.4 Manfaat Penelitian
Diharapkan penelitian ini dapat memberikan manfaat dalam bentuk kontribusi
terhadap literatur dan pengetahuan baru yang dapat digunakan oleh penulis di masa depan

dalam memahami sifat kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit fg.

1.5 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini adalah fokus pada sifat kelengkapan

pada Ruang Morrey Diskrit £, sehingga penelitian ini tidak akan membahas sifat

kelengkapan di ruang-ruang lainnya.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Pada bab ini, akan dijelaskan tentang beberapa Definisi, Teorema, serta
contoh untuk mempermudah pembahasan mengenai sifat kelengkapan pada Ruang

Morrey Diskrit.

2.1.1 Ruang Barisan £P

Sebelum membahas tentang Ruang Morrey Diskrit, akan dibahas terlebih
dahulu tentang ruang barisan €7, karena Ruang Morrey Diskrit merupakan bentuk
perumuman dari ruang barisan £P.
Definisi 2.1. (Kreyzig, 1966)
Misalkan 1 <p < codan p € R, dengan definisi setiap elemen pada ruang £P
merupakan himpunan barisan x = (x;) = (x1,x,,...) pada Bilangan Riil atau

Kompleks sedemikian sehingga |x; [P + |x,|? + -+ konvergen,

o0}

Dyl <o,

j=1

Dan dilengkapi dengan metrik yang didefinisikan sebagai

1
14

dey) = Yo -l
j=1

dimanay = (y;) dan Z§°=1|Yj|p < ®

Selanjutnya, akan dijelaskan tentang ruang ¥ yang dilengkapi dengan norma.



Definisi 2.2. (Kreyzig, 1966)
Ruang barisan £ merupakan Ruang Banach yang dilengkapi dengan norma

1
© p
el = | >l

j=1

Norma ini dapat diinduksikan dari metrik yaitu

oo

ay) ==yl = Y g -y

j=1

T

Contoh:
Untuk kasus p = 2, ruang barisan #2 disebut sebagai ruang barisan Hilbert

dengan metrik yang didefinisikan sebagai

2.1.2 Ketaksamaan

Sebelum membahas beberapa teorema yang berkaitan dengan Ruang
Bernorma pada ruang ¢P, maka akan dibahas terlebih dahulu hal-hal yang
diperlukan dalam pembuktian seperti ketaksamaan Holder dan ketaksamaan
Minkowski.

Teorema 2.3. (Ketaksamaan Holder untuk deret).

Misalkan p dan q Bilangan Riil yang memenuhi 1 < p < oo dan % +$ = 1. Jika

x;) € #P dan (y;) € £9, maka
() ()



1 1
Z|Xj3’j| < (Zka|p> <2|)’m|q> :
=1 k=1 m=1

(Ekariani, 2017).

Bukti. Misalkan p > 1 dan q didefinisikan dengan
1 N 1 "
- — =1, 1
p g @)

p dan g, selanjutnya disebut sebagai konjugat eksponen.

Dari persamaan (1) diperoleh

Lpta
bq
rq=p+tgq
1=@-D@-D. (2)
Karena —— = g — 1, maka u = tP~1 mengakibatkan t = u?-1,

-1

Misalkan @ dan g adalah sebarang bilangan positif. Akan ditunjukkan bahwa
af < %a” + iﬁq untuk setiap a, § = 0 dengan % + i = 1.Jika a = 0 atau

B = 0 maka ketaksamaan jelas berlaku.

Perhatikan bahwa

« A 1 1
apf < f tP~1dt +J u?ldu < —a? +—pA. €))
0 0 p q

Selanjutnya pilih %; € ¢7 dan 7; € #7, misalkan (%;) dan (§,) yang memenuhi
2alx =1, 2yl =1 (4)

Selanjutnya, atur a =|X;|dan p =|y;|. Dari persamaan (3) diperoleh

ketaksamaan



1 1
|fj}~lj| SElfjlp +5|3~’j|q; Vj=123,.. (5)

Kemudian, dijumlahkan terhadap j dan menggunakan persamaan (1) dan (4),

maka diperoleh

(o] s 1 [ee] 3 1 [ee] 3
DAY TR
j=1 j=1 j=1

(6)

Kemudian ambil sebarang taknol x = (x;) € ¢? dany = (y;) € P dan berurut

S xj S Yj
Xj = 1 Yi = 1 )
(T4 18kIP)P (ZR=1lmm|0)a
Selanjutnya misalkan,
1 1
A = (Qizalxe PP, B = Zm=1lyxle.
Sehingga diperoleh
a=%1=1 B=151=% @)

yang memenuhi persamaan (4) kemudian substitusikan persamaan (8) ke (6)




< AB.

Substitusikan AB yang sudah dimisalkan tadi, sehingga diperoleh

1 1
Sl < Db ) (Dl ]
=1 k=1 m=1

Dengan demikian Teorema 2.3. terbukti, selanjutnya akan dibahas tentang
ketaksamaan Minkowski.

Teorema 2.4. (Ketaksamaan Minkowski untuk deret)

Misalkan p Bilangan Riil yang memenuhi 1 < p < . Jika x = (x;) € 7 dan

y = (y;) € ¢P, maka

= 1 1
(o) . p (o) D (o] )
Z|Xj +yl | < <Z|xklp> +<Z|ym|p> :
j=1 k=1 m=1
(Ekariani, 2017).
Bukti. Untuk p = 1, maka berdasarkan ketaksamaan segitiga itu benar. Misalkan

p>1 dan agar mempermudah penulisan misalkan, x; +y; =z. Dari

ketaksamaan segitiga untuk Bilangan Riil diperoleh
-1 _
51" = 15 +yllg" < (] + |y DIzl

-1 -1
S(|xj||zj|p + || ” )

dengan menjumlahkan j dari 1 sampai sebarang bilangan asli n yang tetap

diperoleh

n n n

-1 -1
DIl < Il + > Il ©)
j=1 j=1 j=1

Untuk penjumlahan pertama di ruas kanan dijabarkan menggunakan Teorema 2.3.

sehingga diperoleh
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1 1

n n S 7
Z|xj||zj|p_ls[z|xklp] [leml(”‘“q] . (10)

j=1 k=1 m=1
Untuk penjumlahan kedua di ruas kanan dijabarkan menggunakan Teorema 2.3.

diperoleh

n

>l [zw] Vet nq] | a

j=1

Berdasarkan persamaan (2) diperoleh

pq=p+q.
pq —q = p.
qp—-1 =p

Sehingga diperoleh (p — 1)g = p, dan dapat ditulis

n L n % n
D llz" " < [lem] [Z |zm|p] : (12)
Jj=1 k=1 m=1

QR

dan

Q|-

Zly,ll I < [Zw] [imw] . (13)

Dengan mengsubstitusikan ketaksamaan (12) dan ketaksamaan (13) ke

ketaksamaan (9) diperoleh

le,l [Xuml ZIZmP’ [2|Zm|p]
+ Zlyklpr [lezmlpr.

Z|yk|p
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Selanjutnya, dengan membagi kedua ruas dengan (X%_,|z,|?)e diperoleh

1
PRI () S P L
1 = 1

Ch=1lzml®)a Ch=1lzmlP)a

1-2 1 1
n ) q n P n D
DIl <D | + [ ]
j=1 k=1 k=1

Berdasarkan persamaan (1) yaitu % =1- % . Sehingga ruas kiri diperoleh

1

(Sl P} 5l P10

ZI Zkalp Emv’] (19

Sebelumnya, diketahui z; = x; + y; dan x;, y; € £P. Misalkan n — oo, karena

x = (x;j)dan y = (y;) € #7, maka ruas kanan ketaksamaan (14) konvergen.

Sehingga ruas Kiri juga konvergen dan berlaku

1

s 1 1
[Z7-alx + v 7] < [kl P1P + (B Ly P TP,

Dengan demikian Teorema 2.4. terbukti.

2.1.3 Ruang Bernorma

Ruang Bernorma X merupakan Ruang Vektor yang memiliki fungsi
||-]| bernilai Riil atau Kompleks sehingga x € X dapat dinotasikan dengan ||x||.
Berikut adalah definisi norma dan sifat sifatnya.
Definisi 2.5. (Kreyzig, 1966)
Misalkan X merupakan suatu Ruang Vektor di himpunan Bilangan Riil.
Fungsi || - || dari X ke R disebut sebagai norma pada X jika untuk setiap x,y € X

dan untuk setiap a € R sebagai skalar yang memenuhi beberapa sifat:
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1. ||x|| = 0, untuk setiap x € X,

2. ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0,

3. |lax]|| = |alllx||, untuk setiap x € X,

4. llx+ vl < x|l + llyll, untuk setiap x,y, z € X, (ketaksamaan segitiga).
merupakan pasangan (X, || - ||)yang disebut sebagai Ruang Bernorma.
Contoh:
Untuk memudahkan pemahaman Definisi 2.5, akan diberikan salah satu contoh yang
berkaitan dengan topik skripsi ini yaitu ruang barisan P dengan 1 < p < co.
Teorema 2.6. (Kreyzig, 1966)
Misalkan p Bilangan Riil yang memenuhi 1 < p < oo dan (x;) € ¢ untuk k €

N. Fungsi ||-]|,, yang didefinisikan pada £7 sebagai berikut

1

> p

Il = [Zkalp] ,
k=1

untuk setiap x € P merupakan norma pada £?.
Bukti. Ambil sebarang x,y € #P dan a € R.

1. Akan dibuktikan bahwa ||x||, = 0, untuk setiap x € £P.

1

> P

Ixll, = (lekw) .
k=1

Bentuk persamaan ruang ¢P berdasarkan definisi nilai mutlak maka
|Xk| > 0.

|Xk|p > 0.

e
leklp > 0.
k=1
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1
i p
leklp = 0.
k=1

llxll, = 0.
Akan dibuktikan bahwa [[x||,, = 0 jika dan hanya jika x = 0.

(=) Jika [|x|l, = 0 maka x = 0.

llxll, = 0.
1
e p
<Z|xk|p =0
k=1
S bl = 07
k=1

(o]
Z|xk|p = 0.
k=1

Karena |x,| = 0, agar hasil penjumlahan bernilai nol maka x; haruslah

bernilai nol.
|xx|P =0
lxk| =0
x, =0
x =0.

(&) Jika x = 0 maka ||x||, = 0.

Karena x = 0, maka semua barisan x, adalah nol. Sehingga
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Karena semua suku-sukunya adalah nol, maka hasil penjumlahannya juga

nol.

1
= (0P + 0[P + 0P + )7 .

1
= (0)r.
=0.
Sehingga [|x]|, = 0.
3. Akan dibuktikan [[ax|[, = |alllx|l,, untuk setiap x € £P.

Diambil a € R, sehingga diperoleh

= |alllxll,.

4. Diambil x,y € ¢P. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

1 1
n p n n 5
p
eyl =D lg+n,l"| < [Zmp Zlnklp] .
j=1 k=1 k=1

1
p
+
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atau bisa ditulis

Zlf, 4" [Zuw kav’]

Berdasarkan ketaksamaan Minkowski yang telah dijelaskan pada Teorema

2.4. maka diperoleh

§]§+m [}]&W

atau bisa ditulis

1
n p
v kav’]
k=1

I + yll, < lixlly + llyllp.
Karena ruang P memenuhi sifat-sifat Ruang Bernorma, maka terbukti bahwa
ruang £P merupakan Ruang Bernorma. Sehingga Teorema 2.4. terbukti.
Pada subbab selanjutnya akan dibahas tentang Ruang Banach yang
berkaitan dengan konvergen dan Barisan Cauchy pada norma, karena kedua
konsep ini sangat penting untuk mendefinisikan sifat kelengkapan pada suatu

barisan dalam norma.

2.1.4 Ruang Banach

Pada subbab selanjutnya akan dibahas tentang Ruang Banach yang berkaitan
dengan konvergen dan Barisan Cauchy pada norma, karena kedua konsep ini
sangat penting untuk mendefinisikan sifat kelengkapan pada suatu barisan dalam

norma.
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Definisi 2.7. (Kreyzig, 1966)
Misalkan (X, ||-]|) adalah Ruang Bernorma. Barisan x,, di X dikatakan konvergen
ke x € X, jika untuk setiap Bilangan Riil € > 0 terdapat n. € N sedemikian
sehingga untuk setiap n > n, berlaku ||x,, — x|| < €. Barisan x,, di X dikatakan
Barisan Cauchy jika untuk setiap Bilangan Riil € > 0 terdapat N € N sedemikian
sehingga untuk setiap n,m > n, berlaku ||x, — x| < €.
Definisi 2.8. (Kreyzig, 1966)
Suatu barisan (x,) di Ruang Bernorma X adalah konvergen jika x € X sehingga
lim ||x,, — x|| = 0.
n—00
Dalam hal ini biasanya dinotasikan dengan x,, — x dan x disebut limit pada (x,,).
Definisi 2.9. (Mutagin, 2017)
Suatu barisan (x,) di Ruang Bernorma X adalah Cauchy jika untuk setiap € > 0
terdapat n,. sedemikian sehingga
lxxm — xall <,

untuk setiap m,n > n..
Definisi 2.10. (Mutagin, 2017)
Ruang (X, || - ||) disebut ruang yang lengkap yaitu Ruang Banach jika setiap Barisan
Cauchy itu konvergen di X.
Contoh:

Untuk memudahkan pemahaman Definisi 2.10, akan diberikan salah satu contoh
yang berkaitan dengan topik skripsi ini yaitu ruang £? seperti yang dijelaskan pada Definisi

2.9. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ruang £? adalah ruang Banach.
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Teorema 2.11. (Ekariani, 2017)

1
Ruang barisan 7 yang dilengkapi dengan [|x|l,, = (X=1]x,|P)? merupakan Ruang

Banach.
Untuk membuktikan ruang barisan #7 merupakan Ruang Banach, maka akan dibuktikan
bahwa Barisan Cauchy pada £? adalah konvergen di dalamnya.
Bukti. Misalkan (x,) Barisan Cauchy di #? dengan x = (x™) =
(et x?, ., xN, L, x™ x™, L), di mana

x! = (xfl),xgl),xgl), ),

x2 = (xiz)’xgz)’x?()z)‘ ),

x3 = (x§3),x§3),x§3), )

xMe = (xfnf), i, e, ),

x™ (x{m), xém), xgm), ),

x" = (x§n),x§n),x§n), ),

Di mana x,((m) merupakan sub barisan dengan m merupakan indeks sub barisan

yang ada di £?.

Pertama, akan dibuktikan bahwa x,§m> konvergen ke suatu x;.

Berdasarkan Definisi 2.8 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € N sedemikian
sehingga untuk setiap m,n = n, berlaku

”xm - xn”p <€
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1
had D
p
<Z|x,gm> P <
k=1
p
Z|x,((m) — x,E") < €P.
k=1

xm™ — xin)|p + |x§m) - xén)|p + |x§m) —x{™ The<er
|x,£m) — x,gn)lp < €P,
|x,£m) - x,((n)l < €.
Ini menunjukkan bahwa barisan (x,gm)) merupakan Barisan Cauchy.

Selanjutnya dari Definisi 2.1 maka |x§m)| + |x§m)| + |x§m)| + --- konvergen,

Sehingga berdasarkan Definisi 2.8 dapat ditulis

m m m
xf ) 5 x, xg ) 5 x5, x?(, ) >

X3
atau

x,gm) - Xp-
Dengan mendefinisikan x = (xy, x5, X3, ... ) maka akan ditunjukkan x € P dan
Xm — X.
Kedua, akan dibuktikan bahwa x; € ¢P.
Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € N sedemikian
sehingga untuk setiap m,n > N berlaku ||x,, — x,|[,, < €. Misalkan K € N dan
1 < p < oo maka

K ) 0 %
(=) < (S ) <o
k k

=1 =1

ey
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1

K P
(S <e
k=1

K

14
Z|x,§m) x| <er, K=123,.
k=1

Kemudian, misalkan n — co. Sehingga untuk setiap m > n, dan K € N berlaku

K

P
2|x,(€m) - xk| < €P.
k=1

Karena K merupakan sebarang bilangan asli, maka misalkan K — oo maka untuk

setiap m > n, berlaku

p
Z|x,(€m) - xk| < €P.
k=1

Hal ini menunjukkan bahwa x,,, — x = (x,§m> - xk) € P

Karena x,,, € P maka diperoleh

X = Xm + (X —x) € £P.
Karena x,im) — x, = (x; — x) € £P. Sebelumnya tadi diambil sebarang x; € ¢?
maka x = (x — x) + x, sehingga x € £P.
Ketiga, akan dibuktikan bahwa x,, — x.
Ambil sebarang x = (x4, x5, x3, ...)
Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € N sedemikian
sehingga untuk setiap m,n = n, berlaku ||x,, — x|, < edengan 1 < p < oo,
Berdasarkan poin pertama, yaitu x,((m) konvergen ke suatu x;, € P

1

© p
p
|2 — xnll, = <Z|x£m) — x’({n)| ) < €.
k

=1
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Diberikan n — oo diperoleh

|

= Z|x,((m) - xk| <e
k=1

|2, — x|, <e.
Hal ini menunjukkan bahwa |[x,, — x||,, < € sehingga x,, — x. Karena barisan
(x,,,) adalah Barisan Cauchy pada £? yang konvergen ke x € £? maka ¢P lengkap
jadi terbukti bahwa #P merupakan Ruang Banach. Dengan demikian Teorema 2.9.

terbukti.

2.1.5 Ruang Morrey Diskrit
Sebelum membahas tentang Ruang Morrey Diskrit, akan dijelaskan terlebih
dahulu mengenai Ruang Morrey.
1. Ruang Morrey
Definisi 2.12. (Rukmana, 2019)
Misalkan 1 < p < g < co. Ruang Morrey M} (R%) = M dengan norma
yang didefinisikan sebagai

1
11

Il = sup |B(a,r)|ﬁ‘5<f ( )|f<y)|*’dy>p<oo-

a€R4,r>0
Dengan B(a, r) menotasikan sebagai bola buka di R® dan berpusat di a €
R¢ dengan jari-jari r > 0, dan |B(a, )| merupakan ukuran Lebesgue dari
bola buka B di R? dan supremum diambil atas semua bola B di R%. Jika

p = q, maka ||f||M5 = |Ifll.» sehingga M, = LP. Dari sini Ruang Morrey

dipandang sebagai bentuk perumuman dari Ruang Lebesgue.

Contoh:
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Fungsi konstan tak nol f(x) = ¢ merupakan bukan anggota Ruang Morrey

karena
1
11 P
Ifll,;» = sup [B(a,7)|4 p(f ICIde>-
4 a€R% >0 B(a,r)
11 1
= sup |B(a,m)|? ?|c||B(a,1)|P.

acR%r>0

1
= sup |c||B(a,1)|P.

aeR%,r>0
= 0,
Ruang Morrey Diskrit
Definisi 2.13. (Gunawan dkk., 2018)
Misalkan 1 < p < q < o, Ruang Morrey Diskrit dapat dinotasikan dengan

t’g = t’Z(Z) merupakan himpunan semua barisan x = (x;)xez. Dengan x

merupakan bilangan yang termuat di [F dan IFmerupakan R atau C

sedemikian sehingga

11
el = sup [Spal7?| D bl | <e

MEZNEwW

Misalkan m € Z dan N € w := N U {0}, dengan S,,, y didefinisikan sebagai
barisan yang memenuhi {m — N, ...,m, ...,m + N} dan |S,, y| merupakan
kardinalitas himpunan sehingga |Sm,N| = 2N + 1. Supremum diambil atas

semua himpunan barisan di m € Z dan N € w. Jika p = q, maka [|x|| ,» =
P

|[x]| .» sehingga fg = ¢P. Dari sini Ruang Morrey Diskrit dipandang sebagai

bentuk perumuman dari ruang £°.
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2.2 Kajian Integrasi Topik Penelitian dengan Nilai-Nilai dalam Islam

Pada kajian integrasi ini, tujuan utamanya adalah mencari petunjuk dari Al-
Qur’an dan Hadits yang berkaitan dengan topik yang dibahas yaitu kelengkapan
atau kesempurnaan. Dalam surat Al-Maidah ayat 3 (Al-Qur’an, 2018) yang artinya:

“Pada hari ini telah aku sempurnakan agamamu untukmu, dan telah Aku cukupkan
nikmat-Ku bagimu, dan telah Aku ridhoi Islam sebagai agamamu”.

Ayat ini menunjukkan bahwa Allah telah menyempurnakan agama Islam dan
memberikan kelengkapan dalam bentuk hukum dan ajaran-Nya. Ayat ini muncul
kepada Rasulullah shallallahu alaihi wa sallam ketika hari Jumat sore sebagai ayat
terakhir yang diturunkan pada waktu ba’da ashar di Padang Arafah ketika
Rasulullah melaksanakan haji wada’. Ketika ayat ini turun, umar menangis karena
menyadari bahwa tugas Rasulullah telah selesai dan telah dekat masanya beliau
dipanggil oleh Allah Subhanahu wa Ta’ala. Hal ini seperti Hadist yang
diriwayatkan dari Umar bin Khatab rodhiyallahu’anhu yang diriwayatkan oleh
Imam Bukhori dan Muslim melalui jalan Thorig bin Syihab dalam kitab keduanya
yaitu:

“Seorang laki-laki dari kalangan yahudi datang kepada Umar. Kemudian,
dia berkata, ”Wahai Amirul Mu’minin, ada suatu ayat dalam kitab kalian dan
kalian membacanya, sekiranya ayat ini turun kepada kami orang orang yahudi
akan kami jadikan hari di manaayat itu turun sebagai hari ied .

Sehingga Surah Al-Maidah ayat 3 menjawab atas pertanyaan tersebut. Makna
dari kalimat “Telah aku sempurnakan agamamu untukmu” yaitu menjelaskan
bahwa ajaran Islam telah Allah sempurnakan sehingga Islam disebut sebagai agama
yang paling sempurna dibandingkan agama yang lain. Dalam Islam, konsep

kesempurnaan atau kelengkapan ajaran Islam adalah agama terakhir dan ajaran

yang paling lengkap dari Allah. Namun, keyakinan ini tidak mengurangi hak
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kebebasan beragama pada setiap individu atau menghakimi umat-umat agama
sebelumnya. Setiap individu memiliki kebebasan untuk memilih agamanya masing

masing.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Pada subbab ini akan dijelaskan tentang apa saja yang ingin dibuktikan
mengenai topik sifat kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit dengan
menggunakan teori pendukung yang dijelaskan di subbab sebelumnya.

Definisi 2.3.1. (Gunawan dkk., 2018)

Ruang Morrey Diskrit merupakan Ruang Morrey dengan analog Diskrit pada
fungsi  Diskrit. Misalkan me€ZN € w:=NU{0} dan S, :={m-—
N,..,m,..,m+ N}.Maka |S,, y| = 2N + 1 merupakan kardinalitas dari S, y dan
misalkan F merupakan R atau C. Dengan 1 < p < q < co. Ruang Morrey Diskrit

dapat dinotasikan dengan #2’ = fZ(Z) merupakan himpunan semua barisan x =

(xx)kez mengambil nilai di F sedemikian sehingga

1
11 g
Il = sup [SwulTP( Dl | <eo

meZNew
KESm,N

Proposisi, lemma, dan teorema yang akan dibuktikan sebagai berikut.
Proposisi 2.3.2. (Gunawan dkk., 2018)

Misalkan {’Z himpunan yang berisi barisan dan misalkan x € fZ dengan

X = (xk)kez def|n|5|kan

11

Ixllp = sup |Smult | D Il |

meZNeEw
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untuk 1 < p < q < oo. ({’Z, II'|I{,p) merupakan Ruang Banach.
q

Lemma 2.3.3. (Gunawan dkk., 2018)

Untuk setiap 1 < p; < p, < oo,m € Z dan N € w. Diperoleh

1 1

P1 P2

1 1
TSoonl z |xelPr ] < TSon] 2 | P2
m,N m,N

kESm_N kesm,N
di mana x = (xy) ez Untuk setiap k € S, y.
Proposisi 2.3.4. (Gunawan dkk., 2018)

p

Untuk setiap 1 < p; < p, < q < oo, terdapat £,° < 321 dengan ||x||{,51 < ||X||£ZZ

untuk setiap x = (xy)kez € €57

Teorema 2.3.5. (Hao dkk., 2023)

Misalkan p dan g merupakan Bilangan Riil yang memenuhi 1 <p < g < % dan
. 1 1 .

0 < ¢ < 1sehingga+—=1. Jika (x;) € £ dan (y;) € £7 maka

1 1

11 q

11 11 11
[SmnlT7 " Pyl <ISmnlT [ D Bl ) [SmalTP (D il

jESm‘N kESm_N mESm_N

Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka
< .
leyllee < lxll Iyl
Teorema 2.3.6. (Hao dkk., 2023)

Misalkan p dan g merupakan Bilangan Riil yang memenuhi 1 <p < g < i dan

0<op<l1 sehingga%+$= 1.Jikax = (x;) € £h dany = (y;) € ¢4,
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1
11 >\
[Smal®P( D L+
jESm,N
1 1
11 o\ 11 o\
<IsmnlP{ D [5l" ) +lsanlT?( D Iyl
JESMm,N JESm,N

Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka
< :
b +yll gz < lixll gz + 1yl
Proposisi 2.3.7. (Hao dkk., 2023)
Misalkan #3 himpunan yang berisi barisan dan misalkan x € #’Z dengan
x = (xp) ez definisikan

1
11 p

Il = sup [SpnlTP( > lul? |

meZNew
keESm N

untuk 1<p<gq <$ dan misalkan 0 < ¢ < 1. (l’ﬁ,’, II'II{,p) merupakan Ruang
q

Banach.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah pendekatan
kualitatif yang didasarkan pada studi pustaka. Pendekatan kualitatif ini berdasarkan
pada analisis literatur. Dalam proses ini, akan dilakukan pengumpulan,pembacaan,
analisis, dan pengelolaan data dari berbagai sumber pustaka. Objek penelitian ini

adalah Ruang Morrey Diskrit yang digunakan untuk menguiji sifat kelengkapannya.

3.2 Pra Penelitian

Penulis melakukan pra penelitian yang melibatkan pengumpulan beberapa
rujukan atau penelitian terdahulu, yaitu yang berhubungan dengan penelitian yang
akan digunakan. Penulis menggunakan rujukan utama dari jurnal Gunawan dkk.

(2018) dan objek penelitiannya yaitu Ruang Morrey Diskrit.

3.3 Tahapan Penelitian
Ruang Morrey Diskrit merupakan Ruang Morrey dengan analog Diskrit pada
fungsi Diskrit dan salah satu sifat penting dalam Ruang Morrey Diskrit adalah sifat
kelengkapan. Maka dari itu, untuk membuktikan sifat kelengkapannya pada Ruang
Morrey, penulis melakukan beberapa tahapan. Antara lain:
1. Mengidentifikasi Ruang Morrey Diskrit sebagai objek penelitian.
2. Mengumpulkan dan menganalisis teori pendukung yang berhubungan

dengan penelitian tersebut.

26
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Membuktikan Ruang Morrey Diskrit merupakan Ruang Bernorma.
Membuktikan Ruang Morrey Diskrit merupakan Ruang Bernorma yang
memuat Barisan Cauchy dan setiap Barisan Cauchynya konvergen di

dalamnya.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada Bab ini akan dijelaskan tentang Definisi, Proposisi, Lemma dan

Teorema yang berkaitan dengan topik penelitian ini.
4.1 Ruang Morrey Diskrit.

Penjelasan tentang Ruang Morrey Diskrit berawal dengan Definisi sebagai
berikut.
Definisi 4.1.
Misalkanm € Z,N € w := NU {0} dan S,,, y = {m — N, ..., m, ..., m + N}. Maka
|Sin| = 2N + 1 merupakan kardinalitas dari S, y dan misalkan F merupakan R
atau C. Dengan 1 < p < q < co. Ruang Morrey Diskrit dapat dinotasikan dengan
{’Z merupakan himpunan semua barisan x = (x) di F sedemikian sehingga

fungsi

SIS

11
Iellyr = sup [SwulTP{ D el | <eo

MeZNEw KESmN
(Gunawan dkk., 2018).
#5’ merupakan Ruang Vektor yang disebut sebagai Ruang Morrey Diskrit. Ketika

p = q, diperoleh £ = £P. Secara umum p < g, £ merupakan ruang yang lebih

luas dibandingkan ruang £?.

28
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4.2 Sifat Kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit.

Proposisi 4.2. (Gunawan dkk., 2018)
Misalkan fg himpunan yang berisi barisan dan misalkan x € £’Z dengan

x = (xp) ez definisikan

1
11 P

Il = sup [SpalTP| > lel?

meZNEw kSN
untuk 1 < p < q < oo, ({’Z, II-II{,p) merupakan Ruang Banach.
q

Bukti. Akan ditunjukkan (fZ, II-II%J ) merupakan Ruang Bernorma.

1. Akan dibuktikan bahwa ||x||£,3 > 0, untuk setiap x € .

1
11 P
Iell = sup [SmulT P D lel?
q meZNEw
kESm,N
Berdasarkan definisi nilai mutlak maka
|xk| = 0.
|Xk|p > 0.
Z |Xk|p > 0.
KESm,N
1
p
Z |xlP ] =0

1 1

Karena |S,,v|? » merupakan kardinalitas himpunan, yang artinya banyak

anggota himpunannya itu tidak mungkin bernilai negatif maka

1 1
|Sin|? 7 = 0, akibatnya
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T =

11
|Sm,N|E_5 Z |xg[P | =0.

kESm’N
Berdasarkan Definisi 4.1. maka
1
11 P
sup  [Syy |7 P 2 Ix|P | =o0.
MEZNEwW
kESm N
Iz = 0

2. Akan dibuktikan bahwa ||x||[2 = 0 jika dan hanya jika x = 0.

(=) Jika ||x]l, = 0 maka x = 0.

X =0.
llcllpp
1
11 P

sup |Sm,1v|q P Z lx|P | =0.

MmeZ,NeEw
kKeESm N
11
Karena |Smn| =2N+1>0, maka |Smn|? P #0, sehingga

1

(ZkesmyN|Xk|p)E haruslah bernilai nol sehingga

1
p
Z lxg|P ] =0
KESmN
3 le =00
KESm.N
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Karena [x;| = 0 dan Ycs . [xk [P = 0 maka x, haruslah bernilai nol untuk

setiap k € S,,, y sehingga

|xx|P =0

lxx| =
x, =0
x=0

(&) Jika x = 0 maka ||x||£,5 = 0.

Karena x = 0, maka x;, = 0 untuk setiap k € Z. Sehingga

1

11/E P

ellyp = sup (ST P ( D luel? )
9  meLNew ~

1
11/(8 P

= sup [suulP( Y loP ).

MEeZNEwW =1

Karena semua suku-sukunya adalah nol, maka hasil penjumlahannya juga

nol.

11 1
Ixllp = sup |Syu[@ P(IOIP + [0 + [0 + - )P,
9  meZNew

1

11
= sup [SpulTP(0)P.
MEZNEwW

=0.

Sehingga ||x||{,3 =0.

3. Akan dibuktikan IIaxllfg = IaIIIxIIfg, untuk setiap x € {’g dan skalar « € T,

1
11 g
laxllp = sup [Spnld P ) laxl?

MmeZNEw
KESm N
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T =

11
sup_[Smalt | ) |a|P|xk|p>.
meZNew

KESm N

1
11 P
sup [SunlTP( 101" > lnl? |
MmeZNEwW
kESm_N
1

11 P
=lal sup [SuulTP( > Ixl?
MmeZNEwW
KESm,N
= lalllxll,-

Akan dibuktikan bahwa ||x; + yk”zg < IkaII{,Z + ||yk||{,3.

Misalkan x,y € fg untuk setiap m € Z, N € w. Berdasarkan Teorema 2.5

yaitu dengan ketaksamaan Minkowski maka didapatkan

1
11 ol
[Smn7| >+ 3]
JESMmN
_ 1 1
11 P 11 P
< [Smul?| D bl |+ [SmalTP| D il?
_kESm‘N keSmN

Berdasarkan Definisi 4.1 maka
1
?

11

MEZNEw .
JESm,N

1 1

14 11 14
+ sup [Spn|T? E lyel?]| -
MmeZNEw

KESmN

11
< s [5lTF| S b

MEZNEwW
KESm,N

Maka didapatkan ||x + yII{,Z < ||x||{,Z + ||y||{,Z_
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Karena ruang fZ memenuhi kondisi fungsi norma, maka terbukti bahwa
ruang {’Z merupakan Ruang Bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa fg
adalah Ruang Banach. Untuk membuktikan {’Z merupakan Ruang Banach, maka
akan dibuktikan bahwa Barisan Cauchy di {’2’ adalah konvergen di dalamnya.
Misalkan (x®) Barisan Cauchy di €% , artinya setiap suku x® untuk i € N adalah
anggota dari £5. Karena ¢ adalah ruang barisan maka (x). _ adalah barisan atas

lapangan . Misalkan

)= (®) = ® O O, 0 O
x(l) = (xkl ) - (...,X_ll, xol )xll ’le xnle

2D, 5 O
ieN

X; ) di mana

) ey

1 1 1 1 1
x® = (6D, 2,1 D, 20,10 ),

2 2 2 2 2
x® = (. xD,22 1P, 2P 1P ),

x(Me) = ( , XET;E); xgrie)’ xéne)’ xine)’ xgne) ),

x® = (...,xgig,xfii,xéi),xfi),xéi) )

2@ = (2D, 2D 2P 2P 2P ),

Pertama, akan dibuktikan bahwa (x,(f)) konvergen ke suatu x.
Berdasarkan Definisi 2.9 yaitu Definisi barisan Cauchy pada norma, maka untuk
setiap € > 0 terdapat n. € w sedemikian sehingga untuk setiap i, j > n, berlaku

[|x® — x(j)”t,p <e.
q
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1
11 5 oP )\
sup |Spun|? P Z |x,((l) —x) <e.

MmeZNEw
keSm N

Diberikan M < Rdengan M # @. s = sup M jika untuk setiap € > 0, terdapat
ne € M sehingga s — € < n. . Akibatnya jika i, j > n. maka i dan j bukanlah batas

atas terkecil sehingga

1

i o_ P\
|Smn|? P Z |xk - x¢ <€

KESm N
Karena N = N memenuhi Definisi 2.9, yaitu Definisi barisan Cauchy pada norma.
Maka selanjutnya akan ditunjukkan ketika kasus N = 0, karena N = 0 tidak ada di
Definisi.

Pilih N = 0 maka |S,,v| = 2(0) + 1 = 1. Sehingga diperoleh

1
p
11 ; NP
|1]a P Z |x,£l)—x,£]) <e.
KeESm N
1
) p
@ 6))
Z X — Xg < €.
kESm,N
o _ D
Z X — Xy < €P,
KESm N

(...+ xgii - x£j1)|p + |xéi) - x(gj)|p + |x§i) - xij)|p + ) < €P.
|x,g) - x,Ej)|p < €P.
|x,((i) - x,(cj)| <eE€.

untuk setiap i, j = n. diperoleh
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|x’£i) (1)| <e
Ini menunjukkan bahwa barisan ( (1)) merupakan Barisan Cauchy.

Sehingga (x, )) terbukti merupakan Barisan Cauchy di ¢ artinya setiap suku x,(f)

untuk i € N adalah anggota dari {’Z. Karena fZ adalah ruang barisan maka ( ,El)) \
i€

adalah barisan atas lapangan FF, karena R atau C lengkap maka barisan tersebut
konvergen.
Sehingga berdasarkan Definisi 2.9 dapat ditulis

xf) - Xq, xgi) - X5, xgi) - X3

atau

®
Xy = X

Kedua, akan dibuktikan bahwa x € {’Z.

)

Sebelumnnya telah terbukti x( merupakan barisan Cauchy atas lapangan F.

Selanjutnya didefinisikan x := (xj)xez di mana

xk—llmx( ), Vk €Z

Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € w sedemikian

sehingga untuk setiap i,j > n. berlaku [|x® — x(f)||fp <e
q

S

sup |SmN|q p Z | (l)—x,({j)p <e.

meZNEwW KESmN
Kemudian, misalkan j — oo maka

1
> p
sup |SmN|q p Z | (l)—xk| <€,

MeZNEwW
KESm,N



36

untuk i > n.. Karenax® € £7 dan (x® — x) € ¢7 sehinggax = x® — (x® — x)
di £5. Sehingga terbukti x € €. Selanjutnya

Ketiga, akan dibuktikan bahwa x® — x.

Ambil sebarang x = (xy)kez = (X1, X2, X3, ...)

Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n, € w sedemikian
sehingga untuk setiap i,j = n, berlaku [|x® — x(f)||{)g <e.

1
0 =x0ly = sup [sal p(2| © 0 ) e
q MmeZNE

Diberikan j — oo diperoleh

1

”x(i) _ X(j)“{,p = sup |SmN|a_5 <Z| @ —xk| ) < E.
4 me

Ew

[|x® — x||[g <e
Hal ini menunjukan bahwa [|x® — x|| , < e sehingga x® — x. Karena barisan
q

x® adalah Barisan Cauchy pada ¢4 yang konvergen ke x € £ maka £} lengkap

jadi terbukti bahwa £ merupakan Ruang Banach. Dengan demikian Proposisi 4.2
terbukti.
Lemma 4.3. (Gunawan dkk., 2018)

Untuk setiap 1 < p; < p, < oo,m € Z dan N € w. Diperoleh

1 1
P1 P2

1 Z 1
— D | < ) Il
|Sm’N| kESm'N |Sm'N| kESm_N '

di manax = (xy)kez € F untuk setiap k € Sy, v.

Bukti. Misalkan 1 < p; < p, < oo,m € Zdan N € w.



Ketika p; = q maka £}' = £)! = £P1. Sehingga diperoleh

1

1

11 b
ellrs = sup [SuuldPr( D e |
kESm‘N

MmeZNEwW

1

1 1 P1
= sup |5m,N|p1 P1 Z EAL _
KESm N

meZNeEw

1
P1

sup |Sm,N|0 Z | [P

meZNew
k€ mN

Il
~
[y
N7
=
=
=
[y

= Z |2 [P

KESm N

Jika x = (x3) ez € £P2 maka dengan ketaksamaan Holder sehingga

1 b1 1-P1\ Py
P1 P P2 D2
2
lxe[Pr ] < |x, [P 1
Xk S Xk
KESm,N KESm N KESm,N
1
b1 1P\ py
P2 P2
kESm‘N kESm_N
p1 1 p1\1
L S — 1___
P2 P1 ( pz)P1

kESm,N kESm,N

37
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1 1 pg1
2 (p_l_p;pl)
(S w) (3
KESm N KESm N
1 1 1
P2 %)
(3we) ()
ke€Sm N KESm,N
1
P2 (L_L)
= Z |xk|172 |Sm,N| D1 P2/
kESm,N
1
D2
1 1
= |Sm,N|(p1 Pz) z |2 |P2 ) (15)
kESm‘N
1
D2

:|Sm,N|E—i Z | |P2
|Sm'N|P2 KESmN

Selanjutnya, hal ini berakibat

p1 1 1 D2
Z |2 [P = |Sm,N|p1 — Z | [P2
KESm N |5m'N |pz KESm N
1 1
1 P1 1 D2
1 |xk|p1 < 1 |xk|p2
|Sm,1v|p1 KESm N |5‘m‘N|pz KESm N
1 1
1 P1 1 P2
Dbl | <= D Il
| lekESmN | m’leES N

Dengan demikian lemma 4.3 terbukti.
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Proposisi 4.4. (Gunawan dkk., 2018)

Untuk setiap 1 < p; < p, < q < oo, terdapat ff;z c ff;l dengan ||x||£,51 < ||x||€32
untuk setiap x = (x;) € €52

BUkt| Jlkax = (xk)kez € fgz maka

1

1 1 P1

i€ = sup [SuulT i D | (16)

MeZNEw
KESm,N

Dengan menggunakan Lemma 4.4, apabila dijabarkan diperoleh

Selanjutnya, substitusikan persamaan (15) ke (16), sehingga diperoleh

1

11 b1
Iellps = sup [SpalTPr( > el

meZNEw
keSm,N

1
11 11 ”2\
< sup |Sm,N|q p1 |Sm,N|p1 D2 z |xk|p2 .

meZNew
KESm,N

1

11,1 1 P2
< sup |5m‘N|q P1 P1 P2 Z |2, [P
meZNEeEw KESm N
m,
1
11 D2
< sup [SunlTPE( ) lwlre | = i,
MmeZNeEw

KESm,N

Sehingga didapatkan |[|x|| »1 < [|x|| ,»z, dengan demikian proposisi 4.4 terbukti.
q q
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Teorema 4.5.

Misalkan p dan g merupakan Bilangan Riil yang memenuhi 1 <p < g < é dan

0<p<1 sehingga%+ i = 1.Jika (x;) € £} dan (y;) € ¢ maka

1 1

11 11 11 !
[Sun 7 D byl < SmalT? (> Bl ) [SmnlT [ Iyl
jESm‘N kESm_N mESm_N
Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka

X <I|lx .
leyller <l Iyl

Bukti. Misalkan p > 1 dan definisikan g sebagai berikut

2oy 17
ptg (17)

p dan g selanjutnya disebut sebagai konjugat eksponen.

Dari persaman (17) diperoleh

+
L _Pta
Pq
pq=p+q. (18)

1=(p-D(@-1.

1

Sehingga D)

=q — 1, maka
u = tP~1 mengakibatkan t = u971.
Misalkan a dan g adalah sebarang bilangan positif.

Akan ditunjukan bahwa aff < %ap + %/3‘1 untuk setiap a, B = 0 dengan

Selanjutnya, Jika ¢« = 0 atau f = 0 maka ketaksamaan jelas berlaku.

Perhatikan bahwa
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« A 1 1
af < f tP~dt + f uildu < —a? +-p1. (19)
0 0 p q

Misalkan (%;) dan () yang memenuhi

11 11
Sunl@P[ DB =1 IsaalT?( D ) =1 o

JESmN JESmN

Selanjutnya, misalkan a = |%;| dan B = |¥;|. Dari ketaksamaan (19) diperoleh
ketaksamaan

B3l <5150 + Il @
Jika dijumlahkan terhadap j dan menggunakan persamaan (17) dan ketaksamaan
(19), diperoleh

Z %] < - +1= 1

L q (22)
kemudian ambil sebarang taknol x = (x;) € £} dany = (y;) € £} dan berurut
X < Yij

Xj = 11 Yj =

T-
S nld P p)p i ’ @
| le (ZkeSlexkl ) |Sm'N|q p(ZmESm,lemlq)

Misalkan

S|
Q|-

11 11
= ISunlTP( D0 Bl ) B=lsaalTP| D byl

kESm‘N mESm,N
Sehingga diperoleh
s Y o~ Y
=X = 3—}’j—§, (24)

yang memenuhi persamaan (20), kemudian substitusikan persamaan (24) ke

persamaan (22)
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JESm,N JESmN JESmN
11,1
Smnl*? (5) D Ll
JESmN
p 11
1 X; 11 y
<lsnl?(3) Y. B slsanlin () 3 B
JESMmN JESmN
p
<|s |q—5(_) Z |x]| +1s |5—5<) z |y
m,N AP m,N B4
JESMmN JESmN

7oL %‘% 1 q 1 1

JESm,N JESmN
Selanjutnya, ketaksaman tersebut di sederhanakan sehingga di dapatkan:

Smnlt 7 (55) > byl < 1.

JESm,N
11
| [T P Z |x;vj| < AB.
JESm,N

Substitusikan AB yang sudah dimisalkan tadi, sehingga diperoleh

1 1

11 11 : 11 a
[Smnl? " Tl < [Smal? ( > |xk|p> [Simn° ( > w) .

jESmVN kESmVN kESm,N
Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka
X < |lx .
leyllee < lxll Iyl

Dengan demikian Teorema 4.5 terbukti.
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Teorema 4.6.

Misalkan p dan g merupakan Bilangan Riil yang memenuhi 1 <p < g < é dan
0<p<1 sehingga%+%= 1.Jikax = (x;) € £h dany = (y;) € ¢4,

1
11 p

Smal? (Dl + "

JESm,N

1
p

1
11 o\ 11 »
<ISmnlT?( D bl | +lsmalP{ D Iyl

JESmN JESmN
Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka
X < |lx .
lx + yllp < llxllz + Iyl 2
Bukti. Misalkan p > 1 dan agar mempermudah penulisan misalkan x; + y; = z;.

Dari ketaksamaan segitiga untuk Bilangan Riil diperoleh

11 11 _ 11 _
[SmnT 215" = |Smn TPl + 3l < [Smnl TP (] + D"

11 1

11 _ 11 _
= <|Sm'N|q P|x]|7|" S| Plyllz|” 1>'

dengan menjumlahkan j dari 1 sampai supremum atas m € Z dan N € w maka

diperoleh
11 v 11 p—1 11 p-1
R S e N S [ M o S A P L Y

jESm,N jESm,N jesm,N

Untuk penjumlahan pertama di ruas kanan dijabarkan menggunakan Teorema 4.5

sehingga diperoleh

1 1
11 11 5 E
5l 3 allel™ < lnal| S | | Y il @)
MESMm N

JESmN kESm,N



44

Untuk penjumlahan kedua di ruas kanan dijabarkan menggunakan Teorema 4.5

diperoleh

11 _ 11
ST DT Dyl < ISl

JjESm,N KESm N

Dari persamaan (18) diperoleh

pq=p+q.
pq —q =p.
qlp—1) =p.

Sehingga diperoleh (p — 1)g = p, dan dapat ditulis

1

jESm,N

dan

1

jESm,N

kESm‘N

11 _ 11
|Sm.N|q P Z |yj||Zj|p ' = |Sm,N|q p[ Z |yi [P

KESmN

1
11 _ 11 P
Sl 3 Poll ™ < Sl [ 2 'xkl"]

|

1
p
D[ | Dl
MEeSm N

| =

MeSm N

—_—

> ol

i
q

Q-

|

r

Selanjutnya, substitusikan ketaksamaan (28) dan ketaksamaan (29) ke

ketaksamaan (25)

11
[SmalT? > 5"

jESm,N

11

< |Spunld P

11

+ |Smn |7 P

_kESm’N

Dengan menggunakan sifat distributif diperoleh

>l

b1

S

)
Q|

)
Q=

(27)

(28)

(29)
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11

[Smalt™ > 5"

JESmN

1

1
P

(
|1
S{|Sm,N|q p Z | P

k kESm,N

11 .
+ |Sm,N|q p |yk|

kESm N

T
}I |zmlpl .
J mESmN

1

Selanjutnya yaitu membagi kedua ruas dengan [Ycs,, v12m[?]7,

11
S|P [Ssesmalzl T

[Zmesm,,vlzmlff’]a

11 11 1
{lSleq p[ZkesmN|xk|p]p + |Sm1v|q p[ZkesmN|3’k|p] }[Zmesm,N|Zm|p]q
<

1
[ZmESmJlem |p]q

Sehingga apabila disederhanakan

11
11 1
[Smal? | D 12"
JESmMm,N

1 1

11 P 11 P

< ISmnlTP| DT Bal?| H[SualT [ Y il?

KESm N KESm N

dari persamaan (17) diperoleh % =1- % sehingga bisa diubah pangkatnya menjadi

1
11 P
S| [ > Iyl

jESm,N

(30)

1

S

1.1
< snlTF| S

kESm’N

11 P
+|Sm,N|q p Z |yk|p .

kESm’N

Sebelumnya, diketahui z; = x; + y; dan x;, y; € £5. Misalkan N — oo, karena

x = (x;),y = (y;) € ¢%, maka ruas kanan ketaksamaan (30) konvergen.
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Sehingga ruas kiri juga konvergen dan berlaku

1
11 P
[SmnT7| > g+l
jESm,N i

_ 1 1

T P 11 P

<[Smalt | D bl |+ [Smali [ Dl

_kESm,N kKeESm N

Dengan diberikan supremum atas m € Z dan N € w maka
< :

b+ yll gz < lixllgp + 1yl
Dengan demikian Teorema 4.6 terbukiti.
Proposisi 4.7. (Hao dkk., 2023)

- p - - . - - p

Misalkan €, himpunan yang berisi barisan dan misalkan x € £, dengan
x = (xp) ez definisikan

1
11 p

Il = sup [SpnlTP( > lul? |

meZNew
keESm N

untuk 1<p<gq <$ dan misalkan 0 < ¢ < 1. (l”;, II'II{,p) merupakan Ruang
q
Banach.
- - - p .
Bukti. Akan ditunjukkan (t’q, I ”f’i,’)'

1. Akan dibuktikan bahwa ||x||{,g > 0, untuk setiap x € £}

1
11 p

IKllp = sup [SnnlTP| D lxel?

MmeZNEw
kESm,N

Berdasarkan definisi nilai mutlak maka

|Xk| = 0.
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1 1

Karena |S,,|? » merupakan kardinalitas himpunan, yang artinya banyak
11
anggota himpunannya itu non negatif maka |S,, |9 » = 0, akibatnya

1
p
1 1
|Spn|7 P Z IxJ? | =o.

KESm,N

Berdasarkan Definisi 4.1 maka

S

11

sup [Snnl7 [ D lul? | 2o

MmeZNEw
k€Sm N

”X”{,Z = 0.

2. Akan dibuktikan bahwa ||x||{,g = 0 jika dan hanya jika x = 0.

(=) Jika ||x||p = 0 maka x = 0.

b = 0.
Il o
1
11 P
O (o
meZNEew
kKESm N

11 1
Karena |Spn|=2N+1> 0, maka |S,,x|7 ? # 0, maka (Zkesm’leklp)p

haruslah bernilai nol sehingga
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S

Z | [P = 0.

keSmN

S e =00

KESm N

Z |xg [P =

KESm,N
Karena |x;| = 0 dan ¥es, |xk|P = 0 maka x; haruslah bernilai nol untuk

setiap k € S,,, y sehingga

|l [P =0
x| =0
x, =0
x=0

(<) Jikax = 0 maka ||x||,, =

Karena x = 0, maka semua barisan x;, adalah nol. Sehingga

Ixlly = sup |smN|w<Z|xk|P)
9  meLNew

Karena semua suku-sukunya adalah nol, maka hasil penjumlahannya nol.

llxll o = sup. |SmN|q p(|0|p+|0|p+|0|p+ )p

MmeZ

11 1
— sup |Sualt PO

meZNew

=0.



49

Sehingga [|x|| ,» = 0.
q
Akan dibuktikan IIaxllfg = |“|||x||eg’ untuk setiap x € £’g diambil @ € F,

sebagai skalar.

1
11 P
laxllp = sup [SnalTP| > laxil?
a meZ,NEw
kESm,N
1
11 P
= sup [SpnlP( ) lallnd? )
MmeZNEw
KESm,N
1
11 P
= Ssup |Sm,1v|qp |er|® Z |2 P ] .
meZNEw
KESm,N
1
11 P
=lal sup [SnalTP( D il
MmeZNEeEw
KESm,N
= |alllx|l,.

Akan dibuktikan bahwa ||x; + ykllfg < IkaII{,g + ||yk||{,5.

Misalkan x,y € f’; untuk setiap m € Z, N € w. Berdasarkan Teorema 4.7

yaitu dengan ketaksamaan Minkowski maka didapatkan

1
p

11
sup_ (S l > g+l

meZNEw .
JESmN

11
< s linlT3| Y b

MeZNEwW
KESmN

1 1
14 11 p
+ sup [Spn|TP Z [yelP|

MmeZNEwW
KESm,N

Maka didapatkan ||x + yII{,Z < ||x||{,Z + ||y||{,Z_
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Karena ruang fZ memenuhi kondisi fungsi norma, maka terbukti bahwa
ruang {’Z merupakan Ruang Bernorma. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa fg
adalah Ruang Banach. Untuk membuktikan {’Z merupakan Ruang Banach, maka
akan dibuktikan bahwa Barisan Cauchy di {’2’ adalah konvergen di dalamnya.
Misalkan (x®) Barisan Cauchy di €% , artinya setiap suku x® untuk i € N adalah
anggota dari £5. Karena ¢ adalah ruang barisan maka (x). _ adalah barisan atas

lapangan . Misalkan

I ) _ o O O O @ @ O
x@® = (xk )iEN = (...,x_l,x0 b X9 Xy e Xy X, X )

Pertama, akan dibuktikan bahwa (x,gi)) konvergen ke suatu x.
Berdasarkan Definisi 2.9 yaitu barisan Cauchy pada norma maka untuk setiap € >
0 terdapat n. € w sedemikian sehingga untuk setiap i,j = n. berlaku

[|x® — x(f)”{,g <eE.

1
11 Al
sup [Spn|7 P Z |x£l) —x) <e.

MmeZNEw
kK€Sm N

Untuk setiap € > 0, karena supremum maka terdapat n, € M dengan M merupakan
batas atas. Akibatnya jika i,j = n, maka i dan j bukanlah batas atas terkecil

sehingga

1
11 . o\’
| [T P Z |x,gl) —xJ <e.
kESm'N
Karena N = N memenuhi Definisi 2.9, yaitu barisan Cauchy pada norma, maka

selanjutnya akan ditunjukkan ketika kasus N = 0, karena N = 0 tidak ada di

Definisi.
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Pilih N = 0 maka |S,,v| = 2(0) + 1 = 1. Sehingga diperoleh

1
D
|1|q p Z | (‘)—x,Ej) P <e.
KESm.N
1
P
Z |x,((i) — x,(cj) P <e.
KESm.N
Z |x,((i) — x,Ej)lp < €P,
KESm.N

(ot [ =20 4 ¢ =P + ] =20 4 ) <
x,gi) — x,((j) P < €P,
|xlgi) (1)| <e
untuk setiap i,j = n. diperoleh
| x® — (1)| <e
Ini menunjukkan bahwa barisan ( (l)) merupakan Barisan Cauchy.
(x,(ci)) terbukti merupakan Barisan Cauchy di #% , artinya setiap suku x(‘) untuk i €

N adalah anggota dari t’g. Karena t’f; adalah ruang barisan maka (x,Ei)) adalah
iEN

barisan atas lapangan [, karena R atau C lengkap maka barisan tersebut konvergen.

Sehingga berdasarkan Definisi 2.8 dapat ditulis

xf) - X4, xgl) - Xy, xél) - X3
atau
x’((l) - Xg.

Kedua, akan dibuktikan bahwa x € {’Z.
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Sebelumnnya telah terbukti x,(c‘) merupakan barisan Cauchy atas lapangan F

Selanjutnya didefinisikan x := (x;)xez di mana
Xp = 11m x,En), Vk eEZ
Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € N sedemikian

sehingga untuk setiap i,j > n. berlaku [[x® — x(f)||fp <e.
q

1
14
N
sup |SmN|q p Z | (l)—x,(cj) <.
MmeZNEwW
KESm,N
Kemudian, misalkan j — co maka
1
P
—_= 14
sup |Sm qu z z | (l)—xk| 3
MEZNEwW
KESm,N

untuk i > n.. Karenax® € 8 dan (x® — x) € 7 sehinggax = x® — (x — x)
- p - - p -
di £;. Sehingga terbukti x € £;. Selanjutnya

Ketiga, akan dibuktikan bahwa x® — x.
Ambil sebarang x = (xy)kez = (X1, X2, X3, ...)
Berdasarkan Definisi 2.9 maka untuk setiap € > 0 terdapat n. € w sedemikian

sehingga untuk setiap i,j > n, berlaku [|x® —x9|| , < edengan 1 <p < .
q

Berdasarkan poin pertama, yaitu x,, @) konvergen ke suatu x; € £P

1
||x(i)_x(j)||p=<2| 0 _ 0 ) <e

Diberikan j — oo diperoleh
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1

= <i|x’(€i) — xk|p>5 <e€.
k

=1

[|x© — x||€g <e.
Hal ini menunjukan bahwa [|x® — x|| , < € sehingga x® — x. Karena barisan
q

x® adalah Barisan Cauchy pada ¢4 yang konvergen ke x € £ maka £} lengkap
jadi terbukti bahwa fZ merupakan Ruang Banach. Dengan demikian Proposisi 4.7

terbukti.

4.3 Integrasi Sifat Kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit Berdasarkan

Nilai-Nilai dalam Islam.

Agama Islam merupakan agama yang telah Allah sempurnakan sebagai
penutup dari agama-agama sebelumnya. Sehingga pada subbab ini, akan dijelaskan
tentang sifat kelengkapan pada Ruang Morrey Diskrit berdasarkan hikmah yang
dipelajari dalam surah Al Maidah ayat tiga.

Hal ini sesuai dengan ayat yang dijelaskan di bab dua pada surah Al-Maidah
ayat tiga yang artinya:

“Pada hari ini Aku telah sempurnakan bagi kalian agama kalian, dan Aku
telah cukupkan nikmat-Ku atas kalian dan Aku pun telah ridha Islam menjadi
agama bagi kalian”. (Al-Qur’an, 2018)

Dari ayat di atas beberapa pelajaran / hikmah yang dapat pelajari yaitu:
Pertama, ajaran Islam telah sempurna sehingga tidak butuh agama dan nabi
setelah Rasulullah. Ibnu Katsir dalam tafsirnya berkata: pada hari ‘Arafah, Allah

menurunkan firman-Nya: (“Pada hari ini telah Kusempurnakan untuk kamu

agamamu, dan telah Ku-cukupkan kepadamu nikmat-Ku dan telah Ku-ridhai Islam
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itu jadi agama bagimu”) ini adalah nikmat Allah yang terbesar yang diberikan
kepada umat ini yaitu dengan menyempurnakan agama mereka,sehingga mereka
tidak memerlukan agama lain dan tidak pula Nabi lain selain Nabi Muhammad
shallahu alaihi wa sallam. Oleh karena itu Allah menjadikan Muhammad sebagai
penutup para Nabi, maka tiada sesuatu yang halal kecuali apa yang dihalalkan
olehnya, dan tidak pula sesuatu yang haram kecuali apa yang diharamkan olehnya
sehingga tidak ada agama kecuali apa yang disyariatkannya. Semua yang
dikabarkannya adalah hak, benar, dan tidak ada kebohongan, serta tidak ada
pertentangan sama sekali (Abdurahman & Ishag, 2005).

Dia menyempurnakan agama bagi mereka, maka lengkaplah nikmat itu bagi mereka
(Ahmad, 2017). Begitu juga dengan Ruang Morrey Diskrit, apabila terbukti
merupakan ruang Banach, maka lengkaplah Ruang Bernorma tersebut.

Kedua, dalam ibadah agama Islam tidak perlu ada penambahan dan
pengurangan yang artinya, dilarang berbuat bid ah yaitu melakukan amalan berupa
ibadah yang tidak ada tuntunannya  (menyimpang). Ibnu Abbas
radhiyallahu”anhuma berkata,

“Allah telah menyempurnakan 1slam sehingga mereka (umat Islam) tidak
perlu lagi menambahkan ajaran Rasul dan Allah telah membuat ajaran Islam itu
sempurna sehingga jangan sampai dikurangi. Jika Allah telah ridha, maka
janganlah ada yang murka dengan ajaran Islam. ”(Ath-Thabari, 2007)

Ketika Imam Malik rahimahullah membicarakan hadits di atas, beliau juga
menyinggung bahaya bid’ah. Beliau berkata,

“Barangsiapa yang berbuat bid’ah dalam Islam dan ia menganggap
khasanah (baik), ia berarti telah mengklain bahwa Muhammad shallallahualaihi
wa sallam telah mengkhianati risalah. Karena Allah telah berfirman (yang
artinya). “Pada hari ini telah Kusempurnakan untuk kamu agamamu...” Jika disaat

Rasul hidup, sesuatu bukanlah termasuk ajaran Islam, maka saat ini juga bukanlah
ajaran Islam.”(Abu Ishaqg lbrahim, 2006).
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Jika dalam agama Islam, bid’ah itu lebih menekankan tentang larangan
penambahan amalan ibadah, maka di surah Al-Bagarah ayat 208 lebih ditekankan
tentang tidak melakukan pengurangan dalam amalan ibadah. Yaitu dengan cara
masuk agama Islam secara keseluruhan (kaffah) yang dijelaskan sebagai berikut:

“Wahai orang-orang yang beriman! Masuklah ke dalam Islam secara
keseluruhan (kaffah) dan janganlah kamu ikuti langkah-langkah setan. Sungguh,
ia musuh yang nyata bagimu.” (Qs. Al-Bagarah ayat 208).

Ketika seseorang ingin menjadi manusia yang utuh lengkap yaitu menjadi
manusia yang berislam, maka ikutilah panduan Al-Qur’an seutuhnya. Sehingga
kerjakanlah apa yang diperintahkan dan tinggalkan apa yang dilarangnya secara
keseluruhan (kaffah) sehingga tidak ada yang dikurangi dalam melaksanakan
amalan ibadahnya dan tidak pula menambahkannya jika tidak ada tuntunannya
(bid’ah). Kalau ada perintah yang tidak dilaksanakan atau larangan yang dijalankan
maka manusia tersebut belum sempurna dalam keislamannya. Dari analogi surah
Al-Bagarah ayat 208, dapat dipelajari terkait dengan kesempurnaan atau
kelengkapan di dalam Ruang Morrey Diskrit. Pada penelitian ini telah
membuktikan bahwa Ruang Morrey Diskrit yang memenuhi kondisi Ruang
Bernorma dan setiap barisannya Cauchynya konvergen di dalamnya, maka Ruang
Morrey Diskrit tersebut bisa dikatakan lengkap. Sebaliknya, jika ada salah satu saja

kondisi yang tidak memenuhi maka tidak bisa dikatakan lengkap.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembuktian yang telah dibahas, maka Ruang Morrey

Diskrit fg berlaku sifat kelengkapan. Hal ini telah dibuktikan bahwa Ruang Morrey

Diskrit #3 merupakan Ruang Banach.

5.2 Saran

Saran untuk penelitian selanjutnya, topik penelitian tentang Ruang Morrey
Diskrit masih belum banyak yang bahas sehingga untuk kedepannya topik
penelitian ini dapat dikembangkan lagi dengan sifat-sifatnya yang lain seperti sifat

keterbatasan, sifat inklusi, syarat cukup ketaksamaan dan lain-lainnya.
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