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ABSTRAK

Cahyani, Nia. 2015. Menentukan Flow Maksimum pada Jaringan Bipartisi.
Tugas akhir/skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang. Pembimbing:
() H. Wahyu H. Irawan, M.Pd. (I1) Abdul Aziz, M.Si.

Kata Kunci: jaringan, flow, jaringan bipartisi, algoritma Ford-Fulkerson

Jaringan merupakan graf berarah terhubung lemah yang mempunyai nilai
kapasitas. Flow pada jaringan adalah fungsi yang memetakan setiap busur dalam
jaringan ke suatu bilangan real non-negatif yang memenubhi:

(i) 0=f1(@,j)<c(j)Vv(Gij el (disebut kapasitas batas)
(i) X peos) F)) = Zapere f @) (disebut nilai flow f)

(i) X peow) (L)) =L per FGNY x € V(N) - {s,t} (disebut
“konservasi flow”)

Nilai flow maksimum pada suatu jaringan dicari dengan menggunakan
algoritma Ford-Fulkerson.

Tujuan dari penelitian ini adalah membandingkan nilai flow pada jaringan
bipartisi yang diperoleh dengan menggunakan algoritma Ford-Fulkerson dengan
nilai flow yang diperoleh dengan mencari nilai flow parsial dari jaringan tersebut
dengan tujuan membuat teorema baru.

Untuk menerapkan algoritma Ford-Fulkerson untuk mencari nilai flow
maksimum pada jaringan bipartisi ditambahkan satu titik sumber yang terhubung
ke semua titik sumber yang ada pada jaringan itu, dan satu titik tujuan yang juga
terhubung ke semua titik tujuan yang ada pada jaringan tersebut baru menjalankan
algoritma Ford-Fulkerson. Sedangkan untuk mencari nilai flow dengan membagi
jaringan dapat dilakukan dengan membagi jaringan bipartisi menjadi beberapa
jaringan berdasarkan banyak titik sumbernya dan mencari nilai flow dari masing-
masing bagian. Nilai flow maksimum yang diperoleh dengan menerapkan
algoritma Ford-Fulkerson dibandingkan dengan nilai flow maksimum yang
diperoleh dengan membagi jaringan tersebut.

Hasil penelitian ini adalah: Nilai flow maksimum jaringan bipartisi sama
dengan total nilai flow maksimum parsialnya.

Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan bermacam-
macam teorema tentang nilai flow pada jaringan bipartisi dengan cara yang lebih
mudah.
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ABSTRACT

Cahyani, Nia. 2015. Determine Maximum Flow in Bipartite Networks. Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State
Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) H.
Wahyu H. Irawan, M.Pd. (11) Abdul Aziz, M.Si.

Keyword: network, flow, bipartite network, Ford-Fulkerson algorithm

Network is a weakly connected digraph which has capacity. Flow in a
network is a non-negative function defined on the edges that satisfies the
following conditions:

(i) 0<f(,j)<c(ij)Vv(,j) eT(N) (itiscalled bound capacity)
(i) Xajpeos) fG)) = Xa e f(J) (itis called value of flow f)

(i) Xapeow f)) = Zapern fFEGNHY x e V(N) - {s, ¢} (it is called
“flow conservation™)

The maximum flow value of a network is determined using Ford-Fulkerson
algorithm.

The purpose of this research is to compare flow value found using Ford-
Fulkerson algorithm and flow value found using partial flows to make new
theorem of bipartite network flow.

To apply Ford-Fulkerson algorithm for finding maximum flow in bipartite
networks, a super-sink and a super-source need to be added to that network. On
the other side, to find maximum flow in bipartite networks by splitting the
networks become some pieces depend on the number of sources then finding the
maximum flow value of each piece. The maximum flow value determined using
Ford-Fulkerson algorithm is compared to maximum flow value determined using
splitting method.

The result of this research is: Maximum flow of bipartite network is equal
to the total of its partial flows

For the next research the writer suggests to find some other theorems about
finding maximum flow of bipartite network using easier ways.

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah satu dari beberapa cabang ilmu matematika yang
sebenarnya telah ada sejak lebih dari dua ratus tahun yang lalu. Jurnal pertama
yang membahas teori graf muncul pada tahun 1736 oleh matematikawan
terkemuka dari Swiss yang bernama Euler. Dari perspektif matematika, awalnya
teori graf “kurang” signifikan karena pada umumnya digunakan untuk
memecahkan teka-teki (puzzle), tetapi pada akhirnya mengalami perkembangan
yang pesat sekali pada beberapa puluh tahun terakhir ini. Salah satu penyebab
berkembangnya teori graf dengan sangat pesat yaitu aplikasinya yang sangat luas
dalam kehidupan sehari-hari maupun di dalam berbagai bidang ilmu, misalnya
ilmu komputer, teknik, sains, bisnis, dan sosial. Di dalam teori graf juga dibahas
tentang flow yang penerapannya banyak digunakan khususnya dalam industri,
misalnya menentukan penjadwalan, nilai maksimum lintasan terdekat, dan lain-
lain (Budayasa, 2007).

Sejauh ini telah banyak buku, jurnal, atau karya tulis lain yang membahas
tentang flow dan algoritma flow maksimum sampai dengan aplikasi flow pada
jaringan. Di dalam beberapa karya tulis tersebut dijelaskan algoritma flow
maksimum dari suatu titik sumber ke suatu titik tujuan serta waktu yang
diperlukan untuk menemukan nilai flow maksimum menggunakan suatu
algoritma. Seperti yang telah diteliti oleh Farizal (2013) dalam skripsinya

menjelaskan pencarian aliran (flow) maksimum suatu jaringan dengan satu sumber



2
dan satu tujuan dengan menggunakan algoritma Ford-Fulkerson. Dalam karya
tulis lain oleh Azar, dkk. (2013), dijelaskan waktu yang diperlukan untuk mencari
nilai flow maksimum dari suatu jaringan dengan menggunakan berbagai
algoritma, akan tetapi tidak dijelaskan bagaimana proses pencarian nilai flow
maksimum ataupun algoritma itu sendiri.

Budayasa (2007) menjelaskan bahwa untuk suatu jaringan selalu ada suatu
flow yang maksimum. Kemudian cara membangun suatu flow maksimum pada
suatu jaringan yaitu menggunakan algoritma Ford-Fulkerson. Selain algoritma
Ford-Fulkerson ada juga algoritma MPM, algoritma Edmons Karp, teorema max
flow—min cut dan algoritma Dinic. Di dalam skripsinya, Thesa Farizal (2013)
menjelaskan bahwa hal paling rapi dari algoritma Ford-Fulkerson yaitu selalu
memberikan hasil yang benar dalam penyelesaian submasalah dalam pencarian
lintasan peningkatan.

Di dalam al-Quran telah dianjurkan Allah untuk bekerjasama dalam

kebaikan yang tertulis dalam surat al-Maidah/5:2 berikut.

© X R 27T 4 AR I PTE
5205 05501 SY1 e 1555 Y5 (6528015 21 e 12555
“Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa, dan
jangan tolong-menolong dalam berbuat dosa dan pelanggaran. dan bertakwalah

kamu kepada Allah, Sesungguhnya Allah amat berat siksa-Nya” (QS. al-
Maidah/5:2).

do
gk

Dari latar belakang di atas, belum pernah dibahas mengenai bagaimana
menentukan flow maksimum pada jaringan bipartisi dengan cara membagi
jaringan bipartisi menjadi beberapa bagian. Penulis merasa penasaran mengenai
nilai flow pada jaringan bipartisi. Oleh karena itu penulis mengambil judul
“Menentukan Flow Maksimum pada Jaringan Bipartisi” yang akan menganalisis

nilai flow pada jaringan bipartisi.



1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang dapat dirumuskan masalah yang diteliti yaitu

bagaimana menentukan flow maksimum pada jaringan bipartisi.

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah maka penelitian ini bertujuan untuk

menjelaskan bagaimana menentukan nilai maksimum pada jaringan bipartisi.

1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan tujuan penelitian maka manfaat penelitian ini dikelompokkan
berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu:
a. Bagi penulis, sebagai tambahan pengetahuan dan wawasan penelitian teori graf
tentang masalah flow pada jaringan bipartisi.
b. Bagi mahasiswa, sebagai tambahan pengetahuan tentang flow pada jaringan
bipartisi.
c. Bagi lembaga, sebagai tambahan literatur yang dapat dijadikan kajian

penelitian matematika khususnya tentang teori graf.

1.5 Batasan Masalah
Penulis membatasi pembahasan pada konstruksi algoritma flow maksimum

pada jaringan bipartisi.



1.6 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan dalam penelitian ini yaitu studi literatur

dengan mempelajari berbagai literatur dan mengkaitkannya. Dari studi literatur

tersebut diharapkan dapat ditemukan teori baru dari teori-teori lama. Sedangkan

pendekatan penelitian ini yaitu pendekatan kualitatif dengan langkah-langkah

yang dilakukan sebagai berikut:

1.

2.

Menyajikan jaringan (N).

Menyelidiki apakah N merupakan jaringan bipartisi, jika N jaringan bipartisi
maka lanjut ke langkah 3, namun jika bukan jaringan bipartisi, kembali ke
langkah 1. Jika jaringan N bipartisi, maka himpunan titik pada jaringan N
yaitu V(N) dapat dibagi menjadi V; dan V, dengan |V;| = m dan |V,| =n
sehingga setiap sisi di jaringan N berpangkal di V; dan berujung di V5.
Membagi jaringan bipartisi N menjadi m bagian berdasarkan titik sumber,
atau menjadi n bagian berdasarkan titik tujuan. Berdasarkan titik sumber dapat
dibuat flow sebanyak m vyaitu fi, f5, f3, ..., fm- Sedangkan berdasarkan titik
tujuan dapat dibuat flow sebanyak n yaitu f;, f5, f3, -, fu-

Membuat flow baru dengan satu titik sumber dan satu titik tujuan.
Membandingkan flow yang diperoleh dari langkah 3 dan 4 dengan tujuan

membuat suatu lemma.

1.7 Sistematika Penulisan

Penulisan tugas akhir ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri

dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam subbab dengan sistematika

penulisan sebagai berikut:



Bab I

Bab 11

Bab Il

Bab IV

5
Pendahuluan, meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.
Kajian Pustaka, berisi tentang teori yang berhubungan dengan penelitian
ini meliputi definisi graf, definisi graf berarah, keterhubungan, jaringan,
flow maksimum pada jaringan, algoritma flow maksimum, titik pemutus,
graf bipartisi, jaringan bipartisi, dan kajian konsep flow dalam Islam.
Pembahasan, berisi penjelasan penulis tentang memaksimumkan flow
pada jaringan bipartisi.
Penutup, berisi tentang kesimpulan dari pembahasan serta saran-saran

untuk penelitian selanjutnya.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Definisi Graf

Pasangan terurut himpunan (V,E) disebut graf jika V merupakan
himpunan tak kosong dan berhingga dari unsur-unsur yang dinamakan titik dan E
merupakan himpunan (mungkin kosong) pasangan tak terurut titik-titik berbeda
yang ada di V yang dinamakan sisi, sehingga tidak terdapat gelung (loop)
(Chartrand & Lesniak, 1996).

Berikut ini contoh dari graf G.

Gambar 2.1 Graf G

Graf G dalam Gambar 2.1 dapat dinyatakan dengan G = (V(G), E(G)) dengan
V(G) ={a,b,c,d}dan E(G) = {ab, ad, ac, bc, cd}.
2.1.1 Derajat Titik

Derajat titik suatu graf adalah banyaknya sisi yang terkait langsung dengan
titik tersebut (Budayasa, 2007). Pada Gambar 2.1 derajat titik a adalah 3 karena
ada 3 sisi yang terhubung langsung dengan titik a. Derajat titik a adalah 3 ditulis

d(a) = 3.



2.1.2 Konsep Jalan, Jejak, dan Lintasan

Misalkan G suatu graf. Suatu jalan (walk) di G adalah barisan berhingga
tak kosong W = (v, 1, v4, €2, ..., €k, Vx) Yang suku-sukunya bergantian titik dan
sisi, sedemikian hingoa v;_, dan v; adalah titik-titik akhir sisi e; untuk 1 <i < k.
Dikatakan W adalah jalan dari titik v, ke v, atau jalan-(v,, vy). Titik v, disebut
titik awal jalan W dan titik v, disebut titik akhir jalan W (Budayasa, 2007).

Titik di G boleh muncul lebih dari sekali dalam jalan W, begitu juga
dengan sisi di G, boleh muncul lebih dari sekali di jalan W. Jika semua sisi dalam
jalan W berbeda, maka W disebut jejak (trail). Jika semua titik dan sisi dalam
jalan W berbeda, maka W disebut lintasan (path) (Budayasa, 2007).

Contoh jalan, jejak, dan lintasan seperti berikut.

Gambar 2.2 Jalan (Walk) v;-vs dan Lintasan (Path) vi-vs

Dari Gambar 2.2 didapatkan suatu jalan dari v; sampai vs urutannya
adalah (v4, e, Vg, €6, U3, €3, V4, €4, Vs ). Sedangkan suatu lintasan dari v; sampai vg

urutannya adalah (v,, e, v,, €,, V3, €s, Us).

2.2 Definisi Graf Berarah
Suatu graf berarah D yaitu pasangan terurut dari dua himpunan V(D) dan

I'(D), dengan V(D) himpunan berhingga dan tak kosong yang unsur-unsurnya
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disebut titik dan I'(D) himpunan berhingga (mungkin kosong) yang unsur-
unsurnya disebut busur dengan setiap busur adalah pasangan terurut dari dua titik
di V(D) (Budayasa, 2007).

Contoh graf berarah D vyaitu

D = ({v1,v2,v3,vs}, {(v1, v2), (01, v3), (V3,14), (V4, v2), (V2,V3)})

dan dapat diilustrasikan seperti gambar berikut.

U1 Uy

U3 1'74
D
Gambar 2.3 Graf Berarah D

2.2.1 Derajat Titik pada Graf Berarah

Misalkan D suatu graf berarah dan v € V(D). Derajat keluar titik v,
dilambangkan od(v), adalah banyaknya busur pada graf berarah D yang keluar
dari titik v. Sedangkan derajat masuk titik v dilambangkan id(v), adalah
banyaknya busur D yang menuju ke titik v (Ruohonen, 2013). Sebagai contoh,
dari graf berarah D pada Gambar 2.3, diperoleh od(v,) = 2; id(v,) = 0;
od(vy) =1;id(vy) = 2;0d(v3) = 1, id(v3) = 2; 0d(v,) = 1; id(v,) = 1.

Setiap busur dari suatu graf berarah dihitung tepat satu kali dalam
menghitung jumlah derajat keluar semua titik. Begitu juga setiap busur dihitung
tepat satu kali dalam menghitung jumlah derajat masuk semua titik, sehingga

diperoleh teorema berikut (Budayasa, 2007).



Teorema 2.1:

JikaD = (V(D), (D)) graf berarah, maka

> i@ =Irmi= ) odw)

veV (D) veV(D)
Bukti:
Setiap menghitung derajat keluar suatu titik, maka masing-masing busur dihitung
tepat satu kali karena setiap busur terkait langsung dari tepat satu titik. Demikian
juga setiap menghitung derajat masuk suatu titik, maka masing-masing busur
dihitung tepat satu kali karena setiap busur terkait langsung ke tepat satu titik

(Abdussakir, dkk, 2009).

2.2.2 Konsep Jalan, Jejak, dan Lintasan Berarah

Misalkan D graf graf berarah. Suatu jalan (walk) di D adalah barisan
berhingga tak kosong W = (vy,eq,Vy,€5,...,€x V) Yang suku-sukunya
bergantian titik dan busur, sedemikian hingga v;_, dan v; adalah titik pangkal dan
titik ujung busur e; untuk 1 < i < k. Dikatakan W adalah jalan dari titik v, ke vy,
atau jalan-(v,, vy) (Ruohonen, 2013). Jika semua busur dalam jalan W berbeda,
maka W disebut jejak (trail). Jika semua titik dan busur dalam jalan W berbeda,

maka W disebut lintasan (path) (Budayasa, 2007).

2.3 Keterhubungan
Graf dikatakan terhubung jika untuk setiap pasangan {x,y} titik berbeda

terdapat lintasan dari x ke y. Sebagai catatan, bahwa graf terhubung dengan order



10
(banyak titik) paling sedikit 2 tidak dapat memiliki titik terasing. Subgraf
terhubung maksimal adalah komponen suatu graf (Bollobas, 1998).

Contoh graf terhubung dan tak terhubung seperti berikut.

U3

Vg Vs
Gambar 2.4 Graf Terhubung G

L] Vs Vg

Uy Vg

Hl HZ H3
Gambar 2.5 Graf Tak Terhubung H dengan Komponen H;, H,, dan Hs

Ada dua macam keterhubungan pada graf berarah, yaitu terhubung kuat
dan terhubung lemah. Graf berarah dikatakan terhubung lemah jika graf dasarnya
terhubung, dan akan dikatakan terhubung kuat jika untuk setiap dua titik v; dan v;
dalam graf berarah terdapat lintasan berarah dari v; ke v; (Budayasa, 2007).

Berikut adalah contoh keterhubungan pada graf berarah.

Lt Va L1 V2 121 vy

>
>

V3 Vg V3 Uy V3 o Uy
D G H

(A) (B) ©

Gambar 2.6 (A) D Graf Berarah Terhubung Lemah; (B) G adalah Graf Dasar dari Graf
Berarah D dan H; (C) H Graf Berarah Terhubung Kuat
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Graf berarah D pada Gambar 2.6 (A) adalah graf terhubung lemah karena
graf dasarnya, yaitu graf G pada Gambar 2.6 (B) terhubung. Karena tidak ada
lintasan berarah dari v, ke v; pada graf berarah D, maka graf D terhubung lemah.
Sedangkan graf berarah H pada Gambar 2.6 (C) adalah graf berarah terhubung

kuat (Budayasa, 2007).

2.4 Jaringan (Network)

Jaringan (network) N = (V(N),I'(N)) yaitu graf berarah sederhana
terhubung lemah yang setiap unsurnya dikaitkan dengan bilangan real non negatif.
Kemudian, bilangan real non negatif yang dikaitkan dengan busur (v;, v;) atau
disingkat (i,/) pada jaringan N dinamakan kapasitas busur (v;v;) dan
dinotasikan c(v;, v;) boleh disingkat c(i,j). Suatu titik s pada jaringan N
dinamakan titik sumber jika id(s) = 0, artinya tidak ada busur yang mengarah ke
titik s. Sedangkan titik t di jaringan N dinamakan titik tujuan jika od(t) = 0 yang
artinya tidak ada busur yang keluar dari t. Titik-titik selain s dan t pada jaringan
N disebut titik antara (Budayasa, 2007).

Contoh jaringan N dengan titik sumber vg dan titik tujuan v, pada gambar

berikut.

N

Gambar 2.7 Jaringan N dengan Titik Sumber v, dan Titik Tujuan v,
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Asumsikan X dan Y dua himpunan bagian V(N) pada jaringan N.
Himpunan semua busur N yang berawal X dan berujung di Y dilambangkan
B(X,Y). Total kapasitas semua busur di B(X,Y) dilambangkan c(X,Y)

didefinisikan dengan

c(X,Y) = c(a).
as;m/)

2.4.1 Pemutus pada Jaringan

Misal N jaringan dengan titik sumber s dan titik tujuan t. Misal X adalah
himpunan bagian tak kosong dari V(N) dan X; =V(N) — X. Jika s € X dan
t € X1, maka himpunan busur B (X, X;) dinamakan pemutus-(s, t) dari jaringan N
jika dengan penghapusan semua busur B (X, X;) memutus semua lintasan berarah
dari s ke t pada jaringan N (Budayasa, 2007).
2.4.2 Konsep Flow pada Jaringan

Misalkan N jaringan dengan titik sumber s dan titik tujuan t. Apabila v
merupakan titik di N, maka semua busur N yang meninggalkan v disimbolkan

0 (v) dan himpunan semua busur yang mengarah ke v disimbolkan I(v).

41 § U3
4 ; 8
Vg 3y 2 44 v,
6 3
vy 3 Vs
N

Gambar 2.8 Jaringan N dengan Titik Sumber v, dan Titik Tujuan v,
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Flow pada jaringan N dari titik s ke t yaitu suatu fungsi yang memetakan
setiap busur (i,j) pada N ke bilangan real non negatif yang memenuhi syarat-
syarat sebagai berikut:

() 0<f(i,j) <c(ij),Vv(ij eT(N) (disebutkapasitas batas)

(i) Xijpeos) W1 = X perco 1) (disebut nilai flow f )

(i) X peo F(.1) = X pern f@),Vx eV(N) - {s,t}  (disebut
konservasi flow)

Syarat (i) menyatakan nilai flow pada setiap busur tidak pernah melebihi
kapasitas busur tersebut. Syarat (ii) menyatakan bahwa total nilai flow keluar dari
titik sumber sama dengan total nilai flow yang masuk ke titik tujuan. Syarat (iii)
menyatakan untuk setiap titik antara pada N berlaku total flow yang menuju titik
antara tersebut sama dengan nilai total flow yang meninggalkan titik tersebut
(Budayasa, 2007).

Teorema 2.2:
Misalkan N jaringan dengan titik sumber s dan titik tujuan t. Jika f adalah flow
dari s ke t pada N dengan nilai f;, dan B(X,X;) suatu pemutus-(s, t) pada N,
maka fs; = f(X, X1) — f(X1,X) < c(X, X1).
Bukti:
Dari definisi flow, untuk sumber s diperoleh

fUALV) = f(V.AsD) = fse

dan untuk setiap titik x € V — {s, t}, diperoleh

fEa = ) faD= ) fGN)=f0D

(i,))€0(x) (i, /)€l(x)

atau
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fx}, V) —f(V,{x}) = 0.

Sehingga untuk suatu pemutus-(s, t) pada B (X, X,) diperoleh

FEV) = F0,30 = ) [FEL) =V, (D)

xXEX

=[f{sikV) - f(V,{shH]+0
= fst Y]
Sementara itu
FXV) = F(V,X) = F(X, X UX;) — F(X U Xy, X)
=fXX) + fXX) —{f(XX) + f(X, X0}
=f(X,Xy) — f(X1,X) (2)
Karena nilai flow pada setiap busur non negatif, maka f (X, X) > 0, sehingga
fXX1) — f(X, X) < f(X, X1) (3)
Selanjutnya, karena nilai flow pada setiap busur N tidak melebihi kapasitas busur,
maka
fX, X1) < c(X, X1) (4)
Dari (1), (2), (3), dan (4) disimpulkan
for =FX, X)) — fFX, X) < f(X, Xq) < c(X, Xq).

Dengan demikian bukti teorema lengkap (Budayasa, 2007).

2.5 Flow Maksimum pada Jaringan

Teorema 2.2 menjamin bahwa nilai sebarang flow pada jaringan N dari
titik sumber s ke titik tujuan t, tidak akan melebihi kapasitas sebarang pemutus-
(s,t). Jadi sebesar-besarnya nilai flow tidak akan melebihi sekecil-kecilnya nilai

kapasitas pemutus-(s, t). Sehingga jika terdapat flow f pada N yang nilainya sama
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dengan kapasitas pemutus-(s,t), maka flow f adalah flow maksimum dan
pemutus-(s, t) tersebut adalah pemutus minimum. Jadi flow f* bernilai f;, dari
titik sumber s ke tujuan t pada jaringan N dikatakan flow maksimum jika

fsc = min{c(X, X;)|B(X, X;) suatu pemutus — (s, t) pada jaringan N}

(Budayasa, 2007).

Misalkan f adalah flow dari titik sumber s ke titik tujuan t pada jaringan

N, dan G adalah graf dasar N. Misalkan P = (v, vy, ..., Vj, Viyq, -, V) lintasan

pada G. Jika (v;, v;41) suatu busur pada N, maka busur tersebut dinamakan busur

maju. Jika (v;4q1,v;) suatu busur pada N, maka busur tersebut dinamakan busur

mundur. Inkremen busur a pada N yang berkorespondensi dengan sisi P pada G,

dilambangkan dengan i(a) yang didefinisikan sebagai i(a) = c(a) — f(a), jika a

busur maju, dan i(a) = f(a) jika a busur balik. Sedangkan inkremen lintasan P

dilambangkan i(P) didefinisikan sebagai i(P) = min(i(a)) (Budayasa, 2007).

2.6 Algoritma Flow Maksimum pada Jaringan

Untuk jaringan selalu ada flow yang maksimum. Kemudian untuk
membangun flow maksimum pada jaringan digunakan algoritma Ford-Fulkerson.

Ide utama dari algoritma ini sebagai berikut:

1. Dimulai dengan mengkonstruksi flow f sebarang pada jaringan N dengan titik
sumber s dan titik tujuan t. Hal ini selalu dapat dilakukan, misalnya dimulai
dengan flow nol yaitu flow yang mengaitkan setiap busur N dengan bilangan
nol.

2. Kemudian, berpijak pada flow f tersebut, dicari lintasan P dari titik s ke titik ¢

pada graf dasar G dari N yang inkremennya positif. Jika tidak ada lintasan
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yang demikian, maka proses dihentikan dan flow f adalah flow maksimum di
N. Jika ditemukan lintasan P yang demikian, lanjut ke langkah 3.

3. Konstruksi flow baru, katakan f;, dari flow f berdasarkan lintasan P tersebut.
Dalam hal ini nilai flow f; lebih besar dari pada nilai flow f. Ganti flow f
dengan flow f;, kemudian kembali ke langkah 2.

Walaupun prosedur untuk mengkonstruksi flow baru yang nilainya lebih
besar dari nilai flow yang sama, namun prosedur untuk mendapatkan lintasan
peningkatan P tidak tersirat dalam lemma maupun bukti teorema sebelumnya.
Untuk mendapatkan lintasan P yang demikian yang akan digunakan teknik
pelabelan titik, yang pada prinsipnya melabeli titik-titik N dengan teknik tertentu
dimulai titik s, kemudian dilanjutkan melabeli titik yang lain. Jika dengan teknik
tersebut dapat melabeli titik ¢, maka dengan prosedur balik lintasan P ditemukan.
Tetapi sebaliknya, jika tidak dapat melabeli titik ¢, maka tidak ada lintasan P

seperti itu pada N (Budayasa, 2007).

2.7 Titik Pemutus
Titik v pada graf G adalah titik pemutus (cut vertex) jika graf G —v
mempunyai banyak komponen yang melebihi komponen G (Ruohonen, 2013).

Contoh titik pemutus v pada graf seperti berikut.

cut vertex /

Gambar 2.9 Graf G dengan Titik Pemutus v
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Graf dikatakan separable atau dapat dipisah, jika ada setidaknya satu titik
pemutus dalam graf tersebut. Sebaliknya, graf tersebut dikatakan non separable.
Teorema 2.3:

Titik v adalah titik pemutus pada graf terhubung G jika dan hanya jika ada dua
titik u dan w sehingga u # v,v # w dan u # w tetapi v pada setiap lintasan
u—w.

Bukti:

Diketahui v merupakan titik pemutus di G. Maka, G — v tak terhubung dan
terdapat paling sedikit dua komponen yaitu G; = (V4,E;) dan G, = (V,, E3).
Dipilih u € V; dan w € V,. Lintasan u — w di G karena G terhubung. Andaikan v
tidak pada lintasan u —w maka lintasan tersebut juga di G — v. Jika lintasan
u—w pada G — v, artinya u dan w berada dalam satu komponen di G — v yang
artinya G — v terhubung. Ini kontradiksi dengan pernyataan awal bahwa v titik
pemutus yang menyebabkan G — v tak terhubung. Sehingga pengandaian salah
dan v berada pada setiap lintasan u — w.

Sebaliknya, jika diketahui u # w # v di V(G) dan v berada pada setiap lintasan
u —w. Maka, penghapusan v memotong semua lintasan u — w dan menjadikan
graf G tak terhubung. Sehingga v adalah titik pemutus pada G.

Dengan demikian bukti Teorema 2.3 telah lengkap.

2.8 Graf Bipartisi
Graf G disebut k-partisi, k > 1, jika V(G) dapat dipartisi menjadi k

himpunan bagian V3, V,, ..., V. (disebut himpunan partisi) sehingga setiap anggota
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E(G) menghubungkan titik di V; ke titik di V;, i # j. Untuk k =2 disebut

bipartisi. Contoh graf bipartisi seperti berikut.

Gambar 2.10 Contoh Graf Bipartisi

2.9 Jaringan Bipartisi

Jaringan G = (V,E) dikatakan bipartisi jika himpunan titik V dapat
dipartisi menjadi dua himpunan bagian V; dan V, sehingga semua sisi dari G
mempunyai ujung di V; dan ujung lainnya di V, (Ahuja, dkk,1994).

Contoh jaringan bipartisi seperti berikut.

U,y 1
Ub VU2
Ve Ug
Vg Vg
U, Vg

Gambar 2.11 Contoh Jaringan Bipartisi

2.10 Kajian Konsep Flow dalam Islam
Nilai flow tidak pernah melebihi kapasitas busur, dalam al-Quran telah

dijelaskan bahwa ujian dari Allah tidak pernah melebihi kemampuan manusia.
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“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya. la
mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan ia mendapat siksa
(dari kejahatan) yang dikerjakannya. (Mereka berdoa): "Ya Tuhan kami,
janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami tersalah. Ya Tuhan kami,
janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat sebagaimana Engkau
bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan kami, janganlah Engkau
pikulkan kepada kami apa yang tak sanggup kami memikulnya. Beri ma'aflah

kami, ampunilah kami dan rahmatilah kami. Engkaulah penolong kami, Maka
tolonglah kami terhadap kaum yang kafir" (QS. al-Bagarah/2:286).

Sedangkan maksud dari ayat tersebut menurut Tafsir Jalalain yaitu (Allah
tidaklah membebani seseorang melainkan sesuai dengan kemampuannya), artinya
sekadar kesanggupannya. (la mendapat dari apa yang diusahakannya) berupa
kebaikan artinya pahalanya (dan ia beroleh pula dari hasil kejahatannya), yakni
dosanya. Maka seseorang itu tidaklah menerima hukuman dari apa yang tidak
dilakukannya, hanya baru menjadi angan-angan dan lamunan mereka. Mereka
bermohon, ("Wahai Tuhan kami! Janganlah kami dihukum) dengan siksa (jika
kami lupa atau tersalah), artinya meninggalkan kebenaran tanpa sengaja,
sebagaimana dihukumnya orang-orang sebelum kami. Sebenarnya hal ini telah
dicabut Allah terhadap umat ini, sebagaimana yang telah dijelaskan oleh hadits.
Permintaan ini merupakan pengakuan terhadap nikmat Allah. (Wahai Tuhan
kami! Janganlah Engkau bebankan kepada kami beban yang berat) yang tidak
mungkin dapat kami pikul (sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang
yang sebelum kami), yaitu Bani Israel berupa bunuh diri dalam bertaubat,
mengeluarkan seperempat harta dalam zakat dan mengorek tempat yang terkena
najis. (Wahai Tuhan kami! Janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang
tidak sanggup) atau tidak kuat (kami memikulnya) berupa tugas-tugas dan
cobaan-cobaan. (Beri maaflah kami) atau hapuslah sekalian dosa kami (ampunilah

kami dan beri rahmatlah kami) dalam rahmat itu terdapat kelanjutan atau
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tambahan keampunan, (Engkaulah pembela kami), artinya pemimpin dan
pengatur urusan kami (maka tolonglah kami terhadap orang-orang yang kafir."),
yakni dengan menegakkan hujah dan memberikan kemenangan dalam peraturan
dan pertempuran dengan mereka, karena ciri-ciri seorang maula atau pembela
adalah menolong anak buahnya terhadap musuh-musuh mereka. Dalam hadits
tercantum bahwa tatkala ayat ini turun dan dibaca oleh Nabi Saw., maka setiap
kalimat diberikan jawaban oleh Allah Swt., "telah Aku penuhi!” (As-Syuyuti &

Muhammad, 2010).
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PEMBAHASAN

3.1 Jaringan Bipartisi

Jaringan G = (V,E) dikatakan bipartisi jika himpunan titik V dapat
dipartisi menjadi dua himpunan bagian V; dan V, sehingga semua sisi dari G
mempunyai ujung di V; dan ujung lainnya di V,, (Ahuja, dkk, 1994).

Contoh jaringan bipartisi seperti berikut.

Vg V1
Vb V2
Ve V3
Va Vs
Ve Us

Gambar 3.1 Jaringan Bipartisi

Dari definisi jaringan bipartisi tersebut, jelas tidak menutup kemungkinan
bahwa jaringan bipartisi mempunyai beberapa titik sumber dan beberapa titik
tujuan. Untuk mencari nilai flow dari jaringan yang memiliki beberapa titik
sumber dan beberapa titik tujuan, pada pembahasan ini dibuat algoritma untuk
mencari nilai flow maksimum jaringan dengan beberapa titik sumber dan beberapa

titik tujuan dengan memodifikasi algoritma Ford-Fuikerson.

3.2 Konstruksi Algoritma Flow Maksimum pada Jaringan dengan Beberapa
Titik Sumber dan Beberapa Titik Tujuan

Pada uraian berikut dijelaskan tentang algoritma flow yang nantinya
digunakan untuk mencari flow maksimum pada suatu jaringan yang memiliki

beberapa titik sumber dan beberapa titik tujuan. Hal ini dilakukan karena kasus
21
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jaringan bipartisi dapat memiliki beberapa sumber dan beberapa tujuan.
Berdasarkan algoritma flow maksimum yang telah diuraikan pada Subbab 2.6,
maka penulis menjelaskan algoritma flow yang baru. Misalkan jaringan N
merupakan suatu jaringan yang memiliki beberapa titik sumber dan beberapa titik
tujuan maka algoritma flow maksimum pada suatu jaringan dengan beberapa titik
sumber dan beberapa titik tujuan adalah sebagai berikut:

Input : Jaringan N = (V,G) dengan beberapa titik sumber (s;) dan
beberapa titik tujuan t(t;).

Langkah 1 : Dibentuk jaringan baru dari N yang dimisalkan N*, dengan
menambahkan satu titik sumber s dan satu titik tujuan t sedemikian
hingga s merupakan satu-satunya titik sumber di jaringan N* dan ¢t
merupakan satu-satunya titik tujuan di N*.

Langkah 2 : Dibuat kapasitas busur (s,s;) dan (t;t) dengan nilai kapasitas
infinit atau dilambangkan oo, dan nilai flow dapat dimulai dari 0.

Langkah selanjutnya yaitu memaksimumkan flow s —t dengan menggunakan

algoritma flow maksimum yaitu:

Langkah 3 : Dilakukan rutin pelabelan.

Langkah 4 : Digunakan prosedur balik.

Langkah 5 : Dilakukan rutin peningkatan.

Langkah 6 : Apabila titik-titik di N yang terlabeli telah teramati semua, dan titik
t tidak terlabeli maka iterasi dihentikan.

Output . Diperoleh nilai flow f; , dengan f; . adalah flow maksimum dari s ke

t di jaringan N.
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3.2.1 Flow Maksimum dengan Beberapa Titik Sumber dan Beberapa Titik
Tujuan

Penulis memberikan contoh data untuk permasalahan flow maksimum

dengan dua titik sumber dan dua titik tujuan ditunjukkan pada tabel berikut.

Tabel 3.1 Data Permasalahan Flow Maksimum dengan Titik Sumber, Titik Antara, dan Titik

Tujuan
Antara Tujuan
Sumber Titik . Titik :
Antara Kapasitas | Flow T Kapasitas | Flow

S1 v 6 5 t; 5 5
51 & 4 4 ty 6 4
S2 %) 4 2 t1 6 2
Sz & 4 2 t, 4 2
Sz Uy 7 7 ts 8 7

Selanjutnya dibentuk suatu jaringan yang akan ditentukan flow maksimum
dari titik-titik sumber s; dan s, ke titik-titik tujuan t; dan t, berdasarkan Tabel

3.1 seperti berikut.

Gambar 3.2 Jaringan N dengan Dua Titik Sumber dan Dua Titik Tujuan

Untuk menentukan flow maksimum jaringan tersebut digunakan algoritma

flow maksimum yang baru dengan langkah-langkah sebagai berikut:
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Langkah 1 : Dibentuk jaringan baru N* dari N dengan menambahkan satu titik
sumber s dan satu titik tujuan t sedemikian hingga s merupakan

satu-satunya titik sumber N* dan t satu-satunya titik tujuan N*.
Langkah 2 : Dibuat kapasitas busur (s,s;),(s,s,), (t;,t), dan (t,,t) dengan
nilai kapasitas infinit atau oo, dan nilai flow awal nol. Ditunjukkan

seperti gambar berikut:

Uy
Gambar 3.3 Jaringan N Dengan Nilai Kapasitas Infinit dan Nilai Flow Awal Nol

Langkah 3 : Dilakukan rutin pelabelan.

1) Labeli s = (s,+,0), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.

2) Dari titik s, diberi label titik s; dan s, masing-masing s; =
(s,+,0) dan s, = (s,+, ). Sekarang titik s telah terlabeli
dan teramati dengan label s = (s,, ).

3) Dari titik s;, diberi label untuk titik v; dan v, masing-masing
v, = (sy,+,6) dan v, = (s1,+,4). Sekarang titik s; telah

terlabeli dan teramati dengan label s; = (s,@, ).
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4) Dari vy, diberi label untuk titik t; dengan label t; = (v, +,5).
Sekarang titik v, telah terlabeli dan teramati dengan label

v = (51,6, 6).
5) Dari titik t;, diberi label untuk titik t dengan label t =
(tq,+,00). Sekarang titik ¢, telah terlabeli dan teramati dengan

|abE| tl = (171,@, 5)

. Digunakan prosedur balik.

Titik t dilabeli dari titik t,, titik t; dilabeli dari v,, titik v, dilabeli
dari titik s;, dan titik s, dilabeli dari titik s. Diperoleh lintasan

peningkatan P = (s, s1, V4, t;, t) dan i(P) = min(oo, 0, 6,5) = 5.

. Dilakukan rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t;,+,5) maka nilai flow pada busur (t;,t)
ditambah 5.
Titik t; berlabel (vy,+,5) maka nilai flow pada busur (vq,t;)
ditambah 5.
Titik v, berlabel (s;,+,6) maka nilai flow pada busur (s;,v;)
ditambah 5.
Titik s, berlabel (s,+,) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 5.

Ditunjukkan pada gambar berikut:
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Gambar 3.4 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f; = 5

Setelah dilakukan penghapusan terhadap semua label, diperoleh nilai flow baru
fL=5.
Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi
flow maksimum dari titik s ke titik t di N* dengan kembali ke langkah 2.
Langkah 2 : Flow f; dengan nilai 5.
Langkah 3 : Rutin pelabelan.
1) Labeli s = (s,+,0), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.
2) Dari s, diberi label titik s; dan s, masing-masing dengan
s; = (s,+,0) dan s, = (s,+,). Sekarang titik s telah
terlabeli dan teramati dengan label s = (s,@, ).
3) Dari s,, diberi label untuk titik v, v, masing-masing v, =
(s1,+,1), dan v, = (s1,+,4). Titik s, telah terlabeli dan
teramati dengan label s; = (5,6, ).
4) Dari v,, diberi label untuk titik t; dan t, masing-masing
t1 = (v,,+,6) dan t, = (v,, +,4). Titik v, telah terlabeli dan

teramati dengan label v, = (51,8, 4).
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5) Dari titik t;, diberi label untuk titik t dengan label t =
(tq, +,0). Selanjutnya t, telah terlabeli dan teramati dengan

Iabel tl = (172,@, 6)

- Digunakan prosedur balik.

Titik t dilabeli dari titik t,, titik t; dilabeli dari v,, titik v, dilabeli
dari titik s;, dan titik s; dilabeli dari titik s. Dengan demikian
diperoleh lintasan peningkatan P = (s,s;, V5, t;,t) dan i(P) =

min(oo, ,4,6) = 4.

. Dilakukan rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t;,+,) maka nilai flow pada busur (ti,t)
ditambah 4.
Titik t; berlabel (v,,+,6) maka nilai flow pada busur (v,,t;)
ditambah 4.
Titik v, berlabel (s;,+,4) maka nilai flow pada busur (s, v;)
ditambah 4.
Titik s; berlabel (s,+,0) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 4.
Nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah dilakukan
penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow baru yaitu
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Gambar 3.5 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f, = 9

Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi

flow maksimum dari titik s ke titik t di N* dengan kembali ke langkah 2.

Langkah 2

Langkah 3

: Flow £, dengan nilai 9.

. Rutin pelabelan.

1)

2)

3)

4)

5)

Labeli s = (s,+,0), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.

Dari s, diberi label titik s, dan s, masing-masing s; =
(s,+,0) dan s, = (s,+, o). Titik s telah terlabeli dan teramati
dengan label s = (5,8, ).

Dari s;, diberi label untuk titik v; dan v, dengan v, =
(s1,+,1) dan v, = (sq, +,0). Selanjutnya titik s, telah terlabeli
dan teramati dengan label s; = (5,8, ).

Dari v,, diberi label titik t, dengan t, = (v,, +,4) dan titik ¢;
dengan t; = (v,, +,2). Titik v, telah terlabeli dan teramati
dengan label v, = (51,8, 0).

Dari t,, diberi label untuk titik t dengan label t = (t,, +, ).
Sekarang titik t, telah terlabeli dan teramati dengan label

t2 = (172'@' 4)



Langkah 4

Langkah 5

29

. Digunakan prosedur balik.

Titik t dilabeli dari titik t, titik t, dilabeli dari v,, titik v, dilabeli
dari titik s;, dan titik s; dilabeli dari titik s. Dengan demikian
diperoleh lintasan peningkatan P = (s,s;, v, t,,t) dan i(P) =

min(oo, 0, 0,4) = 0.

- Rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t,,+,00) maka nilai flow pada busur (t,,t)
ditambah O.
Titik t, berlabel (v,, +,4) maka nilai flow pada busur (v,,t,)
ditambah 0.
Titik v, berlabel (sq,+,0) maka nilai flow pada busur (s;,v;)
ditambah 0.
Titik s; berlabel (s,4,00) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 0.
Sedangkan nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah
dilakukan penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow

baru yaitu fI*=§o i BI=8 10—

Gambar 3.6 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f; = 9
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Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi

flow maksimum dari titik s ke titik ¢t di N* dengan kembali ke langkah 2.

Langkah 2

Langkah 3

Langkah 4

1)

2)

3)

4)

5)

: Flow f; dengan nilai 9.

- Rutin pelabelan.

Labeli s = (s,+,o), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.

Dari s, diberi label titik s; dan s, masing-masing dengan
s; = (s,+,) dan s, = (s,+, ). Titik s telah terlabeli dan
teramati dengan label s = (s,@, ).

Dari s,, diberi label titik v,,vs;,v, masing-masing v, =
(s9,+,4),v3 = (s5,+,3), dan v, = (s,,+,7) . Selanjutnya titik
s, telah terlabeli dan teramati dengan label s, = (s,®, ).

Dari v,, diberi label untuk titik t;dan t, dengan t; = (v,, +, 2)
dan t, = (v,, +,4). Titik v5 telah terlabeli dan teramati dengan
label v, = (51,8, 4).

Dari t,, diberi label untuk titik t dengan label t = (¢, +, ).

Selanjutnya titik t, telah terlabeli dan teramati dengan label

t; = (v2,6D,2).

. Digunakan prosedur balik.

Titik t dilabeli dari t,, titik t; dilabeli dari v,, titik v, dilabeli dari

titik s,, dan titik s, dilabeli dari titik s. Dengan demikian diperoleh

lintasan peningkatan P dengan P = (s,S,, Uy, t;,t) dan i(P) =

min(oo, c0,4,2) = 2.
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. Rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t;,+,00) maka nilai flow pada busur (t,t)
ditambah 2.
Titik t, berlabel (v,,+,2) maka nilai flow pada busur (v,,t;)
ditambah 2.
Titik v, berlabel (s, +,4) maka nilai flow pada busur (s,,v;)
ditambah 2.
Titik s, berlabel (s,+,0) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 2.
Nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah dilakukan

penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow baru yaitu

Gambar 3.7 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f, = 11

Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi

flow maksimum dari titik s ke titik ¢ di N* dengan kembali ke langkah 2.

Langkah 2

Langkah 3

. Flow f, dengan nilai 11.

. Rutin pelabelan.

1) Labeli s = (s, +,00), titik s telah terlabeli tetapi belum

teramati.
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2) Dari s, diberi label titik s; dan s, masing-masing dengan
s; = (s,+,) dan s, = (s,+, ). Titik s telah terlabeli dan
teramati dengan label s = (s,@, ).

3) Dari s, diberi label titik v,, v5, v, masing-masing dengan label
vy, = (85, +,2),v3 = (53,+,3), dan v, = (s,,+,7). Titik s,
telah terlabeli dan teramati dengan label s, = (5,0, ).

4) Dari v,, diberi label untuk titik t; dan t, dengan label t; =
(vy,+,0) dan ¢, = (vy, +,4). Titik v, telah terlabeli dan
teramati dengan label v, = (55,8, 2).

5) Dari t,, diberi label untuk titik t dengan label t = (t,, +, ©).
Selanjutnya titik t, telah terlabeli dan teramati dengan label

tz = (Uz,ea, 4)

: Digunakan prosedur balik.

Titik t dilabeli dari t,, titik t, dilabeli dari v,, titik v, dilabeli dari
titik s,, dan titik s, dilabeli dari titik s. Dengan demikian diperoleh
lintasan peningkatan P dengan P = (s,s,, vy, t,,t) dan i(P) =

min(oo, ,2,4) = 2.

: Rutin peningkatan.

Titik t beriabel (t,,+, ) maka nilai flow pada busur (t,,t)
ditambah 2.
Titik t, berlabel (v,,+,4) maka nilai flow pada busur (v,,t;)
ditambah 2.
Titik v, berlabel (s, +,2) maka nilai flow pada busur (s,,v;)

ditambah 2.
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Titik s, berlabel (s,+,00) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 2.
Nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah dilakukan

penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow baru vaitu

fo=fi+1=11+2=13,

Gambar 3.8 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f5 = 13

Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi
flow maksimum dari titik s ke titik ¢ di N* dengan kembali ke langkah 2.
Langkah 2 : Flow f; dengan nilai 13.
Langkah 3 : Rutin pelabelan

1) Labeli s = (s,+,0), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.

2) Dari s, diberi label titik s; dan s, masing-masing dengan
labels; = (s,+, ) dan s, = (s,+, ). Titik s telah terlabeli
dan teramati dengan label s = (5,6, ).

3) Dari s,, diberi label titik v,, vs dan v, masing-masing dengan

label v, = (s,,+,0),v;3 = (s,,+,3), dan v, = (s,,+,7).
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Selanjutnya titik s, telah terlabeli dan teramati dengan label
Sy = (5,0, ).

4) Dari vs, diberi label untuk titik t, dengan label t, = (v3, +,3).
Titik v, telah terlabeli dan teramati dengan label v, = (s,,®,
3).

5) Dari t,, diberi label untuk titik t dengan label t = (t,, +, ).
Selanjutnya titik t, telah terlabeli dan teramati dengan label

tz == (U3,@, 3)

. Digunakan prosedur balik.

Titik ¢ dilabeli dari t,, titik t, dilabel dari v, titik v5 dilabel dari
titik s,, dan titik s, dilabel dari titik s. Diperoleh lintasan

peningkatan P = (s, sy, U3, t5,t) dan i(P) = min(oo, 3, 3,0) = 3.

: Rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t;,+,00) maka nilai flow pada busur (t,,t)
ditambah 3.
Titik t, berlabel (v3,+,3) maka nilai flow pada busur (v, t)
ditambah 3.
Titik v5 berlabel (s, +,3) maka nilai flow pada busur (s,,v3)
ditambah 3.
Titik s, berlabel (s,+,00) maka nilai flow pada busur (s,s;)
ditambah 3.
Sedangkan nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah
dilakukan penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow

baru yaitu fy = fs + 3 =13 + 3 = 16.
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Gambar 3.9 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f; = 16

Selanjutnya mengulang algoritma flow maksimum untuk mengkonstruksi

flow maksimum dari titik s ke titik t di N* dengan kembali ke langkah 2.

Langkah 2 : Flow fg dengan nilai 16.

Langkah 3 : Dilakukan rutin pelabelan.

1)

2)

4)

Labeli s = (s,+,0), titik s telah terlabeli tetapi belum
teramati.

Dari s, diberi label titik s; dan s, masing-masing dengan label
s; = (s,+,0) dan s, = (s, +, ). Titik s telah terlabeli dan
teramati dengan label s = (s,@, ).

3) Dari s,, diberi label untuk titik v,,vs;, dan v, masing-
masing dengan label v, =0,v3 = (s, +,0) dan v, =
(sg,+,7). Selanjutnya titik s, telah terlabeli dan teramati
dengan label s, = (5,, ).

Dari v,, diberi label untuk titik ¢, dengan label t, = (v,, +,8).

Sekarang titik v, telah terlabeli dan teramati dengan label

U4_ = (SZJ®; 7)
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5) Dari t,, diberi label untuk titik t dengan label t = (t;, +, ).

Selanjutnya titik t, telah terlabeli dan teramati dengan label

tz = (4,0, 8).

- Digunakan prosedur balik.

Titik t telah terlabeli dari t,, titik t, telah terlabeli dari v,, titik v,
telah terlabeli dari titik s,, dan titik s, telah terlabeli dari titik s.
Dengan demikian diperoleh lintasan  peningkatan P =

(S, 52,4, ty, t) dan i(P) = min(oo, 0, 7,8) = 7.

. Dilakukan rutin peningkatan.

Titik t berlabel (t,,+,) maka nilai flow pada busur (t,,t)
ditambah 7.
Titik t, berlabel (v,,+,8) maka nilai flow pada busur (v,,t;)
ditambah 7.
Titik v, berlabel (s,,+,7) maka nilai flow pada busur (s,,v,)
ditambah 7.
Titik s, berlabel (s,+,0) maka nilai flow pada busur (s,s,)
ditambah 7.
Nilai flow pada busur lainnya adalah tetap. Setelah dilakukan
penghapusan terhadap semua label diperoleh nilai flow baru yaitu

fr=fs+1=16+7=23.



37

Gambar 3.10 Jaringan N dengan Nilai Flow Baru f;, = 23

Karena semua titik di N* yang terlabeli telah teramati dan titik t tidak
dilabeli, maka proses dihentikan.
Jadi disimpulkan bahwa flow f, adalah flow maksimum di N dengan nilai

23.

3.3 Konstruksi Algoritma Flow Maksimum pada Jaringan Bipartisi

1. Menyajikan jaringan bipartisi N = (V, E).

Gambar 3.11 Penerapan Algoritma Flow Maksimum Jaringan Bipartisi N

Karena N bipartisi maka terdapat himpunan saling lepas V; €V dan V, € V
sehingga V = V; + V, dan setiap € € E menghubungkan titik di V; ke titik di

V,. Misalkan |V;| = m dan |V,| = n.
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2. Membagi jaringan N menjadi m bagian dengan membuat jaringan-jaringan
yang berawal di x € V; dan berujung di y € V,.

5 b,
a,

bs
Gambar 3.12 Bagian Pertama Jaringan N
by

a
bs

Gambar 3.13 Bagian Kedua Jaringan N

bs

8 b,

Gambar 3.14 Bagian Ketiga Jaringan N

3. Menghitung nilai flow maksimum f; untuk setiap jaringan yang berawal di

x;i €Vuntuk 1 <i < m.

Gambar 3.15 Flow Maksimum Bagian Pertama Jaringan N, f; = 11
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Gambar 3.17 Flow Maksimum Bagian Ketiga Jaringan N, f; = 12

4. Flow maksimum jaringan bipartisi N = YI%, f;.
f=hA+f+tf;=37
Sekarang dicari flow maksimum jaringan N menggunakan algoritma Ford-

Fulkerson yang telah dimodifikasi pada Subbab 3.2.

Gambar 3.18 Jaringan Bipartisi N

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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N by

N by
Gambar 3.20 Flow Maksimum Jaringan Bipartisi N Menggunakan Algoritma Ford-Fulkerson
adalah 37

Hasil pencarian flow maksimum pada jaringan bipartisi dengan algoritma
Ford-Fulkerson dan dengan membagi jaringan N menjadi beberapa bagian
berdasarkan titik sumbernya memberikan hasil yang sama. Oleh sebab itu,
dibentuk lemma berikut serta pembuktiannya.

Lemma:

Nilai flow maksimum pada jaringan bipartisi adalah hasil penjumlahan
flow maksimum dari masing-masing flow maksimum yang berasal dari setiap
sumber pada jaringan bipartisi.

Bukti:
Misal N = (V,E) adalah jaringan bipartisi dengan V, +V, =V yang

setiap busur di E menghubungkan titik di V; ke titik di V,. Dengan demikian
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jaringan tersebut merupakan jaringan dengan beberapa titik sumber yaitu titik-titik
anggota V;, dan mempunyai beberapa titik tujuan yaitu titik-titik yang ada di V,.
Misalkan |V;| = m dan |V,| = n, maka setiap busur di E menghubungkan setiap
titik x di V; ke titik y di V,. Misalkan dibelah jaringan N menjadi m bagian
dengan masing-masing bagian adalah jaringan yang bersumber di x; dan berakhir
di V, maka dapat dicari nilai flow maksimum dari x; ke V,. Misalkan f; adalah
nilai flow maksimum dari x; ke V,.

Setelah diperoleh nilai f; flow maksimum dari x; ke V,, dicari nilai flow
maksimum jaringan N dengan algoritma Ford-Fulkerson yang dimodifikasi untuk
mencari flow maksimum jaringan dengan beberapa titik sumber dan beberapa titik
tujuan seperti dibahas pada Subbab 3.2. Setelah dibuat titik bantu s yang menjadi
sumber besar yang terhubung ke setiap x; dan titik t yang menjadi tujuan besar
yang dihubungkan dari V, maka nilai flow maksimum jaringan bipartisi N adalah
nilai maksimum flow dari s ke t. Diberi nilai kapasitas co untuk setiap busur dari s
ke x; dan dari V, ke t dengan masing-masing nilai awal flow adalah nol.
Kemudian dilakukan iterasi untuk mencari lintasan peningkatan di jaringan
tersebut.

Pada iterasi pertama dicari lintasan peningkatan yang melalui x;, dan
didapat f = f;. Setelah itu dicari lintasan peningkatan yang melalui x, dan
didapat f = f; + f,. Iterasi dilanjutkan sampai tidak ditemukan lagi lintasan
peningkatan, yaitu pada saat semua titik x; telah diselidiki.

Pada iterasi ke-1 diperoleh f = f;. Pada iterasi ke-2 diperoleh f = f; +

f>. Pada iterasi ke-3 diperoleh f = f; + f, + f5. Jika iterasi dilakukan sampai m
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iterasi, artinya sampai semua x; € V; diselidiki maka nilai flow maksimum

jaringan bipartisi N, yaitu f = Y, f;.

3.4 Konsep Flow Maksimum pada Jaringan Bipartisi dalam Al-Quran

Dalam kajian flow maksimum pada jaringan bipartisi dijelaskan bahwa
nilai flow maksimum yang diperoleh dengan algoritma Ford-Fulkerson sama
dengan nilai flow yang diperoleh dengan membagi jaringan bipartisi berdasarkan
titik sumbernya dan mencari nilai flow maksimum dari masing-masing titik
sumber kemudian menjumlahkannya (f = f; +f, +--+ f,) yang masing-
masing nilai f; dengan 1 < i < n tidak pernah melebihi kapasitas busur.

Diibaratkan f adalah total kebaikan yang dilakukan oleh manusia dan
fi, f2, -, fn berbagai macam kebaikan yang dilakukan manusia karena amal
kebaikan itu bermacam-macam jenisnya seperti firman Allah dalam surat an-

Nuur/24:56 berikut:

2
-

_ - s T P E/t«‘/{lai//iV/{ ) ;”E/
2055 el U5l Tsa bl 335501 515 35l 1508l

“Dan Dirikanlah sembahyang, tunaikanlah zakat, dan taatlah kepada rasul,
supaya kamu diberi rahmat” (QS. an-Nuur/24:56).

()]

Dari ayat tersebut Allah memerintahkan untuk berbuat kebaikan-kebaikan
yaitu melakukan shalat, menunaikan zakat, dan taat kepada rasul. Dalam
pelaksanaannya, kebaikan-kebaikan tersebut juga diatur agar tidak melebihi
kemampuan manusia itu sendiri. Sebagai contoh shalat, diwajibkan dilakukan
dengan berdiri jika mampu, dibolehkan shalat dengan duduk atau berbaring jika
dalam keadaan sakit. Demikian dengan zakat, diwajibkan membayar zakat sebesar
+2,7 kg bahan makanan pokok untuk zakat fitrah dan zakat mal sesuai ketentuan

yang diatur berdasarkan kekayaan yang dimiliki. Hal ini menjelaskan nilai flow
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tidak melebihi kapasitas. Dan nilai kebaikan yang dilakukan manusia juga akan
selalu bertambah dengan melakukan kebaikan demi kebaikan.

DET el
“Dan Sesungguhnya (hari) pembalasan pasti terjadi ”(QS. adz-Dzaariyat/51:6).
Nilai dari kebaikan-kebaikan yang dilakukan manusia selama hidup akan
dihitung setelah dia mati pada hari perhitungan dan kemudian dibalas oleh Allah
sesuai dengan perbuatannya pada hari pembalasan. Secara figural perjalanan
hidup manusia dapat digambarkan seperti jaringan bipartisi berikut.

Besar kebaikan yang dilakukan manusia
Tidak melebihi kemampuannya

ey
AT

ARISE RN

é/"/ -
N >-/'/>
Manusia lahir\\ >< / Manusia mati
Ne~ ~o"
Kebaikan yang Balasan/rahmat Allah
dilakukan manusia atas kebaikan

Gambar 3.21 llustrasi Kehidupan Manusia dalam Bentuk Jaringan Bipartisi



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Flow maksimum pada jaringan bipartisi ditentukan dengan menggunakan
algoritma sebagai berikut:
a. Menyajikan jaringan bipartisi N = (V, E).
Karena N bipartisi maka terdapat himpunan saling lepas V; € V' dengan
|Vi] = m dan V, € V dengan |V,| = n sehingga V = V; + V, dan setiap € € E
menghubungkan titik di /; ke titik di V5.
b. Membagi jaringan N menjadi m bagian dengan membuat jaringan-jaringan
yang berawal di x € V; dan berujung di y € V/,.
c. Menghitung nilai flow maksimum f; untuk setiap jaringan kecil yang berawal
dix; e Vjuntuk 1 <i <m.
d. Flow maksimum jaringan bipartisi N = Y12, f;.
Dengan demikian, diperoleh lemma bahwa nilai flow maksimum pada
jaringan bipartisi adalah hasil penjumlahan flow maksimum dari masing-masing

flow maksimum yang berasal dari setiap sumber pada jaringan bipartisi.

4.2 Saran

Dalam penelitian ini penulis hanya membatasi pembatasan pada penentuan
algoritma flow maksimum pada jaringan bipartisi saja. Oleh karena itu, penulis
mengharapkan pada pembaca untuk mengembangkan dan mengkaji teori graf

secara lebih menyeluruh.
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