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ABSTRAK

Saidah, Nur. 2015. Analisis Kestabilan pada Model Interaksi Pertumbuhan
Alga dan Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit dan Nitrat.Skripsi.
Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si (Il) Fachrur Rozi, M.Si

Kata kunci:pertumbuhan alga, perubahan kadaramoniak, nitritdan nitrat,
analisis kestabilan, analisis perilaku.

Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit
dan nitrat membentuk suatu sistem persamaan diferensial nonlinier orde satu
autonomous dengan empat variabel bergantung waktu, yaitu alga A(t), amoniak
Ny (t), nitrit N,(t) dan nitrat N5(t). Berdasarkan hal tersebut maka penelitian ini
bertujuan untuk menganalisis kestabilan dari model tersebut dan menganalisis
perilaku setiap variabel dengan bantuan software Maple dan Matlab 2008.

Pada penelitian ini mula-mula dilakukan identifikasi variabel dan
parameter pada model. Selanjutnya dilakukan linierisasi pada sistem untuk
mendapatkan nilai eigen dari sistem yang terlinierisasi. Kemudian dilakukan
analisis perilaku dari setiap variabel yang ada pada model.

Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa hanya terdapat satu titik tetap,
yang pada keadaan ini sistem pada model dinyatakan stabil berdasarkan nilai-nilai
eigen yang dihasilkan.Nilai-nilaieigen(44, 4,, 13, A,)yang diperoleh merupakan
anggota bilangan kompleks dengan bagian real negatif, maka sistem tersebut
stabil asimtotik. Sedangkan berdasarkan hasil simulasi, dilakukan analisis perilaku
yang menunjukkan bahwa ketika faktor preferensi amoniak (P) ditingkatkan
maka amoniak yang digunakan oleh alga juga meningkat sehingga pertumbuhan
alga juga meningkat. Penggunaan amoniak yang semakin besar menyebabkan
kadar amoniak menurun sehingga hasil oksidasi amoniak menjadi nitrit dan nitrat
juga menurun. Sedangkan ketika faktor preferensi amoniak (P) diturunkan, maka
amoniak yang digunakan oleh alga juga menurun sehingga pertumbuhan alga juga
mengalami penurunan. Penggunaan amoniak yang semakin kecil menyebabkan
kadar amoniak meningkat sehingga hasil oksidasi amoniak menjadi nitrit dan
nitrat juga meningkat.



ABSTRACT

Saidah, Nur. 2015. Stability Analysis of Growth Interaction Model of Alga
and Rate Change of Ammonia, Nitrite and Nitrate. Thesis.Department
of Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic
University of Maulana Malik Ibrahim Malang.

Supervisor: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si (I1) Fachrur Rozi, M.Si

Key word:growth of alga, rate change of ammonia, nitrite and nitrate, stability
analysis, behaviour analysis.

Growth interaction model of alga and rate change of ammonia, nitrite and
nitrate is a first order autonomous nonlinear system of differential equation with
four time dependent variables, that is alga (A(t)), ammonia (N;(t)), nitrite
(N, (t)) and nitrate (N3(t)). Based on the problem, this research intent to analyze
stability of the model and behavior of each variables with Maple and Matlab
2008.

Inthis study,thevariablesandparametersinthe model are initially identified.
Linearizationis then performedon the systemto get theeigenvaluesofthe linierized
system. Thenthe behavior analysis ofanyexisting variablesinthe model.

The results of this study indicate that there was only one fixed point, where
on this situation system is stable based on the resulting eigen values. Eigen
values(44, 45,13, 44) is member of complex number with real part is negative,
therefore that system is asymtotically stable. Based on the simulation result, the
performed behaviour analysis shows that while ammonia factor prefference
(P)improved, ammonia which is utilized by alga also increases so does alga
growth. The greater ammonia causes ammonia rate is decrease, and ammonia
oxidation result becomes nitrite and nitrate also decreases. While prefference
factor of ammonia (P)decrease, ammonia which utilized by alga also decrease so
alga growth is decrease too. The smaller the use of ammonia, the more the
ammonia increases. This resulted in the increase of ammonia oxidation into nitrite
and nitrate.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alga merupakan organisme tingkat rendah yang bersifat eukariotik dan
memiliki klorofil. Berdasarkan jumlah selnya, alga terdiri dari organisme
uniseluler dan multiseluler. Alga mampu mengabsorbsi nutrisi dari lingkungan
sekitarnya dan berfotosintesis. Karena dapat berfotosintesis, maka alga
digolongkan sebagai organisme photoautrophic (Ali, 2013:11).

Nitrogen merupakan senyawa yang biasanya berbentuk amonium,
amoniak, nitrit dan nitrat. Nitrogen merupakan suatu senyawa yang biasanya
berbentuk senyawa terlarut. Siklus nitrogen merupakan serangkaian proses
yang mendeskripsikan transformasi nitrogen. Adanya siklus nitrogen (nitrifikasi)
akan menyebabkan amoniak teroksidasi menjadi nitrit oleh bakteri Nitrocomonas
yang kemudian teroksidasi menjadi nitrat oleh bakteri Nitrocobacter. Nitrat yang
terbentuk merupakan nutrien utama bagi pertumbuhan alga di perairan. Alga
menggunakan amoniak dan nitrat untuk berfotosintesis. Peristiwa ini dinamakan
asimilasi amoniak dan nitrat oleh alga. Penggunaan nitrat dan amoniak yang
berlebihan dapat menyebabkan terjadinya eutrofikasi dan dapat memacu
pertumbuhan alga secara pesat. Hal ini dapat mengurangi dan menghalangi
masuknya cahaya matahari ke dalam perairan. Nitrat yang terdapat di perairan
dalam jangka waktu yang lama dapat membahayakan kelangsungan hidup

makhluk di dalamnya.
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Pada penelitian sebelumnya, dalam karya tulis yang berjudul “Konstruksi
Model Dinamik Pertumbuhan Alga dan Pengaruhnya pada Perubahan Kadar
Nitrogen” Widowati, dkk, (2010:386-394) mengkaji adanya pengaruh
pertumbuhan alga pada perubahan kadar nitrogen yaitu amoniak, nitrit dan nitrat.
Penelitian tersebut mempresentasikan adanya hubungan antara pertumbuhan alga
dengan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat dalam sistem persamaan
diferensial nonlinier, selanjutnya dilakukan analisis kestabilan pada sistem
persamaan tersebut. Dalam penelitian tersebut tidak dipresentasikan adanya faktor
nitrogen (amoniak dan nitrat) yang dapat mempengaruhi pertumbuhan alga
sedangkan alga menggunakan sejumlah amoniak (NO3) dan nitrat (NH3) untuk
pertumbuhannya karena amoniak dan nitrat merupakan nutrien utama bagi
pertumbuhan alga (Ali, 2013:20).

Beberapa faktor yang dapat mempengaruhi pertumbuhan alga diantaranya
adalah nitrogen dalam bentuk amoniak dan nitrat yang digunakan alga untuk
berfotosintesis. Penggunaan amoniak dan nitrat oleh alga ini dinamakan proses
asimilasi nitrogen (amoniak dan nitrat) oleh alga. Selanjutnya berdasarkan
adanya siklus nitrogen, Brown dan Barnwell (1987:1-33) membahas perubahan
kadar amoniak, nitrit dan nitrat dengan melibatkan proses asimilasi nitrogen
(amoniak dan nitrat) oleh alga. Banyaknya kadar amoniak dan nitrat yang
digunakan oleh alga didasarkan pada faktor preferensi amoniak (P) yang
digunakan oleh alga sehingga jika pada waktu t amoniak yang digunakan adalah
sebesar P, maka nitrat yang digunakan adalah sebesar (1-P). Hal ini menunjukkan
bahwa parameter P sangat berpengaruh pada pertumbuhan alga dan perubahan

kadar amoniak, nitrit dan nitrat.
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Dalam karya tulis lainnya yang berjudul “Mathematical Modeling and
Analysis of Ammonia, Nitrite and Nitrate Concentration: Case Study in The
Polder Tawang Semarang, Indonesia”, Widowati, dkk, (2009:1-9) telah membuat
dan menganalisis model matematika pada perubahan kadar amoniak, nitrit, dan
nitrat melalui eksperimen yang dilakukan di laboratorium dengan sampel yang
berasal dari perairan Polder Tawang Semarang. Model tersebut dibentuk
berdasarkan proses transformasi nitrogen dalam proses nitrifikasi, sehingga
membentuk sistem persamaan diferensial linier orde satu.

Allah Swt. telah menciptakan seluruh jagat raya ini beserta seluruh isinya
dengan sangat sempurna. Tidak ada satupun ciptaan Allah Swt. di dunia ini yang
diciptakan tanpa disertai adanya manfaat dan tujuannya. Nitrogen dalam bentuk
amoniak dan nitrat yang terdapat di perairan sebagai hasil ekskresi hewan-hewan
yang ada di perairan digunakan oleh alga untuk berkembang biak. Penggunaan
amoniak dan nitrat oleh alga ini merupakan salah satu bentuk penjagaan
keseimbangan yang ada di bumi oleh Allah Swt. Jika nitrogen yang ada di
perairan ini terus bertambah tanpa digunakan, maka akan memberikan dampak
negatif bagi lingkungan. Oleh karena itu, untuk menanggulangi hal tersebut Allah
Swit. telah menciptakan suatu siklus yang dikenal sebagai siklus nitrogen dan
asimilasi amoniak dan nitrat oleh alga. Semua ini terjadi secara otomatis dan
terus-menerus tanpa adanya campur tangan dan bantuan manusia, sebagaimana
firman Allah Swt. dalam Q.S al-Nisa/4:132, yaitu:

O S5 D B 55 U oland g Gl

Artinya: “Dan kepunyaan Allah apa yang di langit dan apa yang di bumi. Dan
cukuplah Allah sebagai Pemelihara” (Q.S al-Nisa/4:132).
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Ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah Swt. telah menunjukkan
keagungan-Nya dengan menciptakan segala sesuatu yang ada di langit dan di
bumi, termasuk berbagai macam makhluk yang hidup di darat maupun di air dan
Allah Swt. yang menjaganya agar tetap seimbang. Makhluk hidup yang ada di
perairan mengekskresi amoniak kemudian oleh bakteri Nitrocomonas dan
Nitrocobacter diubah menjadi nitrit dan nitrat. Amoniak dan nitrat menjadi
sumber nutrien utama yang dibutuhkan oleh tumbuhan yang ada di perairan,
terutama oleh alga. Amoniak dan nitrtat digunakan oleh alga dengan ukuran
tertentu untuk berfotosintesis. Tumbuhan dan alga yang ada di dalam perairan
selanjutnya menjadi sumber makanan bagi hewan-hewan yang ada di perairan
tersebut.

Berdasarkan uraian tersebut, penulis membahas dan mengkaji model pada
interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat pada
penelitian yang dilakukan oleh Widowati, dkk, (2010:386-394) dengan
menambahkan pengaruh amoniak sebesar P dan nitrat sebesar (1 — P) pada
pertumbuhan alga. Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar
amoniak, nitrit dan nitrat yang stabil akan membentuk suatu lingkungan yang
seimbang. Oleh karena itu, dalam penelitian ini penulis akan menguraikan
interaksi antara variabel pertumbuhan alga, perubahan kadar amoniak, nitrit dan
nitrat sehingga pada penelitian ini akan didapatkan empat persamaan diferensial
orde satu yang membentuk suatu sistem persamaan diferensial nonlinier. Oleh
karena itu penulis memilih judul “Analisis Kestabilan pada Model Interaksi

Pertumbuhan Alga dan Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit dan Nitrat”.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana analisis kestabilan dari model interaksi

pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat.

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah
untuk mengetahui analisis kestabilan dari model interaksi pertumbuhan alga dan

perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat.

1.4 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penulisan penelitian ini anatara lain untuk memperdalam
pengetahuan mengenai model matematika dari persamaan diferensial dan
implementasinya di berbagai bidang serta sebagai tambahan wawasan dan

informasi seputar analisis model matematika.

1.5 Batasan Masalah

Model matematika dan parameter yang digunakan dalam penelitian ini
merujuk pada karya tulis yang berjudul “Konstruksi Model Dinamik Pertumbuhan
Alga dan Pengaruhnya pada Perubahan Kadar Nitrogen”, karya Widowati, dkk,
(2010:386-394). Pertumbuhan alga dapat dipengaruhi oleh beberapa faktor,
namun pada penelitian ini penulis hanya akan meneliti satu faktor yang
berpengaruh yaitu nitrogen (amoniak dan nitrat) berdasarkan penelitian yang

dilakukan oleh Brown dan Barnwell (1987:1-33) yang berjudul “The Enhanced
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Stream Water Quality Models Qual2E and Qual2E-Uncas: Documentation and
User Manual ”. Sedangkan nilai awal variabel pada penelitian ini merujuk pada
karya tulis yang berjudul “Mathematical Modeling and Analysis of Ammonia,
Nitrite and Nitrate Concentration: Case Study in The Polder Tawang Semarang,

Indonesia”, karya Widowati, dkk, (2009:1-9).

1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan adalah studi literatur, yaitu dengan menelaah
buku, jurnal dan referensi lain yang mendukung. Secara rinci, langkah penelitian
ini dijabarkan sebagai berikut:
1. Mengidentifikasi variabel, parameter dan model matematika.
2. Menentukan titik tetap dari model matematika.
3. Melinierisasi sistem persamaan nonlinier pada model matematika.
4. Menentukan nilai eigen dari sistem persamaan yang terlinierisasi dengan
bantuan software Maple dan menentukan jenis kestabilannya.
5. Menentukan solusi numerik dan simulasi pada model dengan bantuan software
Matlab 2008.
6. Menginterpretasi dan menganalisis hasil grafik.

7. Membuat kesimpulan

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan penelitian ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri

dari empat bab. Masing-masing bab terdiri atas sub bab sebagai berikut:



BAB |

BAB Il

BAB Il

BAB IV

Pendahuluan

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab dua ini memberikan kajian-kajian yang menjadi landasan
masalah yang dibahas, yaitu persamaan diferensial serta persamaan
diferensial linier dan nonlinier, sistem persamaan diferensial, kestabilan
suatu sistem persamaan, analisis kestabilan pada titik tetap dari sistem
persamaan diferensial biasa nonlinier autonomous, alga, siklus nitrogen
dan asimilasi nitrogen, hubungan antara alga, amoniak, nitrit dan nitrat,
serta ekologi, pemodelan matematika dan keseimbangan dalam islam.
Pembahasan

Bab ini akan menguraikan keseluruhan langkah yang disebutkan dalam
metode penelitian. Selain itu, akan dibahas masalah mengenai siklus
nitrogen dan asimilasi nitrogen serta konsep keseimbangan dalam
perspektif Islam.

Penutup

Bab empat ini berisi kesimpulan dari hasil penelitian yang telah
dilakukan dan beberapa saran bagi pembaca yang akan melanjutkan

penelitian dalam penelitian ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial serta Persamaan Diferensial Linier dan Nonlinier
Definisi 1:

Sebuah persamaan yang mengandung derivatif (diferensial) dari satu atau
lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas disebut persamaan
diferensial (PD). Jika hanya satu variabel bebasnya, maka persamaannya disebut
persamaan diferensial biasa. Sedangkan jika variabel bebasnya lebih dari satu
maka persamaannya disebut persamaan diferensial parsial (Baiduri, 2002:2).

Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit

dan nitrat adalah sebagai berikut:

2
20 = (PN, (1) + (1 = P)N3(1))SA() — 2 (2.)
ANy (t) _ o PNy ()
o ai@E (PNl(t)+(1—P)N3(t)) ) (2:2)
20 = ey Ny () — kN (8) (23)
T = ke No(6) = s s auA(D) (2.4)

PNy (t)+(1—P)N3(t)

Berdasarkan uraian tersebut, persamaan (2.1), (2.2), (2.3) dan (2.4)
merupakan contoh dari persamaan diferensial biasa (PDB) yang terdiri dari lebih
dari satu variabel terikat dan satu variabel bebas t.

Definisi 2:

Persamaan diferensial linier ialah persamaan diferensial yang berpangkat

satu dalam peubah tak bebas dan turunan-turunannya, yaitu persamaan diferensial

yang berbentuk:



dm dm-1 d
i () = = @1 () =y + -+ a1 () 2= + g )y = (%) (2.6)

Dengani = 1,2,3, ..., m didefinisikan pada suatu selang | (Pamuntjak, 1990:1).
Jika 3x € 1,3 a;(x) # 0 maka persamaan tersebut adalah persamaan linier

tingkat m. Selanjutnya persamaan diferensial yang bukan persamaan diferensial

linier disebut persamaan diferensial nonlinier. Dengan demikian persamaan

diferensial F = (x,y,y ,...,y™) = 0 adalah persamaan nonlinier, jika salah satu

dari yang berikut ini dipenuhi oleh F:

a. F tidak berbentuk polinomial dalam y,y ', ..., y™

b.F berbentuk polinomial berpangkat > 2 dalam y,y , ..., y™ (Pamuntjak, 1990:1).
Berdasarkan uraian tersebut, dapat diketahui bahwa pada model interaksi

pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat persamaan (2.1),

(2.2) dan (2.4) merupakan contoh persamaan diferensial nonlinier. Sedangkan

persamaan (2.3) merupakan contoh dari persamaan diferensial linier.

2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial merupakan suatu sistem yang terdiri atas
lebih dari satu persamaan diferensial yang saling terkait. Finizio dan Ladas
(1982:132) menyatakan bahwa “Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem
yang memuat n persamaan diferensial dengan n fungsi yang tidak diketahui
dengan n merupakan bilangan bulat positif lebih besar atau sama dengan 2”.

Bentuk umum dari suatu sistem persamaan diferensial orde pertama adalah

dx
d—tl = g,(t, X1, X3, v, X))
dx
d—tz = g,(t, x1, X3, e, Xp)
(2.7)
dxp

o= In (t, X1, X9, ) Xp)
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dengan x4, x5, ..., x,, adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga

n

x1 = x1(t), x, = x,(t), x,, = x,,(t) dengan ddit merupakan derivatif fungsi x,
terhadap t dengan g, adalah fungsi yang tergantung pada variabel x4, x,, ..., x,
dan t (Claudia, 2004:702). Berdasarkan uraian tersebut, dapat diketahui bahwa
model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat

membentuk suatu sistem persamaan diferensial.

2.2.1 Sistem Persamaan Diferensial Linier dan Nonlinier
Definisi 3:

Sistem persamaan diferensial linier adalah sistem persamaan yang terdiri
lebih dari satu persamaan diferensial linier yang saling terkait. Sedangkan sistem
persamaan diferensial nonlinier adalah persamaan yang terdiri atas lebih dari satu
persamaan diferensial linier maupun linier dan nonlinier yang saling terkait.
Berdasarkan hal tersebut, dapat diketahui bahwa model interaksi pertumbuhan
alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat merupakan sistem persamaan
diferensial nonlinier karena setiap persamaannya saling berkaitan, dengan
persamaan (2.1), (2.2) dan (2.4) merupakan persamaan diferensial nonlinier

sedangkan persamaan (2.3) merupakan persamaan diferensial linier.

2.2.2 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier Autonomous

Sistem persamaan diferensial biasa nonlinier merupakan suatu sistem
persamaan yang terdiri atas lebih dari satu persamaan diferensial biasa nonlinier
atau linier dan nonlinier. Sistem persamaan deferensial biasa dikatakan

autonomous jika waktu t secara eksplisit tidak muncul pada fungsi f. Tetapi jika
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sebaliknya, maka dikatakan sistem tersebut nonautonomous (Iswanto, 2012:3).
Berdasarkan pernyataan tersebut, maka model interaksi pertumbuhan alga dan
perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat termasuk sistem persamaan diferensial
nonlinier autonomous karena waktu t secara eksplisit tidak muncul pada setiap

fungsi pada sistem persamaan diferensial nonlinier tersebut.

2.3 Kestabilan Suatu Sistem Persamaan

Tanggapan suatu sistem stabil dapat dikenali dari adanya peralihan yang
menurun menuju nol terhadap pertambahan waktu. Sehingga untuk mendapatkan
sebuah sistem yang stabil, koefisien-koefisien dari suku eksponensial yang
terdapat dalam tanggapan peralihan tersebut harus merupakan bilangan-bilangan
real yang negatif atau bilangan kompleks dengan bagian real adalah negatif. Hal
ini menujukkan bahwa jika nilai eigen yang dihasilkan mempunyai bagian real
yang positif, maka mengakibatkan perubahan akan bertambah besar terhadap
pertambahan waktu. Dengan kata lain, titik tetap dari suatu sistem persamaan
diferensial dikatakan stabil jika semua bagian real dari nilai eigen matriks J adalah
negatif (Tu, 1994:3).

Kestabilan dan jenis kestabilan dari suatu sistem persamaan dapat
ditentukan berdasarkan nilai eigen. Distefano (1992) dalam Darmawansyah
(2012:17) membagi jenis kestabilan titik tetap (0,0) menjadi 5 macam, yaitu:

1. Jika nilai eigen dari matriks J adalah real berbeda dan berlawanan tanda
(44 <0< A;) maka x —» oo dany — oo jika t — oo dan titik tetap sistem

dinamakan saddle (pelana). Akibatnya titik tetap tidak stabil.
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2. Jika nilai eigen dari matriks J adalah real berbeda dan sama tanda, maka titik
tetap dinamakan node (simpul). Jika kedua nilai eigen negatif (14,4, < 0)
maka titik tetapnya stabil (asimtotik), yaitu x - 0 dany — 0 jikat — co dan
jika keduanya positif (1,,1, > 0) maka titik tetap tidak stabil yaitu x — oo
dany — oo jikat — oo.

3. Jika nilai eigen dari matriks J adalah real sama, maka titik tetap dinamakan
star. Jika kedua nilai eigen negatif (1; = 1, < 0) maka titik tetap star stabil
(asimtotik), dan jika keduanya positif (1; = 1, > 0) maka titik tetap star tak
stabil.

4. Jika nilai eigen dari matriks J adalah kompleks konjugat A, , = a £ if5, maka
titik tetap dinamakan focus (spiral). Sistem dikatakan stabil (asimtotik) untuk
a < 0, tidak stabil untuk a > 0. Dengan « adalah anggota bilangan real.

5. Jika nilai eigen dari matriks J adalah imajiner sejati yaitu 4, , = if maka titik
tetap dinamakan centre (pusat). Titik tetap sistem adalah stabil netral.

Berdasarkan pernyataan tersebut, maka kestabilan titik tetap

(A*(t), Ny "(t), N,"(t), N3“(t)) pada model interaksi pertumbuhan alga dan

perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat berdasarkan nilai eigen (1, 4;, 13, 14)

yang dihasilkan dibagi menjadi 5 macam, yaitu:

1. Jika nilai eigen dari matriks j adalah real berbeda dan beriawanan tanda
AL <A <A3<0< ;) maka A(t) » o,N;(t) » o, N,(t) > o0 dan
N; — oo jika t — oo sehingga titik tetap sistem dinamakan saddle (pelana) dan
bersifat tidak stabil.

2. Jika nilai eigen dari matriks J adalah real berbeda dan sama tanda, maka titik

tetap dinamakan node (simpul). Jika keempat nilai eigen negatif
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(A1, A, 43,14 < 0) maka titik tetapnya stabil (asimtotik), yaitu A(t) —
0,N;(t) - 0,N,(t) — 0 dan N3 — 0 jika t — oo dan jika keempatnya positif
(A4,22, 23,14 > 0) maka titik tetap tidak stabil yaitu A(t) — oo, N;(t) —
00, N»(t) = oo dan N3 — oo jika t — oo,

3. Jika nilai eigen dari matriks J adalah real sama, maka titik tetap dinamakan
star. Jika keempat nilai eigen negatif (1; = 4, = 13 = 14, < 0) maka titik
tetap star stabil (asimtotik), dan jika keempatnya positif (1; =1, = 13 =
A4 > 0) maka titik tetap star tak stabil.

4. Jika nilai eigen dari matriks J adalah kompleks konjugat A;,34 = a £ ifs,
maka titik tetap dinamakan focus (spiral) yaitu stabil (asimtotik) untuk a < 0,
tidak stabil untuk « > 0. Dengan « adalah anggota bilangan real.

5. Jika nilai eigen dari matriks J adalah imajiner sejati yaitu A;,3, = if maka

titik tetap dinamakan centre (pusat). Titik tetap sistem adalah stabil netral.

2.4 Analisis Kestabilan pada Titik Tetap dari Sistem Persamaan Diferensial
Biasa Nonlinier Autonomous

Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit
dan nitrat membentuk suatu sistem persamaan diferensial biasa nonlinier orde satu
autonomous. Suatu sistem persamaan diferensial nonlinier tidak selalu mudah
diselesaikan secara eksplisit, namun dapat diaproksimasi melalui sistem
pelinierannya. Kestabilan titik kesetimbangan dari sistem nonlinier ditentukan
dengan terlebih dahulu melakukan linearisasi di sekitar titik tetapnya. Salah satu
metode yang dapat digunakan untuk pelinieran sistem persamaan diferensial
nonlinier adalah dengan menggunakan deret Taylor. Linearisasi sistem persamaan

diferensial nonlinier tersebut menghasilkan matriks Jacobi. Kestabilan titik tetap
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serta jenis kestabilan sistem dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen yang

dihasilkan (Boyce dan DiPrima, 1999:459).

2.4.1 Titik Tetap
Menurut Finizio dan Ladas (1982:291), misalkan x dan y merupakan

sistem autonomous, maka:

x=f(xy) y=9xy) (2.8)
Titik (xp,y9) merupakan titik tetap dari sistem (2.8) jika f(xy,vo) = 0 dan

9(x0,v0) = 0, maka turunan konstantanya sama dengan nol. Akibatnya jika titik
(x0, ¥o) merupakan titik-titik konstanta dari persamaan (2.8), maka:

x(t) = xo dan  y(t) =y (2.9)
Definisi 4:

Titik tetap (xg,y,) dari suatu sistem persamaan disebut stabil jika untuk
setiap bilangan e positif dan suatu & positif sedemikian sehingga setiap
penyelesaian (x(t), y(t)) dari suatu persamaan pada t = 0 memenuhi

[x(0) — x0]° + [y(0) — ¥o]* < & (2.10)

dan
[x(0) — x0]* + [y(0) —yo]* < € (2.11)

untuk semua t = 0 (Finizio dan Ladas, 1982:292).
Definisi 5:

Sebuah titik tetap (x,,y,) disebut stabil asimtotik jika titik itu stabil dan
suatu &, positif sedemikian sehingga setiap penyelesaian (x(t), y(t)) dari suatu
sistem persamaan pada t = 0 memenuhi

[x(0) — x0]* + [y(0) — ¥]* < & (2.12)

untuk semua t = 0 dan
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lim;_, x(t) = x dan lim,,, y(t) = yo (2.13)

(Finizio dan Ladas, 1982:291).
Berdasarkan uraian tersebut, maka dapat diketahui bahwa jika persamaan

(2.1) sampai (2.4) membentuk sebuah sistem persamaan dan dimisalkan

“0 = ACA®), Ny (), No (), N3 (1))
B0 = £, (), Ny (£), No (£), N5 (1))
(2.14)
WO = £ (A©), Ny (8, Ny(), Ny (D))
) _

= fa(A(®), N1.(£), Ny (£), N5 (1))

Titik (A*(t), N;"(t), N2"(t), N3 (t)) merupakan titik tetap dari sistem (2.14) jika:

fi(A7 (), Ny " (), N2 " (8), N3™(£) ) = 0, fo(A"(8), Ny™ (), N2™ (1), N3™ () ) = 0,

F5 (A (), Ny (£), Ny (), N5 (1)) = 0 dan £, (A" (), Ny " (£), Ny " (£), N5" () = 0

maka turunan kostantanya sama dengan nol. Akibatnya jika titik

(A*(t), N;"(t), N,"(t), N3 (t)) merupakan titik-titik konstanta dari persamaan

(2.14), maka fungsi konstantanya adalah

A(t) = A*(0), Ni(t) = Ny (1), Np(t) = Np"(t), N3(t) = N5' (1) (2.15)
Titik tetap (A*(t), N;"(t), N,"(t), N3*(t)) dari sistem persamaan (2.14)

disebut stabil jika untuk setiap bilangan € > 0 dan & > 0 sedemikian sehingga

setiap penyelesaian (A(t), N1 (t), N, (t), N3(t)) dari persamaan (2.14) padat = 0

memenuhi

[A(0) = A" ()] + [N1(0) = Ny " (D)]% + [N2(0) — N,"(8)]* + [N3(0) — N3“(1)]* < & (2.16)

serta

[A(0) = A" (O)]* + [N1(0) = Ny " ()]% + [N2(0) — N ()] + [N3(0) — N3™(8)]* < e (2.17)

untuk semua t > 0.
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Titik tetap (A*(t), Ny*(t), N,*(t), N3*(t)) disebut stabil asimtotik jika titik
itu stabil dan jika &, positif sedemikian sehingga setiap penyelesaian
(A(t), N1 (t), N5 (t), N3(t)) dari sistem persamaan (2.14) pada t = 0 memenuhi
[A(0) — A*()]* + [N (0) = Ny (D] + [N;(0) — Ny " (8)]* + [N3(0) — N3™(D)]* < & (2.18)

untuk semua t > 0 dan

lim;_ ) A(t) = A™(8) llm No(t) = N, (t)

N2 (t) (2.19)
(i Na (6) = Ny (0) im Na(6) = N3 ()
Definisi 6:

Sebuah titik yang tidak stabil disebut tak stabil (Finizio dan Ladas,
1982:291).
2.4.2 Linierisasi

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier
dengan persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan
diferensial nonlinier. Suatu sistem autonomous sebagaimana berikut

dx ﬂ i
i f(x,y) e g(x,y) (2.20)

dimana f dan g adalah nonlinier (Boyce dan DiPrima, 1999:471). Selanjutnya
akan dicari pendekatan pada sistem linier di sekitar titik tetap (x*,y*) dengan
deret Taylor di sekitar titik tetap (x*,y") dan akan menghilangkan suku

nonliniernya sebagai berikut:

%= F(X) y*)+@<x*, yYIx=x)+ Y )y -y
: ‘W (2.21)
Y g y)+ (x y)x-x)+ 8 (x Y)Yy

dt
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: « « dx du dy dv
Misalnya(X—Xx )=udan (y—y )=V maka — =— dan —=— pada
ya( ) (y-y) it il

keadaan setimbang f(x,y)=0, g(x,y)=0, kemudian disubstitusikan pada

persamaan (2.20) sehingga diperoleh sistem persamaan linier

du _of* =t Ol .
— =,y u+—(x,y)v
dt oy oy
(2.22)
dv o9, - =« o9, « =
— ==,y Ju+—=(x,y)v
dt oy oy
Sistem persamaan (2.22) tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks

G S|
) P2y 2y
dt |_| o ¢ - 2.23
)12 gy Doy T
dt hall VE EOVEEY

Sehingga sistem persamaan linier pada titik tetap (x*, y*) diberikan dengan

o of
uy_ OX oy (2.24)
v) | o |

oX oy

dimana semua turunan parsial di dalam matriks dievaluasi pada (x*,y*). Maka

didapatkan matriks Jacobi

of I

_ [ ox oy
A= 09 2 (2.25)

dx 0dy

2.4.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 7:
Untuk suatu matriks J,.,, suatu bilangan real A disebut nilai eigen dari

matriks J jika terdapat vektor tak nol x di R"™ sedemikian sehingga Jx = Ax



18
ekuivalen dengan persamaan (J — Al)x = 0, sehingga pernyataan-pernyataan
berikut adalah ekuivalen:

1. A adalah nilai eigen dari matriks J
2. (J — A)x = 0 mempunyai solusi trivial

3. ] — Al adalah singular

&

det (J — AI) = 0 (Zahnur, 2012:1-2).

Vektor eigen yang bersesuaian dengan A adalah solusi tak nol x untuk
persamaan (J — Al)x = 0. Vektor-vektor ini bersama dengan vektor O disebut
ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A. Ekspresi det (J —AI) =0
adalah suku banyak berderajat n yang selanjutnya disebut suku banyak
karakteristik dari J. Sehingga nilai eigen merupakan akar-akar dari persamaan

karakteristik det (J — AI) (Zahnur, 2012:2).

2.5 Alga

Alga merupakan organisme tingkat rendah yang bersifat eukariotik dan
memiliki klorofil. Alga mampu mengabsorbsi nutrisi dari lingkungan sekitarnya
dan berfotosintesis dengan bantuan sinar matahari untuk menghasilkan oksigen.
Karena kemampuannya melakukan proses fotosintesis, alga digolongkan sebagai
organisme photoautrophic. Pertumbuhan alga sangat bergantung pada adanya
nutrisi yang terdiri atas nitrogen dalam bentuk amoniak dan nitrat serta fosfor

yang diabsorbsi dari lingkungan sekitarnya (Ali, 2013:12).
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2.6 Siklus Nitrogen dan Asimilasi Nitrogen

Nitrogen merupakan suatu senyawa yang dapat ditemui di setiap badan air
dalam bermacam-macam bentuk, yaitu N, NH3, NO, dan NOj. Siklus nitrogen
merupakan serangkaian proses perubahan senyawa yang mengandung nitrogen.
Retnosari (1998) dalam Ali (2013:6-7) menggolongkan siklus nitrogen menjadi
dua, yaitu:
1. Siklus Nitrogen di Atmosfer

Cadangan utama nitrogen adalah nitrogen bebas (N,), yang meliputi 79%
volume atmosfer. Kemudian nitrogen bebas tersebut di konversi secara alami
menjadi nitrogen tersedia melalui proses fiksasi nitrogen oleh mikroorganisme
dan alga, muatan elektrik, serta secara artifisial oleh kegiatan kimiawi di pabrik-
pabrik. Gas nitrogen kembali ke alam atau atmosfer melalui proses denitrifikasi
oleh mikroorganisme.
2. Siklus Nitrogen di Air Permukaan

Siklus nitrogen pada air permukaan merupakan subsiklus yang diawali
dengan masuknya nitrogen ke dalam air permukaan dan jatuhnya debu (dust fall),
aliran permukaan (surface run off), masuknya air tanah dari subsurface, fiksasi
nitrogen dari atmosfer oleh alga hijau dan biru serta beberapa jenis bakteri dan
aliran langsung dari air buangan. Dalam lingkungan aquatic akan terjadi proses
mineralisasi, nitrifikasi dan denitrifikasi.

Proses mineralisasi atau biasa disebut peristiwa amonifikasi merupakan
proses oksidasi nitrogen organik menjadi nitrogen tersedia berupa amoniak (NHj3).
Proses nitrifikasi merupakan proses pengubahan nitrogen amoniak menjadi nitrti

oleh bakteri Nitrocomonas, yang dilanjutkan dengan pengubahan nitrit menjadi
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nitrat oleh bakteri Nitrocobacter. Sedangkan proses denitrifikasi adalah proses
reduksi nitrat untuk kembali menjadi gas nitrogen (N,) untuk menyelesaikan
siklus nitrogen (Ali, 2013:7).

Menurut Ali (2013:7-8) proses nitrifikasi terjadi melalui 2 tahap, yaitu:
a. Tahap nitritasi, yaitu tahap oksidasi amonium (NH3) menjadi nitrit (NO,) yang
dilakukan oleh bakteri Nitrocomonas.

Nitrocomonas

2NH; + 30, 2NO, + 2H,0 + 2H

b. Tahap nitratasi, yaitu tahap oksidasi nitrit (NO,) menjadi nitrat (NO3) yang
dilakukan oleh bakteri Nitrocobacter.

NO, + H,0 Nitrocobacter‘ NO; + 2H

»

Asimilasi nitrogen adalah peristiwa penyerapan nitrogen oleh tumbuhan
dan alga untuk berfotosintesis. Asimilasi nitrogen untuk pertumbuhan tumbuhan
dan alga akan mengurangi kadar nitrogen di perairan. Ketika nutrien (nitrogen)
sangat rendah maka laju produksi menjadi terbatas. Alga menggunakan NH; dan
NO;3 sebagai sumber nitrogen. Nitrat (NO3) merupakan bentuk nitrogen utama di
perairan alami dan juga merupakan nutrien utama bagi pertumbuhan tanaman dan
alga demikian halnya dengan amoniak. Nitrat dan amoniak adalah sumber utama
nitrogen di perairan. Kadar nitrogen yang berlebihan dapat mengakibatkan
terjadinya pengayaan nutrien, sehingga dapat menstimulir pertumbuhan alga dan

tumbuhan air di perairan tersebut secara cepat (Febrianty, 2011:7).

2.7 Hubungan antara Alga, Amoniak, Nitrit dan Nitrat
Amoniak berasal dari hasil ekskresi hewan dan manusia serta bangkai

makhluk hidup yang sudah mati. Amoniak yang ada dalam kotoran hewan
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merupakan hasil dari sisa proses pencernaan protein yang tidak sempurna. Sisa
protein yang banyak tersebut akan menyebabkan banyak unsur Nitrogen (N) di
dalam kotoran yang selanjutnya sisa protein tersebut diubah menjadi amoniak

(NHS) atau amonium (NH). Amoniak dalam kadar yang kecil menimbulkan bau

yang tidak sedap, namun dalam kadar yang besar dapat berdampak pada masalah
pernapasan, iritasi, serta dapat menyebabkan kematian. Nitrit (NO;) dan nitrat
(NO3) merupakan bentuk dari nitrogen anorganik hasil oksidasi amoniak (NHz3).

Nitrat merupakan salah satu senyawa nitrogen yang ada di perairan dan
bersifat stabil. Nitrat merupakan salah satu unsur yang penting untuk sintesa
protein tumbuh-tumbuhan dan hewan. Riani (1994) dalam Alam (2011:13)
menyatakan bahwa “Kandungan nitrat dalam kadar yang berbeda dibutuhkan oleh
setiap jenis alga untuk keperluan pertumbuhannya sedangkan kadar nitrat untuk
alga dapat tumbuh dan optimal diperlukan kandungan nitrat 0,9 — 3,5 mg/!”.

Adanya siklus nitrogen (nitrifikasi) menyebabkan amoniak teroksidasi
menjadi nitrit oleh bakteri Nitrocomonas kemudian teroksidasi menjadi nitrat oleh
bakteri Nitrocobacter. Amoniak dan nitrat merupakan nutrien utama bagi
pertumbuhan alga di perairan sehingga dapat menyebabkan terjadinya eutrofikasi
yang dapat memacu pertumbuhan alga secara pesat. Hal ini dapat mengurangi dan
menghalangi masuknya cahaya matahari ke dalam perairan.

Alga memiliki kemampuan untuk melakukan fotosintesis sehingga dapat
menggunakan energi matahari dan memanfaatkan nutrien yang ada di perairan.
Secara umum penyerapan amoniak dan nitrat dapat digambarkan sebagaimana

berikut:
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Gambar 2.1 Asimilasi Amoniak dan Nitrat Oleh Alga
Sumber : Afandi (2003) dalam Ali (2013:29)

Berdasarkan gambar tersebut, dapat diketahui bahwa nitrogen dalam
bentuk amoniak dan nitrat digunakan oleh alga untuk membentuk asam amino,
klorofil dan protein. Proses penyerapan nitrat diawali dengan terserapnya nitrat
oleh membran plasma pada alga, kemudian nitrat tersebut masuk ke dalam
sitoplasma. Nitrat yang ada dalam sitoplasma tidak langsung dapat digunakan
untuk membentuk asam amino dan protein, melainkan harus dikonversi terlebih
dahulu menjadi amoniak melalui bantuan enzim nitrate reductase. Sedangkan
penyerapan amoniak dapat langsung membentuk asam amino dan protein. Oleh
karena itu jumlah nitrat yang terserap oleh sel alga ditentukan oleh kadar amoniak

yang dihasilkan enzim nitrate reductase (Ali, 2013:34).

2.8 Ekologi, Pemodelan Matematika dan Keseimbangan dalam Islam
Pada dasarnya, matematika sering dikaitkan dengan pekerjaan menghitung
sehingga dikenal sebagal iimu hitung atau al-hisab. Dalam perkembangannya,
matematika dapat digunakan untuk mengungkapkan suatu kejadian atau peristiwa
menjadi ungkapan yang sistematis. Salah satu keajaiban Allah Swt. adalah telah
ditemukannya suatu cabang ilmu matematika, yaitu pemodelan matematika.
Interaksi pada pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan

nitrat dibahas dalam beberapa cabang ilmu, diantaranya ekologi. Ekologi

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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merupakan ilmu yang mempelajari tentang interaksi antar makhluk hidup dan
interaksi antara makhluk hidup dan lingkungannya, dimana tujuan dari interaksi
ini adalah demi tercapainya suatu keadaan yang seimbang (Fitria, 2009:26).

Ekologi tidak lepas dari pembahasan tentang ekosistem dengan berbagai
komponen penyusunnya, yaitu faktor abiotik dan biotik. Amoniak yang ada di
perairan dioksidasi menjadi nitrit dan nitrat oleh bakteri Nitrocomonas dan
Nitrocobacter kemudian alga menggunakan amoniak dan nitrat tersebut untuk
berfotosintesis. Interaksi pada pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak,
nitrit dan nitrat ini dapat didiskripsikan dalam suatu sistem persamaan yang
dibahas dalam suatu cabang ilmu, yaitu pemodelan matematika. Interaksi tersebut
harus selalu dalam keadaan stabil agar tercipta suatu lingkungan yang seimbang.
Allah Swt. sudah mengatur keseimbangan tersebut, sebagaimana firman Allah
Swt. dalam surat al-Bagarah/2:164 yang berbunyi:

A @56 A e el s B ol 5wt s 3 8
C s 15 18 0 b a5 3 3 551 0 B g o sz o 4D O g

O 18) §0a 038 oY o535 sl G et Clstdis
Artinya: “Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, silih bergantinya
malam dan siang, bahtera yang berlayar di laut membawa apa yang berguna
bagi manusia, dan apa yang Allah turunkan dari langit berupa air, lalu dengan
air itu Dia hidupkan bumi sesudah mati (kering)-nya dan Dia sebarkan di bumi
itu segala jenis hewan, dan pengisaran angin dan awan yang dikendalikan antara
langit dan bumi; sungguh (terdapat) tanda-tanda (keesaan dan kebesaran Allah)
bagi kaum yang memikirkan” (QS. al-Bagarah/2:164).

Avyat tersebut menjelaskan bahwa Allah Swt. telah membuat sebuah siklus
kehidupan untuk menjaga keseimbangan seluruh ciptaan-Nya. Salah satu siklus
yang dibuat Allah Swt. adalah siklus nitrogen. Dimulai dengan adanya oksidasi
nitrogen (N) menjadi amoniak (NHg). Selanjutnya bakteri Nitrocomonas

mengubah amoniak menjadi nitrit (NO;) dan bakteri Nitrocobacter mengubah
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nitrit menjadi nitrat (NOg). Setelah itu amoniak dan nitrat digunakan dalam proses
asimilasi amoniak dan nitrat oleh tumbuhan dan alga. Tumbuhan dan alga
kemudian menjadi sumber makanan bagi hewan dan manusia.

Dalam Tafsir Jalalain, Jalaluddin al-Mahalli dan Jalaluddin as-Suyuthi
secara jelas mengatakan bahwa “Tidak ada satupun mahluk ciptaan Allah Swt.
yang diciptakan tidak seimbang”. Bahkan Abil Fida’ Ismail bin Katsir dalam
Tafsir Ibnu Katsir mengatakan bahwa “Pada dasarnya manusia, hewan, tumbuhan
dan seluruh makhluk ciptaan Allah Swt. layaknya sahabat yang tidak pernah

berselisih karena saling membutuhkan” (Fitria, 2009:28).
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PEMBAHASAN

3.1 Identifikasi Variabel, Parameter dan Model Matematika
3.1.1 Identifikasi Variabel
Variabel yang digunakan dalam penelitian ini merujuk pada penelitian
Widowati, dkk, (2010:386-394) sebagaimana berikut:
1. Pertumbuhan alga (sel/mL) pada waktu t disimbolkan A(t).
2. Kadar moniak (NH3) (mg/L) pada waktu t disimbolkan Ny (t).
3. Kadar nitrit (NO,) (mg/L) pada waktu t disimbolkan N, (t).
4. Kadar nitrat (NO3) (mg/L) pada waktu t disimbolkan N3(t).
Interaksi pada pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan

nitrat digambarkan pada bagan berikut:

k
NH; r o[ NO; ky , Nos
P o 1-"P)
> <
lu
03
d Alga

Gambar 3.1 Interaksi pada Pertumbuhan Alga dan Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit, dan
Nitrat
Sumber: Brown dan Barnwel (1987:23)

Berdasarkan Gambar 3.1 tersebut, dapat diketahui bahwa alga menggunakan
kadar amoniak (NHs) sebanyak P dan nitrat (NOs) sebanyak (1 — P) yang ada di

perairan dengan laju pertumbuhan sebesar u. Fungsi asimilasi amoniak oleh alga

25
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PNy(t)

dinyatakan dengan - N1(6)+(1—P)N3(t)

dan total nitrogen yang terdapat di dalam alga

sebesar «. Sedangkan fungsi asimilasi nitrat oleh alga dinyatakan dengan

(A-P)N3(t)
PNy (t)+(1=P)N3(t)

dan total nitrogen yang terdapat di dalam alga sebesar a (Brown

dan Barnwel, 1987:23-24). Perbandingan kadar amoniak dan nitrat yang
digunakan oleh alga adalah sebesar P dan (1 — P) didasarkan pada faktor
preferensi amoniak (P). Sehingga apabila saat t kadar amoniak yang digunakan
adalah sebesar P, maka kadar nitrat yang digunakan adalah sebesar (1 — P).

Kadar amoniak NH3 di dalam perairan mengalami perubahan karena adanya hasil

02

ekskresi bentos yang dipengaruhi oleh kedalaman perairan (7) (Widowati, dkk,

2010:388). Kemudian dengan laju k; bakteri Nitrocomonas mengoksidasi
amoniak menjadi nitrit (NO,) pada proses nitrifikasi, sehingga kadar nitrit (NO,)
yang ada di perairan berubah. Setelah itu bakteri Nitrocobacter mengoksidasi

nitrit (NO,) menjadi nitrat (NO3) dengan laju k, pada proses nitratasi.

3.1.2 Nilai Awal Variabel dan Parameter pada Model Matematika

Nilai awal variabel pada penelitian ini merujuk pada karya tulis yang
berjudul “Konstruksi Model Dinamik Pertumbuhan Alga dan Pengaruhnya pada
Perubahan Kadar Nitrogen”, karya Widowati, dkk, (2010:386-394). Sedangkan
nilai parameter merujuk pada “Mathematical Modeling and Analysis of Ammonia,
Nitrite and Nitrate Concentration: Case Study in the Polder Tawang Semarang,

Indonesia”, karya Widowati, dkk, (2009:1-9):
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Variabel Simbol Nilai Satuan
Jumlah (kepadatan) alga A(0) 5 (sel/mL)
Kadar Amoniak N1 (0) 30,68 (mg/L)
Kadar Nitrit N, (0) 0,011 (mg/L)
Kadar Nitrat N3(0) 1,87 (mg/L)
Tabel 3.2 Nilai Parameter yang Digunakan pada Model (Widowati, dkk, 2010:392)

Parameter Simbol Nilai Satuan
Laju pertumbuhan lokal alga u 1,05 perhari
Daya tumbuh alga ) 0,7125 perhari
Laju perubahan amoniak menjadi nitrit
olehbakteri Nitrocomonas dalam proses kq 0,00184 perhari
nitrifikasi
Laju perubahan nitrit menjadi nitrat oleh
bakteri Nitrocobacter dalam proses k 1,6041 perhari
nitratasi
Kadar amoniak hasil ekskresi bentos o,
yang dipengaruhi  oleh  kedalaman a1 6,6058 mg/L
perairan
Faktor preferensi amoniak P 0,07 skalar
Total nitrogen yang terdapat dalam alga a 0,08 mg N/mg A
Kapasitas daya tampung K 78,64 skalar

3.1.3 Identifikasi Model Matematika

Model pada interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak,

nitrit dan nitrat diawali dengan adanya daya tumbuh alga sebesar 6 yang

dipengaruhi oleh kadar amoniak yang digunakan oleh alga sebesar P dan nitrat

sebesar (1 — P), sehingga pertumbuhannya adalah sebagai berikut:

(PN () + (1 = P)N3(t))SA(t)

Pertumbuhan alga akan dihambat dengan adanya daya tumbuh yang

dipengaruhi oleh kapasitas daya tampung (K) sehingga pertumbuhannya menjadi

terhambat

_ SA()?

K

Dari uraian tersebut didapatkan model pertumbuhan alga sebagai berikut:

dA(D)
de

= (PN(8) + (1 = P)N3(£))SA(¢) -

SA(t)?
K

3.1)
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Amoniak yang ada di perairan dioksidasi menjadi nitrit oleh bakteri

Nitrocomonas dengan laju k;. Selain itu, bentos atau hewan-hewan yang ada di

air (a,) mengekskresi amoniak dengan dipengaruhi kedalaman air (d), sehingga
kadar amoniak adalah sebagai berikut:

—ky N1 (8) + %
Kadar amoniak sebesar P digunakan dalam proses asimilasi amoniak oleh
alga dengan laju tumbuh sebesar p dan total nitrogen yang ada di dalam alga

sebesar a sehingga kadar amoniak berkurang

- PNy (t)
(PNl t)+(1-P)N3 (t)) a‘uA (t)

Dari uraian tersebut didapatkan model perubahan kadar amoniak adalah

PNq (t)
PN1(t)+(1-P)N3()

dNp(t o
MO — k@M (0) + 2 - (

) auA(t) (3.2)
Amoniak dioksidasi menjadi nitrit oleh bakteri Nitrocomonas dalam proses
nitritasi dengan laju k;. Kemudian terjadi juga proses nitratasi yaitu peristiwa

bakteri Nitrocobacter mengubah nitrit menjadi nitrat dengan laju k,, sehingga

didapatkan model perubahan kadar nitrit adalah sebagai berikut:

20 = ey Ny (1) = kN () (33)

Nitrit yang ada di perairan dioksidasi menjadi nitrat oleh bakteri
Nitrocobacter dalam proses nitratasi dengan laju k,, sehingga kadar nitrat adalah
k2 N2 (8)
Sama halnya dengan amoniak, kadar nitrat sebesar (1 — P) digunakan
dalam proses asimilasi nitrat oleh alga dengan laju tumbuh sebesar u dan total

nitrogen yang ada di dalam alga sebesar a, sehingga kadar nitrat berkurang

A=P)N3(t)
PNy (t)+(1-P)N3(t) apA(t)
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Dari uraian tersebut didapatkan model perubahan kadar nitrat adalah

sebagai berikut:

dN3(t)

B0 = ey Ny () — 2 A (e) (3.4)

PNy (t)+(1-P)N3(t)

Dari persamaan (3.1) sampai (3.4), dapat diketahui bahwa interaksi
pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat membentuk
sistem persamaan diferensial biasa nonlinier autonomous sebagai berikut:

dA(t) 6A(t)

= (PN (t) + (1 = P)N3(£))SA(1) -

dNq(t)
dt

% gy PNy (t)
= —kN; (1) + d (PNl(t)+(1—P)N3(t)) apA(t)

220 = jy Ny (£) — kN () (35)
dN3(t)

1-P)N3(t
B0 = Ny (£) — 28— gy A(r)

PN1()+(1=P)N3(t)

3.1.4 Interpretasi Model Matematika

Perubahan pertumbuhan alga bergantung waktu dipengaruhi oleh adanya
daya tumbuh alga sebesar & yang dipengaruhi oleh kadar amoniak yang
digunakan oleh alga sebesar P dan nitrat sebasar (1 — P). Pertumbuhan alga akan
dihambat dengan daya tumbuh yang dipengaruhi oleh kapasitas daya tampung,

sehingga model pertumbuhan alga bergantung waktu adalah

dA(t)
dt

6A(t)

= (PN (t) + (1 = P)N3())SA(t) — (3.6)
Perubahan kadar amoniak bergantung waktu dipengaruhi oleh oksidasi
amoniak menjadi nitrit dengan laju k; dan kadar amoniak yang diekskresi bentos

yang dipengaruhi oleh kedalaman perairan (%) Kadar amoniak sebesar P

digunakan dalam proses asimilasi amoniak oleh alga dengan laju tumbuh sebesar
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u dan total nitrogen yang ada di dalam alga sebesar «, sehingga model perubahan

kadar amoniak bergantung waktu adalah

dN1(t) _ 2 _ PN1(t)
dat ki Ny () + d (PNl(t)+(1—P)N3(t)) apuA(t) (3.7)

Perubahan kadar nitrit bergantung waktu dipengaruhi oleh oksidasi
amoniak menjadi nitrit dengan laju k;dan dilanjutkan dengan oksidasi nitrit dalam
proses nitratasi dengan laju k,, sehingga model perubahan kadar nitrit bergantung

waktu adalah

dNy(t)
dt

kiN1(t) — k2 Na (¢) (3.8)
Perubahan kadar nitrat bergantung waktu dipengaruhi oleh oksidasi nitrit

menjadi nitrat dengan laju k, dalam proses nitratasi. Kemudian kadar nitrat

sebesar (1 — P) digunakan dalam proses asimilasi nitrat oleh alga dengan laju

tumbuh sebesar u dan total nitrogen yang ada di dalam alga sebesar «, sehingga

model perubahan kadar nitrat bergantung waktu adalah sebagai berikut:

dN3(t) _
dt

_ a-PN®

3.2 Analisis Kestabilan

Untuk menganalisis kestabilan maka perlu menentukan titik tetapnya. Titik
tetap (A*(t), Ny"(£), N;*(£), N5"(t)) dari sistem persamaan (3.5) diperoleh
dengan mencari nilai (A*(t), Ny"(t), N,*(£), N3"(t)). Setelah diperoleh titik
tetapnya, maka perlu dilakukan linierisasi di sekitar titik tetap sistem sehingga
didapatkan matriks Jacobi untuk mengetahui nilai eigen yang dihasilkan.
Selanjutnya ditentukan kestabilan dan jenis kestabilan berdasarkan nilai eigen

yang dihasilkan.
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Misal (A*(t),Nl*(t),NZ*(t),Ng*(t)) merupakan titik tetap dari sistem

persamaan (3.5), maka A*(t), N;*(t), N,"(t), N5*(t) diperoleh jika:

dA(t) dN1(t)
dt 0, dt i 0,

dt dt
sehingga

0 = (PNy(0) + (1 — P)N3 (£))8A(2) — 2

_ 2 . PNl(t)
0=—k N1 () + d (PNl(t)+(1—P)N3(t)) auA(t)

0 = k1 N;(t) — kN, (8)

B _ a-PNs®)
0 =Nz (8) = o orr—pyma (o SHAM)

dN(t) -0 dN3(t) _

(3.10)

Dari sistem persamaan (3.10) tersebut, dapat ditentukan titik tetap

A*(t), Ny"(t), N (t), N3 (t) sebagai berikut:

0= (PNy(0) + (1 — P)N3(£))8A(2) — 2

M}({_t)z = (PN, () + (1 — P)N3(2))SA(L)

% = (PN, (t) + (1 — P)N;(D)K

A(t) = (PN (t) + (1 = P)N3(t))K
A (1) = (PN, (8) + (1 = P)N3(t))K

Substitusikan persamaan (3.11) untuk menentukan titik tetap Ny " (¢t)

_ 2 . PNl(t)
0= —kiN,(8) + (PNl(t)+(1—P)N3(t)) apA(t)

kN (t) = % — PN, (t)auk

02

7 = klNl (t) + PN1 (t)auK

2= Ny (8) [y + PapK]
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72

— d
Nl(t) - [k1+PauK |
_ (2 1
Mi(t) = (d ) ([k1+Pa,uK])
* _ a2
Ny (0) = d [y +Papk | (3.12)

Substitusikan (3.12) untuk menentukan titik tetap N, " (t)
0 = k1 Ni(t) — k2N2 ()

kiNi(t) = k,N,(t)

() _\
e (d [k1+PauK]) = kN> (1)

miram) _ o

k>
() () = »®
No'(6) = (m) (3.13)

Substitusikan persamaan (3.11), (3.12), dan (3.13) untuk menentukan titik tetap

N3*(t), sehingga

— _ (1—P)N3(t)
0 = kN, (t) TGRS auA(t)
(1-P)N3(t)
k,N,(t) = R e TG apA(t)

kyNy (t) = (1 = P)N3(t)auk

k10'2 _ _
k2 (dkz [k1+Pa,u<]) = (1= P)N3(t)auk

k1o
kz(dkz [k11+}2’0t#K ]) — (1 _ P)N (t)
auk 3

e (i) (o) = (1= PNs(0)

(Giesrem) () = = PINs(0)
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kio;

(e —) = =P ©

)
apuK dlkq+Pauk | —
1-p) N3(t)

kioz 1
(auK d[k1+Pa,uK]) 1-p) N3(t)

kioy _
auK d(1-P)[ki+auKP] N3 (t)

* I kyay
N3 (t) 1 auK d[kq+PauK —auK P2—kqP] (314)

Setelah itu substitusikan persamaan (3.12) dan (3.14) ke persamaan (3.11)
A*(t) = (PN1 () + (1 = P)N:(D))K
A*(t) = (PN, (1) + (1 — P)N3" (D)K

02

A'(t) = (P [W} +(A-P) [_ s d[auKPf-ll-(lZP—PauK —kl]]) i

A*(t) — ( Po; = kqi09+Pkq0> )
d [k1+PauK]  auK d[auK P2+k{P—PauK —kq]

A (t) . ( Paz( auK d[auK P?+kiP—PauK —kl])
= \(d [k1+PauK )( auK d[auK P%+k,P—PauK —k1])

(—k10'2+Pk10'2)(d [kl-l-POt[lK ]) )
(d [k1+PauK]) (auK d[auK P2+kiP—PauK —k1])

A*(t) = ( Poa(auK d[apK P?+kyP—Pauk —k1])
— (d [k1+PauK 1)( auK d[“.UKP2+k1P—PaMK —i])

(Pk10a—k102)(d [kq+PapK]) )
(d [k1+PauK ]) (auK d[auK P2+kiP—PauK —k1])

A(t) = ( Poy(a?u?K2P2d+auKPdk 1 —a’u?K?Pd—auKdk 1)
" \(k1d+aukPd )(a?u2K2P2d+auKPdk 1—a?u2K2Pd—auKdk 1)

(09Pk1—02k1)(dk1+auKPd) )
(k1d+auKPd )(a?u2K2P2d+aukPdk 1—a?u?K%Pd—auKdk 1)

02(a2ﬂ2K2P3d+auK P2dk1—a?u’K?*P2d—auKPdk 1)
(k1d+apKPd )(a?pu2K2P2d+auKPdk 1 —a?u2K2Pd—auKdk 1)

ar = (

adek12+azauKPzdk1—02dk12—02ayKPd kq )
(k1d+auKPd )(a?u2K2P2d+auKPdk 1—a?u?K%Pd—auKdk 1)
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A*(t) _ ( 02(a2y2K2P3d+0c;1KPzdkl—azyszPZd—ayKPdk 1)
- (k1d+auKPd )(a?u2K2P2d+auKPdk 1 —a?u2K2Pd—auKdk 1)

o2[Pdk 1*+ auK P2dk1—dk1%—auKPd k1] )
(k1d+auKPd )(a?u2K2P?2d+aukPdk 1—a?u?K2Pd—auKdk 1)

kemudian dengan memisalkan

a=a’u*K*pP3d c = a’u*K*P%d h = Pdk,”
b = auKP?dk, e = auKPdk, j=dk,’
maka

A*(t) A (aza+02b—ozc—02e+02h+02b—02j—02e)K
(auKd )(b+h—e—j+a+b—c—e)

70 = (o)

* @y
A(t) =2k
A*(t) = ;—ji (3.15)

Berdasarkan uraian tersebut, maka hanya dihasilkan satu titik tetap yaitu

P () kioz

(A%, Ny (0, N2 (8, N3 (1)) = (au_d'(auKP—i-kl)d'kz(auKP—l-kl)d ’

aukK d[kq +Pa];11:2—aul( Pz—klP])'
hasil tersebut sudah sesuai dengan titik tetap yang dihasilkan dengan bantuan
software Maple. Kemudian jika nilai parameter pada Tabel 3.1 disubstitusikan pada
hasil tersebut, maka dihasilkan titik tetapnya adalah (A*(t), N;"(t), N, (t), N3*(t)) =

(78,6405 14,2292 0,01632173241 0,0042618).

3.2.2 Linierisasi dan Analisis Kestabilan di sekitar Titik Tetap
Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit

dan nitrat berbentuk sistem persamaan nonlinier sehingga perlu dicari pendekatan
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pada sistem linier di sekitar titik tetap (A*(t), N;"(t), N,"(t), N3"(t)) dengan
menggunakan deret Taylor.

Misalnya

dA(t) _ d(A@)-A"(1)) dN1(8) _ d(N{(£)=N1"(t)) dN(t) _ ANz (£)=Np"(t)) dN3(t) _ d(N3(t)—N3"(t))

dt dt ’oodt dt ’odt dt ’oodt dt
maka
d(A(t)—=A*(1)) ” * * o df1(A*(t),N1*(t),N*(t),N3*(¢t))
L) = A ©, Ny (D), Ny (), V5" (8) ) + 2O O DR O (a () —

’ 314" (ON1" (DN (O.N5" (D) ; 81 (A" Ny, "Ny, " N3,
A (1)) + L QM ORTONTO) iy, (1) — Ny (1)) + LMl

Ly () -

o af1(A*(t),N1"*(t),N,*(t),N3*(t)) o
Ny () + SRR D% L (N3 (6) — N3 (8)) + -+

T = L (.M (O, (O, Ny (1)) + LEOR OB O (ae) - 4(1)) +

afo(A"()N1"(O)N2" (). N3 (1) * af2 (A" (),N1"(E),N2" (). N3" ()
2R OF O (4 (1) - By () + 0N OB D (y, ) =

* 0 f2(A*(£),N1"(t),N2 " (t),N3™(t)) 5
Ny (6) + JPAGHO) 121\)’32() 3 (6) (N5(£) — N3*(£)) + - (3.16)

T = [ (0N (O, N, (O, V" (0)) + LEQROR OB () — 4 (0) +

dt 24
3 f3 (A*(t),N1*(£),N2* (£),N3* (1)) x af3(A™(E).N1"(6),N2"(£).N3" (1)
’ : N, : 2= (N1 (8) = Ny (1) + =2 ) N, : == (N, (8) —

o af3(A*(t),N1"(t),Ny"(t),N3™(¢t)) o
Np' (1)) + LR O B0 (N (6) — Na™ (1)) +

T = £ O, N (O, (0,15 (0)) + LT OB (40) — ') +

dt 0A
af4(A*(t),N1"(t),No " (t),N3* * 0 f4(A*(t),N1"(t),N,*(t),N3*
fa(A"(t).Ny ((;1\)/ 2 (O)N37 (1) (N, () = Ny (D) + fa(A"(£).N1 ;t]\)/ 2" (1).N5" () (N, (£) —
1 2
* 0 f4(A*(£),N1"(£),No " (£),N3"(t)) o
Ny (1)) + LR O D (N (6) — N3 (D) +

jika u(t) = A(t) — A*(t), v(t) = Ny (t) — N;"(t), w(t) = N,(t) — N,"(t) dan
z(t) = N3(t) — N5 (t)
maka

dA(t) _ du(t) dN1(t) _ dv(t) dNy(t) _ dw(t) dN3(t) _ dz(t)
dt  dt ' dt ~ dt ' dt  dt ' e dt

pada keadaan setimbang,



du

dt
dv

dt
dw

dt
dz

dt
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fi(A"(6), Ny ™ (), N2 " (6), N3™ () ) = f(A"(©), N1 (), N2 " (6), N3 () ) =
f3(A7(6), Ny ™ (8), N2" (), N3™ () ) = fa(A"(6), Ny" (1), N2™(t), N3~ () = 0.
Kemudian disubstitusikan pada persamaan (3.16) sehingga diperoleh persamaan
linier adalah sebagai berikut:

af1 (A" ()N " (£),N2" (), N3 (1))
aN,

du(®) _ 9f1(A7(0),N1"(6),N2" (£).N3" (1))

at 24 A +

N;(t) +

df1(A"(E).N1" (£).N2"(t).N3™ (1)) af1 (AT (6).N1 " (£).N2 " (£).N37 (L))
1 1 aNz 2 8 Nz(t) IE 1 1 6N3 2 3 N3(t)

dv(@®) _ 3f2(A*(t),Nl*(t),Nz*(t),Nf(t))A(t) o af2(A"(t),N1"(t),N2"(t),N3"(t))

dt 24 aN, Ny () +

3 fo (A" (£),N1*(t),N2* (t),N3*(t)) 3 f5(A*(£),N1*(t),N2*(t),N3*(t)) 3.17
2 1 aNz 2 3 Nz(t) + 2 1 6N3 2 3 N3(t) ( )

dw (@) _ af3(A*(t):Nl*(t)»NZ*(t):N3*(t))A(t) n af3(A"(t),N1"(t),N2"(t),N3"(t))

dt aA aN, Ny (6 +

af3(A"(t),N1"(t),N2"(t),N3™(t)) N, (t) + df3(A"(t),N1"(t),N2"(t),N3™(t)) Ny (£)

dN> dN3
dz(t) _ 9 fa(A™(£),N1"(£),N2"(£),N3"(¢)) 4 f4(A*(£),N1" (), N2 (£),N3"(t))
= E A + o Ny () +
0 f4 (A" (£),N1"(£),N2"(6),N3"(t)) 8 f4 (A" (), N1 (6),N2"(t),N37 ()
4 1 aNz 2 3 Nz(t) + 4 al 6N3 2 3 N3(t)

Sistem persamaan (3.17) tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks

rof1(A"(ON(ON2"(ON3" () Af1ATONT (N2 (N3 () If1(ATON1"(ON2" (N3 (1)) 9 f1 (A ()N (E)N2* (E)N3™(E)]

0A dN1 dN; dN3
Af2 (A" (@O N1 ()N @) N3"(£)  df2(A* ()N ()N (E)N3" (1)) Af2 (A" () .N1"(E).N2"(£),N3"(£))  9f2(A*(£).N1"(£).N2"(£).N3"(t))

0A dNy dNy dN3
Af3(A"(ON1 (N2 (N3 () f3(A" (N1 (N2 (N3 (1) 9f3(A" (N1 (N2 (ON3" (1) 9f3(A().N1"(8).N2"(E)N3" ()

0A Ny dNy dN3

Afs(A" )N (O N2 (O)N3" (X)) Ifa(A NN EN3" (X)) Ifa (A" (ONL" (N2 (N3 (1)) dfa (A" ()N ()N (E)N3™ ()
| 94 Ny N, N3

Sehingga sistem persamaan diferensial linier pada titik tetap

(A*(t), N;"(t), N,*(t), N3"(t)) diberikan dalam matriks

NS, 8
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0fi Ofi 9fi Of]
A N, 0N, 0ON;
f 9fa 9f2 3f2
A N, 0N, 0ON;
9fs O0fs Ofs Ofs
A N, ON, ON;
0fs 0fs O0fs Ofs

L 0A dN;y 0N, ON;3l

Semua turunan parsial matriks dievaluasi pada (A*(t), N;"(t), N,"(t), N3"(¢t)).

Maka didapatkan matriks jacobi ( J ), sebagai berikut:

o LOo p() + Ny ()6 -

9A(t)

af1it) _ %
TS = PoA (D)

0f1(®) _
ANz (1)

6fl(t) _ ‘3 *
T (1=P)sA*(t)

0f2(®) _ ___ PNi"(®an
0A(t) PN1*(t)+(1—P)N3*(¢t)

00 _ ., PapA"(®)

rof1(¢) 9f1(6) 9f1(t) 9f1(t) 1
dA(t) AN (t) AN, (t) dN3(t)
df2(t) df2(t) 9fa(t) 0f2(8)
dA(t) AN (t) AN, (t) AN3(t)
df3(t) 0f3(t) 0f3(t) df3(t)
dA(t) ON1(t) AN, (t) dN3(t)
9f4(t) 0fa(t) 0fa(t) 0fa(t)
| 04 (t) ON1 () AN, (t) IN3(t).

26A%(t)
K

PIN* () au A*(t)

INI(®) L PNIF(O+(A-P)N3*(t) | (PN1*(t)+(1—P)N3*(1))?

£ _
ON(¢)

9fa() _ _PNi"(O)apA*()(1—P)

aN3(t)  (PN1*()+(1—P)N3*(t))?

Afs(®) _
QA (t)

O _
aNi(e) L
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s _ _
AN, (t) 2
df3(t) _
N3 (t)
o ) _ __ (-P)N3"(au
A (t) PN{*(t)+(1—P)N3(t)
fa() _ _(A=PIN3"OapA* ()P
aN1(t)  (PN{*(t)+(1—P)N3*(t))?
fa(®) _
aNy(t) A
fs@® _ _ _ (A=P)auA*®) (1—P)?N3* (t)ap A*(t)
aN3(t) PN1"(O)+(1—P)N3*(t) =~ (PNy*(t)+(1—P)N3*(t))?
Misalkan
* * * 26A*(t) * * * *
" =P(N;"(t) + N3"(t))d — ——m" = PSAT(t), n* = (1= P)SA™ (D),
o = PNy*(D)au . 9 Pap A*(t) PZN1* (D)ap A*(t)
©PN{T(O)+(A-P)N3*(t) ' T PN{T()+(1-P)N3*(t)  (PN1*()+(1—P)N3*(£))? '
p _ PN (QapA"@A-P) . _ _ (1=P)Ns"(®)au « _ _(1=P)N3"(OapA*(O)P
(PN1*()+(1-P)N3™(t))? ' PN1*(t)+(1—-P)N3(t) ' (PN1*(£)+(1—=P)N3™*(t))? '
(1-P)auA*(t) (1=P)2N3*(D)ap A*(t)

dan v = PNl*(t)+(1_P)N3*(t) (PNl*(t)+(1—P)N3*(t))2

Maka matriks Jacobian yang dihasilkan adalah

4 m” 0 n*

_ |0 Gy —14do) 0 v
J=1 ky —k, 0
_S* u* kz —17*

Jika nilai-nilai parameter pada Tabel 3.1 disubstitusikan pada matriks Jacobian

tersebut, maka menghasilkan

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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—0,018120549334°(t)
0,00588N,*(f) 000184 0,005884%(t) o 000546844°(t)N,"(t)
0,07N,*(t) + 093N, * () 0,07N,*(t)+ 0,93N,*(t) (0,07N,*(t) +0,93N,;*(1))*
0,0004116A4°(£)N,*(t)
(0,07N,*(t) + 0,93N,*(t))>
0 0,00184 —1,6041 0
0,07812N,*(t) 0,00546844% ()N, *(¢) 1,6041  0,078124%(1)
0,07N,*(t) + 0,93N,*(t)  (0,07N,*(t) + 0,93N,*(£))? 0,07N,"(t) +0,93N;°(t)
0,0726516A4°(£)N,*(t)
(0,07N,*(t) + 0,93N,"())?

-

Kemudian jika nilai hasil titik tetap yang diperoleh (A*(t), N;"(t), N,"(t), N3*(t)) =

(78,6405 14,2292 0,01632173241 0,0042618) disubstitusikan pada matriks

tersebut sehingga

aq1: 0,049875(14,2292) + 0,662625(0,0042618) —

0,01812054933(78,6405) = —0,7125043140

ai: 0,049875(78,6405) = 3,922193750

a3: 0

ay4: 0,0662625(78,6405) = 52,10914554

0,00588 (14,2292)

Q21 7 007(14.2292)40,93(0,0042618) Sl AU

azz: —0,00184 — 0,07(14(,)’202(3952??01,:‘32(20?;342618) (0,(())';)?10:;igz(;jﬁ;zig,(g(izgz)))Z
= —0,0036727073

a3: 0

0,0054684 (14,2292)(78,6405)

Ayt
247 (0,07(14,2292)+0,93(0,0042618 ))2

asq: 0

= 6,119007976

asy: kl = 0,00184
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aszz: — k2 = —1,6041

azs: 0
* Gar: T 007(1(1027;122)5:)005:(2063322618) —0,0003329289474
o AT, _ 001532707270
ays: 1,6041
Ly — 0,07812 (78,6405) 0,0726516 (0,0042618 )(78,6405)

0,07(14,2292)+0,93(0,0042618) ' (0,07(14,2292)+0,93(0,0042618 ))?
= —6,119007977

maka diperoleh nilai matriks Jacobian di sekitar titik tetapnya adalah

—0,7125043140 3,922193750 0 52,10914554
J= —0,08366707101 —0,0036727073 0 6,119007976
B 0 0,00184 —1,6041 0

40

—0,0003329289474 0,001832707270 1,6041 —6,119007977

Sedangkan untuk menentukan nilai eigen maka

det|J] —AI| =0
100 0
det]—lg (1) (1’ 8 .
0 %0 1
—0,7125043140 3,922193750 0 52,10914554 1 0 0
det —0,08366707101 —0,0036727073 0 6119007976 0O A O
0 0,00184 —1,6041 0 0 4
| —0,0003329289474 0,001832707270 1,6041 —6, 119007977 0 0 O
[—0,7125043140 — A 3,922193750 52,10914554
det —0,08366707101 —0,0036727073 — 4 O 6,119007976
0 0,00184 —-1,6041 -2 0
| —0,0003329289474 0,001832707270 1,6041 —6,119007977 — 2

Kemudian dengan bantuan software Maple diperoleh nilai eigen A,45,43,14

sebagaimana berikut:
Ay =-0,3570722241 + 0,4515802517i A3 =-6,117391316

A, =—0,3570722241-0,4515802517i A4y =-1,607749235
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Karena nilai-nilai eigen (A4,1,,43,44) Yyang diperoleh merupakan anggota
bilangan kompleks dengan bagian real bernilai negatif maka sistem tersebut
adalah stabil asimtotik. Hal ini menunjukkan bahwa dengan titik tetap
(A*(1), Ny " (1), N,*(t), N;*(t)) = (78,6405 14,2292 0,01632173241 0,0042618)

maka pertumbuhan alga dan kadar amoniak, nitrit dan nitrat dapat berdampingan.

3.3 Solusi Numerik dan Interpretasi Grafik

Dengan bantuan software MATLAB 2008 serta dengan menggunakan
fungsi ode45 dan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.1 dan nilai awal
A(0), N;(0), N,(0), N3(0) pada Tabel 3.2 maka diperoleh hasil grafik dari

sistem persamaan (3.5) sebagaimana berikut:

Grafik A terhadap t N1 terhadap t

180

(sel/ml)

. \ . \ | . \ | L L L 1 L L . . L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
waktu (hari} waktu (hari)

Gambar 3.2 Grafik Perubahan Pertumbuhan Alga Gambar 3.3 Grafik Perubahan Kadar Amoniak
Gambar 3.2 dan 3.3 merupakan grafik perubahan pertumbuhan alga dan
perubahan kadar amoniak (NHs) selama 20 hari. Dengan nilai parameter yang
telah diberikan pada Tabel 3.2 dan nilai awal pada Tabel 3.1, dapat diketahui
bahwa mula-mula pertumbuhan alga dan kadar amoniak mengalami peningkatan
sampai hari ke 2 dengan pertumbuhan alga mencapai sekitar 175 sel/ml dan kadar
amoniak mencapai sekitar 37 mg/L. Pada hari berikutnya perlahan pertumbuhan

alga dan kadar amoniak mengalami penurunan sampai hari ke 8 yaitu mencapai
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sekitar 75 mg/L untuk pertumbuhan alga dan 13 mg/L untuk kadar amoniak.
Setelah itu, pertumbuhan alga perlahan cenderung stabil ketika mencapai sekitar
78,64 sel/ml. Sedangkan kadar amoniak cenderung bergerak stabil ketika

kadarnya mencapai sekitar 14,2 mo/L.

Grafik N2 terhadap t Grafik N3 terhadap t

0.04

0.035}
0.03f

jary
B 00250
=

(mag/L}

0.02

0.015

0.01

L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 16 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
waktu (hari) waktu (hari)

Gambar 3.4 Grafik Perubahan Kadar Nitrit Gambar 3.5 Grafik Perubahan Kadar Nitrat

Gambar 3.4 dan 3.5 menunjukkan perubahan kadar nitrit (NO,) dan nitrat
(NO3) selama 20 hari. Dengan nilai parameter yang telah diberikan pada Tabel 3.1
dan nilai awal pada Tabel 3.2 berdasarkan Gambar 3.4 dapat diketahui bahwa
mula-mula kadar nitrit mengalami peningkatan sampai hari ke 2 yaitu mencapai
sekitar 0,039 mg/L. Namun setelah itu kadar nitrit perlahan mengalami penurunan
sampai hari ke 8 yaitu mencapai sekitar 0,015 mg/L. Kemudian perlahan kadar
nitrit cenderung bergerak stabil ketika mencapai sekitar 0,016 mg/L. Berdasarkan
Gambar 3.5 dapat diketahui bahwa kadar nitrat terus mengalami penurunan
seiring bertambahnya waktu sampai akhirnya cenderung stabil ketika mencapai
sekitar 0,004mg/L.

Berdasarkan Gambar 3.2 sampai 3.5 dapat diketahui bahwa Kketika
pertumbuhan alga mencapai nilai maksimal yaitu sekitar 175 sel/ml pada 2 hari
pertama, kadar amoniak dan nitrit juga mencapai nilai maksimal yaitu sekitar 37

mg/L dan 0,039 mg/L. Selanjutnya ketika pertumbuhan alga mulai mengalami
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penurunan hingga hari ke 8 yaitu mencapai sekitar 75 sel/ml, kadar amoniak dan
nitrit juga mengalami penurunan hingga hari ke 8 yaitu mencapai sekitar 13 mg/L
dan 0,015 mg/L. Setelah itu, pada waktu selanjutnya pertumbuhan alga serta kadar
amoniak dan nitrit cenderung bergerak stabil. Sedangkan untuk perubahan kadar
nitrat, kadar nitrat terus mengalami penurunan seiring bertambahnya waktu
sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.

Berdasarkan uraian tersebut dapat disimpulkan bahwa pada 2 hari pertama
pertumbuhan alga serta kadar amoniak dan nitrit mengalami peningkatan sampai
mencapai nilai maksimal. Selanjutnya ketika pertumbuhan alga mulai mengalami
penurunan pada hari berikutnya, kadar amoniak dan nitrit juga menurun.
Sedangkan kadar nitrat terus mengalami penurunan seiring bertambahnya waktu.
Hal ini terjadi karena pertumbuhan alga yang meningkat sampai mencapai nilai
maksimal disebabkan oleh tersedianya amoniak yang pada waktu tersebut juga
mengalami peningkatan hingga mencapai nilai maksimal karena adanya hasil
ekskresi bentos yang ada di perairan. Selain itu, kadar nitrat yang awalnya berada
pada nilai maksimal juga mengakibatkan pertumbuhan alga meningkat sampai
mencapai nilai maksimal. Kemudian kadar nitrit mengalami peningkatan dan
mencapai nilai maksimal pada waktu yang sama karena meningkatnya kadar
amoniak menyebabkan hasil oksidasi amoniak menjadi nitrit juga meningkat dan
mencapai nilai maksimal pada waktu tersebut. Sehingga ketika kadar amoniak
mengalami penurunan pada hari berikutnya, maka hasil oksidasi amoniak menjadi
nitrit juga menurun. Namun pertumbuhan alga serta perubahan kadar amoniak,

nitrit dan nitrat pada akhirnya cenderung bergerak stabil. Kestabilan pada model
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interaksi pada pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat
menghasilkan suatu kondisi lingkungan perairan yang seimbang.

Berdasarkan hasil tersebut, terdapat perbedaan antara hasil penelitian

terdahulu dengan hasil penelitian penulis, sebagaimana uraian berikut:

Grafik A terhadap t N1 terhadap t

—— Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga
—+— Tanpa Pengaruh PN1 dan (1-PJN3 pada Alga H 551

—+— Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga
—+— Tanpa Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga
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Gambar 3.6 Grafik Perubahan Pertumbuhan ~ Gambar 3.7 Grafik Perubahan Kadar Amoniak
Alga dengan Pengaruh dan Tanpa Pengaruh  dengan Pengaruh dan Tanpa Pengaruh Amoniak
Amoniak Sebesar P dan Nitrat Sebesar (1 — P)  Sebesar P dan Nitrat Sebesar (1 — P) pada
pada Pertumbuhan Alga Pertumbuhan Alga

Gambar 3.6 dan 3.7 merupakan grafik perubahan pertumbuhan alga dan
perubahan kadar amoniak (NH3) selama 20 hari. Berdasarkan Gambar 3.6 dan 3.7
tersebut terlihat adanya perbedaan antara perubahan pertumbuhan alga dan
perubahan kadar amoniak dari penelitian terdahulu yaitu tanpa adanya pengaruh
amoniak dan nitrat pada pertumbuhan alga dengan penelitian hasil penulis yaitu
dengan adanya pengaruh amoniak dan nitrat pada pertumbuhan alga. Dengan nilai
parameter yang telah diberikan pada Tabel 3.1 dan nilai awal pada Tabel 3.2,
dapat diketahui bahwa pada penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh
Widowati, dkk, (2010:386-394) berdasarkan Gambar 3.6 dapat diketahui bahwa
pertumbuhan alga mengalami peningkatan mulai hari pertama hingga hari ke 13
yaitu mencapai sekitar 78,7 sel/ml sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.

Kemudian berdasarkan Gambar 3.7 dapat diketahui bahwa kadar amoniak
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mengalami peningkatan mulai hari pertama sampai hari ke 8 yaitu mencapai

sekitar 57 mg/L sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.

Grafik N2 terhadap t Grafik N3 terhadap t
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Gambar 3.8 Grafik Perubahan Kadar Nitrit Gambar 3.9 Grafik Perubahan Kadar Nitrit

dengan Pengaruh dan Tanpa Pengaruh Amoniak dengan Pengaruh dan Tanpa Pengaruh
Sebesar P dan Nitrat Sebesar (1 — P) pada ~ Amoniak Sebesar P dan Nitrat Sebesar (1 — P)
Pertumbuhan Alga pada Pertumbuhan Alga

Gambar 3.8 dan 3.9 merupakan grafik perubahan kadar nitri (NO,) dan
nitrat (NO3) selama 20 hari. Berdasarkan Gambar 3.8 dan 3.9 tersebut terlihat
adanya perbedaan antara perubahan kadar nitrit dan nitrat dari penelitian terdahulu
yaitu tanpa adanya pengaruh amoniak dan nitrat pada pertumbuhan alga dengan
penelitian hasil penulis yaitu dengan adanya pengaruh amoniak dan nitrat pada
pertumbuhan alga. Dengan nilai parameter yang telah diberikan pada Tabel 3.1
dan nilai awal pada Tabel 3.2, dapat diketahui bahwa pada penelitian sebelumnya
yang dilakukan oleh Widowati, dkk, (2010:386-394) berdasarkan Gambar 3.8
dapat diketahui bahwa kadar nitrit mengalami peningkatan mulai hari pertama
hingga hari ke 8 yaitu mencapai sekitar 0,067 mg/L sampai akhirnya cenderung
bergerak stabil. Kemudian berdasarkan Gambar 3.9 dapat diketahui bahwa kadar
nitrat mengalami penurunan mulai hari pertama sampai hari ke 8 yaitu mencapai

sekitar 0,12 mg/L sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.
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3.4 Simulasi dan Interpretasi Grafik
Simulasi  dilakukan untuk mengatahui perilaku setiap variabel
(A(t), N1 (t), Ny(t),N3(t)) dengan nilai preferensi amoniak (P) Kketika
mengalami penurunan dari P = 0,07 menjadi P = 0,02 dan ketika mengalami
kenaikan dari P = 0,07 menjadi P = 0,12. Hasil simulasi adalah sebagaimana

berikut:

Pertumbuhan Alga dengan penurunan dan kenaikan P sebesar 0.05 Perubahan M1 dengan penurunan dan kenaikan P sebesar 0.05
T T T T T T T T T T T T
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‘ .
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——P=0124
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N
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Gambar 3.10 Grafik Simulasi Perubahan Gambar 3.11 Grafik Simulasi Perubahan
Pertumbuhan Alga dengan P = 0,02; Kadar Amoniak dengan P = 0,02; P = 0,07,
P =0,07dan P =0,12 P =10,07dan P =0,12

Gambar 3.10 menujukkkan simulasi perubahan pertumbuhan alga dengan
nilai parameter P yang berbeda. Berdasarkan gambar tersebut, dapat diketahui
bahwa ketika faktor preferensi amoniak meningkat (P = 0,07 menjadi P = 0,12)
maka pertumbuhan alga juga meningkat sampai akhirnya cenderung bergerak
stabil. Sedangkan ketika faktor preferensi menurun (P = 0,07 menjadi P = 0,02)
maka pertumbuhan alga juga menurun sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.
Sedangkan Gambar 3.11 menujukkkan simulasi perubahan kadar amoniak dengan
nilai parameter P yang berbeda. Berdasarkan gambar tersebut, dapat diketahui
bahwa ketika faktor preferensi amoniak meningkat (P = 0,07 menjadi P = 0,12)

dan cenderung bergerak stabil. Sedangkan ketika faktor preferensi menurun
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(P =0,07 menjadi P =0,02) maka kadar amoniak mengalami peningkatan

seiring bertambahnya waktu sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.

Perubahan N2 dengan penurunan dan kenaikan P sebesar 0.05 Perubahan N3 dengan penurunan dan kenaikan P sebesar 0.05
0.06 T T T T T T T T 2 T T T T T T T T
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Gambar 3.12 Grafik Simulasi Perubahan Gambar 3.13 Grafik Simulasi Perubahan
Kadar Nitrit dengan P = 0,02; P = 0,07 Kadar Nitrat dengan P = 0,02; P = 0,07

dan P =0,12 dan P =0,12

Gambar 3.12 menujukkan simulasi perubahan kadar nitrit dengan nilai
parameter P yang berbeda. Berdasarkan gambar tersebut, dapat diketahui bahwa
ketika faktor preferensi amoniak meningkat (P = 0,07 menjadi P = 0,12) maka
kadar nitrit mengalami penurunan hingga akhirnya cenderung bergerak stabil.
Sedangkan ketika faktor preferensi menurun (P = 0,07 menjadi P = 0,02) maka
kadar nitrit mengalami peningkatan seiring bertambahnya waktu sampai akhirnya
cenderung bergerak stabil. Sedangkan Gambar 3.13 menujukkan simulasi
perubahan kadar nitrat dengan nilai parameter P yang berbeda. Berdasarkan
gambar tersebut, dapat diketahui bahwa ketika faktor preferensi amoniak
meningkat (P = 0,07 menjadi P = 0,12) maka kadar nitrat mengalami
penurunan dan akhirnya cenderung bergerak stabil. Sedangkan ketika faktor
preferensi menurun (P = 0,07 menjadi P = 0,02) maka kadar nitrat mengalami

peningkatan dan akhirnya cenderung bergerak stabil.



48

Berdasarkan uraian tersebut, dapat diketahui bahwa ketika faktor
preferensi amoniak (P) meningkat, maka amoniak yang digunakan oleh alga juga
meningkat sehingga pertumbuhan alga meningkat. Penggunaan amoniak yang
semakin besar menyebabkan kadar amoniak menurun sehingga hasil oksidasi
amoniak menjadi nitrit dan nitrat juga menurun. Sedangkan ketika faktor
preferensi amoniak (P) menurun, maka amoniak yang digunakan oleh alga juga
mengecil sehingga pertumbuhan alga mengalami penurunan. Penggunaan
amoniak yang semakin kecil menyebabkan kadar amoniak meningkat sehingga

hasil oksidasi amoniak menjadi nitrit dan nitrat juga meningkat.

3.5 Siklus dan Asimilasi Nitrogen serta Konsep Keseimbangan dalam
Perspektif Islam

Siklus nitrogen merupakan suatu proses perubahan senyawa yang
mengandung unsur nitrogen menjadi berbagai macam bentuk kimia yang lain.
Siklus nitrogen merupakan salah satu bukti bahwa bumi secara khusus dirancang
untuk kehidupan manusia. Siklus ini telah digambarkan Allah Swt. dengan jelas
melalui firman-Nya dalam surat al-Bagarah/2:164.

Allah Swt. telah menciptakan berbagai macam makhluk hidup yang
beraneka ragam mulai dari yang dapat dilihat oleh mata secara langsung maupun
yang berukuran sangat kecil, yang disebut mikroorganisme. Salah satu contoh
mikroorganisme yaitu bakteri pengurai, di antaranya adalah Nitrocomonas dan
Nitrocobacter. Nitrogen merupakan suatu senyawa yang dibutuhkan oleh semua
makhluk hidup. Tumbuhan dan alga yang dapat membuat makanannya sendiri
(mempunyai klorofil) membutuhkan nitrogen dalam bentuk amoniak dan nitrat

untuk berfotosintesis. Penggunaan nitrogen ini dikenal dengan sebutan asimilasi
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nitrogen. Hewan dan manusia sebagai makhluk hidup yang tidak dapat membuat
makanannya sendiri dapat memenuhi kebutuhan nitrogen dengan cara memakan
tumbuhan dan alga tersebut. Melalui firman-Nya dalam surat al-An’am/6:95,
Allah Swt. menggambarkan hubungan atau interaksi antar ciptaanNya dalam
sebuah siklus sebagaimana berikut:

S S5 o e o2 255 o 2 e e £ K sy 2 G D y

(20) 5,568
Artinya: “Sesungguhnya Allah menumbuhkan butir tumbuh-tumbuhan dan biji

buah-buahan. Dia mengeluarkan yang hidup dari yang mati dan mengeluarkan
yang mati dari yang hidup. (Yang memiliki sifat-sifat) demikian ialah Allah, maka
mengapa kamu masih berpaling? ” (QS. al-4An’'am/6:95).

Dari ayat tersebut, dijelaskan bahwa semua makhluk yang diciptakan
Allah Swt. di seluruh jagat raya tidak ada yang sia-sia. Tumbuhan dan alga
menggunakan nitrogen dalam bentuk amoniak dan nitrat hasil oksidasi bakteri
Nitrocomonas dan Nitrocobacter untuk berfotosintesis. Manusia dan hewan yang
tidak dapat menggunakan nitrogen secara langsung memenuhi kebutuhan nitrogen
dengan cara mengkonsumsi tumbuhan dan alga. Tumbuhan dan alga yang telah
dikonsumsi oleh manusia dan hewan akan dikeluarkan kembali berupa kotoran.
Manusia dan hewan dengan seiring berjalannya waktu juga akan mengalami
kematian. Kotoran dan bangkai dari hewan dan manusia akan diproses kembali
oleh bakteri pengurai, sehingga menghasilkan senyawa amoniak sebagai sumber
utama nitrogen. Bakteri Nitrocomonas dan Nitrocobacter akan bekerja kembali
untuk mengoksidasi amoniak menjadi nitrit dan nitrat. Kemudian amoniak dan
nitrat akan digunakan kembali oleh tumbuhan dan alga. Proses ini berjalan terus

menerus sepanjang waktu dengan kehendak Allah Swt. untuk menjaga

keseimbangan ciptaan-Nya.
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Berdasarkan hal tersebut, dapat disimpulkan bahwa sel-sel yang hidup

akan mati dan akan lahir sel-sel baru. Setiap makhluk hidup pasti akan mengalami
kematian. Akan tetapi, sel yang berubah menjadi atom masuk ke dalam komposisi
lain, kemudian masuk ke tubuh yang hidup dan menimbulkan kehidupan. Hal itu
merupakan siklus yang terus terjadi sepanjang waktu. Semua itu adalah gerakan
yang tidak mungkin dikendalikan oleh manusia atau terjadi secara kebetulan tanpa

perencanaan, kecuali dengan kehendak Allah Swit.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Model interaksi pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit
dan nitrat membentuk sebuah sistem persamaan diferensial nonlinier orde satu
autonomous dengan empat variabel terikat yaitu A(t), N,(t), N,(t) dan N5(t) yang
terdiri atas 4 persamaan. Dalam penyelesaian masalah model interaksi pada
pertumbuhan alga dan perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat dilakukan
analisis kestabilan dari model tersebut sehingga didapatkan titik kesetimbangan
(titik tetap) dari model tersebut. Berdasarkan pembahasan pada bab I,
didapatkan hanya satu titik tetap yaitu (A*(t), N, (t), N,"(t), N3"(t)) =
(78,6405 14,2292 0,01632173241 0,0042618). Pada keadaan ini sistem pada
model dinyatakan stabil. Kestabilannya ditunjukkan berdasarkan nilai-nilai eigen
yang dihasilakan, vyaitu 4, =-0,3570722241 + 0,4515802517i A, =
-0,3570722241-0,4515802517i A3 =— 6,117391316 dan 1, =-1.607749235
yang merupakan anggota bilangan kompleks dengan bagian real yang bertanda
negatif. Hal ini menunjukkan bahwa interaksi pada pertumbuhan alga dan
perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat membentuk suatu sistem yang stabil.

Dari hasil solusi numerik, didapatkan interaksi dari sistem tersebut. Ketika
pertumbuhan alga mengalami peningkatan, maka perubahan kadar amoniak dan
nitrit juga ikut meningkat. Kemudian ketika pertumbuhan alga mengalami
penurunan, maka perubahan kadar amoniak dan nitrit juga menurun. Sedangkan

kadar nitrat terus mengalami penurunan seiring dengan bertambahnya waktu.

o1
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Pertumbuhan alga serta perubahan kadar amoniak, nitrit dan nitrat pada akhirnya
cenderung bergerak stabil. Pada penelitian sebelumnya, berdasarkan hasil solusi
numerik yang didapatkan menunjukkan bahwa pertumbuhan alga dan perubahan
kadar amoniak dan nitrat mengalami peningkatan sejak hari pertama sampai
akhirnya cenderung bergerak stabil. Perubahan kadar nitrat mengalami penurunan
seiring bertambahnya waktu sampai akhirnya cenderung bergerak stabil.
Sedangkan berdasarkan hasil simulasi dapat diketahui bahwa ketika faktor
preferensi amoniak (P) ditingkatkan, maka amoniak yg digunakan oleh alga juga
meningkat sehingga pertumbuhan alga juga meningkat. Penggunaan amoniak
yang semakin besar menyebabkan kadar amoniak menurun sehingga hasil
oksidasi amoniak menjadi nitrit dan nitrat juga menurun. Sedangkan ketika faktor
preferensi amoniak (P) menurun, maka amoniak yg digunakan oleh alga juga
mengecil sehingga pertumbuhan alga mengalami penurunan. Penggunaan
amoniak yang semakin kecil menyebabkan kadar amoniak meningkat sehingga

hasil oksidasi amoniak menjadi nitrit dan nitrat juga meningkat.

4.2 Saran

Pembahasan mengenai model matematika pada interaksi pertumbuhan alga
dan perubahan kadar nitrogen ini masih terbuka bagi peneliti lain dengan
menambahkan faktor-faktor lain yang berpengaruh untuk melanjutkan penelitian

ini dan dapat juga mengadakan penelitian yang sejenis.
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Lampiran 1

Program MAPLE Menentukan Titik Tetap dan Nilai Eigen Model Interaksi
Pertumbuhan Alga dan Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit dan Nitrat

> restart:
>dw:=(((P*x)+ ((1-P)*z))* (delta*w)) - (delta*w* (w/K)) ;

2
dwi=(Px+ (1 — P)z) 8w — 81?

> dx:=-kl*x+(sigma2/d)-(((P*x)/((P*x)+ ((1-
P) *z) ) ) *alpha*mu*w) ;

o2 Pxouw
= -kl — =
& T T Prr(—-P) =

>dy:=kl*x-k2*y;
dy =kl x — k2 y
>dz:=k2*y-(((1-P) *z) / ((P*x)+ ((1-P) *z)) ) *alpha*mu*w;
(1=P)zauw
Px+ (1—-P)z
>fixedpoint:=solve ({dw,dx,dy,dz}, {w,x,y,2});
o2 o2

dz =k2 y —

fixedpoint = w = ocpd’x: d(apKP+ k1) X
kl 02 N
T d(apKP+kl) K2
kl o2

audK(auKﬁ+%JP—auKP—kﬂ

> fixl:=fixedpoint;
o2 o2
b= Y
and d(ouKP+kl)
kl o2
,Z
d(oWKP+kl) k2
B kl o2
opndK(opuKP +kIP—opkKP—kl)

fixl ={w=

>with (plots) :with (linalg) :
jac:=jacobian([dw,dx,dy,dz], [w,x,y,2])

jac = [(Px+ (1—P)z) s — 216<W,P8w,0,(1 —P)Sw],
_ Px o kI — Pouw
Px+ (1 —P)z’ Px—+ (1 —P)z
szauw o Pxopw (1l —P)

(Px+ (1 —P)z)2  (Px+ (1 —P)z)? |

[O, k1, —k2, O],

[ (1—P)zoapn (1—P)zapuwP 2

CPx+ (1—=P)z (Px+ (1 —P)z)2
0 =—P)opw (l—P)zzocuw H
Px—+ (1—P)z (Px+ (1 — P)z)?
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>restart:with(linalg) :with (plots):
>dw:=((0.07*x)+(0.93*z) ) * (0.7125*w) - (0.7125*w* (w/78.64)) ;
dw =0.7125(0.07x + 0.93z) w — 0.0090602746664°
> dx:=(-0.00184*x)+6.6058-
((0.07*x)/((0.07*x)+(0.93*%z)))*0.084*w;
0.00588x w

dx 1= ~0.00184x + 6.6058 — — === —

>dy:=0.00184*x-1.6041*y;
dy :=0.00184x — 1.6041y
>dz:=1.6041*y-((0.93*2z)/((0.07*x)+(0.93*%z)))*0.084*w;
0.07812z w
0.07x + 0.93z
>fixedpoint:=solve ({dw,dx,dy,dz}, {w,x,y,2});
fixedpoint :={w =78.64047619x = 14.22917987y = 0.0163217324] z
=0.004261789083

dz =1.6041y —

> fixl:=fixedpoint;
fix] ={w=78.64047619x = 14.22917987y =0.01632173241z
=0.00426178908%

> with(plots) :with(linalg):
>jac:=jacobian ([dw,dx,dy,dz], [w,x,y,2]);

jac =110.049875x + 0.662625z — 0.01812054933w, 0.049875w, 0,
0.662625w},
0.00588x 0.00588w
[_ 0.07x + 0932 0018 = e 0932

0.0004116xw _  _ 0.0054684x w
(0.07x 4+ 0.932)> (0.07x + 0.932)*

)

[0, 0.00184 -1.6041, 0],

0.07812z 0.0054684z w
. , - 1.6041,
0.07x+ 093z (0.07x + 0.93z)
0.07812w 007265162 w

0.07x +0.93z " (0.07x +0.93z)*
> jacl:=subs (fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;
jacl =
-0.7125043140  3.922193750 0 52.10914554
-0.08366707101 -0.0036727073 0 6.119007976
0 0.00184 -1.6041 0
-0.00033292894740.001832707270 1.6041 -6.119007977

-0.3570722241+ 0.45158025171, -0.3570722241— 0.45158025171,
-6.117391316 —1.607749235

>restart:with(linalg) :with (plots):
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> dw:=((0.02*x)+(0.98*z))*(0.7125*w) -
(0.7125*w* (w/78.64)) ;

dw :=0.7125(0.02x + 0.98 ) w — 0.0090602746661>
> dx:=(-0.00184*x)+6.6058-
((0.02*x)/((0.02*x)+(0.98*z)))*0.084*w;

N _ _0.00168xw
dx = ~0.00184x + 6.6058 — >~

> dy:=0.00184*x-1.6041*y;
dy =0.00184x — 1.6041y

>dz:=1.6041*y-((0.98*z) /((0.02*x)+(0.98*z)))*0.084*w;

0.08232z w
0.02x + 098z
> fixedpoint:=solve ({dw,dx,dy,dz}, {w,x,y,2z})
fixedpoint :={w =78.64047619x =49.31350181y = 0.05656557779z
=0.01401634568

dz :==1.6041y —

> fixl:=fixedpoint;
Six] :={w=78.64047619x = 49.31350181 y = 0.05656557779z
=0.0140163456%

> with(plots) :with(linalg):
> jac:=jacobian([dw,dx,dy,dz], [w,x,y,2]);

jac =110.014250x + 0.698250z — 0.01812054933w, 0.014250w, 0,
0.698250w},
0.00168x 0.00168w
00184 —————
[ 0.02x + 0982 084 G + 0982
L _0.0000336xw _ _ 0.0016464x w }
(0.02x 4+ 0.982)*  (0.02x + 0.98z)% |

[(), 0.00184 -1.6041, 0],

0.08232z 0.0016464z w
= : - 1.6041
0.02x + 098z (0.02x + 0.98z2)
0.08232w 0.08067362 w

0.02x + 098z (0.02x + 0.982)>

> jacl:=subs (fixl,evalm(jac)) ;eigenvals (jacl) ;
-0.7125043138 1.120626786 0 54.91071250
-0.08284618141 -0.0036547259 0 6.384723233

0 0.00184 -1.6041 0
-0.0011538185900.001814725878 1.6041 -6.384723234

jacl =

-6.375137487 —0.5437928611 —0.1777624854 —1.60828944(
>restart:with(linalg) :with (plots):
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> dw:=((0.12*x)+(0.88%*z))*(0.7125*w) -
(0.7125*w* (w/78.64)) ;

dw :=0.7125(0.12x + 0.88z) w — 0.0090602746661>
> dx:=(-0.00184*x)+6.6058-
((0.12*x)/((0.12*x)+(0.88*z)))*0.084*w;

N _ _0.01008xw
dx = ~0.00184x + 6.6058 — ===t

> dy:=0.00184*x-1.6041*y;
dy =0.00184x — 1.6041y
>dz:=1.6041*y-((0.88*z)/((0.12*x)+(0.88*z)))*0.084*w;
0.07392z w
0.12x + 0.88z

> fixedpoint:=solve({dw,dx,dy,dz}, {w,x,y,2z})
fixedpoint :={w =78.64047619x = 8.314085083 y = 0.009536759898:
=0.002631642093
> fixl:=fixedpoint;
fix] :={w=78.64047619x = 8.314085083 y = 0.009536759898z
=0.002631642093
> with(plots) :with(linalg):
> jac:=jacobian([dw,dx,dy,dz], [w,x,y,2]);

0.085500x + 0.627000z — 0.01812054933w, 0.085500w, 0,

dz :==1.6041y —

jac =

0.627000w},

T 002 1 0882 OO0 e+ 0,882

n 0.0012096x w 0 0.0088704x w

(0.12x + 0.882)*  (0.12x + 0.88z)>

[ 0.01008x 0.01008w

)

[O, 0.00184 -1.6041, 0],

0.07392z 0.0088704z w
. , - 1.6041
0.12x + 0.882 " (0.12x + 0.882)
0.07392w 0.06504962 w

0.12x +0.88z (0,125 +0.887)>

> jacl:=subs (fixl,evalm(jac)) ;eigenvals(jacl) ;
jacl =
-0.7125043138  6.723760714 0 49.30757857
-0.08380547020 -0.0036757388 0 5.799606717
0 0.00184 -1.6041 0
-0.00019452980570.001835738871 1.6041 -5.799606716

-0.35661505724+ 0.66266201221, —0.3566150572— 0.6626620122I,
-5.799276365 -1.607380290
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Lampiran 2

Program MATLAB Solusi Numerik Model Interaksi Pertumbuhan Alga dan
Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit dan Nitrat

Function semlass = semlass(t,y)
delta=0.7125;

K=78.64;

k1=0.00184;

k2=1.6041;

$iid=sig2/d=6.6058

11id=6.6058;

P=0.07;

alpa=0.08;

mu=1.05;

semlass (1)=(((P*y(2))+((1-P)*y(4)))* (delta*y(1l)))-
((delta*y (1)) *(y(1)/K));

semlass (2)=-kl*y (2)+1iid-((P*y(2))/ ((P*y (2))+ ((1-
) 7 (™) e L pa M Vel ) 7

semlass (3)=kl*y(2)-k2*y (3) ;

semlass (4) =k2*y (3) = (((1-P)*y(4))/ ((P*y(2))+((1-
P)*y(4)))) *(alpa*mu*y (1)) ;

semlass= [semlass(l) semlass(2) semlass (3) semlass(4)]"';

clc;clearall; formatlong;
[t y]=o0ded5('semlass',0,20,[5 30.68 0.011 1.87]1")

figure (1);

plot(t,y(:,1),"'.=");
title('Grafik A terhadap t')
xlabel ('waktu (hari)');
ylabel (' (sel/ml) ") ;

holdon

figure (2);

plot(t,y(:,2),".=-");
title('N1 terhadap t')
xlabel ('waktu (hari)');
ylabel (' (mg/L) ") ;
holdon

figure (3);
plot(t,y(:,3),".-");
title('Grafik N2 terhadap t')
xlabel ("waktu (hari)');
ylabel (' (mg/L) ") ;
holdon

figure (4);

plot(t,y(:,4),".-");
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title('Grafik N3 terhadap t')
xlabel ("waktu (hari)"');
ylabel (' (mg/L) ")

holdon

function semlas = semlas(t,y)
delta=0.7125;

K=78.64;

k1=0.00184;

k2=1.6041;

%1id=sig2/d=6.6058

1id=6.6058;

P=0.07;

alpa=0.08;

mu=1.05;

semlas (1)=(delta*y(1l))-(((delta*y(1l))*y(1))/K);
semlas (2)=-k1l*y(2)+iid- ((P*y(2))/ ((P*y (2))+((1-
P)*y(4)))) * (alpa*mu*y (1)) ;

semlas(B) =kl*y (2)-k2*y (3)

semlas (4)=k2*y (3) - (((1-P)*y (4))/ ((P*y (2) )+ ((1-
P)*y (4 )))) (alpa*mu*y (1)) ;

semlas = [semlas(l) semlas(2) semlas(3) semlas(4)]"';

clc;clear all; format long;

[t y]=o0ded5('semlass',0,20,[5 30.68 0.011 1.87]")
[t0 y0]=0ded5('semlas',0,20,[5 30.68 0.011 1.87]1")

figure (1) ;

plOt(tIy(:Il)l'-_'Itolyo(:ll)l'-_’);
title('Grafik A terhadap t')
xlabel ("waktu (hari)');

ylabel (' (sel/ml) ") ;

legend ('Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga', 'Tanpa
Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga')

holdon

figure (2);

plOt(tIY(:l2)l'-_'rtoryo(:lz)r"_');

title('N1 terhadap t'")

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel (' (mg/L)");

legend ('Pengaruh PNl dan (1-P)N3 pada Alga', 'Tanpa
Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga')

holdon

figure (3);
plot(t,y(:,3),".-"',t0,y0(:,3),".-");
title('Grafik N2 terhadap t')

xlabel ('waktu (hari)');
ylabel (' (mg/L) ") ;
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legend ('Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga', 'Tanpa

Pengaruh PN1 dan
holdon

figure (4);

plOt(tIY(:r4)r'-_ 4)
title('Grafik N3 terhadap t')

" t0,v0(:,

(1-P)N3 pada Alga')

I‘°_');

xlabel ("waktu (hari)');

ylabel (' (mg/L) ") ;

legend ('Pengaruh PN1 dan (1-P)N3 pada Alga', 'Tanpa

Pengaruh PN1 dan
holdon

(1-P)N3 pada Alga')
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Lampiran 3

Program MATLAB Simulasi Model Interaksi Pertumbuhan Alga dan

Perubahan Kadar Amoniak, Nitrit dan Nitrat dengan P = 0,02;
P =0,07danP = 0,12

function semlassturun = semlassturun(t,y)
delta=0.7125;

K=78.64;

k1=0.00184;

k2=1.06041;

1id=6.6058;

P=0.02;

alpa=0.08;

mu=1.05;

semlassturun (1)=((P*y(2))+((1-P)*y(4)))*(delta*y(1l)) -
((delta*y (1)) *(y (1 )/K) );

semlassturun (2)=-k1*y (2)+iid-((P*y(2))/ ((P*y(2))+ ((1-
P)*y(4)))) *(alpa*mu*y (1)),

semlassturun (3)=kl*y (2)-k2*y (3);

semlassturun (4)=k2*y (3) = (((1-P) *y (4))/ ((P*y(2) )+ ((1-
P)*y(4)))) *(alpa*mu*y (1))

semlassturun = [semlassturun(l) semlassturun (2)
semlassturun (3) semlassturun(4)]';

function semlassnaik = semlassnaik(t,y)
delta=0.7125;

K=78.64;

k1=0.00184;

k2=1.06041;

11id=6.6058;

P=0.12;

alpa=0.08;

mu=1.05;

semlassnaik (1)=((P*y(2))+((1-P)*y(4))) *(delta*y (1))
((delta*y (1)) *(y(1)/K)):

semlassnaik (2)=-k1*y (2)+iid=-((P*y(2))/ ((P*y(2))+((1-
P)*y(4)))) * (alpa*mu*y (1)) ;

semlassnaik (3)=kl*y (2)-k2*y(3);

semlassnaik (4)=k2*y (3)=(((1-P)*y(4))/ ((P*y (2) )+ ((
P)*y(4))))*(alpa*mu*y (1))

semlassnaik = [semlassnaik(l) semlassnaik(2)
semlassnaik(3) semlassnaik(4)]1';

clc;clear all;format long;

[t y]=oded5('semlass',0,20,[5 30.68 0.011 1.871")
[t0 y0]=0ded5('semlassnaik',0,20,[5 30.68 0.011 1.87]

")
[tl yl]=0ded5('semlassturun',0,20,[5 30.68 0.011 1.87]")



figure (1);
plOt(tIY(:rl)l'-_'ltolyo(:ll)r‘-_'Itlryl(:ll)r'-_');
title('Pertumbuhan Alga dengan penurunan dan kenaikan P
sebesar 0.05")

xlabel ('"waktu (hari)');

ylabel (' (sel/ml)");

legend ('P=0.07",'P=0.12","P=0.02")

holdon

figure (2);
plot(t,y(:,2),"'.-",t0,y0(:,2),"'.-",tl,yl(:,2),"'.-");
title('Perubahan N1 dengan penurunan dan kenaikan P
sebesar 0.05")

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel (' (mg/L)");

legend ('P=0.07','P=0.12",'P=0.02")

holdon

figure (3);
plOt(tIY(:r3)l'-_'Itolyo(:l3)r'-_'Itlryl(:IB)r'-_');
title ('Perubahan N2 dengan penurunan dan kenaikan P
sebesar 0.05")

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel (' (mg/L)");

legend ('P=0.07"','P=0.12",'P=0.02")

holdon

figure (4);
plOt(tIY(:r4)l'-_'rtolyo(:l4)r'-_'rtlryl(:l4)r'-_');
title('Perubahan N3 dengan penurunan dan kenaikan P
sebesar 0.05")

xlabel ('waktu (hari)');

ylabel (' (mg/L)");

legend ('P=0.07','P=0.12"','P=0.02")

holdon
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