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ABSTRAK

Nikmah, Choirun. 2011. Karakteristik Fungsi Set-Valued yang Monoton Maksimal
di Ruang Dual. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Maulana Malik Ibrahim Malang:
Pembimbing 1. Usman Pagalay, M.Si.

2. Fachrur Rozi, M.Si.

Kata kunci: kompak, konveks, fungsi set-valued, monoton maksimal, ruang Dual.

Fungsi set valued adalah fungsi yang untuk setiap titik pada daerah range
dipasangkan tepat satu atau lebih dari satu pada daerah asalnya. Peranan fungsi set-
valued yang monoton maksimal dalam ilmu analisis dan ilmu aplikasi diantaranya
adalah sebagai konsep dasar untuk masalah pertidaksamaan variasi dan masalah
equilibrium yang merupakan teori dasar dari teknik optimasi, linier programming,
transportasi dan ekonomi. Disamping itu, fungsi set valued yang monoton
maksimal juga mempunyai peranan penting dalam analisis solusi persamaan
differensial nonlinier. Karena peranannya yang sangat banyak, maka karakteristik
dari fungsi ini sangat penting untuk dibahas.

Berdasarkan teorema-teorema yang mendukung kajian ini, didapatkan
beberapa karakteristik dari fungsi set-valued yang monoton maksimal di ruang

Dual, yaitu: jika ser-valued T : X — X monoton maksimal, himpunan S ¢ D(T)

konveks, sedemikian sehingga int (S ) # 0, dan himpunan A c X~ terbatas,

sehingga untuk setiap xe S ,7(x) A #0, maka
1. Set-valued T monoton.
2. Himpunan int(D(T))dan (T) konveks.

3. Set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(T)) tetapi tidak
terbatas lokal di batas D(T).

4. Untuk setiap xe D(T), himpunan T(x) tertutup dan konveks. Dengan
kata lain, set-valued T tertutup dalam X", sehingga grafik Gr(T) tertutup

dalam X xX".
5. Untuk setiap xe int(D(7)), himpunan 7 (x) kompak. Tetapi himpunan

T (x) tidak kompak di batas D(T).



ABSTRAK

Nikmah, Choirun. 2011. The Characteristic of Maximal Monoton Set-Valued
Function at Dual Space. Thesis, Mathematics Department of Sains and
Technology Faculty, The State Islamic University Maulana Malik
Ibrahim of Malang:

Advisor : 1. Usman Pagalay, M.Si.
2. Fachrur Rozi, M.Si

Key Words: Compact, Convex, Set-Valued Function, Maximal Monoton, Dual
Space.

Set valued function is a function that for each point on the range area
matched exactly one or more in its domain. Some roles of maximal monoton sez-
valued function in analysis and application are as a basic concept for the problem
of inequality variations and equilibrium problems, which are the basic theory of
optimization techniques, linear programming, transportation and economic. Besides
that, maximal monoton set valued function also have important role in solution
analysis of nonlinear differential equation. Because of its roles, then the
characteristics of this function is very important to discuss.

Base on contributing theorems in this study, we had the following
characteristics of maximal monoton set-valued function at dual space: if set-valued

T:X — X" maximal monoton, the set S < D(T) is covex, that int(S)#0, and

the set A< X" bounded, such that for every xe §,T(x)NA #0, then

6. Set-valued T is monoton.

7. The set int(D(T)) and D(T) are convex.
8. Set-valued T local bounded at every point in int(D(T)) but local
unbounded in D(T).

9. For every xe D(T), the set T(x) is closed and convex. In other word, set-
valued T is closed in X", such that the graph Gr(T') is closed in X X X",

10. For every xeint(D(T)), the set 7 (x) is compact. But the set 7 (x) is not
compact in D(T).



BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Setiap komponen yang terdapat di alam semesta ini tersusun atas
vektor-vektor dan skalar-skalar yang membentuk suatu ruang vektor yang
disimbolkan dengan V dan suatu field yang disimbolkan dengan F. Vektor-
vektor dan skalar-skalar yang terdapat di dalam ruang vektor akan membentuk
suatu kombinasi linear. Dari kombinasi linear ini dapat diketahui apakah
vektor-vektor tersebut merupakan vektor-vektor yang bebas linear atau
bergantung linear (Kusumo, 1997).

Karena Allah mempunyai sifat Maha, maka kebesaran dan keagungan-
Nya lebih dari segala yang ada pada ciptaan-Nya. Demikian pula halnya
dengan dimensi Allah, Allah menempati dan menguasai suatu ruang vektor
dengan dimensi yang Maha Besar pula. Sehingga dapat dikatakan Allah
menempati dan menguasai suatu Maha ruang vektor, dimana seluruh ruang
vektor yang ada di alam semesta ini termuat di dalam Maha ruang vektor
tersebut. Sehingga jarak antara ciptaan Allah yang merupakan komponen dari
suatu ruang vektor dengan Allah adalah sama dengan nol. Oleh sebab itu Allah
menyatakan bahwa Allah adalah dekat (Kusumo, 1997).

Hal ini dikuatkan oleh firman Allah yang lain di dalam Al Qur’an surat

Qaaf ayat 16:

P
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Artinya: Dan Sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia dan mengetahui
apa yang dibisikkan oleh hatinya, dan Kami lebih dekat kepadanya
daripada urat lehernya.

Dari uraian ayat di atas dapat disimpulkan bahwa bunyi ayat tersebut
merupakan suatu himbauan kepada umat manusia untuk selalu beramal ma’ruf
nahi munkar. Karena sekecil apapun manusia menyembunyikan kejelekan,
pasti Allah SWT mengetahuinya. Oleh sebab itu, janganlah sesekali berpaling
dari Allah dan menjadi golongan orang kafir yang niscaya akan diberi azab
oleh Allah. Di sisi lain, Allah menciptakan manusia untuk menyembah kepada-
Nya bukan untuk mempersekutukan-Nya, dan juga untuk menghuni alam
semesta yang telah Dia ciptakan dengan cara melestarikannya bukan untuk
dirusak. Sebab apapun yang terkandung di dalam alam semesta sangat
bermanfaat bagi kelangsungan kehidupan manusia. Oleh karenanya, hubungan
timbal balik antara Allah dengan makhluknya, makhluk dengan lingkungannya
sangat erat sekali.

Dalam ilmu matematika hubungan antara makhluk dengan Allah,

hubungan antara makhluk dengan makhluk lainnya dapat diilustrasikan sebagai
fungsi. Fungsi yaitu suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap objek x
dalam satu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan sebuah nilai unik f (x)
dari himpunan kedua (Purcell dan Varberg, 1992). Ditinjau dari
perkawanannya, fungsi dibedakan menjadi 3, yaitu: fungsi injektif, fungsi
surjektif, dan fungsi bijektif. Fungsi dari A ke B dikatakan fungsi surjektif jika

f (A)=B artinya jika setiap unsur B muncul sebagai bayangan dari sekurang-



kurangnya satu unsur dalam A. Misalnya suatu fungsi didefinisikan dengan

f(x)=x", dimana xe N,x#0 dan x dimisalkan adalah manusia, maka

diperoleh

Dari pengertian fungsi f (x)=x" bisa juga diambil suatu perumpamaan

bahwa nilai dari suatu bilangan apapun jika dipangkatkan dengan angka O,
maka nilainya adalah 1. Dengan kata lain manusia yang memiliki pangkat
apapun, misalnya: presiden, jendral, konglomerat, dosen, pengemis, dan
sebagainya semua akan berada dalam kekuasaan Allah SWT dan akan kembali
pada Allah SWT. Ini dijelaskan dalam Al-Quran, surat Al-Qashash ayat 70:

s o ’9,.4/E “ a0 P > - /Eﬂ a - gz e B
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Artinya: Dan dialah Allah, tidak ada Tuhan (yang berhak disembah) melainkan

Dia, bagi-Nyalah segala puji di dunia dan di akhirat, dan bagi-
Nyalah segala penentuan dan Hanya kepada-Nyalah kamu
dikembalikan.

Maksud dari ayat di atas adalah Allah sendirilah yang menentukan
segala sesuatu di permukaan bumi dan ketentuan-ketentuan yang telah
dirancang oleh Allah itu pasti berlaku, lalu Dia pulalah yang mempunyai
kekuasaan yang mutlak. Dan apabila manusia sudah diberi hidayah oleh Allah

SWT, maka hubungan antara manusia dengan manusia lainnya akan tercipta

suasana yang damai dan tentram. Dan juga hubungan antara manusia dengan



makhluk lain seperti hewan dan tumbuhan akan mendatangkan ketenangan dan
kenyamanan.

Sedangkan secara umum fungsi dikelompokkan menjadi dua kelompok
yaitu fungsi bernilai tunggal (single-valued function) dan fungsi bernilai
himpunan (set-valued function). Fungsi bernilai tunggal adalah fungsi yang
memiliki satu nilai untuk setiap titik pada daerah asalnya. Sedangkan fungsi
set-valued adalah fungsi yang untuk setiap nilai dalam rangenya dipasangkan
tepat satu atau lebih dari satu nilai pada daerah asalnya. Dengan demikian
fungsi set-valued merupakan perumuman dari fungsi single-valued.

Peranan fungsi set-valued yang monoton maksimal dalam ilmu analisis
dan ilmu aplikasi di antaranya sebagai konsep dasar untuk masalah
pertidaksamaan variasi dan masalah equilibrium yang merupakan teori dasar
dari teknik optimasi, linear programming, transportasi dan ekonomi. Di
samping itu, fungsi set-valued yang monoton maksimal juga mempunyai
peranan penting dalam analisis solusi persamaan differensial nonlinier.

Berdasarkan uraian di atas fungsi set-valued yang monoton maksimal
sangat penting untuk dibahas. Untuk mengetahui lebih detail tentang fungsi set-
valued yang monoton maksimal akan dibahas karakteristik fungsi set-valued
yang monoton maksimal pada ruang dual.

1.2 Rumusan Masalah
Masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana karakteristik

fungsi set-valued yang monoton maksimal di ruang dual.



1.3 Batasan Masalah
Dalam skripsi ini hanya dibahas karakteristik fungsi sef-valued yang

monoton maksimal pada ruang dual.

1.4 Tujuan
Tujuan yang akan dicapai dalam penulisan skripsi ini adalah
memperoleh karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal di ruang

dual.

1.5 Manfaat Penelitian
Penulis memfokuskan permasalahan pada fungsi set-valued yang
monoton maksimal, sehingga didapatkan karakteristik dari fungsi tersebut pada
ruang dual. Hasil penelitian ini diharapkan agar dapat bermanfaat bagi :
a. Bagi penulis
Sebagai pelajaran yang sangat berharga dalam mengaktualisasi diri
sebagai insan akademik dengan menerapkan pengalaman serta teori-teori
ilmu pengetahuan yang telah diperoleh selama menjalani perkuliahan, salah
satunya adalah analisis fungsional khususnya analisis fungsi ser-valued
yang monoton maksimal pada ruang dual.
b. Bagi pembaca
1. Sebagai titik awal pembahasan yang dapat dilanjutkan.
2. Wahana dalam menambah khazanah keilmuan.

3. Sebagai pembanding untuk penelitian yang akan datang.



c. Lembaga
1. Sebagai tambahan bahan pustaka.
2. Sebagai tambahan rujukan untuk peneliti yang akan datang.

3. Sebagai tambahan rujukan materi kuliah.

1.6 Metode Penelitian
Jenis penelitian yang digunakan adalah deskriptif kualitatif dengan
metode kepustakaan. Metode penelitian kepustakaan yaitu usaha mendalami,
mencermati, menelaah dan mengidentifikasi pengetahuan yang ada dalam
kepustakaan (sumber bacaan, buku-buku referensi atau hasil penelitian orang
lain) sebagai literatur untuk mengumpulkan data-data dan informasi (Hasan,
2002:45).
Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
a. Merumuskan masalah
Sebelum melakukan penelitian, penulis merumuskan masalah yang
akan dijawab dalam penelitian ini, yaitu bagaimana karakteristik fungsi set-
valued yang monoton maksimal di ruang dual.
b. Mencari sejumlah data pendukung yang diperoleh dengan menggunakan
data sekunder, yang didapat dengan cara membaca dan mempelajari buku-
buku teks, catatan kuliah, makalah-makalah, jurnal-jurnal dan lain

sebagainya.



Data yang dimaksud dalam penelitian ini adalah hasil pengamatan
yang dikumpulkan berupa pernyataan yang menunjukkan nilai karakteristik
fungsi set-valued yang monoton maksimal.

c. Menganalisa Data
Langkah-langkah analisis data sebagai berikut:

1. Meninjau beberapa definisi pada ruang metrik, ruang vektor, dan
kemudian dilanjutkan pada ruang bernorma dan ruang banach.

2. Mengartikan ruang dual dan menunjukkan sifat khusus yang dimiliki
ruang dual.

3. Meninjau beberapa definisi, lemma dan teorema tentang himpunan
tertutup, terbatas, dan kompak kemudian dilanjutkan pada himpunan
konveks.

4. Menggunakan teorema mengenai sifat fungsi set-valued yang monoton
maksimal pada ruang dual.

5. Menyelidiki karakteristik dari set-valued T menggunakan teorema-
teorema.

6. Membuat Kesimpulan

7. Melaporkan.

1.7 Sistematika Penulisan



Agar dalam pembahasan penelitian ini memperoleh gambaran yang
dapat dimengerti dan menyeluruh mengenai rancangan isi dalam penulisan
skripsi secara global, maka penulis menyusun sistematika pembahasan yang
dapat dilihat di bawabh ini:

BAB I: PENDAHULUAN
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.

BAB II: KAJIAN PUSTAKA
Kajian pustaka menjelaskan tentang teori-teori yang mendukung pada
bab pembahasan. Adapun teori pendukungnya adalah definisi, teorema,
serta contoh pada ruang metrik, ruang vektor, ruang bernorma dan
ruang banach, ruang dual, himpunan tertutup, terbatas, dan kompak,
himpunan konveks, dan fungsi set-valued.

BAB III: PEMBAHASAN
Pembahasan berisi kajian tentang karakteristik fungsi set-valued yang
monoton maksimal di ruang dual.

BAB IV: PENUTUP

Penutup berisi kesimpulan dan saran-saran.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

Sebagai konsep dasar untuk bab pembahasan nantinya diberikan beberapa
definisi sebagai berikut:
2.1 Ruang Metrik
Definisi 2.1.1
Misalkan X adalah himpunan objek-objek. Fungsi d :X XX — R,
disebut metrik atau fungsi jarak jika untuk setiap x,y,ze€X
memenuhi aksioma-aksioma berikut:
. TC el Shi—ap
. d(x,y)=0,
ii. d(x,y)=d(y,x),
iv. d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)
(Goffman dan Pedrick, 1974).
Definisi 2.1.2.
Himpunan objek-objek yang dilengkapi dengan metrik disebut ruang
metrik. Ruang X yang dilengkapi dengan metrik d dinotasikan dengan

(X ,d) (Heil, 2006).

Contoh 2.1.3
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Misalkan X himpunan semua fungsi kontinu pada (—co,c0), yang

dilengkapi dengan metrik p(x,y)=max Dx (t)—y(t));—=o<t < oo] .

Tunjukkan bahwa (X, p) merupakan ruang metrik

Penyelesaian:

1. p(x,y)=0x=y
p(x, x) = max [ |x(t) = x(¢)];—eo < t < o0 |
= maX[O]
=0
Sehingga terbukti bahwa p(x, y) =0
2. p(x,y)20 Vx,yeX ,x £y
p(x.,y)=max||x(t)—y(t);—eo <t <oo]

Karena p(x,y)=max Dx(t) — y(r)| 10 <t < oo] >0

maka max [|x(t)—y(t)|;—oo <t< oo] =p(x,y)20

3. px,y)=py,x) Vx,yeX

;—oo<t<oo]>0

p(x.y)=max||x()-y @)

= max U—(y(t) - x(t))‘ ;=0 <t < oo]

= max [|y(t)—x(t) ;oo <t < oo]

=p(y,x)

4. p(x,2) < p(x,y)+p(x,y);x,y,2€ X



p(x.z)=max||x (t)—z (t)];—o <t <oo ]

= max [[x(1)+ y(1) = y(6) ~ 2(1)]:—e0 < 1 < oo ]

= max [ [x(t) = y(t) + y() — 2(1)|;—e0 <t < o0 |

< max Ux(t) —y(t)|;—o <t < oo]

+max || y(t)—z(1)

;o0 <t <o |

Sehingga p(x,z) < p(x,y)+ p(y,2)

Karena syarat (i), (ii), (iii), (iv) terpenuhi maka, (X,p)
dengan p(x,y ) =max Ux t)—y )| ;=00 <t < oo] merupakan  ruang

metrik.

Definisi 2.1.4

Barisan {x,}  dalam ruang metrik (X ,d) disebut konvergen ke

neN
xe X, jika untuk setiap £>0 terdapat N € N sedemikian sehingga
untuk setiap n =N , berlaku d (x,,x ) <& (Van, 2006).

Contoh 2.1.5

Misalkan (R,d) adalah ruang metrik dengan metrik d(x,y)= |x -y |

3n+2
n+l

Barisan {x,} ~CR yang didefinisikan oleh x, =( j adalah

barisan yang berada di ruang metrik. Tunjukkan bahwa barisan {xn}neN

tersebut konvergen ke 3.

Penyelesaian:



Ambil € >0 akan ditunjukkan terdapat N € N, sedemikian sehingga

untuk setiap n > N berlaku 3n +12 <&
n+

Dari  pernyataan  tersebut  dapat  disederhanakan  menjadi

|3n+2
| n+l1

3n+2-3n-3| | -1|_ 1 _1
ngFl |_|n+1|_n+1 n

» 1 i :
Sekarang jika ketaksaman — <& terpenuhi, maka persamaan di atas
n

1
juga terpenuhi. Jika K (£) adalah bilangan asli dengan K (€£) >—, maka
£

untuk setiap ne N didefinisikan n = K (£), sehingga n =K (¢€) > 1 ,
I3

+2
maka n > ! = <3 <. Terbukti bahwa x = (?m j konvergen ke 3
£ n n+l1

atau lim(3n +2j:3.

n== n+1

Definisi 2.1.6

Barisan {xn}nGN dalam ruang metrik (X ,d) disebut barisan Cauchy,

jika untuk setiap £€>0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk

setiap m,n = N, berlaku d (x, ,x,) <& (Goffman dan Pedrick, 1974).

Contoh 2.1.7



Misalkan (R,d) adalah ruang metrik, dengan metrik d (x,y )= |x -y |

(b—a)

n

Barisan {x,}

.,y ©R yang didefinisikan oleh x, =a+

, untuk

setiap ne N dengan a,be R sedemikian sehingga b >« dan setiap

n € N adalah barisan Cauchy (Goffman dan George, 1974).

Penyelesaian:

Ambil sembarang a,be R sedemikian sehingga b>a dan N €N
. ) b—a ) .
sedemikian sehingga & :T , maka untuk setiap m,n 2N , sehingga

berlaku d(x, —x,

m

L (b=a) —(a+ (b—a>)
m n

|(b a) (b- a)

m

IA
|
S
=2

o
3
S

N—"

Karena nilai € sembarang, maka untuk setiap m,n >N ”| <E.

(b—a)

n

Akibatnya, untuk setiap ne N, x =a+

adalah barisan Cauchy.

Setiap barisan yang konvergen adalah barisan Cauchy. Hal tersebut
tercermin dalam Teorema 2.1.8. Tetapi barisan Cauchy belum tentu barisan
konvergen. Hal tersebut ditunjukkan pada Contoh 2.1.9.

Teorema 2.1.8.



Bukti:

Jika barisan {x,}  dalam ruang metrik (X .d) konvergen maka

eN

barisan tersebut adalah barisan Cauchy (Goffman dan Pedrick, 1974).

Misalkan (X ,d) adalah ruang metrik dan {x,}  adalah barisan yang

eN

konvergen ke x e X . Akan ditunjukkan {x”}neN adalah barisan

Cauchy. Karena {x,}  adalah barisan yang konvergen ke x e X ,

neN
maka untuk setiap £ >0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk

setiap ne N , berlaku d(x ,x)<¢€, karena & sembarang maka untuk

setiap m,n = N berlaku:

m? n

fC <£ dan d(x ,x) <§
Karena (X, d) adalah ruang metrik maka,

+dx, x)<E+f=¢.

dix ,x )<d(x :
(v, %,) <d ! o+

x)+d(x,x,)=dx

m?

Maka setiap barisan yang konvergen adalah barisan Cauchy.

Contoh 2.1.9

(b—a)

Misalkan untuk setiap ne N, x =a+ , dimana a,beR
n

sedemikian sehingga b >a adalah barisan yang termuat dalam ruang

metrik (a, b]. Barisan tersebut adalah barisan Cauchy tetapi tidak

konvergen, karena tidak ada ae (a, b], sedemikian sehingga x,

konvergen ke a.



Definisi 2.1.10
Ruang metrik (X, d) disebut ruang metrik lengkap (complete metric

space), jika untuk setiap barisan Cauchy dalam X konvergen (Bartle
dan Sherbert, 1992).

Contoh 2.1.11
Tunjukkan bahwa ruang metrik C [a, b] merupakan ruang metrik yang
lengkap (Goffman dan Pedrick, 1974).

Jawab:
Misalkan {x,} adalah barisan adalah barisan Cauchy di C|[a, b]. Berarti
untuk setiap £ >0 terdapat bilangan N sedemikian sehingga m,n > N,
berakibat

d(xn’xm):

X, —xm| <E. 1)
Untuk semua xe [a,b] dan m,n = N. Jadi untuk setiap x, barisan x,
adalah barisan Cauchy di R dan konvergen di R . Didefinisikan x
adalah titik limit dari barisan, maka x=Ilimx, untuk setiap xe [a, b]
dari persamaan (i) diperoleh untuk setiap xe [a, b] dan n> N, maka
|x, —x|<&. Akibatnya barisan {x,} konvergen ke x¢ [a,b]. Sehingga

dapat disimpulkan bahwa ruang metrik C[a,b] adalah ruang metrik

yang lengkap.

2.2 Ruang Vektor



Definisi 2.2.1
Misalkan X adalah himpunan. X disebut ruang vektor atau ruang

linier jika untuk setiap x,ye X dan skalar &, 8 memenuhi aksioma-

aksioma berikut:

. axe X
li. x+y=y+x

iv. X+y)+z72=x+(y+72)

v. Terdapat vektor 0, sedemikian sehingga X +0 =X
vi. Terdapat —x € X , sedemikian sehingga X +(-x)=0

vii. a(fx)=(af)x
viii. Lr=x
ix. (a+p)x=ax+fx dan
X. a(x+y)=ax+ay (Anton, 2004).
Contoh 2.2.2
Tunjukkan bahwa himpunan F dari semua matriks 2X2 dengan
anggota bilangan riil merupakan suatu ruang vektor jika penjumlahan
vektor didefinisikan sebagai penjumlahan matriks dan perkalian skalar

vektor didefinisikan sebagai perkalian skalar matriks.

Penyelesaian:

u u \% \% w w
Diberikan ﬁ:{ H ‘2}, vz{ " ‘2}, dan W={ " ”} adalah

Uy Uy Wy Wy

objek dalam F .



1. Akan ditunjukkan bahwa u +v adalah suatu objek dalam F',
atau dengan kata lain, harus ditunjukkan bahwa u +Vv adalah
suatu matriks 2x2. Hal ini dapat diperoleh dari definisi

penjumlahan matriks karena

u u v v u,+v U, +v

— = 11 12 11 12 11 11 12 12

u+v —{ }+{ } —{ } eX
M21 I/t22 v21 V22 u21 v2l u22 v22

ii. Dengan cara serupa pada i berlaku juga bagi ii. Karena untuk

bilangan riil sebarang a, kita memperoleh

L} Uy Uy aw,,  au,
au =a =
Uy Uy au,, dly,

Sehingga au  adalah matriks 2Xx2 dan sebagai

konsekuensinya merupakan objek pada F .

B e YU T G U, +vy Uyt
1. u+v = ap =
Ho s Vol V8 Uy TVy Uy TV
_|:Vll+ull V12+”12:l_|:vll VlzJ_'{“]l ”|2:|
Vor Ty Vi Va Va Uy Uy
W, W,
= — 1 12
iv. u+(v+w) }+{ }
Wy Wp

| U u12i|+|:v11+wll V12+W12:|

Uy Uy Vot Wy Yy T W,

Il
1
s =

N2
S
NS
I
+
1
5=
< <
N

u,+v, U, +V12:|+[W11 W12:|
| Uy T Vo Uy +Vy, Wy Wy



=(u+v)+w
v. Untuk membuktikan aksioma v, kita harus menentukan objek
0 pada F sedemikian rupa sehingga 0+& = +0=u untuk

semua # pada F . Ini dapat dilakukan dengan mendefinisikan
_ .10 0
0 sebagai )
0 0
Dari definisi ini
6_'_17:{0 0}4_{”11 “12:|:{”11 Mlz:|:l7
00 S L)

Dapat diperoleh kesimpulan bahwa 0+ =it

vi. Ditunjukkan untuk setiap objek # pada F memiliki bentuk
negatif —it sedemikian rupa sehingga i +(—it)=0 dan

(—it)+u =0 . Ini dapat dilakukan dengan mendefinisikan
. = Lo | TU U
negatif dari u sebagai —u = .
Uy, Uz

Dengan definisi ini

b_t+(—1/_£)=l:ull u12:|+I:_M11 _ulz:l:l:() Ojlzﬁ
Uy Uy Uy TlUy 00

. amafa] ])-af[e 2]

_ opu,,  ofu,, _ opu,,  ofu,,
- |:a’,6u21 aﬁ“22:| - |:a:6“21 aﬁ“22:|



=(aﬂ)[u“ ””}(aﬁ)ﬁ

Uy Uy

viii. Aksioma ini merupakan perhitungan yang sederhana:

u u u u
— 11 12 11 12 —
¥ l|: :| |: :| :
Uy Uy Uy, Uy

ix. (a+ﬁ)ﬁ=(a+p’){u” ”12}

Uy Uy
:{lel au12:|+{ﬁun ﬁ”lz}
Qu,,  Ouy, :81421 ,31422

7] u u u
11 12 11 12
= 0!|: :|+,B|: :|
Uy Uy Uy Uy

=qu + fu

L u, Uu V., Vv
oty ST 0]
MZI u22 v21 V22

u u V. \% Fd o
=c{ a '2}+0{ a 'z}zmwav
u21 u22 v21 v22

Jadi F merupakan ruang vektor untuk operasi-operasi tersebut.

2.3 Ruang Bernorma dan Ruang Banach
Definisi 2.3.1

Misalkan F field yang merupakan salah satu dari R atau C. Ruang

vektor bernorma dari F adalah (|[,X ), dimana X adalah ruang




vektor dari F dan |[|:X — R, adalah fungsi jika untuk setiap
X,y€ X dan skalar @ memenuhi aksioma-aksioma berikut:

i [x]=0

ii. [¥|=0x=0

iii. ||ox|=|||x]| dan

iv. [+ ] <[+[5]
Maka fungsi ||| adalah norm dari X (Goffman dan Pedrick, 1974).

Definisi 2.3.2
Ruang vektor yang dilengkapi dengan norm disebut dengan ruang
bernorma (normed space) (Goffman dan Pedrick, 1974).

Contoh 2.3.3

Diberikan X =C[0,1] ruang vektor yang dilengkapi dengan norm
||f|| = maks Ux(t)‘ S [O,l]] adalah ruang bernorma.

Penyelesaian:

Ambil sembarang x,ye C [0, 1] dan skalar € R. Akan ditunjukkan
aksioma (i )—(iv ) pada Definisi 2.3.1 terpenuhi.

i. Akan ditunjukkan |¥]>0
||)_c|| = maks Ux(t)‘ :1€ 0, 1]]
Karena ||)_c|| > (0, maka maks Ux(t)‘ ‘te [0,1]} >0

ii. |[¥|]=0e%=0



(=)Misalkan ||x|=0. Akan ditunjukkan ¥=0. Karena
%] =0, maka maks||x(¢)|:¢€[0,1]]=0. Dari (i)
0< maks||x(r)|:1€ [0,1]]=0
berakibat x(1)=0.Jadi [x|=0=x=0.
(<) Misalkan ¥ =0. Akan ditunjukkan |¥]|=0. Karena ¥=0,
maka maks| |x(t)|:t€ [0,1] | =0 berakibat
maks| |x(t)|:te [0,1]] =[%| =0
Jadi x| =0 x=0
ii. - |orx] =|af 7]
||| = maks| |ecx (1)) : 1 [0,1]]
=|ofmaks| |x(¢): € [0.1]]
=|a|
iv. [x+5] <= +[5].
|x+7]= maksU(x+ y)(t)‘ :re 0, 1]}
= maks| |x(t)+y (1) :t€ [0,1]]
< maks| |x(t)|:t€ [0,1] |+ maks[ | y(¢)|:r€ [0,1]]

=[=l+[>1

Definisi 2.3.4



Ruang bernorma X disebut ruang Banach, jika untuk setiap barisan

Cauchy dalam X konvergen (Goffman dan Pedrick, 1974).

Contoh 2.3.5 (Goffman dan Pedrick, 1974).

Ruang bernorma ||)_c|| = maks Ux(t)‘ ‘te [(),lﬂ pada Contoh 2.3.3 adalah

ruang Banach, karena setiap barisan Cauchy dalam R konvergen

Penyelesaian:

Misal {x,} adalah barisan dari maks Ux(t)‘ ‘te [0,1]} dan merupakan

barisan Cauchy. Maka Ve>03 N smn>N dan Vre[0,1]
berakibat,

maks| |x, ()= x, (1) :t€ [0.1] | <& (1)
dengan kata lain untuk setiap f, maka x,(z) merupakan barisan

Cauchy pada bilangan riil dan konvergen di bilangan riil. Misalkan

didefinisikan x adalah titik limit dari barisan
x(t) = limx, (1), Vre[0,1]. Dari persamaan (1) diperoleh € [0,1]
dan n > N , maka
maksﬂx(t)—xn (t)‘ :xe [0, 1]] <eg
Akibatnya {x,} konvergen ke x di C[0,1]. Sehingga ruang C[0,1]

dengan norm ||)_c|| = maks Ux(t)‘ :1€ 0, 1]] adalah ruang Banach

2.4 Ruang Dual

Definisi 2.4.1 ( Kreyszig, 1978)

Operator linier T adalah suatu operator sedemikian hingga



i. Domain dari 7 (ditulis D(T)) adalah ruang linier dan range

R(T) merentang dalam ruang linier atas field yang sama.
ii.  Untuk setiap x,y € D(I') dan skalar &€ R berlaku
a T(x+y)=Tx)+T (y)
b. T (ax)=aT (x)
Contoh 2.4.2
Operator identitas / : X — X padaruang X yang didefinisikan
y/ (x) =x, VxeX
merupakan operator linier.
Penyelesaian:
X adalah ruang vektor dengan x,x,€ X, maka x, +x,€ X . Dari
definisi a. I(x)=x Vxe X, maka I(x,+x,)=(x +x,)
b. I(ax)=ax
=al (x)

Jadi I adalah operator linier

Definisi 2.4.3
Suatu fungsional linier f adalah operator linier dengan domain berada
di ruang linier X dan range berada di skalar field F . Jadi

f:D({f)>F



Dimana F bergantung dari X , jika X riil maka F juga harus riil, dan
jika X kompleks maka F juga komplek (Kreyszig, 1978).
Contoh 2.4.4
Didefinisikan fungsi f :R*> — R
f=xa=¢a +&a,+ &,
Dengan o= ()€ R *. Fungsi ini merupakan fungsional linier, sebab
untuk sebarang x,x,e R’ dengan x,={&.&.&Y.x, ={n,.17,.7:}
dan S e R didapatkan
[ (e +x,) = (G +1)0 +(S, +11,)0, +(S5 +115)a,
=& & DO G, TG + &.00 T T,
=¢a+&a, + Ea, + o, + 1,0, + 1,2,

=fx)+f (x,)

dan
f (Bx,)=péo + Be,a, + &,
=BG + 5,0, + gr,)
=fBf (x))
Definisi 2.4.5

Diberikan ruang linier X dan fungsional linier f :D(f ) - F dengan
D(f)c X . Fungsi f disebut terbatas jika terdapat bilangan riil ¢

sedemikian hingga untuk semua x € D (f )



lf G )| <c
[

( Kreyszig, 1978).

Hal ini menunjukkan bahwa nilai terkecil dari ¢ adalah supﬁ()ﬁ)| .
X
Nilai terkecil dari ¢ biasa disebut norma dan dinotasikan dengan f
Jadi
_ &)
”f” XSE(F;) ||x|| 2.1
x#0
atau I£]= sup ‘f (x)‘
Hfufl(f)

Dari uraian di atas, maka bentuk (2.1) dapat ditulis

£ (<A1l (2.2)

Definisi 2.4.6
Misalkan X adalah ruang bernorma. Maka himpunan dari semua

fungsional linier yang terbatas pada X dinotasikan dengan B (X ,R)

atau X', merupakan ruang bernorma dengan norma

i1, = sup L= wup |0
wnin [ )

<
=t

,Vfe B(X,R)

dengan ||||1 adalah norma pada X (Kreyszig, 1978).
B(X,R) disebut ruang dual dari X dan biasa dinotasikan dengan

X". Untuk menunjukkan ruang dual dari ruang bernorma X digunakan konsep



dari isomorfisme. Namun terlebih dahulu akan didefinisikan mengenai pemetaan

bijektif.

Definisi 2.4.8
Pemetaan 7 : D(T' ) =Y disebut pemetaan bijektif jika 7 merupakan
pemetaan injektif dan surjektif. Pemetaan 7 disebut injektif (satu-satu),
jika setiap x,,x,€ DT ) dengan x, #x, maka T(x)#7T(x,). T
dikatakan pemetaan surjektif jika Vy €Y dx € D(I') sedemikian
hingga y =T (x) (Kreyszig, 1978).

Contoh 2.4.9 Pemetaan identitas / : X — X yang didefinisikan oleh

I(x)=x, VxeX

merupakan pemetaan bijektif.

Definisi 2.4.10
Isomorfisma dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y adalah

operator linier bijektif 7 : X —Y yang mempertahankan norma
”Tx || = ||x || (Kreyszig, 1978).
X isomorfis dengan Y, sehingga X danY disebut ruang bernorma
yang isomorfis. Dua ruang yang isomorfis dianggap identik. Berdasarkan
definisi di atas, jika X * (ruang dual dari X ) isomorfis dengan Y, maka ruang

dual dari X adalah Y.

2.5 Himpunan Persekitaran, Tertutup, Terbatas dan Kompak

Definisi 2.5.1



Misalkan X adalah ruang bernorma.
i. Bola terbuka (open ball) pada X dengan pusat x dan jari-jari
r >0 adalah himpunan
Br(x)z{y eX :||x —y||<r}
ii. Himpunan A < X disebut terbuka jika untuk setiap x €A,
terdapat r >0 sedemikian sehingga B (x)C A .
iii. Himpunan F < X disebut tertutup jika F° terbuka.
(Heil, 2006).
Definisi 2.5.2
Misalkan X adalah ruang linear bernorma dan misalkan A € X
i. Titik xe A dikatakan titik interior dari himpunan A jika x
anggota dari himpunan terbuka G yang termuat di dalam A
yaitu xe G c A. Atau bisa didefinisikan titik xe A disebut titik

interior dari A c X, jika terdapat r >0 sedemikian sehingga
B, (x)c A . Himpunan semua titik interior dari A dinotasikan
dengan int(A) .

ii. Diberikan G, himpunan terbuka pada ruang topologi yang

memuat titik x dan A sebarang himpunan bagian dari X . Titik

x dikatakan titik limit dari himpunan A c X jika dan hanya jika

setiap himpunan terbuka G, memuat suatu titik dari A yang
berlainan dengan x. Dengan kata lain jika G_ terbuka, xe G,

maka G, MA—{x}#0. Atau bisa didefinisikan titik x disebut



tittk limit dari Ac X, jika untuk setiap r>0,
ANB,(x)\{x})#0. Himpunan semua titikk limit dari

A dinotasikan dengan A '.

iii.Closure dari suatu himpunan A, yang dinotasikan dengan

A adalah union dari A dan titik limitnya, atau A =A UA '.

iv.Himpunan A disebut dense jika A = X

Lemma 2.5.3

Bukti:

Himpunan A terbuka jika dan hanya jika untuk setiap titik dalam A

adalah titik interior.

(=)Misalkan himpunan A terbuka. Akan ditunjukkan setiap titik

dalam A adalah titik interior. Ambil sembarang x e A. Akan

ditunjukkan bahwa terdapat r >0 sedemikian sehingga B, (x)cA .

Karena himpunan A terbuka, maka terdapat r >0 sehingga

B . (x)c A . Dengan demikian x adalah titik interior dari A . Karena
x adalah sembarang titik dalam A, maka setiap titik dalam A adalah
titik interior.

(<) Misalkan semua titik pada A  adalah titik interior. Akan
ditunjukkan himpunan A  terbuka, yaitu int(A)=A . Karena
int(A)={x € A :x ritik int}, maka int(A)c A. Langkah selanjutnya

akan ditunjukkan int(A) D> A . Karena untuk setiap x € A adalah titik



interior dari A maka A cint(A)={x €A :x fitik int}. Dengan

demikian int(A)=A terbukti bahwa himpunan A terbuka.

Lemma 2.5.4

Bukti:

A adalah himpunan tertutup terkecil yang memuat A . Dengan kata lain
szﬂ{F c X :F DA dan F tertutup} .

Langkah pertama akan ditunjukkan bahwa himpunan A tertutup.
Menurut definisi, himpunan A tertutup jika himpunan A° terbuka.

Selanjutnya akan ditunjukkan A° terbuka. Jika x € A°, maka x ¢ A .

Karena A memuat semua titik limit dari A dan x ¢ A maka x bukan

titik limit untuk A . Sehingga terdapat r >0 sedemikian sehingga
BeiEh) & A¢ dan B .(x)(NA =0 karena B, (x) tidak memuat titik limit
A, maka B, (x)(1A =0. Dengan demikian himpunan A° terbuka.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
A =(\{F cX :F DA dan F tertutup} . Misalkan F adalah himpunan
tertutup dan F DA . Karena himpunan F tertutup maka menurut
definisi himpunan F° terbuka. Misalkan x € F°, maka menurut definisi
terdapat r >0 sedemikian sehingga B, (x )< F° . Karena himpunan F*

terbuka dan x € F°, maka x ¢ A dan Br(x)ﬂfT=(l). Sehingga x

bukan titik limit dari A . Karena A ¢ F maka F° cA° dan FC CA°,



sehingga ACF. Terbukti bahwa

A=N{F cX :F2AdanF tertutup} .

Lemma 2.5.5

Bukti:

Misalkan X adalah ruang bernorma dan F < X . Himpunan F

tertutup jika dan hanya jika F memuat semua titik limitnya (Goffman

dan Pedrick, 1974).

(=)Jika himpunan F tertutup, maka himpunan F memuat semua titik
limitnya. Misalkan himpunan F tertutup. Andaikan ada titik limit dari
F yang tidak termuat dalam F, yaitu terdapat barisan {xn}nEN cF
sedemikian sehingga x, konvergen ke x dan xe F°. Akan
ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Karena himpunan F
tertutup maka himpunan F° terbuka, sehingga terdapat r >0
sedemikian sehingga B (x)c F°. Karena barisan x, konvergen ke x,
maka x, € B, (x), sehingga x, € F°. Karena barisan x, € F° dan

x € F°, maka himpunan F° tertutup. Hal tersebut kontradiksi dengan

pernyataan. Sehingga pengandaian harus diingkari.

(<)Jika himpunan F memuat semua titik limitnya. Maka himpunan
F tertutup. Jika {x,} CF sedemikian barisan x, konvergen ke

x maka x e F. Misalkan ye F° sehingga untuk suatu r >0,



B,(y)({x}=0. Karena y bukan titik limit F maka untuk setiap
y € F°, terdapat r >0 sedemikian sehingga B, (x)c F°. Dengan

demikian, himpunan F° terbuka. Sehingga himpunan F tertutup.

Contoh2.5.6

Misalkan X adalah ruang bernorma dan x € X . Setiap B, (x ) X ,

dengan r >0 adalah himpunan terbuka. Di samping itu

B (x)= {y eX :||x o || < r} adalah himpunan tertutup.

Definisi 2.5.7

Diberikan (X,7) ruang topologi pada X . Suatu himpunan V c X

persekitaran dari x, jika terdapat suatu himpunan U e 7 sedemikian
sehingga xe U cV . Dengan demikian V < X persekitaran dari xe X
jika dan hanya jika V' memuat suatu himpunan terbuka yang memuat x
(Hairur, 2008).
Sehingga jelas bahwa suatu himpunan terbuka yang memuat x pasti
merupakan persekitaran dari x, tetapi persekitaran tidak harus terbuka.

Definisi 2.5.8

Misalkan X adalah ruang bernormadan C c X .
i. A disebut selimut terbuka (open cover) untuk C, jika untuk setiap

xe C ada suatu A e, sehingga xe A, himpunan A terbuka dan

C < UAGQ(A



ii. Misalkan 2 adalah selimut terbuka untuk C. S cf2 disebut

subselimut (subcover) dari 2 untuk C, jika untuk setiap xe C ada

suatu B € f3, sehingga x€ B himpunan B terbuka dan C C UBE/’,B .

(Nachbar, 2007 dan Hutahaean, 1994).
Definisi 2.5.9
Misalkan X adalah ruang bernorma C c X .
1. Himpunan C disebut kompak (compact), jika untuk setiap
selimut 2 senantiasa dapat direduksi menjadi berhingga. Ini
berarti misalkan 2l selimut bagi C , dan misalkan Ae A =«

maka ada a; dimana j=1,2,3,...,n, sehingga
CcAUAU...UA,

Dengan kata lain Himpunan C disebut kompak (compact), jika
untuk setiap selimut terbuka untuk C memuat subselimut
berhingga.

ii. Himpunan C disebut terbatas (bounded), jika terdapat M < eo

dan terdapat p € X sedemikian sehingga untuk setiap xe C,
|l —p| <M (@ohan, 2010 dan Heil, 2006).

Teorema 2.5.10
Misalkan X adalah ruang bernorma dan himpunan C kompak. Jika
himpunan F tertutup dan F <C, maka himpunan F kompak
(Goffman dan Pedrick, 1974).

Bukti:



Misalkan 2 adalah selimut terbuka untuk F . Berdasarkan definisi,

F c A

Ae

Akan ditunjukkan selimut terbuka 2 memuat subselimut berhingga.
Karena himpunan F tertutup, maka himpunan F°¢ terbuka. Sehingga
{F°}u%l adalah selimut terbuka untuk C .

Dengan demikian berlaku

CleF Uy 24):

Karena himpunan C kompak, maka himpunan C memuat subselimut

berhingga. Jika £ < 2l merupakan subselimut berhingga dari 20 untuk

C , maka CgF"u(UBEﬁB).

Dengan demikian F gUBEﬁB atau selimut terbuka %2l memuat

subselimut berhingga yang menyelimuti F .

Teorema 2.5.11

Bukti:

Misalkan X adalah ruang bernorma dan C < X . Pernyataan berikut
ekivalen:
1. C kompak

ii. C terbatas dan tertutup (Goffman dan Pedrick, 1974).

(i) = (ii ) Misalkan himpunan C kompak. Akan ditunjukan C adalah

himpunan yang terbatas dan tertutup. Karena himpunan C kompak

maka setiap selimut terbuka untuk C yang memuat selimut berhingga.



Misalkan 2={B (x):x € C,r >0} adalah sembarang selimut terbuka

untuk C . Akan ditunjukkan terdapat M <o dan terdapat pe X

sedemikian sehingga untuk setiap xe C,|x— p” < M. Karena himpunan

kompak, maka terdapat subselimut berhingga dari 2l untuk C .
Misalkan :3:{34 (x,):x,€C,i =1,2,...,n}. Karena [ adalah
subselimut berhingga dari 2l untuk C , maka dapat dipilih x, dan r,

sedemikian sehingga
Ol =| | SoNEs
Berdasarkan Definisi 2.5.1 (1), untuk setiap i =1,2,...,n
B, (x)={yeX :||xi -y || < r, }. Dengan demikian, dapat dipilih

c-p|<X

Karena i berhingga, maka terdapat M < oo sedemikian sehingga

p € C sedemikian sehingga untuk setiap x € C,

Z" r =M . Akibatnya, untuk sembarang x € C,

i=l g

38 = p|| <M .
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa C tertutup. Untuk
menunjukkan bahwa himpunan C tertutup, cukup ditunjukkan bahwa
C*° adalah himpunan terbuka. Karena himpunan C kompak maka untuk
setiap selimut terbuka untuk C memuat subselimut berhingga. Misalkan
untuk setiap selimut terbuka A, S={B, (x,):x,eC,i =12,...,n}
adalah subselimut berhingga dari 2 untuk C . Misalkan untuk

sembarang titik ye C°, dipilih S >0 sedemikian sehingga untuk setiap



xe C, x tidak termuat dalam B (y). Karena [ adalah subselimut
berhingga dari 2 untuk C maka C QU;B , (x;) dari dimana
i =1,2,...,n . Selanjutnya SU(B,(y)) adalah subselimut berhingga
dari C sedemikian sehingga C QU;Br, (x,)UB,(y). Dengan

demikian, y adalah titik interior dari C“. Karena y sembarang, maka

semua titik pada C“ adalah titik interior. Sehingga C“ adalah himpunan
terbuka.

(ii)= (i) Misalkan himpunan C terbatas dan tertutup. Akan
ditunjukkan himpunan C kompak. Karena himpunan C terbatas, maka

terdapat M <co dan terdapat pe X sedemikian sehingga untuk setiap

xeC,|lx — p|| <M . Tentukan sembarang selimut terbuka 2, yaitu

A={B,(x):x € C,r >0} sedemikian sehingga C gU B.(x).

B, (x)e
Selanjutnya akan ditunjukkan selimut terbuka 2 memuat
subselimut berhingga. Karena himpunan C tertutup, maka himpunan

C° terbuka sehingga C U B, (x)uC‘. Akibatnya 2AuU{C‘}

B, (x)e
adalah selimut terbuka untuk C . Berdasarkan Lemma 2.5.5, himpunan
C memuat semua titik limitnya. Karena himpunan C terbatas dan

memuat semua titik limitnya, maka dapat dipilih titik berhingga dalam

C sedemikian sehingga C QU7=1Br,~ (x;), dimana i=12,...,n.



Dengan demikian = {Br,. (x,):x,€C,i=12,...,n} adalah subselimut

berhingga dari 2 untuk C .

Akibat 2.5.12
Misalkan X adalah ruang bernorma dan C kompak. Jika F tertutup
maka F'NC kompak.

Bukti:
Berdasarkan Teorema 2.5.11, jika himpunan C kompak, maka
himpunan C tertutup dan terbatas. Karena himpunan F tertutup dan
irisan antar himpunan tertutup adalah tertutup maka F NC adalah
himpunan tertutup. Karena F NC subset C , maka menurut Teorema

2.5.11, F nC adalah himpunan kompak.

Contoh 2.5.13

Misalkan X adalah ruang bernorma. Himpunan B, (0) c X , dimana
r<oco  adalah  himpunan  terbatas.  Selanjutnya  himpunan
m = {y eX :||y || < r} adalah himpunan kompak.
Contoh 2.5.14
Misalkan A ={x,,x,,...,x,} himpunan hingga dari X, jika g={G,}

selimut terbuka dari A . Karena setiap titik di A termuat dalam salah satu

anggota selimut:

x, anggota dari G,



x, anggota dari G,

x, anggota dari G,
Maka gabungan dari himpunan koleksi {G(II,GHZ,...,GH”} yang memuat

A, merupakan subselimut berhingga dari g. Sehingga A adalah

himpunan kompak.

2.6 Himpunan Konveks

Definisi 2.6.1

Misalkan X adalah ruang bernorma. Himpunan A c X disebut
konveks (convex) jika untuk setiap p, ge A dan setiap 0 < A <1 berlaku
Ap +(1—-A)qg € A (Goffman, dan Pedrick, 1974).

Bukti:

(=) Misalkan himpunan A konveks. Akan ditunjukkan untuk setiap
i=12,...,n,4 20 sedemikian sehingga Z?ZI/L =1 dan p,eA
berlaku Z?:I/Iipi €A. Jika n=1 dan p €A, makaj =1 dan
p, A, =p, €A . Misalkan untuk n =k , pernyataan tersebut benar, yaitu
untuk setiap i =1,2,...,k,A4 20 sedemikian sehingga Zleﬂi =1 dan

p,€A berlaku Zleﬂi p; € A . Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap



i =12,....,k,k+1,4 20 sedemikian sehingga z:l/?,ipi e A adalah
ey . k+1

pernyataan yang benar. Dengan demikian, zi:1 Ap, +A4.p..,-

Karena Zf:l/li =1, maka 4, :]_Zleﬂi sehingga

Z?:lipi :Z:l:llipi +(1_Z:‘1:1/1ipi+l)
Karena Zf:lﬂi =1, maka I—Zle/ii =0. Karena Zle/ll.pi € A, maka

k+1
i=l

Ap €A.
(<) Misalkan untuk setiap i =1,2,...,n,4 20 sedemikian sehingga

Z?:I/'ti =1 dan p,eA berlaku Z?:I/'tipi €A terpenuhi. Akan
ditunjukkan himpunan A konveks. Tentukan sembarang 0<A<1.

Pilih A4 =4 dan A =(0-A), sehingga z;/iizl terpenuhi.

Selanjutnya tentukan sembarang p,,p,€ A sehingga Z;ﬂi p,EA.

Karena A sembarang, maka terbukti bahwa himpunan A konveks.

Contoh 2.6.2

Misalkan X adalah ruang bernorma. Untuk setiap r <0 dan setiap

x € X , himpunan B (&) adalah himpunan konveks. Disamping itu,

himpunan B () adalah himpunan tertutup. Dengan demikian,
himpunan konveks tidak harus himpunan terbuka atau tertutup. Untuk

suatu u,u,€ X , himpunan {au +u,e X:Vae R} adalah himpunan

konveks dan tidak terbatas. Dengan demikian, himpunan konveks tidak



harus himpunan yang terbatas. Sehingga himpunan konveks tidak harus
himpunan kompak.

Contoh 2.6.3
Tunjukkan bahwa himpunan A = [O, 3] adalah himpunan konveks.
Untuk menunjukkan himpunan A = [O, 3] konveks adalah dengan syarat

untuk setiap 0< A <1 berlaku Ax+(1-A)y€ A dimana x,ye€ A.
. 1 1 1
Misalkan x=y=1 dan A:E,maka §.1+ 1—5 d=1€A

x=1,y=3 dan ,1:1’ maka l.l+(1—lj.3:2le A
3 3 3 3

Jadi himpunan A adalah himpunan konveks.
Definisi 2.6.4
Misalkan X adalah ruang bernorma.

i. Separuh garis (half-line) atau ray adalah

himpunan{x € X :x =ou, >0}, untuk suatu u#0e X. Jika
x, adalah titik yang dilalui separuh garis, maka separuh garis
yang melalui x, dengan arah u adalah himpunan
{xe X :x=au+x,,a>0},untuk suatu u #0e X .

ii. Hyperplane adalah himpunan {x eX :<u,x > = 0} , untuk suatu
u#0eX . Jika x, merupakan titik dalam Hyperplane, maka
Hyperplane yang melalui x, dengan arah u adalah himpunan

{x eX :<u,x —x0> = 0} untuk suatu # #0e X (Schutt, 2006).



Teorema 2.6.5

Jika himpunan C tidak kosong dan konveks serta x adalah titik batas
C , maka terdapat supporting hyperplane pada C di x , yaitu terdapat

u+#0eX sedemikian sehingga untuk setiap x eC  berlaku

<u X ><u,f> (Kazimierz, 2003).

Bukti:
Misalkan X adalah titik batas C dan barisan {y,}  <C°,
sedemikian sehingga y & konvergen ke Xx . Karena himpunan C
konveks, maka C konveks dan tertutup. Karena himpunan C konveks
maka terdapat u,Z #0e X  sedemikian sehingga untuk setiap
xeC ,<u" ,X > <0 dan <un,yn > >0. Misalkan untuk setiap
neN,u, = |M” . Jika barisan y, konvergen ke Xx dan dipilih
subbarisan dalam {un}neN sedemikian sehingga subbarisan tersebut
konvergen ke suatu tittk #e€X . Maka untuk setiap xeC,
<un , X > <0< <un , y”> atau <u” X > < <un Y n> . Selanjutnya jika n
menuju oo, maka untuk setiap x € C , (LT,x > < <LT,)?>.
[
Definisi 2.6.6

Misalkan X ruang bernorma dan A < X . Konveks Hull A adalah
himpunan konveks terkecil yang memuat A . Konveks Hull

A dinotasikan dengan co(A) (schutt, 2006).



Lemma 2.6.7

Bukti:

Misalkan X ruang bernorma. Irisan semua himpunan konveks subset

X adalah himpunan konveks.

Misalkan 7 ={A[ c X :untuk i € N,A, himpunan konveks} . Akan

ditunjukkan 7 =ﬂ;Ai adalah himpunan konveks. Ambil sembarang
p.q €1 dan sembarang 0< A <1. Akan ditunjukkan Ap +(1-A)ge I .
Karena p,gel dan untuk setiap ie N,/ cA,, maka setiap
ie N, p,ge A. Karena untuk setiap ie N, A konveks, maka untuk
sembarang 0< A <1, berlaku Ap +(1-A)g € A,. Karena untuk setiap

ieN, Ap+(-A)geA, , maka Ap +(1-A)gel .

Lemma 2.6.8

Bukti:

Misalkan A ¢ X . Himpunan conv(A) adalah irisan semua himpunan

konveks subset X yang memuat A .

Misalkan conv(A) adalah konveks Hull A . Didefinisikan koleksi
semua himpunan konveks subset X yang memuat A , yaitu himpunan

(={C, cX :C, adalah himpunan konveks yang memuat A }



Misalkan [/ =ﬂc e,eC 4 - Akan ditunjukkan bahwa I =conv(A), yaitu

I c conv(A) dan conv(A)c . Karena himpunan conv(A) adalah
himpunan konveks yang memuat A , maka I < conv(A). Selanjutnya
akan ditunjukkan conv(A)cI. Karena himpunan conv(A) adalah
himpunan konveks terkecil yang memuat A, maka untuk setiap
C,eC, conv(A)cC,. Karena untuk setiap C, €C , himpunan C,
konveks, maka menurut Lemma 2.6.7, himpunan / konveks. Karena

untuk setiap C,eC, conv(A)cC, maka conv(A)c . Terbukti

bahwa I =conv(A)

Contoh 2.6.9

Jika A ={in € N} , maka conv(A)=(0,1]. Selanjutnya, jika
n

A= {l,n € N}U{O} , maka conv(A)=[0,1].
n

1.7 Fungsi Set-valued

Definisi 2.7.1
Misalkan X ruang Banach dan X adalah ruang Dual dari X.
T:X — X disebut set-valued (fungsi bernilai himpunan) apabila
anggota X , misalkan a,b,c dipasangkan tepat satu atau lebih pada

anggota di X (Rockafellar, 1968).



Misalkan T:X — X° adalah set-valued. Domain set-valued T
adalah himpunan D(T) ={xe X:T(x)# ([)} dan jangkauan (range) set-valued
T adalah himpunan

R(T) = J{T (x): xe X}
dimana T'(x)e X~
Contoh 2.7.2
Misalkan X = D(T) =[—1,3]. Fungsi 7:X — X~ yang didefinisikan

{0}, = lidans="5

elely T(x):{[O, 2—|x], —1<x<3

adalah fungsi set-valued
Penyelesaian:

Ambil (x=-1 dan x=3) € X sedemikian sehingga nilai 7 (x)=0.
Dan untuk interval —1 < x <3 nilai 7 (x) adalah

T(x)=[0,2-|x]

untuk x =0, maka T (x)=[0,2-(0|]=[0,2]

untuk x=1, maka 7 (x)=[0,2=[1]]=[0.1]

untuk x=2, maka T'(x)=[0,2-[2[]=[0,0]

karena ada T(x)=Ae X" dan A#0, yaitu T(x)={0}, T(x)=[0,2],
T(x)=[0,1], T(x)=[0,0], maka T(x) yang didefinisikan di atas

adalah fungsi set-valued.



Definisi 2.7.3

Misalkan 7:X — X* fungsi set-valued. Grafik set-valued T adalah
himpunan Gr(T) ={(x, x*) NG € T(x)} c X x X" (Rockafellar, 1968).

Grafik Gr(T') set-valued T pada Contoh 2.7.2 adalah sebagai berikut:

v

Grafik 2.7.1 Grafik Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.2

Definisi 2.7.4 Misalkan 7: X — X~ adalah set-valued dan B — X. Invers atas

(upper invers) T pada B adalah himpunan
T*(B)={xe X :T(x)"B#0}.
Invers bawah (lower invers) T pada B adalah himpunan
T (B)={xe X :BcT(x)} (Borges, 1976).
Definisi 2.7.5
Set-valued T:X — X" disebut tertutup dalam X, jika untuk setiap
xe D(T), himpunan 7' (x) tertutup.

Lemma 2.7.6



Bukti:

Set-valued T:X — X~ disebut tertutup dalam X, jika dan hanya jika

Gr(T) tertutup dalam X x X".

(=) Misalkan {y,} cT(x) sedemikian sehingga y,k konvergen ke

y . Karena set-valued T tertutup dalam X maka ye 7T(x). Ambil
sembarang barisan {(x, y”)}nEN c Gr(T) sedemikian sehingga (x,y,)
konvergen ke (x,y). Karena yeT(x) dan (x,y,) konvergen ke
(x,y) maka konvergen ke (x,y)e Gr(T). Terbukti bahwa grafik
Gr(T) tertutup.

(<) Misalkan {(x, yn)}neNcGr(T) sedemikian sehingga (x,y,)
konvergen ke (x,y). Gr(T) tertutup, maka (x,y)e Gr(T). Dengan

demikian ye T'(x). Terbukti bahwa set-valued T tertutup.

Misalkan X* adalah ruang dual dengan inner—product <> dan

D(T)e X . Didefinisikan set-valued yang monoton sebagai berikut.

Definisi 2.7.7

Set-valued T :X — X" disebut monoton jika untuk setiap x,ye D(T)
dan setiap x” € T'(x), y" € T(y) berlaku

(x—y,x"=y")20 (Rockafellar, 1968 dan Borwein, 2005).

Contoh 2.7.8



Misalkan X =R dan D(T)=R. Inner product pada R didefinisikan
oleh <x,y > =xy , untuk setiap x, ye R. Set-valued T:R — X" yang

didefinisikan oleh

{=2}, %<0
T(x)=4[-L1],x=0
{2}, x>0
adalah set-valued yang monoton.
Penyelesaian:
Ambil sembarang X€ (—00,0), ye (0,00) dan sembarang

xeT(x), y eT(y). Akan  ditunjukkan <x— v, x = y> >0.
Berdasarkan definisi, 7(x)=-2 dan T(y)=2, sehingga x' =-2€ T(x)
dan y" =2€e T(y).Dengan demikian

<x—y,x* —y*> =(-2-2,x-y)=(-4,x—y)
Karena x < y maka (x—y)<0 sehingga berakibat (—4,x—y)>0.
Misalkan x =0 dan y € (0,00). Akan ditunjukkan <x— y,x —y*> >0.
Berdasarkan definisi, F(x)= [—1,1] dan F(y)={2}. Ambil sembarang
x"=[-L1]e T(x) dan y" ={2}e T (y).
Karena x" < y", maka (x* —y*) <0 dan x<y, maka (x—y)<O0 dan

berakibat <x— y,x = y*> >0.



Grafik

berikut.

Misalkan x =0 dan ye (—o0,0). Berdasarkan definisi, 7 (x)=[-11]
dan T(y)={-2}. Ambil sembarang x"=[-11]eT(x) dan
v ={-2}eT(y).

Karena y* <x", maka (x - y) >0 dan y<x, maka (x—y)>0 dan
berakibat (x—y,x"—y")>0

Misalkan x,y pada (—0,0) atau (0,o). Karena set-valued T bernilai

konstan pada (—c0,0) atau (0,c), maka <x—y,x* —y*>=0. Terbukti

bahwa set-valued T monoton.

Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.8 ditunjukkan oleh grafik

A

v

Grafik 2.7.2 Grafik Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.8

Contoh 2.7.9



Misalkan X = D(T)=[-1,1]c R. Inner product pada R didefinisikan

oleh <x,y > =xy , untuk setiap x,y € R. Set-valued T:X — X" yang

didefinisikan oleh

{0}, x=—1dan x=1
T(x) = [—2+|x , 2—|x|],—1$x£1

adalah set-valued yang tidak monoton.
Penyelesaian:

Untuk membuktikan bahwa set-valued T tidak monoton cukup

dibuktikan terdapat x,ye D(T) dan x € T(x), y € T(y) sedemikian
schingga (x—y,x —y')<0. Pilih x=-1 dan y=1. Schingga
T(-1)=T(1)=[-L1]. Pilih x =1eT(-1) dan y =-1eT(1)
sehingga

(x=y,x" =y =(-1-(1).1-(-1)) =(-2,2)=—4<0

Terbukti bahwa set-valued T tidak monoton.

Grafik Gr(T') dari set-valued T pada Contoh 2.7.9 adalah sebagai berikut




Grafik 2.7.3 Grafik Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.9

Jika D(T)= X =R dan Set-valued T : D(T) — X" monoton maka T
adalah fungsi yang monoton naik, karena untuk setiap x,ye D(T) sedemikian
sehingga x<y dan untuk setiap x €T(x), y'e€ T(y) berlaku x" <y".
Selanjutnya, set-valued T : D(T) — X~ adalah fungsi yang monoton turun, jika
untuk setiap x,ye D(T) sedemikian sehingga x <y, dan setiap
x' eT(x), yeT(y) berlaku x">y". Dengan kata lain, ser-valued
T:D(T)— X* monoton turun jika untuk setiap x, ye D(T) dan setiap
x €eT(x), y e T(y) berlaku:

<x—y,x* —y*>SO

Misalkan fungsi single-valued t: K — K~ konveks, yaitu untuk setiap

x,y€ K dan setiap 0 < A <1 berlaku:
T(Ax+(1=2)y)<(2)AT (D) +(1-A)T(y).
Fungsi tersebut adalah fungsi yang tidak monoton. Karena terdapat x,ye D(T)
dan terdapat x €T(x), y € T(y) sedemikian sehingga <x— v, x = y*> >0
tidak dipenuhi. Selanjutnya, set-valued T :D(T)— X~ disebut konveks jika
untuk setiap x, ye D(T) dan setiap 0< A4 <1 berlaku:
T(Ax+(1-2)y) 2 AT () +(1-2)T(y)

Adalah set-valued yang tidak monoton.

Definisi 2.7.10



Misalkan T:X — X~ fungsi set-valued. Grafik Gr(T) monoton jika

set-valued T monoton (Borwein, 2005).

Definisi 2.7.11
Misalkan D cC dan T,G:D — X~ fungsi set-valued . Set-valued T
disebut relatif sama dengan set-valued G ( set-valued G disebut relatif
sama dengan set-valued T ) pada D , jika
Gr(T) c Gr(G) atau Gr(T) o Gr(G).

Misalkan E={ G :G set-valued yang monoton dan relatif sama
pada D }. Set-valued T disebut monoton maksimal, jika untuk setiap
GcE, Gr(G)cGr(T).

Definisi 2.7.13
Misalkan T:D(T)— X~ adalah set-valued. Grafik Gr(T) disebut
monoton maksimal, jika

Gr(T)=|J,.,Gr(G) (Phelps, 1993).

Berdasarkan Definisi 2.7.10, grafik Gr(T) monoton maksimal, jika set-
valued T monoton maksimal.

Contoh 2.7.14
Misalkan inner product pada R didefinisikan oleh (x,y)=xy untuk
setiap x, ye R. Ser-valued T :D(T) — X" dengan D(T)=[-1,1] yang

didefinisikan sebagai berikut



[1,00), x=1
T(x)=4{x'}.-1<x<1
(o0, —1],x=-1

adalah set-valued yang monoton maksimal.

Penyelesaian:

Langkah pertama akan ditunjukkan set-valued T monoton. Ambil

sembarang ye (—1,1), x=1 dan sembarang x € T'(x), y"€ T(y). Akan
ditunjukkan <x— y,x = y> > 0. Berdasarkan definisi, 7(x) =[1,) dan
T(y)={y’}. Maka x"=[l,)eT(x) dan y"={y’}eT(y). Karena
y" < x", maka (x* —y*) >0 dan y <x, maka (x—y)>0 schingga
berakibat (x—y,x" —y")>0.

Misalkan x =1 dan y =-1. Akan ditunjukkan (x—y,x"—y")20.
Berdasarkan definisi, 7(x)=[l,.0) dan T(y)=(—oc0,—1). Ambil
sembarang x" =[l,)e T'(x) dan y" =(—e0,—1)e T(y). Karena y" <x",
maka (x —y*) >0 dan y <x, maka (x—y)>0 sehingga berakibat
<x—y,x* —y*> >0.

Jika x=(-11) dan y=1 akan ditunjukkan <x— v, x = y*> >0.
Berdasarkan definisi 7'(x)=x’ dan T(y)=[l,>0). Ambil sembarang

E3

X =(x3)e T(x) dan y =[l,)eT(y). Karena y'<x", maka



Grafik

berikut.

(x* - y*) >0 dan y <x, maka (x—y)>0 sehingga berakibat
<x—y,x* —y*> >0.

Misalkan x =—1 dan y e (-1,1). Berdasarkan definisi, 7(x)=[l,o0)
dan T(y)=(—oo,—1). Ambil sembarang x € T(x)=(—c0,—1] dan
y'e T(y):{y3}. Karena x* < y", maka (x* —y*)<0 dan x <y, maka
(x—y) <0 sehingga berakibat <x— y,x = y> >0.

Jika x =y =1 atau x =y =—1 maka <x—y,x*—y*>=0.

Misalkan x,y € (-1,1). Jika x <y maka x <y', sehingga
<x— y,x = y*> > (. Terbukti bahwa set-valued T monoton.

Langkah selanjutnya akan ditunjukkan set-valued T monoton maksimal.

Misalkan T ={G: G set-valued monoton dan relatif sama pada interval
[-1,1]}. Tentukan sembarang G cT dengan D(G)C[—l,l]. Akan
ditunjukkan Gr(G)c Gr(T). Karena set-valued T yang monoton,
grafik Gr(T) tertutup dan R(7T) =R, maka untuk setiap G T berlaku
Gr(G) c Gr(T). Karena set-valued G sembarang, maka untuk setiap
set-valued Ge T berlaku Gr(G)c Gr(T). Terbukti bahwa set-valued

T monoton maksimal.

Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.14 ditunjukkan oleh grafik



A
v
b

v
Grafik 2.7.4 grafik Gr(T) dari set-valued T pada Contoh 2.7.14
Contoh 2.7.15
Set-valued T pada Contoh 2.7.8 tidak monoton maksimal.
Penyelesaian:

Set-valued T pada Contoh 2.7.8 telah dibuktikan monoton. Selanjutnya
akan dibuktikan tidak maksimal. Pilih set-valued G :(—e,0] — X" yang

monoton dan relatif sama dengan set-valued T pada R yaitu

{—2},x<0
G(x)=
[—2,1],x=()

Akan ditunjukkan Gr(G)z Gr(T). Karena untuk setiap x" € [-2,1],
{(0.5)} cGr(G) dan {(0.x')} 2 Gr(T). maka Gr(G)aGr(I).

Terbukti bahwa Set-valued T tidak monoton maksimal.

2.8 Kajian Himpunan dalam Al-Qur’an
Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam

Al-Qur’an salah satunya adalah matematika. Menurut Dedeng (dalam bukunya



Afzalur Rahman (2007: 111)), sumber kajian-kajian matematika, sebagaimana
sumber ilmu pengetahuan lainnya dalam Islam adalah konsep tauhid yaitu
keesaan Allah.

Dalam mengkaji keagamaan tentang karakteristik fungsi set-valued yang
monoton maksimal di ruang Dual, terlebih dahulu yang perlu dikaji adalah
konsep himpunan dalam Al-qur’an meskipun tidak eksplisit.

Di antara sekian banyaknya pilihan yang Allah SWT berikan kepada
makhluk-Nya adalah sikap dan prilaku mereka di alam semesta ini.
Sebagaimana telah Allah jelaskan di awal surat Al-Bagarah . Di mana dalam
ayat tersebut Allah menjelaskan tipologi manusia ke dalam tiga kategori besar

yaitu: Al-Mu’min yang terkandung dalam Surat Al-Baqarah ayat 1-5.
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Artinya: Alif laam miin. Kitab (Al Quran) Ini tidak ada keraguan padanya;
petunjuk bagi mereka yang bertagwa. (yaitu) mereka yang beriman
kepada yang ghaib, yang mendirikan shalat, dan menafkahkan
sebahagian rezki yang kami anugerahkan kepada mereka. Dan
mereka yang beriman kepada Kitab (Al Quran) yang Telah
diturunkan kepadamu dan kitab-kitab yang Telah diturunkan
sebelummu, serta mereka yakin akan adanya (kehidupan) akhirat.
Mereka Itulah yang tetap mendapat petunjuk dari Tuhan mereka, dan
merekalah orang-orang yang beruntung.

Di situ dijelaskan bahwa golongan orang mukmin adalah golongan
yang bertagwa kepada Allah, senantiasa ikhlas beribadah karena Allah semata,

yang sesuai antara dhahir dan batinnya. Dengan pengertian bahwa apapun yang



dikatakan akan sesuai dengan perbuatannya. Kemudian Al-Kafir yang terdapat
dalam Surat Al-Baqarah ayat 6-7
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Artinya: Sesungguhnya orang-orang kafir, sama saja bagi mereka, kamu beri
peringatan atau tidak kamu beri peringatan, mereka tidak juga akan
beriman.Allah Telah mengunci-mati hati dan pendengaran mereka, dan
penglihatan mereka ditutup dan bagi mereka siksa yang amat berat.
Golongan ini adalah golongan yang mencintai kekufuran secara dhahir

dan batinnya. Mereka tidak bisa menerima petunjuk dari siapapun dan segala
macam nasehat tidak akan berbekas di hatinya. Orang-orang seperti ini juga
tidak dapat memperhatikan dan memahami ayat-ayat Al Quran yang mereka
dengar dan tidak dapat mengambil pelajaran dari tanda-tanda kebesaran Allah
yang mereka lihat di permukaan bumi dan pada diri mereka sendiri.

Selanjutnya golongan Al-Munafiq yang dijelaskan dalam surat Al-

Baqarah ayat 8-20
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Artinya: Di antara manusia ada yang mengatakan: "Kami beriman kepada
Allah dan hari kemudian,” pada hal mereka itu Sesungguhnya bukan
orang-orang yang beriman. Mereka hendak menipu Allah dan orang-
orang yang beriman, padahal mereka Hanya menipu dirinya sendiri
sedang mereka tidak sadar. Dalam hati mereka ada penyakit, lalu
ditambah Allah penyakitnya; dan bagi mereka siksa yang pedih,
disebabkan mereka berdusta. Dan bila dikatakan kepada
mereka:"Janganlah kamu membuat kerusakan di muka bumi’. mereka
menjawab: "Sesungguhnya kami orang-orang yang mengadakan
perbaikan." Ingatlah, Sesungguhnya mereka Itulah orang-orang yang
membuat kerusakan, tetapi mereka tidak sadar. Apabila dikatakan
kepada mereka: "Berimanlah kamu sebagaimana orang-orang lain
Telah beriman." mereka menjawab: "Akan berimankah kami
sebagaimana orang-orang yang bodoh itu Telah beriman?" Ingatlah,
Sesungguhnya merekalah orang-orang yang bodoh; tetapi mereka
tidak tahu. Dan bila mereka berjumpa dengan orang-orang yang
beriman, mereka mengatakan: "Kami Telah beriman". dan bila mereka
kembali kepada syaitan-syaitan mereka, mereka mengatakan:
"Sesungguhnya kami sependirian dengan kamu, kami hanyalah
berolok-olok." Allah akan (membalas) olok-olokan mereka dan
membiarkan mereka terombang-ambing dalam kesesatan mereka.

Golongan ini merupakan golongan yang menyatakan iman secara
dhahir dengan lidahnya sedangkan hatinya tidak iman (kafir). Kelompok ini
adalah kelompok yang paling buruk dari kedua kelompok diatas, mereka kufur
dengan kekafiran dan yang lebih buruknya lagi mereka menyembunyikan
kekafirannya.

Dari penjelasan surat Al-Baqarah di atas dapat difahami bahwa

kedudukan orang mukmin di mata Allah sangatlah tinggi, sedangkan yang

paling rendah di mata Allah adalah golongan orang munafik. Ini terbukti dari



penyebutan orang mukmin di awal surat tersebut, lalu diikuti dengan orang kafir
selanjutnya orang munafik
Sebagai seorang muslim dan sekaligus cendekiawan muslim
seharusnya mampu memahami, menghayati, dan mengaktualisasikan diri ke
dalam ketiga kelompok manusia di atas. Jika kelompok manusia tersebut sesuai
dengan ajaran agama Islam, maka seharusnya diamalkan, karena dengan begitu
hidup manusia akan terasa nyaman. Dan jika tidak sesuai dengan ajaran Islam,
maka seharusnya ditinggalkan, karena akan merusak kepribadian seseorang.
Selanjutnya jika pembicaraan dikaitkan dengan konsep relasi dan
operasi himpunan himpunan, maka kelompok yang diberi nikmat (orang
mukmin) saling lepas (disjoint) dengan kelompok yang dimurkai dan sesat
(orang kafir). Kelompok yang dimurkai saling beririsan atau bahkan sama
dengan kelompok yang sesat. Dalam kasus yang sangat sederhana, dapat
dikatakan bahwa golongan munafiq merupakan irisan antara golongan mu’min

dengan kafir (Abdusysyakir, 2007: 110)
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BAB III

PEMBAHASAN

Set-valued yang akan dibahas pada bab ini adalah set-valued yang monoton
maksimal dari X ke X*, dimana X" adalah ruang dual riil. Set-valued selalu

dinotasikan dengan 7: D(T) — X", dimana D(T)c X . Sedangkan B, (x) adalah

bola terbuka dengan pusat x dan jari-jari r.

Pembahasan selanjutnya lebih spesifik pada karakteristik set-valued yang
monoton maksimal di ruang dual real. Adapun karakteristik tersebut dinyatakan
dalam Lemma, Teorema dan Akibat berikut.

Lemma 3.1
Jika himpunan C* < X~ kompak dan konveks serta himpunan S ¢ X xC*
monoton, maka terdapat xe X dan x"e C" sedemikian sehingga
himpunan {(x, x" )} U S monoton (Zagrodny, 2008).

Bukti:
Andaikan kesimpulan dari lemma tersebut salah, yaitu tidak ada x" € C”

dan xe X sedemikian sehingga himpunan {(x, x' )} U S monoton.

Andaikan untuk setiap ( v, y*)e S dan setiap xe X , didefinisikan
himpunan

U(y.y')={x"eC(x =y .x-y)<0] 3.1)
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Akan ditunjukkan kontradiksi dengan pernyatan yaitu terdapat x" € C°

dan xe X sedemikian sehingga himpunan {(x, x' )} U S monoton..
Karena himpunan C” terbatas dan untuk setiap ( v,y ) € S, himpunan
U ( v, y*) memenuhi (3.1), maka himpunan U ( v, y) terbatas dan terbuka
subset C*. Berdasarkan (3.1) diperoleh

X*=U{U(y,y*):(y,y*)e S} (3.2)
Dengan demikian koleksi {U ( 3 y*) 3 (y, y* ) €S } adalah selimut terbuka

untuk C*. Karena himpunan C* kompak, maka terdapat

(yl, yl*),(yz, yz*), . ..,(ym, ym*) dalam S sedemikian sehingga

¢ =UL{v ()}
Dengan kata lain, himpunan {U(yl., y[*) » (y[, yi*)e S} adalah subselimut

berhingga untuk C*. Misalkan ¢,,9,,...,¢, adalah partisi untuk C"
sedemikian sehingga berkorespondensi satu-satu dengan subselimut
berhingga untuk C”. Sehingga himpunan {@, :i=12,...,n} adalah
selimut terbuka untuk C”. Misalkan £, 3,,..., B, adalah fungsi-fungsi riil

yang kontinu pada ¢,,®,,...,®, sedemikian sehingga untuk setiap

i=1,2,...,n dan setiap x" € q)i,OS,Bi(x*)Sl,Z;ﬁi(x*)=l dan

{x*e C*:,Bl.(x*)>0}CU(yl.,yl.*).



Misalkan K = conv ({ yi*}) c C",untuk i =1,2,...,n. Karena himpunan K

memuat semua titik limitnya, maka himpunan K tertutup. Karena
himpunan C* kompak dan K adalah himpunan tertutup subset C*, maka

menurut Teorema 2.5.11, himpunan K kompak. Sehingga himpunan K
kompak dan konveks. Karena himpunan K konveks, maka dapat

didefinisikan fungsi kontinu p: K — K sedemikian sehingga untuk setiap
x ek,

p(x) =28 () (3.3)
Selanjutnya, digunakan teorema eksistensi titik tetap pada K, yaitu

terdapat w* € K sedemikian sehingga p (w ) =w’. Teorema tersebut akan

dibuktikan terlebih dahulu . Pilih w" € K sedemikian sehingga

/J’l(w*)zl,untuk i=1 dan ,Bi(w*)zo,untuk i#1.Jika y"=w", dan

untuk setiap i =1,2,...,n tentukan sembarang y," € K . Maka dari

persamaan (3.3) diperoleh

p(w)=2B(w)y =w'.

Jika p(w*)= w", maka

<P(W*)—w*,zieN,Bi(w*)(yi —w)>:O.

Dari persaman (3.3) dan p (w*) =w" diperoleh

(X8 (9) (0 =) B, () (3, )



=2 B () B (W) (5 —wy—w) =0 34
Selanjutnya, inner product pada persamaan (3.4) akan diselesaikan

terlebih dahulu.

(y,.* W,y —w)+(y_,.* WLy _W)

= (y,-* -w, —w)+(yi* =¥y y,,)+(y_,-* —w,y, _W)
Karena himpunan M monoton, maka untuk setiap i, j=1,2,...,n,
<yl.* = yj*, Y, — yj> > 0. Sehingga <y$l. = y*zj, Iz yl.> <0.
Dengan demikian diperoleh

<yi* —W*,y_,—w>+<yj* 2l _W>

%

S<y[.*—w*,yi—w>+<yj*—w,y_/.—w> (3.5)

Untuk penyederhanaan penulisan didefinisikan
B A
Sehingga pertidaksamaan (3.5) menjadi
Gy ;+a;; Tk <yi* — i y_,.> ta;;sa,+a;;
Karena untuk setiap i, j=1,2,...,n, B(w")B,(w)=B,(w)S(w") maka

,B,- (W* )ﬁj (W* )ai,j + ﬁz (W* )ﬂ] (W* )ajsi

al.,j+aj’i al.’j+a

:ﬁi(W*)ﬁj(W*)(T}ﬁi(w’“)ﬂj(w*)[—z ”J

Sehingga persamaan (3.4) menjadi

al.’j+a

Do BONDB W, =D B )ﬁj<w*)(T“j =0,



dan
" * | Gita;;

Karena untuk setiap i =1,2,...,n, B,(w")>0 dan B,(w’) >0 maka
B(w)B,(w)>0, sehingga

weU (3.5 )nU(3,,,")

Dari persamaan (3.1) diperoleh ¢,; <0 dan a; ; <0, sehingga

> BONB, (w*)[—“’*" e j <0 (3.7)
Dari pertidaksamaan (3.6) dan (3.7) diperoleh bahwa untuk setiap
i,j=12,....,n, B,(w)B;(w")=0.Hal tersebut kontradiksi dengan
kekonvekan pada C”. Sehingga tidak mungkin untuk setiap i =1,2,...,n,

B (w*) = (0. Haruslah Z:l o S.(w")=1. Dengan demikian, pernyataan

(3.1) harus diingkari, sehingga himpunan {(x, m )} U S monoton.

Lemma 3.2

Diberikan set-valued T : D(T) — X~ dan himpunan B c X~ sedemikian
sehingga R(T)NB#0. Misalkan T~ (B)={xe X : B<T(x)} dan
T (B)= {xe X:BNT(x)# ([)} . Jika set-valued T monoton, maka set-

valued T* dan T~ monoton (Borges, 1976).

Bukti:



Misalkan set-valued T :D(T)— X" monoton, karena set-valued T
monoton maka untuk setiap x, y€ D(T) dan setiap x" € T (x), y" e T(y)

berlaku

<x—y,x* —y*> >0
Diberikan B < X" sedemikian sehingga 7 (x) B dan T (y) < B, serta
untuk setiap x” € T (x) dan setiap y" € T (y) berlaku <x— v, x = y*> >0,
maka set-valued T~ monoton pada B . Karena untuk setiap x, ye D(T)
sedemikian sehingga 7'(x) "B #0 dan T (y)NB#0, serta untuk setiap
x"eT(x)NB dansetiap y" € T (y)N B berlaku <x— y,x" — y> >0,

maka ser-valued T* monoton pada R(T)NB.

Contoh 3.3

Misalkan set-valued T : D(T) — X~ dengan D(T)=(—o, %) monoton.

Fungsi T didefinisikan dengan

T(x){x xZ_O

X =D(T) 2 -1 0 1 2




Karena set-valued T monoton, maka untuk setiap x = (—o0,00)e D(T)
dan setiap x* =[0, )€ T (x) berlaku

<X1 — Ty, —x2*> >0
Diberikan B < X" maka ambil sembarang x, =1, x, =2 D(T)
sedemikian sehingga T'(1)=1,7(2)=4 < B, maka set-valued T~
monoton pada B . Karena untuk setiap x, =1, x, =2€ D(T) sedemikian
sehingga T'(x,) "B #0 dan T (x,)N B #0, serta untuk setiap
le T(x)N B dan setiap 4€ T'(y) N B berlaku <)c1 — %, % —x2*> >0,
maka ser-valued T* monoton pada R(T)NB.

Definisi 3.4

Set-valued T : D(T) — X" disebut terbatas lokal (locally bounded) di
xe D(F) , jika terdapat r >0 sedemikian sehingga himpunan 7T (Br (x))

terbatas (Borges, 1976).
Lemma 3.5
Jika Set-valued T : X — X" monoton dan himpunan B c X terbatas

sedemikian sehingga untuk setiap ye D(T), T (y) B # 0. Maka untuk

setiap xe X , terdapat x" € X~ sedemikian sehingga untuk setiap

ye D(T) dan setiap y" € T(y)N B berlaku
(y=xy" —x")20 (Borges, 1976).

Bukti:



Misalkan himpunan B c X" terbatas sedemikian sehingga untuk setiap
ye D(T),T(y)ﬁB #0.
Selanjutnya didefinisikan fungsi invers atas (upper inverse) T pada B,
yaitu himpunan

T*(B)={ye X:T(y)nB=0}.
Menurut Lemma 3.2, T* adalah set-valued yang monoton dari
R(T)NB ke X" dengan D (T+) c B . Karena set-valued T™ monoton,
maka menurut Definisi 2.7.10 grafik Gr (T*) adalah himpunan monoton

subset X X B. Karena himpunan B terbatas maka himpunan conv(B)

kompak dan konveks, sehingga B < conv(B). Jika B adalah sembarang

himpunan terbatas subset X sedemikian sehingga untuk setiap

ye D(T),T(y)N B #0, maka berdasarkan Lemma 3.1 terdapat
x" € conv(B) dan xe X sedemikian sehingga himpunan
{(x, ol )} U Gr(T+) monoton. Karena himpunan {(x, X )} uGr (T+)

monoton maka teknik pembuktian di atas dapat dikonstruksi himpunan

monoton {(xi,xi* )} uGr(T+ ) , untuk setiap X € N. Akibatnya, untuk

setiap x€ X , terdapat x" € X sedemikian sehingga untuk setiap

ye D(T) dan setiap y" € T(y)N B berlaku

<y—x,y*—x*>20



Akibat 3.6

Jika set-valued T : D(T) — X~ monoton dan himpunan B c X" terbatas.

Maka untuk setiap x€ X terdapat x € X  sedemikian sehingga untuk
setiap ye T*(B) dan setiap y" € T(y)N B berlaku <y—x, y —x*> >0

(Rockafellar, 1968 dan borwein, 2005).

Bukti:

Misalkan himpunan B c X" terbatas . Jika R(7 )N B # 0, maka
T*(B)+#0. Karena himpunan 7" (B) # 0, maka kesimpulan Akibat 3.6
terpenuhi. Selanjutnya jika R(7)N B =0 maka menurut Lemma 3.2 T*
adalah set-valued yang monoton pada R(7') N B . Di samping itu untuk

setiap ye T (B), T(y)N B #0. Berdasarkan Lemma 3.5, kesimpulan

Akibat 3.6 terpenuhi.

Contoh 3.7

Misalkan 7: X — X" dimana D(T)= X =(—c0,00) merupakan set-valued

monoton yang didefinisikan dengan

T(x){xz x>0

{0}, x<0
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Misalkan himpunan B c X terbatas. Maka untuk setiap x =(—c0,0)€ X ,
terdapat x* =[0,00)e X~ sedemikian sehingga ambil sembarang
2e D(T) maka 4€ T(2)N B dan berlaku
(2-x,4-x")20
Teorema 3.8

Jika T:D(T)— X" monoton maksimal sedemikian sehingga untuk setiap
x,y€ D(T) dan setiap x" € T (x) berlaku

<y—x, y* —x*> >0,
maka y" €T (y) (Rockafellar, 1968).

Bukti:

Misalkan F ={G:G set-valued yang monoton dan relatif sama pada
D(T)}. Tentukan sembarang x,ye D(T) dan sembarang x" € T (x)
sedemikian sehingga <y —x,y - x> > (. Akan ditunjukkan y" €T (y).
Misalkan F, = {G:G c F terdefinisi pada y}. Karena untuk setiap set-
valued G < F, monoton, maka untuk setiap y" € G(y) berlaku

<y—x, y* —x*> >0.
Karena set-valued T monoton maksimal maka G(y) <7 (y). Karena

y'€G(y) dan G(y)cT(y), maka y' eT(y).



Contoh 3.9

Jika T:X — X" dimana X = D(T)=[-2, 2] monoton maksimal dengan

definisi sebagai berikut

T(x)=1 dengan 2<x<2

X:D(T) -2 -1 0 1 2

Misalkan F ={G:G set-valued yang monoton dan relatif sama pada

D(T)}. Ditentukan sembarang x =[-2,2]e D(T') dan sembarang

x" =[1]e T(x) sedemikian sehingga <x2 — X, X, — x1*> >(). Misalkan

x, =1 dan x, =2, karena untuk setiap 1€ 7 (x,) akan ditunjukkan

le T(x,). Misalkan F, ={G:G C F terdefinisi pada x,} . Karena untuk

setiap sef-valued G c F, monoton, maka untuk setiap 1€ G(xz) berlaku
(1-2,1-1)20.

Karena set-valued T monoton maksimal maka G (x,) < T(x,). Karena

le G(x,) dan G(x,)cT(x,), maka le T(x,).

Lemma 3.10

Jika set-valued T : D(T) — X" monoton maksimal, maka untuk setiap

himpunan B yang tertutup dan terbatas subset X, himpunan

T*(B)={xe X :BNT(x)#0}



Bukti:

tertutup dalam X (Rockafellar, 1968).

Misalkan himpunan B < X terbatas dan tertutup (kompak) sedemikian

sehingga R(T )M B #0. Akan ditunjukkan ye 7" (B). Jika untuk setiap

persekitaran U pada y, maka 7(U)N B #0. Karena himpunan Bc X"

tertutup dan terbatas (kompak), maka berdasarkan Akibat 2.5.13,

himpunan 7 (U )N B kompak. Misalkan B, adalah koleksi himpunan

T(U)NB dengan U adalah persekitaran pada y , yaitu himpunan

B, ={T(U)nBc X" :VU persekitaran pada y }.
Karena untuk semua U persekitaran pada y, 7(U )N B # 0. Maka irisan

himpunan-himpunan kompak elemen subkoleksi berhingga subset B,

adalah himpunan yang tidak kosong. Selanjutnya, irisan himpunan-

himpunan kompak elemen koleksi B,, adalah himpunan yang tidak
kosong. Sehingga terdapat beberapa y* € B sedemikian sehingga y”
termuat dalam W , untuk setiap U persekitaran pada y . Selanjutnya
akan ditunjukkan y" e T(y).

Misalkan u€ X dan u" € T (u). Untuk setiap € >0, terdapat persekitaran

U pada y dan persekitaran U" pada y* sedemikian sehingga

‘<x—y,u*>‘ <e (3.8)



(‘v’xe U)

—

(3.9)
(vx'eu™)
Karena himpuan B terbatas maka
Kx— y,x*>‘ <&
(3.10)

(‘v’xe U, xeB )
Misalkan x" e T (U ) NU" N B sedemikian sehingga dengan pemilihan
y €T(U)NU" N B #0 karena set-valued T monoton, maka untuk
xe U sedemikian sehingga x" € T (x) berlaku
<u—x,u*—x*>20 (3.11)
Dengan pertidaksamaan (3.8), (3.9), (3.10) dan (3.11) diperoleh

<u—y,u* —y*>=<u—x,u*—x*>+<x—y,u*>+<u—y,u* —y*>—<x—y,x*>

20-eg-—ec—€=-3¢
Karena & >0 sembarang maka untuk setiap u€ D(T) dan setiap
u'eT(u),

<u—y,u*—y*>20.
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Karena set-valued T monoton maksimal, maka menurut Teorema 3.8,

y €T(y).Karena T(y)#0 maka ye T*(B). Dengan demikian,

himpunan 7" (B) tertutup dalam X

Lemma 3.11

Misalkan set-valued T : X — X monoton maksimal dan himpunan D(T)
konveks. Jika int(convD(T)) #0 dan x¢ int(D(T)), maka himpunan

T (x) memuat paling sedikit satu separuh garis (Rockafellar, 1968).

Bukti:

Karena int (W) # 0, maka D(7) memuat titik interior. Karena
x ¢ int (D (T)) maka x adalah titik batas D (7). Berdasarkan Teorema
2.6.5, terdapat supporting hyperplane pada (W) di x, yaitu
terdapat y* #0e X" sedemikian sehingga untuk setiap u€ D(T'), berlaku
<u, y*> < <x, y*> atau

<x—u,y*>20 (3.12)
Misalkan x" € T (x). Dengan menggunakan kemonotonan pada T dan

pertidaksamaan (3.12), maka untuk setiap 4>0,x" + Ay" berlaku
<u—x,u* —(x* +/1y*)> =<u—x,u* —x*>+<u—x,—/1y*>

:<u—x,u* —x*>—/1<x—u,y*>



=<u—x,u*—x*>+/1<u—x,y*> (3.13)
Untuk setiap u€ D(T) dan u” € T (u). Karena set-valued T monoton
maksimal dan memenuhi (3.13), maka menurut Terorema 3.8,
x"+Ay" e T(x). Akibatnya himpunan T (x) memuat separuh garis yaitu
himpunan

{x*+/1y*:120}.

Contoh 3.12

Misalkan set-valued T:X — X" dimana D(T)= X =(—o,3] adalah

monoton maksimal yang didefinisikan dengan

X4 0 =8 S
T(x){{o}, x<0

Karena int(FD(T)) # 0, yaitu int(WD(T)) = int{(—o0,3]} = (—o°, 3)
berarti D(T') memuat titik interior. Karena x=4¢ int(D (7)) maka

x =4 adalah titik batas D(T). Berdasarkan Teorema 2.6.5, terdapat
supporting hyperplane pada (W) di x =4, yaitu terdapat

¢"#0e X". Misal x, =1 sedemikian sehingga untuk setiap x, =1€ D(T),

berlaku
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<x -1, c*> >0
Misalkan x" € T (x). Dengan menggunakan kemonotonan pada 7, maka

untuk setiap 4>0,x" + Ac” berlaku
<u —x,l—(x* +/1c*)> :<1—x,1—x*>+<1—x,—lc*>

(1-x,1-x") - A{x-1c")

<1—x,1—x*>+/1<1—x,c*>

Untuk setiap x, € D(T) dan u” € T (u). Karena set-valued T monoton
maksimal, maka menurut Teorema 3.8, x" + Ac¢” € T'(x). Akibatnya
himpunan 7 (x) memuat separuh garis yaitu himpunan

{x*+/10* :120}.

Teorema 3.13

Misalkan set-valued T : X — X~ monoton maksimal. Andaikan ada subset

Sc D(T) dan subset A c X" sedemikian sehingga untuk setiap x€ S,
T(x)NA+#0 dan salah satu dari kedua kondisi tersebut terpenuhi:

(i) int(S)=0,

(ii) int(conv S ) #0 dan sup _, sup

Sk
x'eA <x,x >‘ <o

Maka

(i) Himpunan int(D(T)) tidak kosong, terbuka, dan konveks



Bukti:

(ii) Himpunan D(T) tidak kosong, tertutup, dan konveks
(ili)Set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(T’)) dan

tidak terbatas lokal di batas D(T) (Rockafellar, 1968).

Pilih himpunan S ¢ D(T') dan himpunan terbatas A X sedemikian

sehingga untuk setiap xe€ S, T(x)NA#0 dan kondisi (i) terpenuhi. Jika

int(§ ) # (), maka int(conv S ) # (. jika himpunan A dan S terbatas maka

<x,x*>‘ < oo

Sehingga kondisi (i1) terpenuhi. Pembuktian selanjutnya diasumsikan

SUP.. s SUP .,

kondisi (ii) terpenuhi. Karena int (conv S ) # () maka himpunan

int(D(T))#0 dan int(conv §)#0.
Menurut Lemma 2.5.3, himpunan int(D(T)) terbuka. Selanjutnya akan
ditunjukkan himpunan int(D(7')) konveks. Untuk menunjukkan

int (D (T)) adalah himpunan konveks, cukup ditunjukkan bahwa
int(D(T)) = int(convD(T)) %0,

yaitu int(D(T)) c int(W) #0 dan int(D(T)) o int(W).
Pertama akan ditunjukkan bahwa int(D(T'))  int (W) . Tentukan

sembarang xe int(convD(T)) . Karena himpunan (convD(T)) adalah



himpunan konveks terkecil yang memuat D (7T) maka
xXe int(WD(T)) . Karena x adalah sembarang elemen dalam
int(D(T')), maka setiap elemen dalam int(D(7)) merupakan elemen
dari int(convD(T)), akibatnya

int(D(T)) < int(convD(T)).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa int(D(T)) > int(convD(T)).

Dalam hal ini akan ditunjukkan juga bahwa set-valued T terbatas lokal di

setiap titik dalam int(D(T')). Misalkan # adalah titik int (convD(T)) :

Akan ditunjukkan set-valued T terbatas lokal di & dan e D(T), tetapi

set-valued T tidak terbatas lokal di batas D(T).

Jika kondisi (ii) terpenuhi yaitu int (conv S ) # (), maka himpunan

int (conv S ) memuat suatu elemen. Tentukan sembarang

ie int(conv S) (3.14)
Akan ditunjukkan set-valued T terbatas lokal di £ dan te D(T).

Misalkan B adalah himpunan terbatas subset X~ sedemikian sehingga
untuk setiap u€ X , T(u) "B #0 dan untuk setiap x" € X" didefinisikan
himpunan

TB(x):{<u—x,u*—x*>20, VueX,Vu*eT(u)mB} (3.15)



Selanjutnya, dengan Lemma 3.5 dan kemonotonan pada T, diperoleh
bahwa untuk setiap x& D(F) berlaku

T(x)cT,(x)=0 (3.16)
Dari persamaan 3.15 diperoleh 7}, (x) adalah himpunan tertutup dalam
X",
Untuk menunjukkan set-valued T terbatas lokal di x, didefinisikan

fungsi T, : x > T, (x) pada kasus dimana B = A. Pilih persekitaran V

yang konveks pada X sedemikian sehingga

)Ac+ 2V < convS (3.17)

Karena untuk setiap pemilihan persekitaran V' adalah himpunan konveks.

Sehingga x+ 2V adalah himpunan konveks. Misalkan

p=sup_ssup,_|(xu") <oo (3.18)

Dan untuk setiap u" € A, didefinisikan

p:{xe b4 x,u*‘élu}

¢ adalah himpunan tertutup, konveks dan memuat S . Sehingga

himpunan % memuat convS . Selanjutnya dari (3.18) diperoleh bahwa
untuk setiap xe€ convS dan setiap u” € A berlaku:

‘<xu>‘ <u (3.19)
Pilih xe (2+V) dan x" e T, (x). Dari (3.17) dan (3.19) diperoleh bahwa

untuk setiap u€ S dan u” € T (u)N A berlaku:



<u—x,x*>S<u—x,u*> S‘(u,u*)‘+‘(x,x*)

Selanjutnya

<2u

Sc{ue X:<u—x,x*>32,u} (3.20)
Sehingga dari (3.17) dan (3.20) diperoleh
X+V ci+2V ccl(conv S) C{ue X :<u—x,x*> < 2,u}
Oleh karena itu untuk setiap ve V' berlaku <v, x> <2u sedemikian
sehingga
x"e(2u+1)V°
Dimana V° adalah kutub persekitaran di X yang merupakan himpunan
terbatas subset X *. Sehingga (24 + l)VO adalah himpunan terbatas subset
X". Karena xe x+V dan x €T, (x) , maka dari (3.16) diperoleh
T(%+V)= U{T(x) 1XE ()?+V)}
cU{T, (x): xe (3+V)}
c(2u+1)V°
Karena himpunan (24+1)V° terbatas, maka himpunan T (£+V) terbatas.

Sehingga set-valued T terbatas lokal di X.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa e D(T). Misalkan T, adalah
koleksi semua himpunan7}, (%), dimana B adalah himpunan terbatas

subset X~ yang memuat A . Untuk setiap himpunan B, himpunan 7}, (%)

tidak kosong dan tertutup. Sehingga irisan (infterseksi) himpunan-



himpunan dalam subkoleksi berhingga 7, adalah himpunan yang tidak
kosong. Selanjutnya akan ditunjukkan irisan semua himpunan dalam
koleksi 7, adalah himpunan yang tidak kosong. Karena B adalah
himpunan terbatas subset X" yang memuat A, maka untuk setiap

himpunan B, himpunan 7} (X) kompak (terbatas dan tertutup) dan

termuat dalam 7, ()?) . Sehingga irisan semua himpunan dalam koleksi T,

tidak kosong.
Misalkan X" adalah sembarang elemen dari irisan semua himpunan dalam

koleksi T, . Dari (3.15) diperoleh bahwa untuk setiap u€ X dan setiap

u" €T (u) berlaku:

Karena set-valued T monoton maksimal, maka menurut Teorema 3.7

%" eT(X).Karena T(%)#0 dan %" € T(X) maka Xe D(T). Karena %

adalah sembarang elemen dalam int (convS ) , maka int (convS ) c D(T) .

Karena X adalah titik interior (convS ) , maka int (convS ) cintD(T).

Dengan memanfaatkan pembuktian di atas, ditentukan sembarang x €

int(convD(T)). Akan ditunjukkan set-valued T terbatas lokal di £ dan

teint(D(T)). Jika %e int(convS) c int(convD(T)), maka menurut

(3.14) telah dibuktikan. Selanjutnya jika % e int(convD(T)) , untuk



(convS ), akan dikonstruksi himpunan himpunan S € D(T) dan

himpunan terbatas A < X~ sedemikian sehingga untuk setiap xe S’

berlaku 7 (x)M A #0 dan kondisi (ii) terpenuhi. Sehingga dapat

ditentukan sembarang

Re int(conv S') (3.21)

Dari bukti sebelumnya, himpunan D(T) memuat int(conv S ) , yaitu

himpunan tidak kosong, terbuka dan konveks serta set-valued T terbatas

lokal di setiap titik dalam int (conv S ) !

Dari hal tersebut dapat ditarik suatu perumuman, yaitu terdapat himpunan

yang tidak kosong, terbuka dan konveks W < D(T') sedemikian sehingga
himpunan T (W) terbatas.

Misalkan F adalah koleksi semua subset berhingga dari D(T).
Didefinisikan himpunan

=[] int(conv(W UF))
Maka himpunan E tidak kosong, terbuka, dan konveks serta himpunan E

memuat D(7T'), sehingga

int(convD(T)) Cint (E) =E
Dengan demikian Xe E. Selanjutnya terdapat elemen-elemen x,, x,,..., X,

dalam D(T) sedemikian sehingga



xe int(conv(W u{xl,xz,...,xn})) (3.22)

Jika untuk i =1,2,...,n, dipilih sembarang x; € T'(x,) sedemikian
sehingga
A =T(W)U{xl*,x;,...,x;}
Maka himpunan A terbatas. Karena himpunan W konveks dan
memenuhi (3.22) maka terdapat x, € W sedemikian sehingga untuk setiap
persekitaran U pada x,
Xe int(conv(U u{xl,xz,...,xn}))

Diberikan persekitaran U pada x, sedemikian U termuat dalam
himpunan W sedemikian sehingga

S = L Hop 00 g | IERIN
Maka (3.21) terpenuhi dan untuk setiap xe S, T(x) NA #0.Karena

S c D(T) dan A adalah himpunan terbatas subset X *, sedemikian

sehingga untuk setiap xe S, 7T (x)NA #0 serta int(conv S') # 0, maka

dengan teknik pembuktian sebelumnya set-valued T terbatas lokal di x

dan %e int(convD(T)). Karena % adalah sembarang elemen dalam
int(convD(T)) dan % juga elemen dalam int D(7) maka

intD(T)> int(convD(T)) )



Dengan demikian himpunan int D(7') konveks dan set-valued T terbatas
lokal di setiap titik dalam int D(T') . Selanjutnya karena himpunan

int D(T) konveks, maka himpunan

D(T)=int(D(T))=int(convD(F))
Adalah himpunan tidak kosong, tertutup dan konveks.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa set-valued T tidak terbatas lokal di

batas D(T). Misalkan y titik pada batas D(T). Andaikan ser-valued T
terbatas lokal di y, yaitu terdapat U adalah persekitaran pada y

sedemikian sehingga himpunan 7 (U ) terbatas. Selanjutnya akan

ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Jika B=T (U ), maka
himpunan B kompak (terbatas dan tertutup). Berdasarkan Lemma 3.10
himpunan 7 (B) tertutup sehingga

D(T)nU <T*(B) < D(T)
Dan ye D(T). Karena y adalah titik batas D(7T') maka y¢ int(D(T)).

Berdasarkan pembuktian sebelumnya ,

int(D(T)) =int(convD(T)) =0
Karena himpunan int(D(T')) dan ﬁ konveks, maka himpunan D(7T)
konveks. Berdasarkan Lemma 3.11 himpunan 7 (y) memuat paling

sedikit satu separuh garis. Akibatnya, himpunan 7 (y) tidak terbatas. Di

lain sisi, karena T (y) < T (U) dan himpunan T (U) terbatas, maka



haruslah himpunan T () terbatas. Sehingga y bukan titik batas D(T).
Karena ye D(T) dan bukan titik batas maka ye int(D(T')). Hal tersebut

kontradiksi dengan y adalah titik batas D(7T'). Dengan demikian,

pengandaian harus di ingkari.

Akibat 3.14

Misalkan 7: X — X~ monoton maksimal. Jika terdapat xe€ int(D(T))

sedemikian sehingga set-valued T terbatas lokal di x, maka kesimpulan

dari Teorema 3.15 terpenuhi (Rockafellar, 1968).

Bukti:
Misalkan x € int (m) dan U persekitaran di x sedemikian sehingga
U c D(T) dan himpunan T (U) terbatas subset X . Jika S=U ND(T)
dan A=T (U ) , maka kesimpulan Teorema 3.15 terpenuhi.
[
Contoh 3.15

Misalkan 7: X — X~ dimana X = D(T)=[0, 5] monoton maksimal

didefinisikan dengan

T(x)=x"+1 dengan 0< x<5

X =D(T) 0 1 2 3 4 5




X" =R(T) 1 2 5 10 17 26

Misalkan x=(0, 5)6 int(D(T)) dan U =[O, 5] persekitaran di x

sedemikian sehingga U < D(T') dan himpunan 7 (U) terbatas subset X".

Jika S=UND(T) dan A=T (U), maka kesimpulan Teorema 3.13

terpenuhi.

Akibat 3.16

Bukti:

Misalkan set-valued T : X — X" monoton (tidak harus maksimal) dan

himpunan C c D(T) terbuka. Jika set-valued T terbatas lokal di

beberapa titik dalam C, maka set-valued T terbatas lokal di setiap titik

dalam C (Rockafellar, 1968).

Misalkan ser-valued T : X — X~ monoton dan himpunan B c X terbatas

sedemikian sehingga untuk setiap x€ D(T),T (x) "B # 0. Berdasarkan

Lemma 3.1, dapat dikonstruksi fungsi ser-valued T dari set-valued T
sedemikian sehingga Gr(f’) > Gr(T). Dengan demikian, grafik Gr(f )
dapat dikonstruksi menjadi grafik yang monoton maksimal, yaitu

Gr(f)z{(x,x*)e XxX" :<u—x,u*—x*>20}.
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Jika grafik Gr(f ) monoton maksimal, maka set-valued T monoton

maksimal. Misalkan U adalah himpunan yang tidak kosong dan terbuka

subset dari C sedemikian sehingga himpunan 7 (U) terbatas subset X*.

Jika set-valued T monoton maksimal S =U N D (T) dan A=T (U ) .

Maka syarat cukup Teorema 3.13 dipenuhi. Dengan demikian, set-valued
T terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(f)) ,karena C c int(D(T)),

maka set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam C.

Teorema 3.17

Bukti:

Jika set-valued T : X — X~ monoton maksimal dan himpunan
int(convD(T))# 0

Maka kesimpulan Teorema 3.13 terpenuhi (Rockafellar, 1968).

Misalkan C =int(convD(T))# 0 dan untuk setiap ne N, didefinisikan
Sac {xe D(T):|x| < n dan x" € T (x) sehingga Hx*H < n} .

Jika

Maka

cclJ conv(s,) (3.23)
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Karena himpunan C memenuhi (3.23), maka himpunan C tidak kosong,
terbuka dan konveks subset ruang Banach. Sehingga untuk beberapa

neN,

int(convSn ) #0
Jika S=S, dan A :{x* eXx’ Hx*H < n} , untuk suatu ne N sedemikian

sehingga int (convSn ) # (), maka syarat cukup Teorema 3.13 terpenuhi.

Sehingga kesimpulan Teorema 3.13 terpenuhi.

Akibat 3.18

Bukti:

Misalkan set-valued T : X — X" monoton maksimal dan himpunan D(T)
konveks. Jika xe D(T) dan set-valued T terbatas lokal di x, maka

xe int(D(T)) (Rockafellar, 1968).

Misalkan set-valued T : X — X" monoton maksimal dan himpunan D(T)
konveks. Karena himpunan D(T) konveks dan

int(D(T)) = D(T)= int(conv(D(T))) . Maka himpunan int(D(T'))
konveks. Jika xe D(T) dan set-valued T terbatas lokal di x, maka
terdapat persekitaran U pada x sehingga himpunan 7' (U) terbatas. Pilih
himpunan terbuka W c U , maka himpunan 7 (W) terbatas. Karena

W #0 dan W cint(D(T)), maka int(D(T))#0. Sehingga syarat cukup



Teorema 3.17 terpenuhi. Menurut Teorema 3.17, set-valued T terbatas

lokal di setiap titik dalam int(D(T')) dan tidak terbatas lokal di batas
D(T). Di samping itu menurut bukti Teorema 3.13 xe int(D(T)).
Akibatnya jika set-valued T terbatas lokal di xe D(T'), maka

xeint(D(T)).

Akibat 3.19

Misalkan set-valued T : X — X monoton maksimal dan himpunan
int(conv(D(T))) #0

xeint(D(T)) jika dan hanya jika xe D(T) dan terdapat L <oo,

sedemikian sehingga untuk setiap x" e 7' (x), xH < L (Rockafellar, 1968).

Bukti:

= xe int(D(T)) , maka x€ D(T). Berdasarkan Teorema 3.17, untuk
setiap xe int(D(T)), terdapat persekitaran U pada x sedemikian
sehingga himpunan T (U) terbatas . karena T (x) =T (U ) dan himpunan

T(U) terbatas, maka himpunan 7 (x), maka himpunan 7 (x) terbatas.

Sehingga terdapat L <o sedemikian sehingga untuk setiap

&

x"eT(x),|x||SL.




— Misalkan x€ D(T) dan terdapat L < oo sedemikian sehingga untuk

x'||< L. Dengan demikian, set-valued T terbatas lokal

setiap x" e T (x),

di x.Berdasarkan Teorema 3.17 dan Akibat 3.19, xe int(D(T)).

Teorema 3.20

Bukti:

Jika set-valued T : X — X" monoton maksimal, maka untuk setiap

xe D(T), himpunan T (x) tertutup dan konveks. Dengan Kata lain set-

valued T tertutup dalam X , sehingga grafik Gr(T) tertutup dalam

X xX" (Borges, 1976).

Tentukan sembarang xe€ D(T'). Misalkan F ={G:G set-valued yang
monoton dan relatif sama pada D(T)}, dan F ={G:G c F terdefinisi

pada x} . Misalkan barisan {x*n} C T(x) sedemikian sehingga x

neN

konvergen ke x". Akan ditunjukkan x" € T (x) Karena koleksi F

memuat semua set-valued yang monoton dan terdefinisi pada x, maka

terdapat G € F , sedemikian sehingga x" € G(x). Karena set-valued T
monoton maksimal, maka G (x)c T (x). Karena x" € G(x) dan

G(x)cT(x), maka x" € T(x). Menurut Lemma 2.5.5, himpunan 7 (x)

tertutup.



Karena untuk setiap xe D(T), set-valued T (x) tertutup, maka

menurut Definisi 2.7.5 set-valued T tertutup dalam X*. Karena set-

valued T tertutup dalam X", maka menurut Lemma 2.7.6 grafik Gr(T)

tertutup dalam X X X",

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x€ D(T'), himpunan
T(x) konveks. Tentukan sembarang xe D(T) dan sembarang

x",z" € T(x).Misalkan 0< A<1. Akan ditunjukkan

Ax"+(1-A)z" € T (x) tentukan sembarang y€ D(T) dan sembarang
y €T (x).Jika A=0 dan A=1, maka z" € T(x) atau x" e T (x).

Selanjutnya akan ditunjukkan untuk A #0 dan A #1. Karena set-valued

T monoton maka
<x—y,x* —y*> >0 dan <x—y,z* —y*> >0

Karena 4 >0 dan 0< A<1, maka

ﬁ<x—y,x* —y*> >0 dan (1—/1)<x— v, 7 — y> >0
atau

(x—y.Ax =2y")20 dan (x—y,(1-2)z"=(1=2)y") 20

sehingga

(x=y,Ax =2y )+(x=3.(1-2) 2" =(1-2) y") 20
Berdasarkan sifat dari inner product diperoleh

<x—y,/1x*—/1y*+(1—/1)z*—(1—/1)y*>20



Dengan demikian diperoleh
<x— yoAx = Ay +(1-2) 7" - y*> >0
Karena set-valued T monoton maksimal, maka menurut Teorema 3.10,

A +(1-A) e T (x).

Teorema 3.21

Bukti:

Jika set-valued T : X — X monoton maksimal dan

int(conv(D(T))) # 0, maka untuk setiap x € int(D(7)). Himpunan

T (x) kompak. Jika x titik batas D (T ), maka himpunan 7 (x) tidak

kompak (Rockafellar, 1968).

Menurut Teorema 3.13 dan 3.17, untuk setiap xe int(D(T)) terdapat
persekitaran U pada x sedemikian sehingga himpunan 7' (U) terbatas.
Karena xe U dan T'(x) c T (U ), maka himpunan 7' (x) terbatas.
Selanjutnya dengan Teorema 3.20, untuk setiap xe D(T) , himpunan
T(x) tertutup. Akibatnya, untuk setiap x< int(D (7)), himpunan T (x)
tertutup. Karena himpunan T (x) tertutup dan terbatas, maka menurut
Teorema 2.5.10, himpunan 7 (x) kompak. Misalkan x titik batas D(T).
Menurut Lemma 3.19 himpunan 7' (x) memuat paling sedikit satu separuh

garis, sehingga menurut Teorema 3.15, himpunan 7 (x) tidak terbatas.



Karena himpunan T (x) tertutup tapi tidak terbatas maka himpunan 7 ( x)

tidak kompak.

Berdasarkan teorema-teorema di atas, jika set-valued T : X — X

monoton maksimal, himpunan S c D(T) konveks, sedemikian sehingga

int(S)# 0, dan himpunan A c X" terbatas sedemikian sehingga untuk setiap

xe S, T(x)NA#0, maka

1. Set-valued T monoton.

2. Himpunan int(D(T)) dan m konveks.

3. Set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(T)) tetapi tidak
terbatas lokal di batas D(T).

4. Untuk setiap xe€ D(T), himpunan 7(x) tertutup dan konveks. Dengan
kata lain, set-valued T tertutup dalam X", sehingga grafik Gr(T) tertutup
dalam X xX".

5. Untuk setiap xe int(D(T)), himpunan 7 (x) kompak. Tetapi himpunan
T (x) tidak kompak di batas D(T).

Contoh 3.22

Diberikan set-valued T : X — X" dengan D(T)=[-1,1] sebagai berikut

[1,0), x=1
T(x)= X, —l<x<l1
(—o0,—1],x=-1
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Berdasarkan Contoh 2.7.14, set-valued T monoton maksimal.
Selanjutnya, set-valued T akan diselidiki karakteristiknya dengan

menggunakan teorema-teorema diatas. Karena himpunan

int(conv(D(T))) # (), maka menurut Teorema 3.15 dan 3.19, himpunan
int(D(T)) =int(conv(D(T))) =int{[-11]} =(-1.1)

Tidak kosong, terbuka dan konveks serta himpunan

D(T)=int(D(T))=int (conv(D (T))) =[-1,1] tidak kosong, tertutup dan
konveks. Di samping itu, set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam

(—1,1) dan tidak terbatas lokal di x=-1 dan x=1. Menurut Teorema
3.17, untuk setiap xe [-1,1], himpunan 7 (x) tertutup dan konveks.
Sehingga set-valued T dan grafik G(T) tertutup. Berdasarkan Teorema
3.25, untuk setiap xe (—1,1), himpunan 7 (x) kompak, tetapi untuk
x=-1 dan x=1, himpunan T (x) tertutup. Tetapi tidak terbatas,

sehingga T (x) tidak kompak.

3.23 Kajian Agama Mengenai Karakteristik Golongan Manusia
Dari uraian pembahasan di atas mengenai karakteristik fungsi sez-
valued yang monoton maksimal di ruang dual. Dalam subbab ini akan diulas
sedikit mengenai integrasinya dalam bidang keagamaan. Sebagaimana yang

telah dijelaskan pada Bab 2 tentang penggolongan manusia ke dalam tiga



kelompok, yaitu: mu’min, kafir, dan munafiq. Pada subbab ini penulis akan
menguraikan tentang karakteristik dari ketiga kelompok tersebut.
1. Karakteristik orang mu’min

Setiap orang yang beriman kepada Allah dan rasul-Nya,
tentulah memiliki karakteristik yang harus dimiliki. Dalam hal ini Allah
berfirman dalam surat At-Taubah ayat 71.

Dalam ayat tersebut menerangkan sekaligus mengungkapkan
ciri-ciri (karakteristik) orang beriman. Setiap manusia yang mengaku
beriman, hendaknya merenungkan ayat di atas dan mengamalkannya.
Dari ayat di atas terdapat lima kriteria mengenai karakteristik orang
mukmin, yaitu:

a. Orang yang beriman adalah sebagai penolong bagi yang
lainnya.

Artinya saling tolong-menolong dalam rangka menjalankan
ibadah kepada Allah. Dengan adanya rasa tolong-menolong antara
orang yang beriman maka akan mewujudkan suatu kebersamaan
dalam menyelesaikan problematika kehidupan. Sehingga apapun
kesulitan yang dihadapi umat, akan terasa mudah untuk diatasi.
Pada surat Al-Maidah ayat 2.

b. Orang beriman harus senantiasa mewujudkan amar ma ruf

dan nahi munkar dimanapun dan dalam kondisi apapun.



Karena sebenarnya perbuatan ini merupakan kekuatan yang
efektif untuk memberantas kejahatan di muka bumi ini. Pada surat
Ali-Imran ayat 110.

. Orang beriman harus senantiasa mendirikan shalat.

Shalat adalah tiang agama dan merupakan amal perbuatan
pertama yang akan dihisab di akhirat nanti. Baik buruknya orang
beriman dapat diukur dengan kualitas shalatnya. Seperti dalam
surat An-Nisa™ ayat 103.

Shalat juga memiliki fungsi dalam kehidupan sehari-hari,
yaitu: supaya kita senantiasa ingat kepada Allah dan shalat juga
dapat mencegah diri dari perbuatan keji.

. Orang beriman hendaklah senantiasa menunaikan zakat bagi
keluarga dekat dan orang-orang yang tidak mampu

Kewajiban ini diperuntukkan bagi orang beriman yang
mampu dalam artian orang memiliki harta yang lebih atau nishab.
Pada surat Al-Ma’arij ayat 24-25.

. Orang beriman harus senantiasa taat kepada Allah dan rasul-
Nya.

Taat kepada Allah berarti percaya akan kebenaran Al-

Qur an dan mau mengamalkannya. Sedangkan taat kepada Rasul
berarti percaya akan kebenaran berita yang dibawa Nabi
Muhammad SAW dan mau mengamalkannya. Pada surat An-Nisa

ayat 59.



arakteristik orang kafir
Di bawah ini ada beberapa ciri-ciri orang kafir, yaitu:

a. Kelompok yang paling benci kepada nabi Muhammad dan
umatnya. Pada surat Al-Bagarah ayat 105 dijelaskan bahwa
disebut orang kafir karena tidak mempunyai sikap sopan santun
kepada nabi Muhammad. Mereka mengatakan bahwa nabi itu
orang jahat, padahal beliau adalah orang yang dipilih oleh Allah
untuk menjadi Rosul dan di beri wahyu pula.

b. Kelompok yang pertama kali menyatakan bahwa Allah
berputra. Dalam surat Al-Bagarah ayat 116. Ayat di atas
menerangkan bahwa  bahwa Uzair adalah anak Allah.
Kepercayaan semacam ini adalah kepercayaan yang tumbuh di
kalangan penyembah berhala. Mereka berkeyakinan bahwa
malaikat adalah putri Tuhan.

¢. Senang mengejek dan mempermainkan agama islam. Kriteria
di atas dijelaskan dalam surat Al-Maidah ayat 58 bahwa seruan
adzan dijadikan sasaran ejekan. Ejekan yang mereka lakukan ini
menunjukkan kebodohan mereka didalam memahami esensi dari
agama Allah. Karena kalimat-kalimat adzan merupakan pujian
kepada Allah, Dzat yang berhak menerima pujian.

d. Karena kedzalimannya mempersulit hati mereka menerima

kebenaran. Dalam firman Allah surat Ali-Imran ayat 86-87



menerangkan bahwa sebenarnya orang kafir mengakui serta
bersaksi bahwa beliau adalah Rasul yang benar. Tetapi ketika
Rasul ini bangkit dari luar golongan mereka, mereka menjadi
dengki atas kejadian ini. Karena itu mereka mengingkarinya dan
kafir kepadanya, padahal dulu mereka mengakuinya.

e. Kelompok yang menjadikan agama sebagai alat kebohongan.
Dalam firman Allah surat Ali-Imran ayat 23-24 menerangkan
bahwa golongan orang kafir sering berhakim kepada Nabi
Shallallahu ‘Alaihi wa Sallam dengan niat untuk memalukan
keputusan-keputusan yang ditetapkan beliau kepada mereka.
Tetapi kalau putusan itu di luar yang mereka inginkan, lalu mereka

menolaknya dan pergi meninggalkan Nabi

arakteristik Manusia Munafik
Di bawah ini1, dijumpai beberapa karakteristik manusia munafiq, antara

lain:

akit hatinya dan memandang orang mu’min tertipu agamanya
Orang munafiq yang menampakan keimanan dan

menyembunyikan kekafiran karena lemah akidahnya, menyangka

bahwa orang mu’min tertipu agamanya, mereka masuk agama

Islam yang hakekatnya mereka tidak mampu.



akut terbongkar nifagnya dan memperolokkan Allah dan
Rasul-Nya

Orang munafiq merasa ketakutan akan diturunkannya
kepada orang mu’min suatu ayat yang mengungkap kemunafikan
dalam hatinya, dan mereka memperolok-olokan Allah dan

Rasulnya, padahal Allah akan membukakan kemunafikan mereka.

enyuruh munkar melarang ma’ruf, kikir, tidak tha’at, dan
fasiq

Kemunafikan bagi laki-laki dan wanita sama saja dalam
kenifakannya, mereka menyuruh orang lain kufur dan maksiat,
melarang iman dan taat, menggenggamkan tangannya untuk infaq,

mereka itu sempurna dalam keragu-raguan.

emandang Allah dan Rasulnya penipu

Orang yang ada di dalam hatinya sifat nifaq, berkata bahwa
Allah dan Rasulnya tidak menjanjikan kepada kami kecuali
kebathilan dan tipu daya.
. Ingkar janji dan dusta

Sebagian orang munafiq berjanji kepada Allah dan
Rasulnya, jika diberi harta banyak akan sadaqah dan menjadi orang

shalih. Tapi ketika Allah memberinya, mereka menjadi kikir dan



berpaling. Maka Allah menimbulkan kemunafigkan pada hatinya,
disebabkan mereka ingkar janji dan berdusta.

Dari beberapa karakteristik penggolongan umat manusia. Sebagai
seorang muslim seharusnya memikirkan bahwa jika di kehidupan dunia
mereka memiliki karakteristik seperti tersebut di atas, maka di akhirat
seseorang akan mendapat balasan yang setimpal. Sesungguhnya hikmah
adanya kebangkitan setelah mati adalah agar diberikan balasan kepada setiap
jiwa manusia sesuai perbuatannya, dan jika bukan hal itu, niscaya penciptaan
manusia menjadi sia-sia, tidak ada nilai, tidak ada hikmah, dan tidak ada
perbedaan di dalam kehidupan ini di antara manusia dan binatang.

Oleh karenanya, kelak di akhirat manusia akan dipisahkan menurut
golongannya. Orang beriman akan dibangkitkan dalam keadaan berjalan tegak
di jalan yang lurus. Ia akan menuju surga yang penuh kebahagiaan. Sedangkan
orang kafir akan dibangkitkan dengan berjalan di atas wajah mereka di neraka
Jahannam dan untuk orang munafik mereka akan digiring ke neraka jahanam
yang paling dasar. Seperti yang tertera dalam surat Ash-Shoffaat: 22-26.

Dalam surat Ali-Imron: 190-191 dijelaskan tentang konsep Ulul Albab.
Seorang yang sudah dalam tingkatan Ulul Albab akan selalu memikirkan
semua yang diciptakan oleh Allah SWT. Dalam keadaan bagaimanapun dan
dimanapun. Ketika seorang mempelajari tentang matematika, kemampuan
intelektual semata tidak cukup, tetapi perlu didukung secara bersamaan dengan

kemampuan emosional dan spiritual.



Seorang yang memahami matematika dengan konsep Ulul Albab akan
selalu memikirkan setiap perbuatan yang mereka lakukan dengan teliti.
Layaknya ilmu matematika yang disebut ilmu pasti, maka dia akan melakukan

sesuatu dengan penuh kejujuran dan ketaatan.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Misalkan X" adalah ruang Dual. Jika set-valued T : X — X monoton

maksimal, maka karakteristik set-valued tersebut adalah sebagai berikut:

1. Set-valued T monoton

2. Himpunan int(D(T)) = D(T) konveks

3. Set-valued T terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(T')), tetapi tidak
terbatas lokal di batas D(T).

4. Untuk setiap xe D(T), himpunan 7 (x) tertutup dan konveks. Dengan
kata lain Set-valued T tertutup tertutup dalam X" sehingga grafik Gr(T)
tertutup dalam X X X"

5. Untuk setiap xeint(D(T)), himpunan 7 (x) kompak. Tetapi himpunan
T (x) tidak kompak di batas D(T).

4.2 Saran

Berdasarkan uraian di atas, disarankan untuk diadakan analisis lanjutan

tentang karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal di ruang Banach.
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