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ABSTRAK

Zuhroh, Madinatuz. 2011. Menyelesaikan Kongruensi Linier Simultan Satu
Variabel. Skripsi, Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: 1. Abdussakir, M.Pd

2. Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Kata Kunci: Kongruensi Linier, Kongruensi Linier Simultan, Rekursif, Teorema
Sisa China

Sebagai bahasan yang berkaitan dengan aljabar, kongruensi linier serupa
dengan persamaan linier, tetapi dengan semesta pembicaraan himpunan bilangan
modulo. Berbeda dengan persamaan linier satu variabel yang tidak bisa digabung
dengan persamaan linier satu variabel yang lain, dua atau lebih kongruensi linier
dapat digabung dan gabungannya disebut kongruensi linier simultan. Kongruensi
linier simultan merupakan suatu sistem yang terdiri dari beberapa kongruensi
linier satu variabel dan dengan nilai modulo yang berbeda. Sistem kongruensi
linier simultan dalam penggunaannya dapat diselesaikan secara rekursif dan
teorema sisa China. Adapun bentuk umum dari kongruensi linier simultan adalah
sebagai berikut:

x = a,(mod ny)

X = a,(mod n,)

x = a,(mod n,)

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah metode
kepustakaan, yaitu metode yang dilakukan dengan mempelajari buku-buku yang
berkaitan dengan masalah pada penulisan skripsi.

Dalam kajian ini, penulis mengkaji sistem kongruensi linier simultan yang
mempunyai selesaian dan tidak mempunyai selesaian dengan menggunakan
konsep keterbagian. Berdasarkan penyelesaian yang dilakukan dengan
menggunakan cara rekursif dan teorema sisa China terdapat perbedaan dari kedua
cara tersebut. Menyelesaikan kongruensi linier simultan secara rekursif dan
teorema sisa China menghasilkan penyelesaian akhir yang sama. Akan tetapi
teorema sisa China merupakan cara yang lebih efisien dalam menyelesaikan
kongruensi linier simultan satu variabel.



ABSTRACT

Zuhroh, Madinatuz. 2011. Solving Simultaneous Linear Congruence of One
Variable. Thesis, Mathematics Department, Faculty of Science and
Technology, Islamic State University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: 1. Abdussakir, M.Pd

2. Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Key Words: Linear Congruence, Simultaneous Linear Congruence, Recursive,
Chinese Remainder Theorem.

As the discussions related to the algebra, linear congruence is similar to
linear equations, but by the scope of discussion of a set numbers of modulo.
Unlike the single variable linear equations which cannot be combined with
equation linear one variable and others, two or more linear congruence can be
combined and the combination is called simultaneous linear congruencies.
Simultaneous linear congruence is a system consisted several linear congruence of
one variable and with different values of modulo. System of simultaneous linear
congruence in its use can be solved recursively and the Chinese remainder
theorem. The general forms of simultaneous linear congruencies are as follows:

a,(mod n,)

x = a,(mod n,)

x = a,.(modn,)

The method used in writing this thesis is a literature method, namely the
method by studying books related to the problems in thesis writing.

In this study, the author examines the simultaneous linear congruencies
which have a settlement and do not have a settlement by using the concept of
divisible. Based on the settlement made by using a recursive manner and the
Chinese remainder theorem have a difference of those two methods. Solving
simultaneous linear congruencies recursively and the Chinese remainder theorem
produce the same final resolution. But the Chinese remainder theorem represents
more efficient way in solving simultaneous linear congruencies of one variable.

Vi



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al Qur’an adalah kalam Allah yang Maha Kuasa, pencipta segala sesuatu
dari ketiadaan. Dialah Tuhan yang ilmunya meliputi segala sesuatu. Sungguh
banyak hadits-hadits yang menunjukkan kelebihan-kelebihan Al Qur’an dan
keagungannya. Banyak diantara ilmu pengetahuan modern yang mengungkap
keajaiban Al Qur’an (Shabuny, 1984:18). Diantara ilmu tersebut, salah satunya
adalah ilmu pengetahuan matematika. Dalam firman Allah Q.S. Maryam ayat 94
dijelaskan :
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Artinya: Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereRa dan menghitung mereRga
dengan hitungan yang teliti.Dan tiap-tiap mereRa akan datang kepada Allah pada
hari Riamat dengan sendiri-sendiri. Sesungguhnya orang-orang yang beriman dan
beramal saleh Kelak Allah yang Maha Pemurah aRan menanamkan dalam hati
mereRa rasa Rasih sayang (Q.S Maryam: 94).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa sesungguhnya Allah, Dia yang maha
Esa itu telah mengetahui keadaan baik yang terjangkau oleh makhluk maupun
yang mereka tidak dapat terjangkau kebutuhan dan keinginan mereka dengan rinci
sebelum hadir dipentas jagad raya dan telah menghitung mereka dengan hitungan
yang teliti sehingga semua Dia penuhi kebutuhannya. Dengan demikian Allah

adalah pembuat hitungan yang paling teliti (Shihab, 2002:307-309).



Matematika sebagai salah satu cabang keilmuan yang digunakan sebagai
alat bantu dalam menyelesaikan persoalan manusia. Dalam hubungannya dengan
berbagai ilmu pengetahuan, matematika berfungsi sebagai bahasa ilmu dengan
lingkup universal, sebab dengan menggunakan matematika dapat dilakukan
abstraksi dari kenyataan-kenyataan yang sangat rumit menjadi suatu model
sehingga dicapai ketajaman dalam memberikan deskripsi, mempermudah untuk
mengadakan klasifikasi dan kalkulasi (Roziana, 2008:1). Oleh karena itu dengan
semakin berkembangnya teknik-teknik penganalisaan maka peranan peralatan
matematis dalam menganalisa semakin bertambah penting.

Matematika sebagai Queen of Sciences mempunyai dua fungsi penting
dalam perkembangan keilmuan. Pertama, matematika berfungsi sebagai ilmu
aplikasi, artinya konsep-konsep matematika dapat di aplikasikan secara riil dalam
bidang ilmu-ilmu yang lain. Sebagai contoh dalam bidang Ekonomi, persamaan
linier digunakan dalam menentukan tingkat penawaran dan permintaan (Dumairy,
1999:40). Selain itu penganalisaan ekonomi sering dibutuhkan peralatan-peralatan
yang bersifat model-model matematis untuk memudahkan melihat permasalahan
dan penganalisaannya.

Kedua, matematika sebagai ilmu itu sendiri, artinya adanya keterkaitan
konsep antara suatu materi pembahasan tentang sistem persamaan linier (SPL)
dengan kongruensi modulo yang akhirnya terbentuk sistem kongruensi linier
(SKL) dengan modulo.

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan model matematika

maupun penalaran matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan



permasalahan yang dihadapi dalam berbagai disiplin ilmu. Teori bilangan
merupakan salah satu cabang matematika yang penting dan banyak manfaatnya
karena teori-teorinya dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari. Selain itu
teori bilangan juga merupakan salah satu dari beberapa cabang matematika klasik
yang sudah lama dipelajari dan dikembangkan oleh banyak matematikawan. Pada
awalnya teori bilangan dipelajari dan dikembangkan sebagai kesenangan dan
pemenuhan rasa ingin tahu belaka, tetapi saat ini beberapa cabang dari teori
bilangan telah mendapatkan tempat sebagai alat dari teknologi modern, misalnya
dalam konstruksi kriptografi.

Kongruensi merupakan bahasa teori bilangan karena pembahasan teori
bilangan bertumpu kongruensi. Bahasa kongruensi ini diperkenalkan dan
dikembangkan oleh Karl Friedrich Gauss, matematisi paling terkenal dalam
sejarah pada awal abad sembilan belas, sehingga sering disebut sebagai Pangeran
Matematisi (The Prince of Mathematicians). Berbicara tentang kongruensi berarti
tidak terlepas dari masalah keterbagian. Karena membahas konsep keterbagian
dan sifat-sifatnya merupakan pengkajian secara lebih dalam dengan menggunakan
konsep kongruensi. Sehingga kongruensi merupakan cara lain untuk mengkaji
keterbagian dalam himpunan bilangan bulat. Sedangkan untuk sistem kongruensi
linier merupakan suatu sistem yang terdiri lebih dari satu kongruensi dan variabel
dan mempunyai modulo yang sama.

Salah satu pokok bahasan dalam teori bilangan adalah kongruensi linier
yang mencakup sistem kongruensi linier simultan. Sistem kongruensi linier

simultan didefinisikan sebagai suatu sistem yang terdiri dari beberapa kongruensi



linier satu variabel dengan nilai modulo yang berbeda atau diberikan bentuk
umum sistem kongruensi linier simultan sebagai berikut:
x = a,(mod ny)

X = a,(mod n,)

x = a,(mod n,)

Beberapa kajian terdahulu tentang menyelesaikan kongruensi linier telah
dibahas pada karya tulis ilmiah lain, misal Kurnia Era Wati (2009) dengan judul
Menyelesaikan Sistem Kongruensi Linier dan Siti Ika Novita Salima (2004)
dengan judul Menentukan Selesaian Sistem Kongruensi Linier n-Peubah. Dari
karya tulis tersebut belum ada yang membahas penyelesaian dari beberapa
kongruensi linier satu variabel yang disebut dengan sistem kongruensi linier
simultan. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk melakukan penelitian tentang
menyelesaikan kongruensi linier simultan. Sehingga penulis merumuskan judul

untuk skripsi ini “Menyelesaikan Kongruensi Linier Simultan Satu Variabel”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan permasalahan yang telah terpaparkan pada latar belakang,
maka dapat dirumuskan permasalahan yaitu:

Bagaimana cara menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel?



1.3 Tujuan Penulisan

Berdasarkan pada rumusan masalah, maka tujuan dari penulisan ini adalah

menjelaskan cara menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel.

1.4 Manfaat Penulisan

Adapun manfaat dilakukannya penelitian ini adalah:

4

Bagi Penulis

Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentang teori bilangan dan
terapannya.

Mengetahui penyelesaian kongruensi linier simultan satu variabel.
Mengetahui teknik-teknik dalam menyelesaikan kongruensi linier
simultan satu variabel.

Bagi Lembaga

Untuk menambah bahan kepustakaan yang dijadikan referensi dan
kajian pustaka.

Bagi Peneliti dan Mahasiswa

Sebagai bahan informasi untuk penelitian dan kajian pustaka.

1.5 Metode Penelitian

Metode merupakan cara utama yang akan ditempuh untuk menemukan

jawaban dari suatu masalah. Dalam bahasa Yunani kata metode bertuliskan

“Methods” yang berarti cara atau jalan. Sedangkan bila dihubungkan dengan

upaya ilmiah, maka metode menyangkut masalah cara kerja, yaitu cara untuk



dapat memahami objek yang menjadi sasaran ilmu yang bersangkutan.
Berdasarkan hal tersebut, maka dalam penulisan penelitian ini, penulis
menggunakan metode penelitian perpustakaan (Library Research) atau kajian
literatur yaitu penelitian yang dilakukan dengan tujuan mengumpulkan data dan
informasi dengan bantuan bermacam-macam materi yang terdapat diruang
perpustakaan, seperti buku-buku, majalah, dokumen, dan sumber-sumber lain
yang relevan. Data yang digunakan penulis dalam rangka penyusunan penelitian
ini adalah data-data yang meliputi kongruensi linier satu variabel dan teknik-
teknik dalam menyelesaikannya, serta data-data lain yang sesuai.
Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penulisan skripsi ini
adalah sebagai berikut:
1. Merumuskan masalah.
2. Mengumpulkan bahan atau sumber dan informasi dengan cara membaca
dan memahami literatur yang berkaitan dengan kongruensi linier simultan.
3. Mengumpulkan teorema-teorema tentang sifat-sifat kongruensi linier
simultan.
4. Memberikan deskripsi tentang kongruensi linier simultan.
5. Menganalisis
a. Memberikan bentuk umum kongruensi linier simultan.
b. Membuat prosedur dalam menyelesaikan kongruensi linier simultan.
6. Memberikan contoh soal mengenai kongruensi linier simultan satu
variabel yang dikerjakan secara rekursif dan teorema sisa China.

7. Memberikan kesimpulan akhir.



1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan disini adalah gambaran singkat mengenai skripsi
ini, dengan tujuan memberikan gambaran secara garis besar pembahasan-
pembahasan dalam skripsi ini. Dengan kata lain sistematika penulisan adalah
kerangka pembahasan skripsi yang disusun mulai dari yang pertama sampai akhir.
Adapun sistematika penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut :
BAB I: Pendahuluan
Bab ini merupakan bab pengantar yang terdiri dari latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan, metode penelitian, dan sistematika
penulisan.
BAB Il: Kajian Pustaka
Bab ini berisi tentang studi teoritis dari berbagai literatur dan sumber-sumber yang
relevan dengan masalah yang diteliti. Bab ini membahas tentang kongruensi
linier.
BAB I1l: Pembahasan
Bab ini memaparkan pembahasan tentang kongruensi linier simultan serta teknik-
teknik dalam menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel secara

rekursif dan teorema sisa China serta perbandingan dari kedua metode tersebut.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Bilangan bulat

Sistem bilangan bulat terdiri atas himpunan bilangan bulat Z =

{-3,—-2,—-1,0,1,2,3,:--} dengan operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian

(X). Untuk setiap a, b, dan c bilangan-bilangan bulat sebarang, maka sistem ini

mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:

1.

Sifat tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian

Va, b € Z, maka berlakua+b€eZdana x b€ Z.

Sifat komutatif terhadap operasi penjumlahan dan perkalian

Va,b € Z, makaberlakua+b=b+adanaxb=b xa.

Sifat assosiatif terhadap operasi penjumlahan dan perkalian

Va, b € Z, maka berlakua+ (b +c)=(a+b) + cdana x (b x c) = (a X
b) X c.

Sifat distribusi kiri dan kanan perkalian terhadap penjumlahan

Va,b € Z, makaberlakuax (b+c)=axb+axcdan(a+b)xc=ax
c+bxc.

Identitas penjumlahan

Untuk setiap a dalam Z, ada elemen 0 dalam Z, sehinggaa+ 0=0+ a=

a, 0 dinamakan elemen identitas penjumlahan.



6. Invers penjumlahan
Untuk setiap a dalam Z, ada elemen —a dalam Z, sehinggaa + —a = —a +
a =0, —a dinamakan invers penjumlahan dari a.

7. ldentitas perkalian
Untuk setiap a dalam Z, ada elemen 1 dalam Z, schinggaa x 1 =1 x a = a,
1 dinamakan elemen identitas perkalian.

8. Perkalian dengan nol
JikaadalamZ, maka0 xa=ax 0=0.

(Marhan, 2001:6)

2.2 Keterbagian dalam Bilangan Bulat

Sifat-sifat yang berkaitan dengan keterbagian telah dipelajari oleh Euclid
350 SM (Niven, 1999:4). Pengembangan selanjutnya telah banyak dikembangkan
oleh beberapa ahli matematika yang lain, misalnya yang berkaitan dengan
bilangan komposit, perkalian dalam usaha untuk mengembangkan teori bilangan.
Karena pentingnya sifat keterbagian maka akibatnya konsep tersebut sering
muncul dalam Aljabar Modern dan Struktur Aljabar.
Definisi 2.2.1

Bilangan b € Z habis dibagi bilangan bulat a # 0, ditulis a|b, jika suatu

bilangan x € Z sedemikian sehingga b = ax.

Ungkapan lain untuk menyatakan a|b adalah ‘a habis membagi b’, ‘a
adalah pembagi b’ dan ‘b adalah kelipatan a’. Jika a tidak membagi b, yaitu jika

pernyataan a|b adalah salah, maka ditulis a t b (Erawati, 2009:7).
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Contoh :
1. 3|12, sebab ada bilangan bulat 4 sedemikian sehingga 12 = (4)3.
2. 3t 5 karena tidak ada bilangan bulat x sedemikian sehingga
5= (x)3.
Teorema: untuk setiap bilangan bulat a, b, ¢ berlaku
1. a|b, maka a|bc untuk suatu bilangan bulat c;
2. a|b dan b|c, maka alc;
3. alb dan a|c, maka a|(bx + cy) untuk suatu bilangan bulat x dan y;
4. a|bdan b|a, maka a = +b;
5 alb,a>0, b>0,makaa < b;
6. bilangan bulat m # 0, a|b jika dan hanya jika ma|mb
Bukti:
1. Misalkan albdanc € Z
alb maka b = ax untuk suatu x € Z
bc = (ax)c = a(xc) dimanac € Z
Jadi terbukti bc dapat dibagi oleh a. Akibatnya a|bc
2. Misalkan a|b dan b|c
a|b maka b = ax untuk suatu x € Z
b|c maka ¢ = by untuk suatuy € Z
c = by = (ax)y = a(xy)

Jadi terbukti ¢ dapat dibagi oleh a. Akibatnya a|c
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3. Misalkan a|b dan alc
alb maka b = ar untuk suatur € Z
alc maka ¢ = as untuk suatu s € 7
Jika x € Z sebarang, maka bx = (ar)x = a(rx), rx € Z. Jika y e Z
sebarang, maka cy = (as)y = a(sy), sy € Z. Akibatnya bx + cy =
a(rx) + a(sy) = a(rx + sy), yang berarti bx + cy dapat dibagi oleh a.
Oleh karena itu, a|(bx + cy).

4. Misalkan a|b dan b|a
alb maka b = ax untuk suatu x € Z
bla maka a = by untuk suatu y € Z

a=x(ya) = (xy)a

Akibatnya x dan y masing-masing adalah bilangan bulat, maka agar hasil
kalinya sama dengan 1, maka x = y = +1. Jadi b = ta.

5. Misalkan bla,a >0, b >0
Anggap a > b. Karena a|lb maka b = ka untuk suatu k € Z. Akibatnya
a > ka yang selanjutnya akan mengakibatkan —ka > 0:a(ka) > 0.

Karena diketahui a > 0, maka1l — k > 0 atau k < 1.

Karenak € Z,dank <1,makak <O0.................ccoeene. (%)
Padahal b = ka
Karenab > 0,dana>0makak > 0.................coeenenn. (&)

Tampak (*) bertentangan dengan (&). Oleh karena itu, anggapan a > b

adalah salah. Yang benar adalah a < b.
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6. Misalkan m # 0 dan a|b

alb maka b = ka untuk suatu k € Z

mb = m(ka) = (mk)a = (km)a = k(ma).

Karena a|b maka menurut definisi 1, a # 0.

Karena m # 0 (diketahui), maka ma # 0. Akibatnya, ma|mb.

Definisi 2.2.2:

Jika p,geZ dan p >0, maka ada bilangan-bilangan r,s € Z yang

masing-masing tunggal sehingga jika g =rp+s dengan 0 <s <p,

maka:

q disebut bilangan yang dibagi (devidend)

p disebut bilangan pembagi (divisor)

r disebut bilangan hasil bagi (quotient)

s disebut bilangan sisa (remainder) (Muhsetyo, 1997:6).

Suatu algoritma adalah metode atau prosedur matematis untuk
memperoleh hasil tertentu, yang dilakukan menurut sejumlah langkah berurutan
yang terhingga. Teorema ini sebenarnya telah bersifat eksistensi (keujudan) dari
adanya bilangan-bilangan r dan s pada suatu algoritma. Namun demikian, uraian
tentang pembuktiannya dapat memberikan gambaran adanya suatu metode, cara,
atau prosedur matematis untuk memperoleh bilangan-bilangan bulat r dan s
sehinggaq = rp + s.

Untuk lebih jelas, maka penulis akan memberikan contoh sebagai berikut:
Menurut teorema algoritma pembagian, nyatakan sebagai g =rp +s, 0 < s < p,

jika:
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a. p=7danqg =-100
b. p=12danq = —-150
Jawab:
a. —100 =(—-15)(7)+5,0<5<7
b. —150 = (—13)(12) +6,0 < 6 < 12
Teorema algoritma pembagian dapat digunakan untuk memilahkan atau
memisahkan himpunan bilangan bulat menjadi n himpunan bagian yang saling
lepas (disjoint) dengan n € {2,3,4, - }.
Jika p =2 dan g adalah sebarang bilangan bulat, maka menurut teorema
algoritma pembagian, g dapat dinyatakan sebagai:
q=2p+s5,0<s<2
Karena r € Z dan 0 < r < 2, maka kemungkinan nilai-nilai s adalah s = 0 dan
s=1.
UNUKSSSE=0Rg =\ 208 -s=2p 1 0="2p
untuks =1,q=2p+s=2p+1
q = 2p dengan p € Z disebut bilangan bulat genap (even integer) dan g = 2p + 1
dengan p € Z disebut bilangan bulat ganjil atau gasal (odd integer). Dengan
demikian himpunan bilangan bulat dapat dipisahkan menjadi dua himpunan
bagian yang lepas, yaitu himpunan bilangan bulat genap dan himpunan bilangan
bulat ganjil. Dengan kata lain, setiap bilangan bulat selalu dapat dinyatakan
sebagai salah satu dari:

q=2pataug=2p+1,p€e’
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Dengan jalan lain yang sama, setiap bilangan bulat selalu dapat dinyatakan

sebagai berikut:
1. g=3p,q=3p+1,9g=3p+2,p€
2. q=4p,q=4p+1,q=4p+2,q=4p+3,p €L
3. q=5p,q=5p+1,q=5p+2,q=5p+3,q=5p+4,p €L
dan seterusnya.

Disinilah sebenarnya letak dari konsep algoritma pembagian, suatu konsep
mendasar yang dapat digunakan untuk membantu pembuktian sifat-sifat tertentu
(Muhsetyo, 1997:9-10).

Contoh:
Diketahui n adalah bilangan bulat, buktikan bahwa 2|n3 — n untuk sebarang
n e Z.
Jawab:
Menurut dalil Algoritma pembagian, setiap bilangan bulat n dapat dinyatakan
sebagai n = 2p ataun = 2p + 1.
Untuk n = 2p, dapat ditentukan:
n—n=nn?*-1)
=nn—1)n+1)
=2p(2p-1D(2p+1)
Jadi, 2|n® —n
Untuk n = 2p + 1, dapat ditentukan
n*—n=nn?>-1)

=nn—1)n+1)



15

=p+1DRp+1-1DQRp+1+1)
=Cp+D(p)(2p +2)
=2{p(2p+ 1D (2p + 2)}

Jadi, 2|n3 —n

Dengan demikian 2|n® — n untuk semuan € Z

2.3 Keprimaan

Menurut buku “An Introduction to the Theory of Numbers” suatu bilangan
bulat p > 1 disebut bilangan prima jika tidak ada pembagi d dari p sedemikian
hingga 1 < d < p. Jika suatu bilangan bulat p > 1 bukan bilangan prima, maka
bilangan tersebut dinamakan bilangan komposit (Everest, 1963:7).

Karena bilangan prima harus lebih dari 1, maka barisan bilangan prima
dimulai dari 2, yaitu: 2,3,5,7,11,13,---. Seluruh bilangan prima adalah bilangan
ganjil kecuali bilangan 2 yang merupakan bilangan genap.

Bilangan prima berbeda dengan bilangan komposit (composite) yang
mempunyai faktor positif lebih dari dua. Misalnya 20 adalah bilangan komposit
karena 20 dapat dibagi oleh 2,4, 5 dan 10, selain 1 dan 20 itu sendiri.

Bilangan 1 adalah bilangan asli yang hanya mempunyai satu faktor positif
yaitu 1 itu sendiri. Kalau di lihat dari pengertian bilangan prima dan komposit, 1

bukan termasuk dari keduanya.
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2.4 Faktor Persekutuan Terbesar (FPB)
Definisi 2.4.1:
Ditentukan x,y € Z, x dan y keduanya sama-sama bernilai 0.
p € Z disebut pembagi (faktor) persekutuan (common divisor, common
factor) dari x dan y jika p|x (p membagi x) dan p|y (p membagi y).
p € Z disebut pembagi (faktor) persekutuan terbesar (greatest common
divisor) dari x dan y jika p adalah bilangan bulat positif terbesar yang
membagi x (yaitu p|x) dan membagi y (yaitu p|y) (Muhsetyo, 1997:60-
61).
Contoh:
Himpunan semua faktor 12 adalah {—12,-6,—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,6,12}
Himpunan semua faktor 18 adalah {—18,-9,-6,-3,-2,—1,1,2,3,6,9, 18}
Himpunan semua faktor persekutuan 12 dan 18 adalah {—6,—3,—-2,—-1,1, 2, 3, 6}
Jadi, (12,18) = 6.

Teorema 2.4.1:

Jika (x,y) = z maka (gf) = ((%y),(xfy)) =1

(Marhan, 2001:114)

Bukti:

Misal (ff) =w

Maka w |~ sehingga kw == (definisi 2.2.1)

Z

(kw) = x (definisi 2.2.1)



k(kw) = x (sifat assosiatif)
wz|x (definisi 2.2.1)
wz|x dan wz|y maka w adalah faktor dari x dan y  (definisi 2.2.1)
Danz = (x,y)

wz <z

Karena Gf) > 1 dan (’Z—‘%) < 1 maka G%) =1.

Teorema 2.4.2:

Bukti:

Jikay = gx + r maka FPB (y,x) = FPB (x,r)

(Marhan, 2001:115)

(x,y) =1z (Teorema 2.4.1)
Maka (x,y) = z

z|y dan z|x (definisi 2.4.1)
zlymakapz = y,p € Z (definisi 2.2.1)
z|x makapz = x,p € Z (definisi 2.2.1)

Karenay = gx +r
y—qx =r
r=y—qgx

Karena z|y dan z|x, g € Z maka z|r

17
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z|y, z|x dan z|[r maka z = (y,x) = (y,r) = (x,7) jadi (y,x) = (x,1r) =
z (teorema terbukti).
Contoh:
y=qx +r
15=3-4+3

(15,4) = (4,3) = 1 maka (15,4) = 1
Teorema 2.4.3 (Algoritma Euclides)

Jlka x dan y bilangan-bilangan bulat positif, dengan menerapkan
algoritma pembagian berulang-ulang maka akan diperoleh persamaan berikut ini:
y=qx+rdengan 0 <r < x
XxX=qr+rdengan 0 <r <r
r=gq,r;+rydengan 0 <r, <ny
T = Q3T +r3dengan 0 < r3 <1y
Ti_p = qTj—; +15dengan 0 < 7; <7154
-1 =q;+ 1n
Maka (x,y) = 7;

(Marhan, 2001:116)

Bukti:
y=qx+r maka (x,y) = (x,r) (Teorema 2.4.2)
X=qr+n maka (x,r) = (x, 1)

r=q,r+71, maka (r,ry) = (ry,13)
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T =q3r+ T3 maka (ry, 13) = (3, 73)
Ti—2 = q;Tj-1 +7j maka (r,,13) = 15_1,7;
o1 =q;+ 17 maka (1j-1,7;) = 73

Dari proses pengulangan tersebut diperoleh (x,y) = (y,r) = (x,7) = (r,17)
= (ry,12) = (1, 13)
= (rj—Z'rj—l) = (j-115)
Sekarang akan dibuktikan (y,x) = 7;
Persamaan yang berulang-ulang tersebut akan terhenti jika sisanya nol.
Jika r = 0 maka persamaan menjadi y = gx
y = gqx +r maka (y,x) = (x,r)
y = qx maka (y,x) = (x)
(j-1,73) =71
Contoh:
Nyatakan FPB dari 172 dan 324 sebagai kombinasi linier dari bilangan-
bilangan tersebut.
Jawab:
Melakukan pembagian dengan menggunakan Algoritma Euclides untuk

mendapatkan FPB (172, 324):

324 = 1(172) + 152 (i)
172 = 1(152) + 20 (ii)
152 = 7(20) + 12 (iii)

20 = 1(12) + 18 (iv)
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12 =1(8) + 4 (v)
8=14)+0 (vi)
Sisa pembagian sebelum 0 adalah 4, maka FPB (172,324) = 4.
Kemudian melakukan proses subtitusi dari persamaan-persamaan di atas:
4 =12 —-1(8)
=12 — (20 — 12)
=—-20+2(12)
= —20+2(152 — 7(20))
= 2(152) + (—15)(20)
= 2(152) + (—15)(172 — 152)
= —15(172) + (17)(152)
= —15(172) + (17)(324 — 172)
= 17(324) + (-32)(172)
Jadi, FPB (172, 324) dapat dinyatakan sebagai:
4 =17(324) + (=32)(172)
Teorema 2.4.4:

Jika FPB (x,y) =r;

7 maka ada bilangan-bilangan bulat m dan n

sedemikian sehingga mx + ny = r; (Marhan, 2001:119).
Bukti:
Dari teorema 2.4.3 diketahui bahwa
Tia = qj—2Tj—3 + 1j_ 2 MAKATj_3 = Tj_4qj_2Tj—3.ceeeenainiiniiniiii, (1)
Tji_3 = qj1Tj—2 + Tj_1 MAKATj_3 = Tj_3qj_ 172 eeeernainiiniiniiii, (i1)

Ti_g = qjTj—1 + 1, MAKA T2 qiTj gt (iii)
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Menurut teorema 2.4.3 (y,x) =1;, jika distribusi pada persamaan (iii)
maka diperoleh
(x,y) =1 =12 — qjTj1
=1j-5 — qj(7j-3 = 4j-17j-2)

=12 —qjT-3+q;q;-1115,

(1+4jaj-1)ri-2 = 43

= (1+q;4j-1)(1j-4 — 4j-27j-3) — 47-3

=Tj—a — qj-27j-3 + 4jqj-17j-4 — 4jqj-197j-3 — 4;Tj-3
= (1+9j9j-1)5-4 = (@2 + 4;4j-14,)75-5 = 4753
= (1+q;qj-1)15-4 + (=aj—2 = 4;4j-19j-27-39;)7j-3

1= (1+q;qj-1)r-4 + (=qj-2 = 4;9j-10j-27-39;) (Tj-s — qj_37j-4)

1 (1+qjqj_1+1+qjq]'_3+CIj—z<Ij—3+q]'q]‘-1qj_2qj_3> Tj—s n (_Qj—z_qjqj—lqj—er—qu) Tj-s5

m x n y

Sehingga dapat ditulis
r; = mx +ny
Dimana m dan n adalah bilangan bulat.
Khususnya jika (x,y) =1 maka adalah bilangan-bilangan bulat m dan n

sedemikian hingga mx +ny = 1.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Contoh:
Tentukan FPB dari 180 dan 55
Jawab:

180 =355+ 15
55=3:15+10
15=1-10+5
10=2-5

5=15-1-10
=15-1(55 - 3 - 15)
=4-15-1-55
=4 (180 —3- 35) — 1- 55
=4-180 — 13- 55
=720 - 615
Jadi (180, 55) = 5
Teorema 2.4.5:
Jika y|px dan (x,y) = 1 maka y|p

(Marhan, 2001:67)

Bukii:
(x,y) =1makamx +ny =1 (teorema 2.4.4)
p(mx +ny) =p (dikalikan p)
pmx +pny =p (perkalian)
mpx +npy =p (sifat assosiatif)

(mx)p+ (y)p =p (sifat assosiatif)
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m(xp) + n(yp) =p (sifat assosiatif)
m(px) + n(py) =p (sifat assosiatif)
ylpx maka ky = px; k € Z (definisi 2.2.1)
m(ky) = m(px) (dikalikan dengan m)
(mk)y = (mp)x (sifat assosiatif)
y|Im(px) (definisi 2.2.1)

y|lm(px) dan y|px berarti

y|(mpx + npy)x maka y|npy

Karena y|m(px) dan y|npy maka y|p(mx + ny)
ylp—1

y|p (teorema terbukti)

Contoh:

2|12 berarti 2|4 -3

(3,2) =1 maka 2|4

Teorema 2.4.6:

Bukti:

Jika z|x dan w|x, (z,w) = 1 maka zw|x

(Marhan, 2001:68)

zlxmakapz = x;p € Zoeeevvcvere (i) (definisi 2.2.1)
wlxmaka qw = x;q € Z.coovevevennn. (i) (definisi 2.2.1)
Dari (i) dan (ii) diperoleh

X=x

pz=qw;p,q EL
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z|qw atau w|pz (definisi 2.2.1)

(z,w) = 1 makaw|p (teorema 2.4.5)

w|p maka kw = p (definisi 2.2.1)

X =pz (persamaan i)

x = (kw)z (nilai p disubtitusikan)

x = k(wz) (sifat assosiatif)

k(wz) =x (sifat komutatif)

wz|x (definisi 2.2.1dan k € Z)

Jadi teorema terbukti.

Teorema 2.4.7:

Bukti:

Jikam € Z dan m > 0, maka (mx, my) = m(x,y) (Muhsetyo, 1997:64).

Misalkan (ma, mb) = g maka g = max + mby dengan x,y € Z
(a,b) =tmakat =ra+ sb
mt = mra + msb
(a,b) = t maka t|a dan t|b
t|a maka mt|ma sehingga mt|max
t|b maka mt|mb sehingga mt|mby
mt|max dan mt|mby maka mt|(max + mby)
mt|(max + mby) dan (max + mby) = g maka m|g
(ma, mb) = g maka g|ma dan g|mb maka g|mra dan g|msb

gl(mra + msb)

glmt
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Karena mt|g dan g|mt maka g = mt
g = mt maka (ma, mb) = m(a, b)
Jadi, (ma, mb) = m(a, b)
Contoh:
Tentukan FPB dari 10 dan 5
Jawab:
Misal m = 5 maka dalam bentuk (mx, my)
(mx,my) maka (5-10,5-5)
7l 0 -t - 5
(x,y) maka (10,5)
(tx,ty) maka (5-m-10,5-m-5)
5 (m10,m5)

5(10,5)

2.5 Kongruensi (Aritmetika Modulo)

Teori kongruensi pertama kali ditemukan oleh Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) salah seorang matematikawan besar Jerman pada akhir abad ke-19 (Salima
dalam Rosen, 1991:113). Sistem matematika aritmetika modulo atau kongruensi
menekankan adanya kenyataan bahwa dua bilangan bulat mempunyai selisih
(beda) sama dengan kelipatan bilangan asli, bilangan-bilangan yang mempunyai
selisih sama dengan kelipatan suatu bilangan asli disebut kongruen modulo
bilangan asli itu (Salima dalam Muhsetyo, 1985:245).

Dalam hitungan modular kita diberikan bilangan positif m, disebut

modulus dan dua bilangan bulat sebarang yang selisinnya adalah kelipatan bulat
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modulus itu dipandang sebagai “sama” atau “setara” terhadap modulus (Salima

dalam Rorres, 1988:200).

Definisi 2.5.1:
Jika suatu bilangan bulat m suatu bilangan positif, maka a kongruen
dengan b modulo m (di tulis a = b (mod m)) bila m membagi (a — b)
Jika m tidak membagi (a — b) maka dikatakan a tidak kongruen dengan b
modulo m (ditulis a # b (mod m)) (Muhsetyo, 1997:138).

Contoh:
18 = 6(mod 4) karena 4|18 — 6

19 # 5(mod 6) karena 6 + 19 — 5

Teorema 2.5.1:
x = y(mod n) jika dan hanya jika ada bilangan bulat k sedemikian
sehingga x = nk + y (Marhan, 2001:144).
Bukti:
(=) x = y(mod n)
n|(x —y)
X —y.= nk
x=nk+y
(e)x=nk+y
nk=x-—y
n|(x —y)

x = y(mod n)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Teorema 2.5.2:

b)

Misalkan x = x'(mod n) dan y = y'(imod n) maka
x+v=x"+y'(modn)

x—vy =x"—y'(modn)

xy = x' + y'(mod n)

px + qy = px' — py'(mod n), p, q bilangan-bilangan bulat

kx = kx'(mod n), k sebarang bilangan bulat tak negatif

x = x'(mod n) makan|(x — x") (definisi 2.5.1)

y = y'(mod n) makan|(y — y') (definisi 2.5.1)

n|(x — x") dann|(y —y") makan|(x — x") + (y — y") (teorema 2.1)
n|[(x+y) — (' + )]
x+y=x"+y'(modn) (definisi2.5.1)

x = x'(mod n) maka n|(x — x") (definisi 2.5.1)

y = y'(mod n) makan|(y — y") (definisi 2.5.1)

n|(x — x") dan n|(y — y") makan|(x — x") — (y —y’') (teorema 2.5.1)
n|[(x —y) = (' —y)]

x—y=x"—y'(modn) (definisi 2.5.1)

x = x'(mod n) maka n|(x — x") (definisi 2.5.1)

pn = (x —x') (definisi 2.5.1)

y(pn) = y(x — x') (dikalikan dengan y; y € Z)
(yp)n = y(x —x) (sifat assosiatif)

nly(x —x") (definisi 2.5.1; y € Z)
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y = y'(mod n) maka n|(y —y')
qn=(y —y")

x'(qn) = x'(y —y")
('pn=x"(y —y)

nlx'(y —y")

Dari n|y(x — x') dann|x'(y —y")

Maka n|[y(x — x) + x'(y — ¥")]
nlyx —yx' +x'y — x'y
nlyx —x'y
xy = x'y'(mod n)

x = x'(mod n) maka n|(x — x")

D= ')

p(pn) = p(x — x)

(pp)n = p(x — x)

nlp(x — x')

y = y'(mod n) maka n|(y — y")

qn=(y -y

q(qn) = q(y =y")

(qn =q(y - ")

nlq(y =y

Dari n|p(x — x")dan n|q(y — y")

Maka n|[p(x —x") + q(y — y")]

nlpx —px' +qy — qy’

28

(definisi 2.5.1)

(definisi 2.2.1)

(dikalikan dengan x', x" € 7)
(sifat assosiatif)

(definisi 2.2.1; x € Z)

(teorema 2.2.1)

(perkalian)

(sifat assosiatif)

(definisi 2.5.1)

(definisi 2.5.1)

(definisi 2.5.1)

(dikalikan dengan p; p € Z)
(sifat assosiatif)

(definisi 2.5.1; p € Z)
(definisi 2.5.1)

(definisi 2.2.1)

(dikalikan dengan q; q € Z)
(sifat assosiatif)

(definisi 2.2.1; q € 7)

(definisi 2.1)

(sifat assosiatif)
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n|(px + qy) — (px + qy)

px + qy = px' — qy'(mod n)

e) x = x'(mod n) makan|(x — x") (definisi 2.5.1)
pn = (x — x') (definisi 2.2.1)
k(pn) = k(x — x") (dikalikan dengan k; k € Z)
(kp)n = k(x — x") (sifat assosiatif)
nlk(x —x") (definisi 2.2.1; kp € Z)
nlkx — kx'
kx = kx' (definisi 2.2.1)

Contoh:

19 = 7(mod 3) dan 5 = 14(mod 3) maka

a. 194+5=7+ 14(mod 3)
24 = 21(mod 3)

b. 19 —-5=7— 14(mod 3)
14 = —7(mod 3)

c. 19:-5=7-14(mod 3)
95 = 98(mod 3)

d. Misal p = 2 dan g = 3 maka
2:94+3-5=2-7+3-14(mod 3)
53 = 56(mod 3)

e. Misal k = 4 maka
4-9=4-7(mod 3)

76 = 28(mod 3)
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Teorema 2.5.3:

a. Jikamx = my(mod n) dan (m,n) = 1 maka x = y(mod n)

b. Jikamx = my(modn) dan (m,n) = kmakax =y (mod %)
Bukti:

a. FPB(m,n) =1makaam+bn =1 (teorema 2.4.4)

(x —y)am+ (x —y)bn = (x — y)

mx = my(mod n) maka n|m(x — y) (definisi 2.5.1)
pn=m(x —y) (definisi 2.2.1)
a(pn) = am(x — y) (dikalikan dengan a)
(ap)n = am(x —y) (sifat assosiatif)
nlam(x — y) (definisi 2.2.1)
nlam(x — y) berarti n|lam dan n|(x — y) (definisi 2.2.1)

n|(x —y)am + (x — y)bn

nlam + bn(x —y) (sifat assosiatif)
n|(x —y) (nilai am + bn = 1)
x =y (modn) (definisi 2.5.1)

b. (mn) = k maka (%%) =1 (teorema 2.4.1)
mx = my(mod n) maka n|m(x — y) (definisi 2.5.1)
%E (x —y) (dibagi dengan k)
Zx =2y (mod %) (definisi 2.5.1)

xX=y (mod %) (teorema 2.5.3)
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Contoh:
a. 28 =48(mod5)
4.7 =4-12(mod 5)
FPB (4,5) = 1 maka 7 = 12 (mod 5)
b. 56 = 104(mod 6)
8:7 =8-13(mod 6)

FPB (8,6) =2
7=13 (mod S)

7 = 13(mod 3)

2.6 Kongruensi Linier

Kongruensi linier adalah suatu kongruensi yang variabelnya berpangkat
paling tinggi satu. Bentuk umum kongruensi linier adalah ax = b(mod m),
dengan a # 0(mod m).
Teorema 2.6.1:

Jika (a,m) t b maka kongruensi linier ax = b(mod m) tidak memiliki

selesaian (Era Wati dalam Sukirman, 2005:108).
Bukti:

Akan dibuktikan kontraposisi teorema tersebut, yaitu jika ax =
b(mod m) memiliki selesaian maka (a, m)|b. Misalkan r adalah selesaian dari
ax = b(mod m) maka ar = b(mod m) sehingga ar — b = km untuk suatu

bilangan bulat. Perhatikan ar — b = km. Karena (a,m)|a dan (a, m)|km maka
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(a,m)|b. Jadi terbukti kontraposisi teorema tersebut, sehingga terbukti pula
teorema itu.
Contoh:

6x = 7(mod 8), karena (6,2) =2 dan 2+ 7 maka kongruensi linier

6x = 7(mod 8) tidak mempunyai selesaian.

Teorema 2.6.2:
Jika (a,m) = 1, maka kongruensi linier ax = b(mod m) memiliki tepat
satu selesaian (Era Wati dalam Sukirman, 2005:108).

Bukti:

Karena (a, m) = 1 maka ada bilangan bulat r dan s sehingga ar + ms =
1. Jika kedua ruas dari persamaan ini dikalikan b, diperoleh:

(ar)b+ (ms)b =b

a(rb) + m(sb) = b

a(rb) — b = —(sb)m
persamaan terakhir ini berarti bahwa a(rb) — b adalah kelipatan m. Jika a(rb) =
b(mod m), maka residu terkecil dari b modulo m adalah selesaian dari
kongruensi linier itu.

Selanjutnya tinggal menunjukkan bahwa penyelesaian itu tunggal. Dengan
mengandaikan selesaian kongruensi linier itu tunggal, misalkan r dan s masing-
masing selesaian dari ax = b(mod m), maka

ar = b(mod m) dan as = b(mod m), dengan sifat transitif diperoleh
ar = as(mod m), karena (a,m) = 1, maka r = s (mod m). Ini berarti m|(r —

s). Akan tetapi karena r dan s adalah selesaian dari kongruensi itu, maka r dan s
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masing-masing residu terkecil modulo m, sehingga 0 < s <m. Dari kedua
pertidaksamaan ini diperoleh bahwa —m < r — s < m, tetapi karena m|(r — s)
maka r —s = 0 atau r = s. Ini berarti bahwa selesaian dari kongruensi linier
tunggal (terbukti).

Salah satu menyelesaikan kongruensi linier adalah memanipulasi koefisien
atau konstanta pada pengkongruenan itu, sehingga memungkinkan untuk
melakukan kanselasi (penghapusan).
Contoh:

Selesaikan 4x = 1 (mod 15)
Jawab:

4x = 1 (mod 15)

4x = 16 (mod 15)

x = 4 (mod 15)

Karena (4,15) = 1 maka kemungkinan dilakukan kanselasi 4 pada kongruensi
4x = 16 (mod 15) sehingga diperoleh x =4 (mod 15). Selesaian dari
kongruensi 4x = 1 (mod 15) adalah 4.
Teorema 2.6.3:

Sesuai teorema 2.6.2 diatas, jika (a,m) =1, maka kongruensi ax =

1(mod m) mempunyai tepat satu selesaian, pada selesaian kongruensi itu

disebut invers dari a modulo yang diberi simbol a~! (Era Wati dalam

Sukirman, 2005:110).
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Contoh:

Carilah 271(mod 13)
Jawab:

Untuk mencari 271(mod 13), perlu menyelesaikan kongruensi 2x =
1(mod 13).

2x = 1(mod 13)

2x = 14(mod 13)

x = 7(mod 13)

Jadi 27 (mod 13) adalah 7.

2.7 Sifat-sifat Kongruensi

Definisi 2.7.1:
Misalkan a,b,m € Z
a disebut kongruen dengan b modulo m, ditulis dengan a = b(mod m).
Jika a — b habis dibagi m, yaitu m|a — b, jika a — b tidak habis dibagi m,
yaitu m + a — b, maka ditulis a # b(mod m) dibaca a tidak kongruen
dengan b modulo m.
Karena a — b habis dibagi olen m jika dan hanya jika a — b habis dibagi
oleh -m, maka a = b(mod m) jika dan hanya jika a = b(mod — m),
sehingga akan diambil nilai modulo m yang positif (Salima dalam

Mubhsetyo, 1995:77).



35

Teorema 2.7.1:

Misalkan a,b,c,m,x € Z, m # 0

Kongruensi memenubhi sifat-sifat berikut:

1.

Bukti:

Simetris

Jika a = b(mod m) maka b = a(mod m)

Reflektif

a = a(mod m) untuk semua a € Z

Transitif

Jika a = b(mod m) dan b = c(imod m), maka a = c(mod m)

Jika a = b(mod m) maka ax = bx(mod m)

Jika a = b(mod m) dan ¢ = d(mod m), makaa + b = ¢ + d(mod m)
Jikaa = b(mod m) dan ¢ = d(mod m), makaa-c = b - d(mod m)
Jika a = b(mod m) dan d|m, d > 0, maka a = b(mod d)

Jika a = b(mod m) maka ac = bc(mod mc) untuk ¢ > 0

(Muhsetyo, 1997:140-141)

Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika a = b(mod m) maka m|(a — b)
sehingga m|—(b — a) menjadi m|(b — a).

Jadi b = a(mod m)

m # 0 maka m|0 sehingga m|(a — a) sesuai definisi 2.7.1 maka a =

a(mod m) untuk semua bilangan bulat a dan m # 0.
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. Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika

a = b(mod m) makam|(a — b)................ (1)

b = c(mod m) makam|(b —¢)................. (2)

Dari (1) dan (2) karena m|(a — b) dan m|(b — c) maka m|(a — b) +
(b —¢) atau m|(b — c).

Sesuai dengan definisi 2.7.1 m|(a — ¢) maka a = c(mod m).

. Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika a = b(mod m) maka m|(a — b)
sehingga m|(a — b)x. Karena m|ax — bx maka ax = bx(mod m).

. Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika

a = b(mod m) maka m|(a — b)................ 1)

¢ =d(mod m) makam|(c — d).....ccoocu...... 2

Dari (1) dan (2) karena m|(a — b) maka m|(c — d) maka m|(a — b) +
(c—d) atau m|(c +a)— (b + d). Sesuai dengan definisi 2.7.1 maka
a+c = b+ d(modm).

. Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika

a = b(mod m) maka m|(a—b) dan m|(a — b)c atau m|(ac — bc),
untuk ¢ € Z.

¢ = d(mod m) maka m|(c — d) dan m|b(c — d) atau m|(bc — bd)
m|(ac — bc) dan m|(bc —bd) maka m|(ac — bc + bc — bd) atau
m|(ac — bd). Sesuai definisi 2.7.1 maka ac = bd(mod m).

. Sesuai dengan definisi 2.7.1 jika a = b(mod m) maka m|(a — b). Dan

jika d|m maka d|(a — b).Sesuai definisi 2.7.1 a = b(mod d).
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8. a = b(modm)
Sesuai dengan definisi 2.7.1 maka m|(a — b) dan untuk ¢ < 0 maka
kedua ruas dikalikan dengan ¢ menjadi mc|(a — b)c, maka mc|(ca — bc)

dan sesuai definisi 2.7.1 ac = bc(mod mc).

2.8 Kajian Kongruensi Linier Simultan dalam Surat An Nahl Ayat 11

Al Qur’an adalah kitabullah terbesar yang banyak menyimpan rahasia-
rahasia baik dalam dunia nyata maupun ghaib. Al Qur’an merupakan kitab yang
mengandung berbagai ilmu dan sumber seluruh ilmu pengetahuan, salah satunya
adalah matematika.

Dalam menyelesaikan kongruensi linier simultan ini dapat dikerjakan
secara bertahap (rekursif) dan teorema sisa China. Jika direlevansikan dengan
kajian agama sejajar dengan ayat yang menyebutkan bahwa banyak hal-hal yang
ditunjukkan Allah SWT sebagai tanda kebesarannya. Demikianlah sebagaimana
yang tertera pada surat An Nahl ayat 11:
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Artinya: Dia menumbuhkan bagi kamu dengan air hujan itu tanaman-tanaman; zaitun,
Rorma, anggur, dan segala macam buah-buahan. Sesungguhnya pada yang demikian
itu benar-benar ada tanda (ReRuasaan Allah) bagi kaum yang memikirkannya (Q.S
An Nahl:11).
Ayat diatas menyebutkan beberapa yang paling bermanfaat atau popular
dalam masyarakat Arab tempat dimana turunnya Al Qur’an, dengan menyatakan

bahwa Dia yakni Allah SWT menumbuhkan bagi kamu dengannya yakni dengan
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air hujan itu tanaman-tanaman, dari yang paling layu sampai dengan yang paling
panjang usianya dan paling banyak manfaatnya. Dia menumbuhkan zaitun,
kurma, anggur yang dapat kamu jadikan makanan yang halal atau minuman yang
haram dan dari segala macam atau sebagian buah-buahan selain itu.
Sesungguhnya yang demikian itu benar-benar ada tanda yang sangat jelas bahwa
yang mengaturnya seperti itu adalah Allah yang Maha Esa lagi Maha Kuasa
(Shihab, 2002:195). Jadi dalam surat An Nahl ayat 11 menceritakan bahwa untuk
mengetahui kekuasaan Allah SWT terdapat banyak tanda-tanda yang diberikan
Allah SWT.

Dalam surat Al Bagoroh juga menegaskan bahwa kebaikan dapat

ditemukan dalam berbagai macam cara:
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Artinya: BuRanlah menghadapkan wajahmu Re arah timur dan barat itu suatu Rebajikan,
akan tetapi sesungguhnya Rebajikan itu ialah beriman Repada Allah, hari
Remudian, malaikat-malaikat, Ritab-Kitab, nabi-nabi dan memberikan harta yang
dicintainya Repada Rerabatnya, anak-anak yatim, orang-orang miskin, musafir
(yang memerlukan pertolongan) dan orang-orang vyang meminta-minta, dan
memerdeRakan hamba sahaya, mendirikan sholat, dan menunaikan zakRat, dan
orang-orang yang menepati janjinya apabila ia berjanji, dan orang-orang yang sabar
dalam Resempitan, penderitaan dan dalam peperangan, mereRa ialah orang-orang
yang benar (imannya) dan mereRa itulah orang-orang yang bertaqwa (Q.S. Al
Baqoroh:177).
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Ayat diatas menceritakan bahwa Allah menjelaskan menghadap kiblat
secara tertentu itu bukan mencakup pilar-pilar yang agung, kaidah-kaidah yang
umum dan agidah yang lurus. Sesungguhnya kebajikan itu ialah orang-orang yang
beriman kepada Allah SWT.

Di dalam Al Qur’an terdapat potongan ayat yang artinya: Hai orang-orang
yang beriman, taatilah Allah dan Rasulnya dan Ulil Amri diantara kamu...
Menurut Musthafa Al Maraghi ayat tersebut memerintahkan kepada orang-orang
yang beriman agar mematuhi Allah dan mengamalkan kitabnya (Al Qur’an), serta
mematuhi Rasul (Al Sunnah) karena Dia-lah yang menjelaskan kandungan kitab
tersebut kepada umat manusia, juga mematuhi Ulil Amri yang meliputi
pemerintah, para hakim, para ulama’, panglima perang, tokoh-tokoh terkemuka
dan lainnya. Al Qur’an dan Al Sunnah yang selanjutnya menjadi sumber rujukan
utama ajaran Islam itu mengandung nilai-nilai luhur yang harus ditegakkan.
Penegakan atas nilai-nilai luhur dalam berbagai aspek kehidupan itu selanjutnya
menjadi cita-cita Islam. Hasil studi mendalam yang dilakukan para ahli tentang
cita-cita Islam yang terdapat dalam Al Qur’an dan Al Sunnah dalam hubungannya
dengan berbagai aspek kehidupan umat manusia menunjukkan sebagai berikut:

Pertama, dalam bidang sosial, Islam mencita-citakan suatu masyarakat
yang egaliter, yaitu masyarakat yang didasarkan atas kesetaraan atau
kesederajatan sebagai makhluk Tuhan. Atas dasar ini kedudukan dan kehormatan
manusia di hadapan Tuhan dan manusia lainnya bukan didasarkan atas perbedaan

suku bangsa, golongan, bahasa, warna kulit, pangkat, keturunan, harta benda,
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tempat tinggal, dan lain sebagainya, melainkan ketakwaannya kepada Tuhan dan
darma baktinya bagi kemanusiaan.

Kedua, dalam bidang politik, Islam mencita-citakan suatu pemerintahan
yang dipimpin oleh orang yang adil, jujur, amanah, demokratis, dan kredibel,
sehingga yang bersangkutan tidak menyalahgunakan kekuasaannya, dan terus
berupaya menciptakan kemakmuran bagi masyarakat.

Ketiga, dalam bidang ekonomi, Islam mencita-citakan keadaan ekonomi
yang didasarkan pada pemerataan, anti monopoli, saling menguntungkan, tidak
saling merugikan seperti menipu, mencuri, dan lainnya.

Keempat, dalam bidang hubungan sosial antara umat Islam dan makhluk
lainnya, Islam mencita-citakan suatu keadaan masyarakat yang didasarkan pada
ukhuwah yang kokoh, yakni ukhuwah Islamiyah, yang memungkinkan terjadinya
hubungan yang harmonis dan saling membantu antara sesama makhluk Tuhan
lainnya.

Kelima, dalam bidang hukum, Islam mencita-citakan tegaknya supremasi
hukum yang didasarkan pada keadilan, tidak pilih kasih, manusiawi, konsisten,
dan obyektif yang diarahkan kepada melindungi seluruh aspek hak asasi manusia
yang meliputi hak untuk hidup, hak untuk beragama, hak untuk memiliki dan
memanfaatkan harta, hak untuk memiliki keturunan.

Keenam, dalam bidang pendidikan dan ilmu pengetahuan, islam mencita-
citakan pendidikan yang merata bagi seluruh masyarakat (education for all),
berlangsung seumur hidup (long life education) dan dilakukan untuk tujuan agar

manusia menjadi khalifah dimuka bumi dalam rangka ibadah kepada Allah SWT.
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Jika keterangan tersebut diatas diamati secara seksama, tampak bahwa
cita-cita Islam dalam berbagai aspek kehidupan tersebut pada intinya adalah
menginginkan terciptanya suatu kehidupan masyarakat dalam berbagai bidang
yang didasarkan pada nilai-nilai akhlak yang luhur, yang pada intinya bertumpu
pada keimanan dan tanggung jawab kepada Allah dan kasih sayang, serta
tanggung jawab kepada manusia. Cita-cita Islam itulah yang sekaligus menjadi

cita-cita Al Qur’an (Nata, 2001:1-4).
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PEMBAHASAN

3.1 Kongruensi Linier Simultan

Kongruensi linier simultan didefinisikan sebagai suatu sistem yang terdiri
dari beberapa kongruensi linier satu variabel dan dengan nilai modulo yang
berbeda untuk mencari suatu selesaian dari beberapa kongruensi linier yang
memenuhi masing-masing kongruensi linier pembentuknya. Adapun bentuk
umum dari kongruensi linier simultan adalah sebagai berikut:

x = a, (mod ny)

a, (mod n,)

X

x = a, (modn,)
Berikut penulis memberikan beberapa contoh dari kongruensi linier

simultan satu variabel adalah sebagai berikut:

Contoh:

a. x =4 (mod 11) c.x =6 (mod7)
x = 3 (mod 17) x =4 (mod9)

b. x =1 (mod 2) d.x =0 (mod 2)
x = 2 (mod 3) x = 0 (mod 3)
x = 3 (mod5) x =1 (mod5)

x =6 (mod7)
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Untuk mengetahui apakah kongruensi linier simultan satu variabel
mempunyai selesaian dan tidak mempunyai selesaian maka akan diselidiki
terlebih dahulu dengan menggunakan kemungkinan sebagai berikut:

x = a, (modny)

X = a, (mod n,)

mempunyai selesaian jika dan hanya jika d|a, — a;; d = (ny,n,).

Bukii:
(=) Misalkan:

x = a, (modn,)

X = a, (mod n,)

mempunyai selesaian, sebut x, maka

Xo = a, (mod n,)

Xy = a, (mod n,)

Diketahui d = (n,,n,)

nylxo — ay

nylxe — a

Selanjutnya

dlxo - a1
dlxg — a,
Sehingga

dlxg —a; — (x — az)

dla; —a;
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(<) dla, —a,

dlxg —a; = (x = az)

Sehingga
dlxy —a,
dlxo — aq

Selanjutnya
nylxe — a,
nylxo —ay
Diketahui d = (ny,n,)
Xo = a, (mod n,)
Xy = a; (mod n,)
mempunyai selesaian, sebut x, maka
X = a, (mod n,)
X =a; (modn,)
Contoh:
1. x =3 (mod 8)
x =7 (mod 10)
Jawab:
Diketahui d = (8,10) = 2
Karena 2|(7 —3), maka dua kongruensi linier simultan tersebut

mempunyai selesaian.
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2. x =3 (mod 8)
x = 6 (mod 10)
Jawab:
Diketahui d = (8,10) = 2
Karena 2t (6 — 3), maka dua kongruensi linier simultan tersebut tidak
mempunyai selesaian.
Sehingga:
x = a, (mod n,)
X = a, (mod n,)

tidak mempunyai selesaian jika dan hanya jika d t a, — a;; d = (nq,n,).

3.2 Cara Menyelesaikan Kongruensi Linier Simultan Satu Variabel secara
Rekursif
Diberikan bentuk umum dari kongruensi linier simultan satu variabel
adalah sebagai berikut:
X = a, (mod n,)

X = a, (mod n,)

x = a, (mod n,)
dimana a4, a,, as,..., a, adalah sebarang r bilangan bulat.
Adapun cara menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel tersebut

adalah sebagai berikut:



X = a1(Mmod nq) e, Q)

X = a,(Mod Nny) e, (i)

Dari kongruensi (i) dan (ii)

x = a;(mod ny) [xn,|n,x = a;n,(mod nyn,)

X = a,(mod ny) |Xny|nx = ayny(mod nyn,)

Sehingga diperoleh

(ny# m)x = ang + a;n (Mod NyN3) i *)

(ny + ny) 1(ny + ndx = (ny + )7 - ayn, + ayng(mod nyny)
x = (ny, +ny) 1 ayn, + ayn, (mod nyn,)

Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut

(n; + nyx = a;n, + an,(mod nyn,)

ny|(ny, + ny)x — an, + ang

ny|(n, + ny)x —ayn, + ang

Jika (ny,n,) = d, maka

d|(ny, + ny)x —ayn, + azng

d|((n2 +ny)x —an, + aznl)(nz +ny)7?t

dlx —(ny + ny) 1 an, + ayn,

x = (n, + ny) - ayny, + ayng(mod nyny)

X =az(modng) coeeeeevcveceieieens (iii)

Dari kongruensi (*) dan (iii)

(ny + ny)x = ayn, + an, (mod nyn,) XNg

X = az(mod n3) Xnyn,

46
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Sehingga diperoleh
(nyns + nyng)x = a;nyns + aynyng(mod nynynsg)

(nyny)x = asnyn,(mod nyn,n,)

_|_

(nyn3 + nyng + nyny)x = aynynz + aynyng + aznn,(mod nynyns).......... (**)
(nyns + nyng + nyny) " (nyns + nyng + nyny)x = (npns + nyng + nyny)~t-
anynsz + a;nynz + aznyny(mod nynyny)

x = (nyng + nyng + nyny) ™1 aynyng + aynyng + agnyn,(mod nynynsg)
Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut

(nyn3 + nyng + nyny)x = aynynz + anyns + aznyn,(mod nynyns)
ny|(nyn; + nyn; + nyny)x —a;n,n; + anyng + aznqn,

n,|(nyns + nyng + nyny)x —a nyn; + a,nyng + azngn,

ns|(nyns + nyng + nyny)x —anyng + anyng + azngn,

Jika (ny,n,, ng) = d, maka

d|(nyn; + nyns + nyny)x — anyng + a,nng + azngn,

d|((n2n3 + nyn; + nyny)x — an,n; + a,nyng + a3n1n2)(n2n3 +nns +
niny) !

d|x —(nyns + nyng + nyny) "1 - aynyng + aynyng + azngn,

x = (nyng + nyng + nyny) 1 aynyng + azngng + agnyn,(mod nynyng)

x = a,(mod n,)

Dari pembuktian di atas, terlihat barisan polanya yaitu ¥7_, “2r2rele-lr

ng

r NiMNyN3Ng...Ny
=1 (mod nyn,nzn, ...n,.).
L
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Selanjutnya, penulis memisalkan ruas Kiri dengan a dan ruas kanan
dengan b (mod m) maka didapat ax = b (mod m). Dengan nilai-nilai a, b, dan
m vyang relatif besar dilakukan dengan menyederhanakan kongruensi, vyaitu
mengganti kongruensi semula dengan kongruensi lain yang mempunyai bilangan
modulo lebih kecil. Prosedur ini bisa di ulangi sampai diperoleh suatu kongruensi
yang selesaiannya mudah ditentukan.

Diketahui:

( r MiNyN3zN,.. ) 2 n1n2n3n4 Ny

i1 > a;(mod nynyn;n, ...n,;.)

maka n;n,nsn, ...n,

r NiNyN3Ng .. Ny - 2 r NiMNy;N3Ny...Np a
i=1 o i=1 - L
L l

- NN N3z3N,y.. N NnqiNN3z3N,y.. N
sehingga <( {zlw)x -y Aty ) = (nynynzny ... n,.)y,

n; n;

untuk suatu y € Z.

n1n2n3n4...nra _( r n1n2n3n4...nr)
A — —=e 2 2 7

berarti (n,n,nsn, ...n.)y +Xi_; i=1 »

akibatnya (nynynzn, ...n,. )y = — Y- 1%@ (mod Die W)
i i

X

Sampai tahap ini jelas bahwa kongruensi linier semula ( /4 1%)

ng

r NiMNyN3Ng..Ny

izln—ai(mod nynynsn, ... n,.) berubah menjadi kongruensi linier
i
(mnynzngy ..n)y = — X 1%@ (modZ W) yang lebih
i i
sederhana. Dengan  demikian  (nn,nsng ..n,)y + ZLlwm =
13

( r NNaNzNy.

- 1n—i) x sehingga bentuk umumnya adalah:
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nNi{Mn-N3N,y ... N
r 17210374 r
(nynynang ..n )y + Y- Tli a;
r NMNyN3Ny ... N,
i=1 nl

X =

Adapun jika nilai a, b, dan m merupakan bilangan yang besar, maka
proses di atas dapat diperluas dengan jalan yang sama dan variabel yang berbeda

sehingga dapat diperoleh suatu selesaian.

Contoh:

Untuk 2 kongruensi linier

1. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

= e R W B ()
XxX=2(mod4)...ceeeeirennnn. (i)
Jawab:

Dapat ditentukan bahwa (3,4) =1, sehingga kongruensi tersebut dapat
diselesaikan.

Dari kongruensi (i) dan (ii)

x =1 (mod3)|x4| 4x = 4 (mod 12)

x = 2 (mod 4)|x3| 3x = 6 (mod 12)

Sehingga diperoleh
(4+3)x=1-4+2-3(mod 12)
7x = 10 (mod 12)
7-7x =7-10 (mod 12)
x = 70 (mod 12)

x =10 (mod 12)
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Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:
7x =10 (mod 12)

12](7x — 10)

12|((7x — 10) - 7)

12|(x — 7 - 10)

x =7-10(mod 12)

x = 70(mod 12)

x = 10(mod 12)

Untuk mengecek apakah jawaban tersebut benar, maka nilai x yang telah
diperoleh disubtitusikan pada kongruensi semula yaitu:

x =1 (mod3) =10 =1 (mod 3)

x =2 (mod 4) =10 = 2 (mod 4)

. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

X=1(mod 3).cccceceececircncene (1)
X=2(mod4)..ceceennne (i)
Jawab:

Dapat ditentukan bahwa (3,4) =1, sehingga kongruensi tersebut dapat

diselesaikan.

r MnqNnnzng..Ny
(nan ns n4---nr)J/+Zi=1Tai
— L
X = r MN1N2N3N4..Ny
i=1 n;

_ (nqnp)y+asny+azng
ny +Tl1

_ (34)y+1-4+2-3
- 4+3



(12)y+10

7x = 12y + 10
7x —10 =12y
12y = —10 (mod 7)
12y = —3 (mod 7)
12y = 4 (mod 7)
5y =4 (mod 7)

3:5y=3-4(mod?7)

y =12 (mod 7)
y =5 (mod 7)
y=5

Jadi y = 5, selanjutnya disubtitusikan pada persamaan
7x =12y + 10
7x =12-5+10
7x =70
x =10
Sehingga selesaiannya adalah x = 10 (mod 12).

Atau dapat dikerjakan sebagai berikut:

12)y+10
X =( )37/

7x = 12y + 10
7x = 10 (mod 12)

7-7x =7-10 (mod 12)

51
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x =70 (mod 12)
x =10 (mod 12)

Sehingga selesaiannya adalah x = 10 (mod 12).

Untuk 3 kongruensi linier

1. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

T (T ) N (i)
X =3 (MOA4) oo, (ii)
X =4(MOd 5o (iii)
Jawab;

Dapat ditentukan bahwa

(3,4) =1, (3,5 =1, dan (4,5) =1 sehingga kongruensi tersebut dapat
diselesaikan.

Dari kongruensi (i) dan (ii)

x = 2 (mod 3) |x4| 4x = 8 (mod 12)

x = 3 (mod 4) |x3| 3x =9 (mod 12)

Sehingga diperoleh
(4+3)x=2-4+3-3 (mod 12)
7x = 17 (mod 12)
7-7x =7-17 (mod 12)
x = 119 (mod 12)

x =11 (mod 12)..ccccceiviiirirene, *)
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Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:
7x =17 (mod 12)

12|(7x —17)

12|((7x = 17) - 7)

12|(x = 7-17)

x =717 (mod 12)

x =119 (mod 12)

x =11 (mod 12)
X=4(Mod5).iiecieen, (iii)

Dari kongruensi (*) dan (iii)

x = 11 (mod 12) [Xx5 | 5x = 55 (mod 60)

x =4 (mod5) [x12|12x = 48 (mod 60)

Sehingga diperoleh
(5+12)x =11-5+ 4- 12 (mod 60)
17x = 55 + 48 (mod 60)
17x = 103 (mod 60)
53-17x = 53-103 (mod 60)
x = 5459 (mod 60)
x = 59 (mod 60)
Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:
17x = 103 (mod 60)
60[(17x — 103)

60|((17x — 103) - 53)



60|(x —53-103)
x = 53-103 (mod 60)
x = 5459 (mod 60)

x = 59 (mod 60)

54

Untuk mengecek apakah jawaban tersebut benar, maka nilai x yang telah

diperoleh disubtitusikan pada kongruensi semula yaitu:

x = 2 (mod 3) =59 = 2 (mmod 3)
x = 3 (mod 4) =59 = 3 (mod 4)

x = 4 (mod 5) =59 = 4 (mod 5)

. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

X =2(m0d 3o (i)
X =3 (MOA4) oo (ii)
X =4 (MOAS5) oo (iii)
Jawab

Dapat ditentukan bahwa

(3,4)=1, (3,5 =1, dan (4,5) =1 sehingga kongruensi tersebut dapat

diselesaikan.

r Mnqnznzng..ny
(nynanzng ---"r)Y+Zi=1Tai
J— L
x = r N1N2N3ng.Nr
i=1 n;

(nqnynz)y+ainyng+aznynzg+asnin,

npynz+ninz+nyng

_ (3:4'5)y+2:4-5+3-3-5+4-34
- 45+3-5+34
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_ (60)y+133
- 47

47x = 60y + 133
47x — 133 = 60y
60y = —133 (mod 47)
60y = 8 (mod 47)
13y = 8 (mod 47)
Karena kesulitan menentukan invers dari 13 (mod 47), maka penulis

mereduksi kongruensi tersebut dengan variabel yang berbeda sehingga dapat

diperoleh suatu selesaian.
13y = 8 (mod 47)

Terlebih dahulu perlu dicari (13,47) dengan Algoritma Euclides

47=3-13+8

13=1-8+5
8=1:-5+3
5=1:-3+2
3=1-2+1
2=2-1+0

Jadi, (13,47) = 1, maka kongruensi linier tersebut mempunyai satu selesaian.
47a = —8 (mod 13)
8a = —8 (mod 13)
13b = 8 (mod 8)
5b = 8 (mod 8)

8c = —8 (mod 5)



3c = —8(mod 5)
2-3c=2--18(mod)5)

c =—16 (mod 5)

¢ =4 (mod)>5)
Jadi,c =4
p o 8ct8 _ 848 _ g
5 5
_13b-8 _138-8 _ .,
8 8
= 47:048 _ 471248 _ 4,

13 13

Jadi y = 44, selanjutnya disubtitusikan pada persamaan
47x = 60y + 133
47x = 60-44 + 133
47x = 2773
x = 59 (mod 60)
Sehingga selesaiannya adalah x = 59 (mod 60).

Atau dapat dikerjakan sebagai berikut:

_ (60)y+133
o 47

47x = 60y + 133
47x = 133 (mod 60)
47x = 13 (mod 60)
60a = —13 (mod 47)
13a = —13 (mod 47)

47b = 13 (mod 13)

56

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



8b = 13 (mod 13)
13c¢ = —13 (mod 8)
5¢ = —13 (mod 8)
3:5¢c=3-(—13) (mod 8)

—c = —39 (mod 8)

¢ = 39 (mod 8)
¢ =7 (mod 8)
Jadi,c =7

p o 13c+13 137413 _ o

8 8
Ll 47-b—13 A 47-13—-13 — 46

13 13

o = S0a+13 6046413 _ oo

47 47
Jadi x = 59

Sehingga selesaiannya adalah x = 59 (mod 60).

Untuk 4 kongruensi linier

1. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

X=2(0Mod5)..cccceiiiiiiiiiinn, (1)
X=3Mod 7)., (i)
X=4(Mod 9) .o, (iii)

X=50mod 11).ccciviiiiiiiiiienn, (iv)
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Jawab:

Dapat ditentukan bahwa

(5,7) =1,(5,9) =1,(511) =1
(7,9)=1,(7,11) =1,(9,11) = 1

sehingga kongruensi tersebut dapat diselesaikan.
Dari kongruensi (i) dan (i)

x = 2 (mod 5) [x7|7x = 14 (mod 35)

x = 3 (mod 7) |x5|5x = 15 (mod 35)

Sehingga diperoleh
(7+5)x=2-7+3"-5 (mod 35)
12x = 29 (mod 35)
3-12x = 3-29 (mod 35)

x = 87 (mod 35)....cccccovecveenenen. *)

Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:

12x = 29 (mod 35)
35[(12x — 29)
35/((12x = 29) - 3)
35/(x — 3 - 29)

x = 329 (mod 35)
x = 87 (mod 35)

X=4(mod 9) .o, (iii)
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OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Dari kongruensi (*) dan (iii)
x = 87 (mod 35) [x9 | 9x = 783 (mod 315)

x =4 (mod9) [x35[35x = 140 (mod 315)

Sehingga diperoleh
(94 35)x =87:9+ 435 (mod 315)
44x = 923 (mod 315)
179 - 44x = 179 - 923 (mod 315)
x = 165217 (mod 315)

=R Grodinils) . A 1. L . S (**)

Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:

44x = 923 (mod 315)

315|(44x —923)

315|((44x — 923) - 179)

315|(x — 179 - 923)

x =179 -923 (mod 315)

x = 165217 (mod 315)

x = 157 (mod 315)

x=50mod 11)..cccccecviiiiiinn, (iv)

Dari kongruensi (**) dan (iv)

x = 157 (mod 315)|x11 | 11x = 1727 (mod 3465)

x =5 (mod 11) x315| 315x = 1575 (mod 3465)

59
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Sehingga diperoleh
(11 4+ 315)x = 157 -11 + 5+ 315 (mod 3465)
326x = 3302 (mod 3465)
1031 -326x = 1031 - 3302 (mod 3465)

x = 3404362 (mod 3465)

x = 1732 (mod 3465)
Jika dikerjakan secara keterbagian maka diperoleh sebagai berikut:
326x = 3302 (mod 3465)
3465|(326x — 3302)
3465|((326x — 3302) - 1031)
3465|(x — 1031 - 3302)
x = 1031 -3302 (mod 3465)
x = 3404362 (mod 3465)
x = 1732 (mod 3465)
Untuk mengecek apakah jawaban tersebut benar, maka nilai x yang telah
diperoleh disubtitusikan pada kongruensi semula yaitu:
x =2 (mod5) =1732 = 2 (mod 5)
x =3 (mod7)=1732 =3 (mod 7)
x =4 (mod9) =1732 = 4 (mod 9)

x =5 (mod 11) = 1732 =5 (mod 11)



61

2. Selesaikanlah kongruensi linier simultan berikut ini.

X =2 (M0A5) oo 0
X=3(M0d 7)o (ii)
LT ) N (iii)
X =5 (M0d 11 oo (iv)
Jawab:

Dapat ditentukan bahwa
(5, 7) =N, B =M, (5,11)=11
(7,9 =1,(7,11) =1,(9,11) =1

sehingga kongruensi tersebut dapat diselesaikan.

r MN1NN3N4..Nr
(n1n2n3n4...nr)y+2i=17n_ a;
—3 L
X = Er N1NN3N4 .. N1
SN Y 4

_ (mungyngny)y+anangng+azngngng+asninang+agngnansg

NyN3NL+N1 N3N, N NNy +N N N3

_ (57:911)y+2:7:911+3:5:9-11+4°5:7:11+5:5:7:9
a3 7-9:114+5:9:11+5:7:11+5-7-9

_ (3465)y+5986
- 1888

1888x = 3465y + 5986
1888x — 5986 = 3465y

3465y = —5986 (mod 1888)

3465y = 1566 (mod 1888)

1577y = 1566 (mod 1888)
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Karena kesulitan menentukan invers dari 1577 (mod 1888), maka

penulis mereduksi kongruensi tersebut dengan variabel yang berbeda sehingga

dapat diperoleh suatu selesaian.

1577y = 1566 (mod 1888)
Terlebih dahulu perlu dicari (1577, 1888) dengan Algoritma Euclides
1888 = 1-1577 + 311
1577 =5+311 + 22

311=1:2243

22=7-3+1

3=3:1+0

Jadi, (1577,1888) = 1, maka kongruensi linier tersebut mempunyai satu

selesaian.

1888a = —1566 (mod 1577)
311a = —1566 (mod 1577)
1577b = 1566 (mod 311)
22b = 1566 (mod 311)
311c = —1566 (mod 22)
3c = —1566 (mod 22)
7-3c =7-(—1566) (mod 22)
21c = —10962 (mod 22)
—c = —10962 (mod 22)
c = 10962 (mod 22)

¢ =6 (mod 22)



Jadi,c =6

311:c+1566 _ 311:6+1566
b= = = 156

22 22

__1577-b—1566 __ 1577-156—1566

a= = =786
311 311

_ 1888:a+1566 _ 1888:786+1566
- 1577 P 1577

= 942

Jadi y = 942, selanjutnya disubtitusikan pada persamaan
1888x = 3465y + 5986
1888x = 3465 -942 + 5986
1888x = 3270016
x = 1732 (mod 3465)
Sehingga selesaiannya adalah x = 1732 (mod 3465).

Atau dapat dikerjakan sebagai berikut:

_ (3465)y+5986
- 1888

1888x = 3465y + 5986
1888x = 5986 (mod 3465)
1888x = 2521 (mod 3465)
3465aq = —2521 (mod 1888)
1577a = —2521 (mod 1888)
1888b = 2521 (mod 1577)
311b = 2521 (mod 1577)
1577¢ = —2521 (mod 311)
22¢c = —2521 (mod 311)

311d = 2521 (mod 22)
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3d = 2521 (mod 22)
7-3d = 7-2521 (mod 22)
—d = 17647 (mod 22)

d = —17647 (mod 22)

d = 19 (mod 22)

Jadi, d = 19
311:d—2521 311:19-2521
c = = = 154
22 22
1577:c+2521 1577-154+2521
b = = = 789
311 311
1888:b—2521 1888:789—2521
= E =943
1577 1577
3465-a+2521 3465-943+2521
= = =y ilg/S
1888 1888
Jadi x = 1732

Sehingga selesaiannya adalah x = 1732 (mod 3465).

3.3 Cara Menyelesaikan Kongruensi Linier Simultan dengan Teorema Sisa
China (Chinese Remainder Theorem)
Jikany "my, - nz-n,--n, € Z dan (n;,n;) = 1 untuk i # j, maka kongruensi
linier simultan adalah sebagai berikut:
x = a,(mod n,)

X = a,(mod ny,)

x = a,(mod n;)

dimana a4, a,, as,..., a, adalah sebarang r bilangan bulat.



65

Mempunyai selesaian persekutuan yang tunggal :

T
X = Z 12 il re T a;b;(mod [nyn,n3n, ...n,.])
i

i=1

Diketahui:

Misaln = n, - n, - ng - n, -+ n,

Karena - (i=1,2,3,..,r) adalah bilangan bulat yang tidak memuat n;, serta
n.

(n;,n;) = 1 untuk i # j maka (n]bi = 1. Menurut dalil jika {j,nij =1, maka
n n;

n
n.

n ]
— masih

kongruensi linear ( jbj =1 (mod n;) mempunyai 1 selesaian. Karena
n

memuat n;, maka untuk i # j berlaku (:Jbi = 0 (mod n;). Dengan memilih

N
t= == aibi, maka:
izt I
n n n n
t= —ab, +—ab, +...+ —ab +..+ —ab,
n, n, n, n,

Dalam modulo m;(i = 1,2, 3, ...,r) t dapat dinyatakan dengan

n n n n
t=(—ab, + —a,b, +..+ —ab, +...+ —a,b, ) (mod n;)
n, n, n, n

I r

t= nlalb1 (mod n;) + nlazb2 (mod n;) + ..+ nﬂaibi (mod n;) + ... +
1 2 i

~ab,) (modn)

r



n
Karena | —
n.

diperoleh:

D =0(modn,)
n

1

N, =0(modn,)
n

2

M =0(modn,)
n.

1br =0(modn,) untuki =1,2,3,..,r
n

r

Sehingga:

T ab, =0(modn,)
nl

L a,b, =0(modn.,)
nZ

nﬂaibi =0(modn,)

nﬂ a b, =0(modn,)

r

jbi = 1 (mod n;) dan untuk i # j berlaku (
n

n
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jbi = 0 (mod n;) maka

Jadit = 0 (mod n;) + 0 (mod n;) + -+ + a; (mod n;) + ---+ 0 (mod n;)

t = a; (modn;)
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Karenai =1,2,3,..,r maka
t =a, (modn,)
t = a, (modn,)

t = az (mod ny)

t = a, (modn,)
Hal ini berarti ¢t memenuhi semua kongruensi x = a; (mod n;). Dengan
kata lain t merupakan selesaian persekutuan dari semua kongruensi linear

simultan tersebut.

Contoh:

L. RS (niod S ). . g unna . (i)
X=2(Mod4) i (i)
Jawab:

Untuk menyelesaikan kongruensi di atas maka dicari nilai dari
ap=1a,=2
n,=3,n,=4
n=n; n,=3"4=12

Maka dapat diketahui bahwa:

(n,n) = (34) =1

Kemudian n =%= 4e 7

nl
N _12_3¢q
n, 4
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Karena(ﬂ, nlJ =(4,3)=1, maka ada b, € Z sehingga
n

n : I
[— : nl] =b, (mod n, ) mempunyai satu selesaian yaitu
1

4b, = 1 (mod 3)

b; =1 (mod 3)
Karena(1 , nzj =(3,4)=1, maka ada b, € Z sehingga
n2

n . : :
[— : nzj =b, (mod n, ) mempunyai satu selesaian yaitu
n2

3b, =1 (mod 4)

b, = 3 (mod 4)

Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

la1b154-1-1E4(m0d3)51(m0d3)
Za,b, =3-2-3 =18 (mod 3) = 0 (mod 3)

=1 (modny) + 0 (mod n,)

1 (mod n,)

t =a, (modn,)

Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

n

n—alblE4-1-1E4(m0d4)50(m0d4)

1

nlazbzz3-2-3z18(mod4)52(mod4)
2

= 0 (mod n,) + 2 (mod n,)
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= 2 (mod n,)

t =a, (modn,)
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Ternyata t memenuhi kongruensi linier pertama dan kedua, sehingoa t

merupakan selesaian persekutuan yang secara simultan

kongruensi.
Jadi,le'al'b1+l'a2'b2 (mOd 12)
nq Ny
=4-1-1+3-2-3(mod 12)

=4+ 18 (mod 12)

= 22 (mod 12)
= 10 (mod 12)
E.RE=N2NGioch i . S ()
X =3(Mod4)ecciiiiiiiinn (i)
X=4(mod5)..ccicnnicnne. (iii)

memenuhi

Untuk menyelesaikan kongruensi di atas maka dicari nilai dari

a,=2,a,=3,a3=4
n=3n,=4n;=5
n=n;-ny,-nyg=3-4-5=60
Maka dapat diketahui bahwa:
(ny,n)=GB4) =1
(n,n3z)=@35)=1

(nz,n3) = (45) =1

semua



Kemudian 1:@: 20eZ
n 3
N _80 _15¢y
n, 4
N _%0_1rey
ng 5

Karena(ﬂ,nlj =(20,3) =1, maka ada b, € Z sehingga
r]1

n . . :
[— : nlj =D, (mod n,) mempunyai satu selesaian yaitu
nl

20b; =1 (mod 3)

b; = 2 (mod 3)

Karena(i,nzj =(15,4) =1, maka ada b, € Z sehingga
n2

Ei : nZJ =D, (mod n,) mempunyai satu selesaian yaitu
n2
15b, = 1 (mod 4)

b, = 3 (mod 4)

Karena(ni, n3j =(12,5) =1, maka ada b5 € Z sehingga

3

n : . .
[— , nsJ = b, (mod n;) mempunyai satu selesaian yaitu
n3

12b; =1 (mod 5)

b; = 3 (mod 5)
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t

Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

~a;b; =20-2-2 =80 (mod 3) = 2 (mod 3)

1

nlazb2 = 15-3-3 = 135 (mod 3) = 0 (nod 3)
2

nla3b3 =12-3-4 =144 (mod 3) = 0 (mod 3)
3

= 2 (mod ny) + 0 (mod n,) + 0(mod n,)
= 2 (mod n,)

t =a, (modn,)

Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

nialb1 =20-2-2 = 80 (mod 3) = 0 (mod 4)

niazb2 = 15-3-3 = 135 (mod 3) = 3 (mod 4)

nla3b3 =12-3-4 = 144 (mod 3) = 0 (mod 3)
3

= 0 (mod n,) + 3 (mod n,) + 0(mod n,)
= 3 (mod n,)

= a, (mod n,)

Jika t dinyatakan dalam modulo n3, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

nlalb1 =20-2-2 = 80 (mod 3) = 0 (mod 5)

1

nlazb2 = 15-3-3 = 135 (mod 3) = 0 (mod 5)
2

n1a3b3 = 12-3-4 = 144 (mod 3) = 4 (mod 5)
3

= 0 (mod n3) + 0 (mod n3) + 4 (mod n3)
= 4 (mod n3)

= a3 (mod n3)
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Ternyata t memenuhi kongruensi linier pertama dan kedua, sehingga t
merupakan selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua
kongruensi.

Jadi, x Enll-al-b1+nlz-a2-b2 +n£3-a3 + b3 (mod 60)
=20-2-2+15-3-3+12-3-4 (mod 60)
= 80 + 135 + 144 (mod 60)

= 359 (mod 60)

= 59 (mod 60)

S0 =22 (o dhs ). . B, . 5. (1)
=R . ) . (i)
=KAo di0) . . Ser . b (iii)
x=5(mod 11).....cccceeveeenennee. (iv)

Jawab:

Untuk menyelesaikan kongruensi di atas maka dicari nilai dari
a,=2,a,=3,a3;=4,a,=5
n=5n=7n=9n, =11
n=ny Ny Ng-n,=57-9-11 = 3465

Maka dapat diketahui bahwa:

(n,n) =(G7) =1 (nz,n3) =(7,9) =1
(n,n3) =(5,9) =1 (nz,ny) =(711) =1

(ny,ny) =(G,11) =1 (n3,ny) =(9,11) =1



n 3465 n 3465

Kemudian — = 693eZ —=——=385€7Z
n 5 n,
N _3465 sg5ez N _345_si5¢4
n, 7 n, 11

Karena(ﬂ : nlj =(693,5) =1, maka ada b, € Z sehingga
n

1

n : . ;
[— : nlj =D, (mod n,) mempunyai satu selesaian yaitu
nl

693b; = 1 (mod 5)
3b; =1 (mod 5)

b, = 2 (mod 5)

Karena(1 ) nzj =(495,7) =1, maka ada b, € Z sehingga
n2

n . . :
(n_ : nZJ =b,(mod n,) mempunyai satu selesaian yaitu
2

495bh, = 1 (mod 7)
5b, =1 (mod 7)

b, = 3 (mod 7)

Karena[ﬂ : n3J =(385,9) =1, maka ada b5 € Z sehingga
n3

n . . .
[n— : nSJ = b, (mod n;) mempunyai satu selesaian yaitu
3

385b; = 1 (mod 9)

7b; = 1 (mod 9)
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b; = 4 (mod 9)

Karena(1 : n4J =(315,11) =1, maka ada b, € Z sehingga
n

7

n . 2 :
(n— : n4J =b,(mod n,) mempunyai satu selesaian yaitu
v

315b, =1 (mod 11)

7b, = 1 (mod 11)

b, = 8 (mod 11)
Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

nilalb1 =693-22 = 2772 (mod 5) = 2 (mod 5)

—zb; = 4953 -3 = 4455 (mod 5) = 0 (mod 5)

—3b; = 38544 = 6160 (mod 5) = 0 (mod 5)

n%a4b4 =315-8-5 = 12600 (mod 5) = 0 (mod 5)

= 2 (mod ny) + 0 (mod n;) + 0 (mod n;) + 0(mod n,)

= 2 (mod n,)

= a, (mod n,)

Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:
nllalbl =693:2-2= 2772 (mod 7) =0 (mod 7)

nlzazbz = 495-3-3 = 4455 (mod 7) = 3 (mod 7)

nlagb3 =385-4-4 = 6160 (mod 7) = 0 (mod 7)
3

n1a4b4 = 315-8-5 = 12600 (mod 7) = 0 (mod 7)
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= 0 (mod n,) + 3 (mod n,) + 0 (mod n,) + 0 (mod n,)
= 3 (mod n,)
t =a, (modn,)
Jika t dinyatakan dalam modulo n;, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

nlalb1 =693-2-2 = 2772 (mod 9) = 0 (mod 9)

1

nlazb2 = 495 - 3+ 3 = 4455 (mod 9) = 0 (mod 9)
2

nia3b3 =385-4-4 = 6160 (mod 9) = 4 (mod 9)
3

nla‘}b4 = 315-8-5 = 12600 (mod 9) = 0 (mod 9)
4

= 0 (mod n3) + 0 (mod n3) + 4 (mod n3) + 0 (mod n3)
= 4 (mod n3)
t = a; (mod n3)
Jika t dinyatakan dalam modulo n,, maka diperoleh hasil sebagai berikut:

nlalb1 = 69322 = 2772 (mod 11) = 0 (mod 11)

1

niazb2 = 495 -3 -3 = 4455 (mod 11) = 0 (mod 11)
2

nlagb3 =385-4-4 = 6160 (mod 11) = 0 (mod 11)
3

nla4b4 =315-8-5 = 12600 (mod 11) = 5 (mod 11)
4

= 0 (mod ny) + 0 (mod n,) + 0 (mod n,) + 5 (mod ny,)
=5 (mod n,)

t = a, (Mmod ny,)
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Ternyata t memenuhi kongruensi linier pertama dan kedua, sehingga t
merupakan selesaian persekutuan yang secara simultan memenuhi semua
kongruensi.

n

Jadi, x=—-a, by +—=-ay by + —+as - bs +—- a, - b,(mod 3465)
nq ny ns Ny

=693-2-2+495-3-3+385-4-4+315-8-5 (mod 3465)
= 2772 + 4455 + 6160 + 12600 (mod 3465)
= 25987 (mod 3465)

= 1732 (mod 3465)

1.4 Perbandingan Menyelesaikan Kongruensi Linier Simultan Satu Variabel
secara Rekursif dan Teorema Sisa China (Chinese Remainder Theorem)
Rekursif:

a. Selesaian mempunyai bentuk umum

nn;Nn3zn, ...N,;. ]
n; L

(nynpnzny ..n )y + Xi_y

r MaNpMaNy .. Ny
=1 ni

=

b. Memuat adanya langkah atau proses berulang.

c. Tanpa mencari KPK dari semua kongruensi.

d. Lebih sulit dalam menentukan invers suatu kongruensi.

e. Menjadi semakin sulit dan tidak efisien jika banyaknya kongruensi linier
bertambah banyak dengan bilangan yang besar.

f. Mempunyai syarat setiap dua modulo dari kongruensi linier harus relatif

prima.



77

Teorema Sisa China:

a. Selesaian mempunyai bentuk umum

T
X = z L 2 el raibl-(mod [ninynsng ...n,.])
n;

i=1

b. Tidak memuat adanya langkah atau proses berulang.

c. Mencari KPK dari semua kongruensi.

d. Lebih mudah dalam menentukan invers.

e. Tetap efisien jika banyaknya kongruensi linier bertambah banyak
meskipun dengan bilangan yang besar.

g. Mempunyai syarat setiap dua modulo dari kongruensi linier harus relatif
prima.
Dari beberapa perbedaan di atas dapat disimpulkan bahwa teorema sisa

China adalah metode yang lebih efisien dalam menyelesaikan kongruensi linier

simultan satu variabel daripada secara rekursif.

3.5 Kongruensi Linier Simultan dalam Pandangan Islam

Islam adalah agama yang mengatasi dan melintasi waktu, karena sistem
nilai yang ada di dalamnya adalah mutlak. Kebenaran nilai Islam bukan hanya
untuk masa dahulu, tetapi juga untuk masa sekarang bahkan masa yang akan
datang, sehingga nilai-nilai dalam Islam berlaku sepanjang masa. Dalam
penelitian ini, juga terdapat beberapa kajian ilmu matematika khususnya ilmu
Teori Bilangan, yaitu mengenai kajian kongruensi linier simultan satu variabel.

Berdasarkan pembahasan, dapat diketahui bahwa terdapat beberapa tahapan atau
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proses dalam menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel adalah
bertujuan untuk mempermudah dalam menyelesaikan kongruensi linier tersebut.
Jika dikaitkan dengan agama Islam, hal ini dapat direlevansikan dengan Al Qur’an
yang menyebutkan bahwa Al Qur’an diturunkan untuk mempermudah.

Sebagaimana yang tertera pada surat At Thaahaa ayat 2-3:

//
..

DL

Artinya: Kami tidak menurunkan AL Quran ini kepadamu agar Ramu menjadi susah. Tetapi
sebagai peringatan bagi orang yang takut (kepada Allah) (Q.S At Thaahaa:2-3)

Ayat di atas menceritakan bahwa Allah SWT tidaklah membuat kesusahan
dengan diturunkannya Al Qur’an, tetapi Allah SWT menurunkan Al Qur’an
sebagai kemudahan untuk memberi peringatan kepada manusia. Seperti yang telah
dijelaskan dalam bab-bab sebelumnya bahwa dalam menyelesaikan kongruensi
linier simultan satu variabel terdapat banyak tahapan. Allah berfirman dalam surat

Al Bagarah ayat 177:

TR Y. = 7o o et PN T R P TR
WL Gl oo A 555 ol Gl 33 05525 15135 0f 2T G
LSJJ cacx e OUTT Gl uﬂulj STy aem 2l N1 540

£

26l 6T 55 wpu\) Jorfl oy oKildly (il el
i i

. ‘jTCQ oealls b~‘-@—9 15) p—h‘-e-w Tosbsadly 55,5301 Sl 35l

P ’,‘;'&

Q)_n:ug.]‘ M“’L‘]}‘) ‘).9..\.,5 Q—’v\“g.,l,._j) u’“u‘Lﬂ?) ;‘J\a.”}
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l
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Artinya: BuRanlah menghadapkan wajahmu Re arah timur dan barat itu suatu Rebajikan,

akan tetapi sesungguhnya Rebajikan itu ialah beriman Repada Allah, hari
Remudian, malaikat-malaiRat, Ritab-Ritab, nabi-nabi dan memberikan harta yang
dicintainya Repada Rerabatnya, anak-anak yatim, orang-orang miskin, musafir
(yang memerlukan pertolongan) dan orang-orang yang meminta-minta, dan
memerdeRakan hamba sahaya, mendirikan sholat, dan menunaikan zakat, dan
orang-orang yang menepati janjinya apabila ia berjanji, dan orang-orang yang sabar
dalam Resempitan, penderitaan dan dalam peperangan, mereRa ialah orang-orang
yang benar (imannya), dan mereRa itulah orang-orang yang bertaqwa (Q.S. Al
Bagoroh:177).

Adapun yang dimaksud orang-orang beriman dalam ayat tersebut adalah

sebagai berikut:

1.

Beriman kepada hari kemudian, malaikat-malaikat, kitab-kitab, dan
nabi-nabi.

Memberikan harta yang dicintainya kepada kerabatnya, anak-anak
yatim, orang-orang miskin, musafir, dan orang-orang yang meminta-
minta.

Mendirikan sholat, artinya menyempurnakan pelaksanaan amalan
shalat secara tepat waktu dengan rukun sesuai dengan yang
disyari’atkan dan diridhai.

Menunaikan zakat, artinya penyucian diri dari akhlak tercela.
Orang-orang yang menepati janjinya apabila ia berjaniji.

Orang-orang yang sabar dalam kesempitan, penderitaan, dan dalam

peperangan.

Dari ayat diatas dapat diambil sebuah pelajaran penting tentang Allah

SWT itu

Maha Kuasa lagi Maha Pengasih. Untuk menjadi seorang yang beriman,

Allah SWT memberi kesempatan bahwa banyak jalan untuk menuju menjadi

orang yang beriman. Allah SWT juga menunjukkan bermacam-macam tanda-
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tanda kekuasaan-Nya. Dan segala macam-macam tanda-tanda itu akan berguna
bagi kaum yang memikirkannya.
Jika tanda-tanda orang beriman tersebut diaplikasikan pada kongruensi
linier simultan adalah sebagai berikut:
x = Beriman kepada hari kemudian, malaikat-malaikat, kitab-kitab, dan
nabi-nabi.
x = Menunaikan zakat, artinya penyucian diri dari akhlak tercela.

x = Orang-orang yang menepati janjinya apabila ia berjanji.

x = Orang-orang yang sabar dalam kesempitan, penderitaan, dan dalam
peperangan.

Maka x akan memiliki solusi bersama yaitu orang yang masuk surga satu
sama lain.

Dalam suatu hadits yang diriwayatkan oleh Bukhari dan Muslim

menjelaskan bahwa:
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Artinya: Dari Abu Abdurrafiman Abdullah bin Mas'ud radiallahuanhu beliau berRata:
Rasulullah Shallallahu’alaihi wasallam menyampaikan Repada Rami dan beliau
adalah orang yang benar dan dibenarRan: Sesungguhnya setiap Ralian dikumpulkan
penciptaannya di perut ibunya sebagai setetes mani selama empat puluh hari
Remudian berubah menjadi setetes darah selama empat puluh hari, Remudian
menjadi sequmpal daging selama empat puluh hari. Kemudian di utus Repadanya
seorang malaikat lalu ditiupkan padanya ruh dan dia diperintahkan untugk,
menetapRan empat perkara: menetapRan rizkinya, ajalnya, amalnya dan RecelaRaan
atau Kebahagiaannya. Demi Allah yang tidak ada Ilah selain-Nya, sesungguhnya di
antara Rglian ada yang melakuRan perbuatan ahli surga hingga jarak antara
dirinya dan surga tinggal sehasta akan tetapi telah ditetapkan baginya Retentuan,
dia melaRukan perbuatan ahli neraka maka masuklah dia ke dalam neraka.
sesungguhnya di antara Ralian ada yang melakuRan perbuatan ahli neraka hingga
jarak, antara dirinya dan neraka tinggal sehasta aRan tetapi telah ditetapRan
baginya Ketentuan, dia melakukan perbuatan ahli surga maka masuklah dia Re
dalam surga (HR, Bukhori dan Muslim).

Hadits ini sangat agung, memuat kondisi manusia mulai dari awal
penciptaannya, kehidupannya di dunia hingga kondisinya yang terakhir di negeri
keabadian akhirat, baik di kampung kebahagiaan (surga) maupun di kampung
penderitaan (neraka). Semuanya berjalan sesuai ketentuan Allah.

Jadi dalam surat An Nahl ayat 11 dan surat At Thaahaa ayat 2-3 serta
hadits tersebut sangat relevan jika dikaitkan dengan menyelesaikan kongruensi
linier simultan satu variabel. Begitu juga dengan Allah SWT yang menunjukkan
banyak hal untuk menunjukkan kekuasaan-Nya dan banyak hal juga untuk

menjadi orang yang beriman disisi Allah SWT.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel dapat dilakukan
dengan cara sebagai berikut:
a. Cara Rekursif
Secara bertahap kongruensi linier pertama dan kedua diselesaikan
terlebih dahulu sehingga diperoleh selesaian dari dua kongruensi
tersebut. Berikutnya kongruensi linier ketiga diselesaikan dengan
selesaian dari kongruensi pertama dan kedua. Demikian seterusnya
sehingga pada tahapan tertentu dapat diperoleh suatu selesaian, dan
dari selesaian yang diperolen dapat diproses mundur sehingga

diperoleh selesaian dari kongruensi linier simultan secara rekursif yaitu

NnNiN,N3MNy ... N

r 17¢27%37%4 T

(n1n2n3n4 nr)y + Zi=1 n a;
l

r NMNN3Ny ... Ny

i=1 nl

X =

b. Teorema Sisa China
Mencari KPK dari masing-masing kongruensi linier. Jika banyaknya
kongruensi linier dalam sistem yang simultan lebih dari dua, maka
penyelidikan dapat dilakukan untuk semua pasangan kongruensi.
Demikian pula dapat ditentukan, jika (n,,n,) =1, maka sistem
kongruensi linier simultan dapat diselesaikan. Sehingga selesaian dari

kongruensi linier simultan dengan teorema sisa china yaitu

82
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r

nnyN3N, ... Ny
Z - a;b;(mod [nynynzn, ...n,|)
L

X
i=1

Dari kedua cara tersebut, teorema sisa china adalah cara yang lebih efisien

dalam menyelesaikan kongruensi linier simultan daripada cara rekursif.

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan
menyelesaikan kongruensi linier simultan satu variabel secara rekursif dan
teorema sisa china serta perbandingan dari kedua metode tersebut. Maka dari itu,
untuk penulis selanjutnya, penulis menyarankan untuk mengkaji menyelesaikan
kongruensi simultan satu variabel non linier atau menyelesaikan kongruensi linier

simultan yang modulonya tidak relatif prima.
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