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ABSTRAK 

 

Umah, Siti Maslahatul. 2009. Kajian Isomorfisme Grup Pada Subgrup 

Normal. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi 

Universitas Islam Negeri (UIN) Maulana Malik Ibrahim Malang. 

 Pembimbing: (1) Evawati Alisah, M.Pd 

               (2) Munirul Abidin, M.Ag 

    

Kata kunci: Grup, Isomorfisme Grup, Graf, Subgrup Normal.  

 

 

 Aljabar Abstrak merupakan salah satu cabang matemátika yang di 

dalamnya terdapat bahasan mengenai grup. Grup adalah sistem aljabar dengan 

satu operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Grup G  isomorfik dengan 
'

G  jika terdapat suatu pemetaan ': GG →φ  yang bersifat homomorfisma dan 

bijektif. Salah satu Isomorfisme grup yang menarik yaitu isomorfisme grup pada 

subgrup normal. Berdasarkan latar belakang tersebut, maka dalam skripsi ini 

penulis akan membahas tentang isomorfisme grup pada subgrup normal. 

Dalam pembahasan skripsi ini, penulis mendeskripsikan tentang subgrup 

normal dan isomorfisme grup pada subgrup normal. Dari hasil pembahasan, 

diperoleh bahwa irisan dari dua buah subgrup normal adalah normal, yakni 

dengan menggunakan contoh 12M . 

Hal-hal yang dibahas dalam skripsi ini hanya sebagian kecil dari 

isomorfisme grup pada subgrup normal. Oleh karena itu, diharapkan  kepada para 

penulis yang lain untuk mengadakan penelitian secara lebih mendalam mengenai 

isomorfisme grup pada subgrup normal dengan mencari sifat-sifat yang lain. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB I 

PENDAHULUAN 

  

1.1. Latar Belakang 

   Catatan dari usaha manusia secara continue untuk merumuskan konsep-

konsep dan unsur-unsur dalam bidang ilmu pengetahuan agar dapat diuraikan ke 

dalam dunia nyata adalah sebagian dari sejarah ilmu pengetahuan alam. Berbicara 

tentang ilmu pengetahuan, Al-Qur’an telah memberikan kepada manusia kunci 

ilmu pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan untuk 

mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan mengetahui 

keajaiban dari kedua dunia itu (Rahman, 1992:12). Hal itu menunjukkan keluasan 

suatu ilmu. Dalam Al-Qur’an hal tersebut telah dijelaskan oleh Allah SWT 

dengan firman-Nya dalam surat Al-Kahfi ayat 109 yang berbunyi:  

��������������������� ������������������	 	
�� �
���	�	�
����� � ����� ������������� ���� ������ �������	 	
����	�	�
��������

� � � ������ 	� ��	 	������������������
Artinya: ”Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-

kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) 

kalimat-kalimat Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak 

itu (pula)"(Q. S. Al-Kahfi:109) 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan 

kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya. Dalam mempelajari ilmu 

tidak hanya berbekal kemampuan intektual semata saja, tetapi perlu didukung 

secara bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Sehingga apabila 

ia telah mampu memahami suatu ilmu, maka ia dapat menyampaikan ilmu yang 



telah ia miliki kepada orang yang belum mengetahui dengan disertai metode yang 

baik, sehingga apa yang disampaikan mudah dipahami oleh orang lain. 

Sebagaimana firman Allah S.W.T yang memerintahkan Rasulullah s.a.w untuk 

menyampaikan kepada manusia tentang suatu ilmu kepada umat manusia. Firman 

Allah tersebut terletak pada surat Al-Maidah ayat 99: 

�����	� ��������������
�	�����	
������������� ����� 	
 ����� ���������� ���� �� �������	�� �� ����������
Artinya: ”Kewajiban Rasul tidak lain hanyalah menyampaikan (ilmu), dan Allah   

mengetahui apa yang kamu lahirkan dan apa yang kamu sembunyikan 

”(Q. S. Al-Maidah: 99). 

 

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas dari berbagai 

permasalahan. Permasalahan-permasalahan tersebut menyangkut berbagai aspek, 

yang dalam penyelesaiannya diperlukan suatu pemahaman melalui suatu metode 

dan ilmu bantu tertentu. Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang 

mendasari berbagai macam ilmu yang lain dan selalu menghadapi berbagai 

macam fenomena yang semakin kompleks sehingga penting untuk dipelajari. 

Matematika merupakan alat untuk menyederhanakan penyajian dan pemahaman 

masalah. Dalam bahasan matematika, suatu masalah dapat menjadi lebih 

sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipecahkan. Untuk keperluan 

tersebut, pertama dicari pokok masalahnya, kemudian dibuat rumusan atau model 

matematikanya (Purwanto, 1998:1).  

Menurut Abdul Aziz (2006), matematika adalah salah satu ilmu pasti yang 

mengkaji abstraksi ruang, waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan 

realitas alam semesta dalam bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam 

realitas alam akan lebih mudah dipahami. 



 Sedangkan mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul 

albab, tidak cukup hanya berbekal kemampuan intektual semata, tetapi perlu 

didukung secara bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola 

pikir deduktif dan logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan 

intuitif dan imajinatif serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris, dan 

logis (Abdussakir, 2007:24). Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam surat 

Shaad ayat 29: 

��������������� ��� ������ ��	��� ����������� ���������
��� �� ������ �!����� �� �� �" ����������� ����� �����#����$�� 

Artinya: ”Ini adalah sebuah Kitab yang kami turunkan kepadamu penuh dengan 

berkah supaya mereka meerhatikan ayat-ayatNya dan supaya mendapat 

pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran (Q. S. Shaad: 29). 
 

Sumber studi matematika, sebagaimana sumber ilmu pengetahuan dalam 

Islam, adalah konsep tauhid, yaitu ke-Esaan Allah (Rahman, 1992:92). Namun, 

Al-Qur’an tidak mengangkat metode baru atau teknik baru dalam masalah ini, 

melainkan telah menunjukkan tentang adanya eksistensi dari sesuatu yang ada di 

balik alam semesta dengan cara yang sama seperti yang ia tunjukkan mengenai 

eksistensi dari alam semesta itu sendiri (Rahman, 1992:15). 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala 

isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan 

perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79). 

 

 



Dalam Al-Qur’an surat Al-Qamar ayat 49 disebutkan: 

� �� 	��������!�%���������& 	
 ����
 ���& 	���'��� 

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” 

(Q.S. Al-Qamar: 49). 

 

 Ayat di atas menjelaskan bahwa alam dan isinya diciptakan oleh Allah 

dengan ukuran, takaran, dan hitungan yang seimbang. Jadi matematika 

sebenarnya telah ada sejak zaman dahulu, manusia hanya menyimbolkan dari 

fenomena-fenomena yang ada dalam kehidupan sehari-hari. 

Shihab (2003:482) menafsirkan bahwa kata qadar pada ayat di atas 

diperselisihkan oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar 

tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena 

ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah, 

maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah 

ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu 

aspeknya saja. Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya. 

Selaku jenis makhluk hidup ia dapat makan, minum dan berkembang biak melalui 

sistem yang ditetapkan-Nya. Manusia memiliki potensi baik dan buruk. Ia dituntut 

untuk mempertanggungjawabkan pilihannya. Manusia dianugerahi Allah petunjuk 

dengan kedatangan sekian rasul untuk membimbing mereka. Akalpun 

dianugerahkan-Nya kepada mereka, demikian seterusnya yang kesemuanya dan 

yang selainnya termasuk dalam sistem yang sangat tepat, teliti dan akurat yang 

telah ditetapkan Allah swt. Demikian juga Allah telah menetapkan sistem dan 

kadar bagi ganjaran atau balasan-Nya yang akan diberikan kepada setiap orang. 

 



Dalam ayat lain juga disebutkan: 

 

( �������) �� �����  
 ���� *����	 !!����""�
 �#�� ����+ ������� �#��������������� �����,�� ���) ��������	$ �%��	&�
��  
�	 ������- 	
�� ������.�#!�%���) �/ �
 ���& �'��$�����& ����$����

Artinya: ”Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak 

mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), 

dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-

ukurannya dengan serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furqaan: 2). 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada 

ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya. 

Ahli matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya 

menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang ada sekarang 

bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya 

menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir, 1997:80). 

Ilmu Aljabar (Abstrak) merupakan salah satu cabang matematika yang 

penting dan banyak manfaatnya karena teori-teorinya dapat diterapkan untuk 

memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Ilmu Aljabar (Abstrak) yang 

merupakan bagian dari Ilmu matematika, pada dasarnya berkembang pesat karena 

dia berhubungan dengan himpunan, operasi dan sifat struktur-struktur di 

dalamnya. 

Teori tentang grup, dimana definisi dari grup sendiri adalah suatu strukur 

aljabar yang dinyatakan sebagai ),( ∗G  dengan G tidak sama dengan himpunan 

kosong ( φ≠G ) dan ∗  adalah operasi biner pada G yang memenuhi sifat-sifat 

assosiatif, ada identitas dan ada invers dalam grup tersebut. Seperti halnya teori 

graf himpunan-himpunan dalam grup mempunyai elemen atau anggota yang juga 



merupakan makhluk dari ciptaan-Nya. Sedangkan operasi biner merupakan 

interaksi antara makhluk-makhluk-Nya, dan sifat-sifat yang harus dipenuhi 

merupakan aturan-aturan yang telah ditetapkan oleh Allah, artinya sekalipun 

makhluk-Nya berinteraksi dengan sesama makhluk ia harus tetap berada dalam 

koridor yang telah ditetapkan Allah. 

Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam Al-Quran. Misalnya, 

kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam golongan. Dimana golongan 

juga merupakan himpunan karena himpunan sendiri merupakan kumpulan objek-

objek yang terdefinisi. Dalam Alquran surat Al-Fatihah ayat 7 disebutkan: 

�(*�$�)��01�� �� ����� %	 ��� ���� 	2 ��	
 ���	$�3�*�����+�,�	 ������+ 	2 ��	
 �-�������04�
��� 
+�����5��  

Artinya:  “(yaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada 

mereka; bukan   (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) 

mereka yang sesat” (Q. S. Al-Fatihah: 7) 

 

Yang dimaksud ayat tersebut yaitu manusia terbagi menjadi tiga 

kelompok, yaitu (1) kelompok yangmendapat nikmat dari Allah, (2) kelompok 

yang dimurkai, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006: 47).  

 Berbicara tentang himpunan selain himpunan manusia, juga disebutkan 

dalam Al-Quran himpunan-himpunan yang lain. Perhatikan firman Allah SWT 

dalam surat Al-Fathir ayat 1. 
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Artinya: “Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan 

malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam 

urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga 

dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang 



dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala 

sesuatu” (Q. S. Al-Fathir: 1). 

 

Dalam ayat 1 surat Al-Fathir ini dijelaskan sekelompok, segolongan, atau 

sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalam kelompok malaikat tersebut 

terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua sayap, tiga sayap, atau empat 

sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompok malaikat yang 

mempunyai lebih dari empat sayap jika Allah SWT menghendaki (Abdussakir, 

2006: 48). 

Kembali pada definisi grup yang merupakan himpunan tak kosong dengan 

operasi biner yang memenuhi sifat-sifat assosiatif, ada identitas, dan ada invers. 

Setelah membicarakan himpunan dalam konsep islam, sekarang mengkaji operasi 

biner dalam konsep islam. Misal º adalah operasi pada elemen-elemen S maka ia 

disebut biner, apabila setiap dua elemen Sba ∈,  maka (a º b) ∈ S. Jadi jika 

anggota dari himpunan S dioperasikan hasilnya juga anggota S. Dalam dunia 

nyata operasi biner dansifat-sifat yang harus dipenuhi oleh grup merupakan 

interaksi-interaksi yang terjadi antara sesama makhluk. Jadi sekalipun makhluk-

makhluk tersebut berinteraksi dengan berbagai macam pola akan tetapi berda 

dalam himpunan tersebut yaitu himpunan ciptaan-Nya. 

Sistem aljabar merupakan salah satu materi pada bagian aljabar abstrak 

yang mengandung operasi biner. Himpunan dengan satu atau lebih operasi biner 

disebut sistem aljabar. Sistem aljabar dengan satu operasi biner yang memenuhi 

sifat-sifat tertentu ang disebut grup. Sedangkan kajian himpunan dengan satu 

operasi biner dalam konsep islam yaitu, bahwa manusia adalah diciptakan secara 



berpasang-pasangan. Perhatikan firman Allah SWT dalam surat Al-Faathir ayat 

11. 
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Artinya: “Dan Allah menciptakan kamu dari tanah Kemudian dari air mani, 

Kemudian dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan perempuan). 

dan tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan tidak (pula) 

melahirkan melainkan dengan sepengetahuan-Nya. dan sekali-kali tidak 

dipanjangkan umur seorang yang berumur panjang dan tidak pula 

dikurangi umurnya, melainkan (sudah ditetapkan) dalam Kitab (Lauh 

mahfuzh). Sesungguhnya yang demikian itu bagi Allah adalah mudah” 

(Q. S. Al-Faathir: 11) 

 

Dari firman di atas bahwa manusia adalah berpasang-pasangan yaitu laki-laki 

dengan perempuan. 

Terkait dengan pernyataan di atas, mencari isomorfisme grup merupakan 

salah satu dari materi pada ilmu aljabar (abstrak) yang berkembang dan mendapat 

perhatian. Dengan mengkaji dan menganalisis grup, akan didapat suatu 

perumusan yang akan lebih memudahkan proses pengaplikasiannya ke dunia 

nyata. 

Seperti yang dijelaskan bahwa pada grup dibahas tentang isomorfisme 

grup dan salah satu topik menariknya adalah isomorfisme grup pada subgrup 

normal. Oleh karena itu, maka penulis tertarik untuk mengkaji tentang 

isomorfisme grup pada subgrup normal, dengan judul “Kajian Isomorfisme 

Grup Pada Subgrup Normal”. 



1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah yang telah diuraikan di atas, maka 

penulis akan membahas tentang isomorfisme grup dan graf. Oleh karena itu, maka 

rumusan masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut : 

“Bagaimanakah sifat-sifat yang terkait dengan isomorfisme pada subgrup 

normal?” 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang tertulis di atas, 

maka tujuan dari pembahasan skripsi ini adalah: 

“Untuk menjelaskan bagaimana sifat-sifat yang terkait dengan isomorfisme pada 

subgrup normal.” 

 

1.4. Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian yang berupa pembahasan masalah ini diharapkan dapat 

memberikan manfaat bagi : 

1. Bagi penulis 

a. Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang 

berkaitan dengan isomorfisme grup pada subgrup normal. 

b. Mengembangkan wawasan keilmuan tentang pendeskripsian 

tentang isomorfisme grup pada subgrup normal. 

2. Bagi lembaga 

a. Sebagai bahan informasi tentang pembelajaran aljabar abstrak. 



b. Sebagai tambahan bahan kepustakaan 

3. Bagi mahasiswa: Sebagai bahan informasi untuk kajian lebih lanjut 

mengenai aljabar abstrak pada subgrup normal. 

 

1.5 Metode Penelitian  

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian 

kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian 

untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek-objek yang 

digunakan dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan 

penampilan argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir 

mengenai suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam 

penelitian ini. 

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Mencari literatur utama yang di jadikan acuan dalam pembahasan ini. 

Literatur yang dimaksud adalah buku tentang aljabar abstrak karangan 

Raisinghania  yang diterbitkan tahun 1980. 

2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber 

dari buku, jurnal, artikel, diktat kuliah, internet, dan lainnya yang 

berhubungan dengan permasalahan yang akan dibahas dalam 

penelitian ini. 

3. Memahami dan mempelajari konsep isomorfisme grup pada subgroup 

normal. 



4. Menerapkan konsep isomorfisme grup pada subgroup normal untuk 

menjelaskan sifat-sifat yang terkait dengan isomorfisme pada subgrup 

normal dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

a. Menentukan definisi yang berkaitan dengan isomorfisme grup pada 

subgrup normal, kemudian memberikan contoh dari definisi 

tersebut. 

b. Menentukan teorema yang berkaitan dengan isomorfisme grup 

pada subgroup normal, kemudian membuktikan teorema tersebut. 

c. Menjelaskan sifat-sifat isomorfisme grup pada subgrup normal 

kemudian memberikan contoh. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Agar dalam membaca hasil penelitian ini pembaca mudah memahami dan 

tidak menemukan kesulitan, maka dalam penyajiannya ditulis berdasarkan suatu 

sistematika yang secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II TINJAUAN PUSTAKA 

 Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung 

bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas 



tentang pengertian grup, sifat-sifat grup, homomorfisme grup, 

isomorfisme grup, dan kajian grup dalam Islam.  

BAB III PEMBAHASAN 

Pembahasan berisi tentang definisi subgrup normal, sifat-sifat subgrup 

normal, isomorfisme grup pada subgrup normal, dan sifat-sifat yang 

terkait dengan isomorfisme grup pada subgrup normal, serta kajian 

isomorfisme dalam Islam. 

BAB IV     PENUTUP 

 Pada bab ini akan disajikan tentang kesimpulan dan saran. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Grup 

Salah satu sistem aljabar yang paling sederhana hádala grup. Grup 

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner 

yang memenuhi beberapa aksioma, diantaranya tertutup, assosiatif, memiliki 

eleven identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak 

terpenuhi maka bukan grup. 

Sistem aljabar ),( ⋅G dengan himpunan tak kosong di G dan operasi biner · 

di definisikan di G hádala grupoid. Grupoid juga disebut semigrup jira operasi 

biner · di G hádala assosiatif. Sedangkan semigrup yang mempunyai eleven 

identitas di G disebut monoid  (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 32)  

Sebagai contoh, misalkan himpunan N adalahbilangan asli dengan operasi 

penjumlahan hádala semigrup, karena operasi biner di N adalah penjumlahan, 

maka N bersifat assosiaif. Jadi (N,+) hádala semigrup. Tetapi (N,+) bukan 

monoid, karena operasi penjumlahan tidak mempunyai identitas di N, jadi (N,+) 

bukan grup. 

Definisi grup secara aljabar  dapat dilihat sebagai berikut: 

 

 

 

 



2.1.1 Definisi Grup 

Definisi 2.1.1 

Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai ),( ∗G  dengan G tidak 

sama dengan himpunan kosong ( φ≠G ) dan ∗  adalah operasi biner pada G yang 

memenuhi sifat-sifat berikut: 

1. )()( cbacba ∗∗=∗∗ , untuk semua Gcba ∈,,  (yaitu ∗  assosiatif ). 

2. Ada suatu elemen e di G sehingga aaeea =∗=∗ , untuk semua 

Ga ∈  (e disebut identitas di G). 

3. Untuk setiap Ga ∈  ada suatu element 1−
a  di G sehingga 

eaaaa =∗=∗ −− 11  ( 1−a  di sebut invers dari a) (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 31 dan Dummit dan Foote, 1991:17-18). 

Untuk syarat tertutup, sudah terpenuhi pada operasi biner. 

Contoh: 

Selidiki apakah (Z, +) merupakan grup 

Jawab 

i. Ambil Ζ∈ba,  maka ba + Ζ∈ . jadi Z tertutup pada operasi 

penjumlahan. 

ii. Ambil Ζ∈cba ,,  maka )()( cbacba ++=++ . Jadi operasi 

penjumlahan bersifat assosiatif di Z 

iii. ∃  0 Z∈ sehingga aaa =+=+ 00 , Za ∈∀ . Jadi 0 adalah identitas 

penjumlahan. 



iv. Untuk masing-masing Za ∈ ada ( ) Zc ∈− , sehingga 

0)()( =+−=−+ aaaa . Jadi invers dari a adalah –a. 

Dari (i),(ii),(iii),dan (iv) maka (Z, +) adalah grup 

 

2.1.2 Definisi Grup Komutatif 

Definisi 2.1.2 

Grup ),( ∗G  disebut abelian (grup komutatif) jika abba ∗=∗  untuk 

semua Gba ∈,  (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 31 dan Dummit dan 

Foote, 1991:13-14). 

Contoh: 

Selidiki apakah (Z, +) dengan Z adalah himpunan bilangan bulat dan + operasi 

penjumlahan  merupakan grup abelian. 

Jawab: 

Misalkan Ζ∈cba ,,  dan + adalah operasi biner, (Z, +) adalah grup abelian jika 

memenuhi: 

1. )()( cbacba ++=++ , untuk semua Zcba ∈,,  (yaitu + assosiatif ). 

Untuk semua Ζ∈a  ada suatu element 0 di Z sehingga aaa =+=+ 00  (0 

disebut identitas di Z). 

2. Untuk setiap Ζ∈a  ada suatu elemen a−  di Z sehingga 

0)()( =+−=−+ aaaa  ( a−  di sebut invers dari a). 

3. Untuk semua Zba ∈,  maka abba +=+  (komutatif) 

Jadi (Z, +) adalah grup abelian. 

 



2.1.3 Grup Simetri 

Misal � adalah sebarang himpunan tak kosong dan misal ΩS  adalah 

himpunan yang memuat semua fungsi-fungsi bijektif dari � ke � (atau himpunan 

yang memuat semua permutasi dari �). Himpunan ΩS  dengan operasi komposisi 

“� ” atau ( ΩS , � ) adalah grup. Perhatikan bahwa “� ” adalah operasi biner pada ΩS  

karena jika Ω→Ω:σ  dan Ω→Ω:τ  adalah fungsi-fungsi bijektif maka τσ �  

juga fungsi bijektif. Selanjutnya operasi “� ” yang merupakan komposisi fungsi 

adalah bersifat assosiatif. Identitas dari ΩS  adalah permutasi 1 yang didefinisikan 

oleh 1(a) = a, ∀  a Ω∈ . Untuk setiap Ω→Ω:σ  maka ada fungsi invers yaitu 

Ω→Ω− :1σ  yang memenuhi 111 == −− σσσσ �� . Dengan demikian semua 

aksioma grup telah dipenuhi oleh ΩS  dengan operasi � . Grup ( ΩS ,� ) disebut 

sebagai grup simetri pada himpunan � (Dummit dan Foote:1991, 28). 

Pada kasus khusus dengan � = {1, 2, 3, ... , n} merupakan grup simetri 

pada � yang dinotasikan dengan nS , yaitu grup simetri dengan derajat n 

(Dummit dan Foote:1991, 28). 

Perhatikan bahwa nS  mempunyai order n!, dengan nS  = {1, 2, 3, ... , n}. 

Untuk menggambarkan suatu permutasi SS →:σ , ada n macam-macam pilihan 

untuk )1(σ . Untuk menentukan bahwa σ  fungsi satu-satu, ditunjukkan bahwa 

)1()2( σσ ≠  sehingga hanya ada n – 1 macam-macam pilihan untuk )2(σ . 

Selanjutnya dari analisis ini terlihat bahwa ada total dari n·(n-1)····(2)·(1) = n! 

kemungkinan permutasi yang berbeda dari S (Beachy dan Blair:1990, 93). 

 



Contoh: 

Misal � = {1,2,3}, tentukan grup simetri dari S3 tersebut. 

Jawab: 

Grup S3 adalah permutasi yang memuat 3! = 6 elemen, dengan � = {1,2,3}maka 

diperoleh: 

1)3)(2)(1(
321

321
1 ==��
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�
��
�

�
=σ  

)123(
132

321
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�
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321
3 =��
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�
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�
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)23()23)(1(
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)13()2)(13(
123

321
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�
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�

�
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)12()3)(12(
312

321
3 ==��

�

�
��
�

�
=τ  

Jadi grup simetri S3 = {1, (123), (132), (23), (13), (12)} 

 

2.1.4 Grup Dihedral 

Definisi 2.1.3  

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n 

beraturan, dinotasikan nD2 , untuk setiap n adalah anggota bilangan bulat 



positif, 3≥n . Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral 

dengan nD (Dummit dan Foote, 1991: 24-25). 

 

Misalkan nD2  suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk nDts 2, ∈  yang 

diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga st adalah 

fungsi komposisi). Jika s, t akibat permutasi titik berturut-turut τσ , , maka st 

akibat dari τσ � . Operasi biner pada nD2  adalah assosiatif karena fungsi 

komposisi adalah assosiatif. Identitas dari nD2  adalah identitas dari simetri (yang 

meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari nDs 2∈  

adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada 

titik σ , 1−
s  akibat dari 1−σ ) (Dummit dan Foote, 1991: 24-25). 

Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif dalam seluruh teks 

maka perlu beberapa notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan 

perhitungan selanjutnya dan membantu mengamati nD2  sebagai grup abstrak, 

yaitu:  

(1) 1, r, 2
r , . . ., 1−n

r  

(2) 2=s , 

(3) irs ≠  untuk semua i. 

(4) ji
srsr ≠  untuk semua i≤0 , 1−≤ nj  dengan ji ≠ , jadi  

},...,,,,,...,,,1{ 1212

2

−−= nn

n srsrsrsrrrD  



 Yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk ik rs  

untuk k = 0 atau 1 dan 10 −≤≤ ni . 

(5) srsr
1−= .  

(6) srsr ii −= , untuk semua ni ≤≤0      (Dummit dan Foote, 1991: 26). 

 

Definisi  2.1.4 

Misal G suatu grup dan misalkan A subset dari G dengan A adalah 

himpunan berhingga },...,,{ 21 naaa  akan ditulis naaa ,...,, 21  dari pada 

ditulis },...,,{ 21 naaa  untuk grup yang di bangkitkan oleh naaa ,...,, 21 , 

maka A disebut generator (pembangkit) (Dummit dan Foote, 1991: 61-

62). 

 

Contoh: 

Diberikan S adalah generator dengan S = sr, . S adalah subset dari D6. 

Tunjukkan bahwa D6 dapat dibangkitkan oleh S dengan operasi komposisi �. 

Jawab: 

D6 adalah himpunan simetri-simetri dari segitiga yaitu {1, r, r
2
, s, sr, sr

2
}. Akan 

ditunjukkan D6 dapat dibangkitkan oleh S = sr, . 

1. 2
rrr =�   

2. 12 =rr �  

3. rr =�1  

4. 2srsr =�  



5. srsr =�
2  

6. ss =�1  

Dari hasil generator S = sr,  yang dioperasikan dengan komposisi � diperoleh 

{1, r, r
2
, s, sr, sr

2
}. Jadi D6 dapat dibangkitkan oleh S = sr,  

 

2.1.5 Sifat-sifat Grup 

2.1.5.1 Identitas Grup 

Teorema 2.1.5.1 

Unsur identitas dalam suatu grup adalah tunggal. (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 76) 

Bukti: 

 Misalkan ),( ⋅G adalah grup, andaikan e dan h adalah unsure identitas di G 

dengan he ≠ . Maka berlaku: 

i.  he ⋅  = eh ⋅  = h………………….e sebagai identitas 

ii.  he ⋅  = eh ⋅  = e…………………..h sebagai identitas 

Karena he ⋅ dan eh ⋅  adalah unsure tunggal pada G maka dari (i) dan (ii) 

berakibat e = h (kontradiksi dengan pengandaian). Ini berarti bahwa unsur 

identitas adalah tunggal. 

 

2.1.5.2 Invers Grup 

Teorema 2.1.5.2 

Setiap unsur dari suatu grup memiliki invers yang tunggal. (Raisinghania 

dan Aggarwal, 1980: 75) 



Bukti: 

 Misalkan ),( ⋅G adalah grup, andaikan invers dari Ga ∈  tidak tunggal yaitu 

1

1

−a  dan 1

2

−a dengan 1

2

1

1

−− ≠ aa  

Misal e adalah unsur identitas di G, maka berlaku: 

1

1

−
a = 1

1

−
a  

 = ( )1

2

1

1

−− ⋅⋅ aaa  

 = ( ) 1

2

1

1

−− ⋅⋅ aaa  

 = 1

2

−⋅ ae  

 =
1

2

−
a  

Jadi, 1

1

−
a = 1

2

−
a  

Kontradiksi dengan pengandaian. Ini berarti bahwa setiap unsur di G 

memiliki invers yang tunggal di G. 

 

Teorema 2.1.5.3 

Invers dari invers dari suatu unsur grup adalah unsur itu sendiri. Misal 

),( ⋅G grup dan Ga ∈ , maka 11 )( −−a = a. (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980: 75) 

Bukti: 

 Ga ∈  maka Ga ∈−1  sehingga 1−⋅ aa = aa ⋅−1 = e 

i. 1−⋅ aa = e 

( ) ( ) 111 −−− ⋅⋅ aaa  = ( ) 11 −−⋅ ae  



( )( )111 −−− ⋅⋅ aaa  = ( ) 11 −−
a  

        ea ⋅  = ( ) 11 −−
a  

  a = ( ) 11 −−a  

ii. 1−⋅ aa = e 

( ) ( )111 −−− ⋅⋅ aaa  = ( ) ea ⋅
−− 11  

( )( ) aaa ⋅⋅
−−− 111  = ( ) 11 −−a  

  ae ⋅  = ( ) 11 −−
a  

      a  = ( ) 11 −−
a  

 

Teorema 2.1.5.4 

Dalil kanselasi berlaku pada suatuu grup. (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980: 76) 

Bukti: 

 Akan ditunjukkan bahwa pada grup berlaku dalil kanselasi kiri maupun 

kanselasi kanan. 

Misal ),( ⋅G adalah grup dan Gba ∈∀ ,  berlaku: 

i. Jika ab ⋅  = ac ⋅  maka b = c        (kanselasi kanan) 

ii. Jika ba ⋅  = ca ⋅  maka b = c        (kanselasi kiri) 

Misal Ga ∈  maka Ga ∈−1  ( a punya invers yaitu 1−a di G ) 

i. ab ⋅  = ac ⋅  

( ) 1−⋅⋅ aab  = ( ) 1−⋅⋅ aac  



( )1−⋅⋅ aab  = ( )1−⋅⋅ aac  

   b  = c  

ii. ba ⋅  = ca ⋅  

( )baa ⋅⋅−1  = ( )caa ⋅⋅−1  

( ) baa ⋅⋅−1
 = ( ) caa ⋅⋅−1

 

b  = c  

Jadi, dalil kanselasi berlaku pada sebarang grup. 

 

Teorema 2.1.5.5 

 Jika ba, dua unsur dari suatu grup ),( ⋅G , maka persamaan xa ⋅  = b dan  

ay ⋅  = b  mempunyai selesaian tunggal di G .(Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 77) 

Bukti: 

1. Pertama akan ditunjukkan bahwa xa ⋅  = b  mempunyai selesaian di 

G . Gba ∈,  maka ada Ga ∈−1  dan Gba ∈⋅−1  

Selanjutnya xa ⋅  = b  

( )xaa ⋅⋅−1
 = ba ⋅−1

 

( ) xaa ⋅⋅−1  = ba ⋅−1  

xe ⋅  = ba ⋅−1  

 x  = ba ⋅−1 ………..(1)  

 Persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan xa ⋅  = b  

 xa ⋅  = b  



 ( )baa ⋅⋅ −1  = b  

( ) baa ⋅⋅ −1  = b  

be ⋅  = b  

b  = b  

Jadi, xa ⋅  = b  punya selesaian di G , yaitu x  = ba ⋅−1
. Selanjutnya 

akan ditunkukkan bahwa selesaian tersebut adalah tunggal. Andaikan 

xa ⋅  = b  memiliki selesaian tak tunggal yaitu 1x  dan 2x  dengan 

21 xx ≠  maka 1xa ⋅  = b  dan 2xa ⋅  = b  

Diperoleh 1xa ⋅  = 2xa ⋅  dengan hukum kanselasi kiri diperoleh 1x  = 

2x . Terjadi kontradiksi, berarti xa ⋅  = b  mempunyai selesaian 

tunggal. 

2. Kedua akan ditunjukkan bahwa ay ⋅  = b  mempunyai selesaian di G . 

Gba ∈,  maka ada Ga ∈−1
, Gb ∈−1

 dan Gba ∈⋅−1
 

ay ⋅  = b  

( )1−⋅⋅ aay  = 
1−⋅ ab  

( )1−⋅⋅ aay  = 1−⋅ ab  

cy ⋅  = 1−⋅ ab  

y  = 
1−⋅ ab ……………….(1) 

Persamaan (1) disubtitusikan ke persamaan ay ⋅  = b  

 ay ⋅  = b  

 ( ) aab ⋅⋅ −1  = b  



( )aab ⋅⋅ −1  = b  

eb ⋅  = b  

b  = b  

Jadi, ay ⋅  = b  punya selesaian di G , yaitu y  = 1−⋅ ab . Selanjutnya 

akan ditunkukkan bahwa selesaian tersebut adalah tunggal. Andaikan 

ay ⋅  = b  memiliki selesaian tidak tunggal yaitu 1y  dan 2y  dengan 

21 xx ≠  maka ay ⋅1  = b  dan ay ⋅2  = b  

Diperoleh ay ⋅1  = ay ⋅2  dengan hukum kanselasi kiri diperoleh 1y  = 

2y .Terjadi kontradiksi, berarti xa ⋅  = b  mempunyai selesaian 

tunggal. 

 

2.2 Subgrup 

Definisi 2.2 

  Misalkan G  adalah grup. Maka subset H  dari G  adalah subgrup dari G  

jika H  adalah himpunan tidak kosong dan H  adalah tertutup terhadap 

hasil operasi dan inversnya ( Hyx ∈, , berarti Hx ∈−1
 dan Hxy ∈ ). Jika 

H  adalah subgrup dari G  maka dapat ditulis GH ⊆ ( Dummit dan Foote, 

1991:45). 

Contoh: 

  ),( +B  adalah grup bilangan bulat dengan penjumlahan  dan ),( +K adalah 

suatu grup dan karena BK ⊂ , maka K  subgrup dari B . Secara umum 



jika m  suatu bilangan bulat dan { }BkkmBm ∈= , maka mB  adalah 

subgroup dari B . 

 

Teorema 2.2 

  Misalkan ( )∗,G  adalah suatu grup dan H  adalah himpunan bagian dari G  

yang tidak kosong. H  subgroup dari G  jika dan hanya jika memenuhi: 

i) Hba ∈∗  untuk semua Hba ∈,  

ii) Ha ∈−1  untuk semua Ha ∈  

Bukti: 

( )�  

Misalkan H  adalah suatu subgroup dari G . Akan dibuktikan (i) dan (ii). Karena 

( )∗,H  subgroup, maka ( )∗,H  juga merupakan grup. Sehingga H  bersifat tertutup 

terhadap operasi ∗  dan setiap elemennya memiliki invers. Dengan kata lain 

terbukti bahwa  i) Hba ∈∗  untuk semua Hba ∈,  

i) Ha ∈−1  untuk semua Ha ∈  

( )⇐  

Sebaliknya diketahui (i) dan (ii). Akan dibuktikan H  subgrup dari G . 

Berdasarkan (i) dan (ii), maka HeaaaaHa ∈=∗=∗∋∈∃ −−− 111 . Jadi H  

memiliki elemen identitas. Ambil sebarang Heaa ∈− ,, 1  sehingga berlaku  

( ) eaa ∗∗ −1  = ( )eaa ∗−1  

 ee ∗      = 1−∗ aa  

 e           = e  



2.3 Fungsi Surjektif 

Definisi 2.3 

Misalkan A dan B adalah himpunan, dan f adalah fungsi dari A ke B. 

Fungsi f disebut fungsi pada jika BfR =)( . Jadi, BAf →:  disebut 

fungsi pada jika untuk masing-masing By ∈  dan Ax ∈  sehingga 

yxf =)( . Fungsi pada sering disebut juga dengan fungsi surjektif atau 

fungsi onto. Jika f fungsi surjektif, maka f disebut surjeksi (Bartle dan 

Sherbert, 2000:8). 

 

Contoh: 

 

  

 

 

 Gambar 2.1 Fungsi Surjektif. 

 

2.4 Fungsi Injektif 

Definisi 2.4 

Misalkan f adalah fungsi dari A ke B. f disebut fungsi satu-satu jika 

Ayx ∈, , dengan )()( yfxf = , maka yx = . Selain itu, dapat juga 

dinyatakan f fungsi satu-satu jika Ayx ∈,  dengan yx ≠ , maka 

)()( yfxf ≠ . Fungsi satu-satu sering juga disebut dengan fungsi injektif. 

Jika f fungsi injektif, maka f disebut injeksi (Bartle dan Sherbert, 2000:8). 

f 

A B 

a 

b 

c 

1 

2 



Contoh: 

 

 

 

 

 

2.5 Fungsi Bijektif 

Definisi 2.5 

Suatu fungsi yang sekaligus injektif dan surjektif disebut fungsi bijektif. 

Jika f fungsi bijektif, maka f disebut bijeksi (Bartle dan Sherbert, 2000:8). 

Contoh: 

 

 

 

 

 Gambar 2.3 Fungsi Bijektif. 

 

2.6 Homomorfisma Grup 

Definisi 2.6.1 

 

Diketahui ( )�,G  dan ( )∗,'G  merupakan grup. Pemetaan 

': GG →ϕ disebut homomorfisma jika dan hanya jika untuk setiap 

Gba ∈,  berlaku ( ) ( ) ( )baba ϕϕϕ ∗=� . (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980: 252 dan Dummit dan Foote, 1991:35). 

f 

A B 

a 

b 

c 

1 

2 

3 

f 

A B 

a 

b 
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2 

3 

Gambar 2.2 Fungsi Injektif. 



Contoh: 

Diketahui G  merupakan grup terhadap operasi penjumlahan bilangan bulat. 

Maka, ': GG →ϕ  dengan ( ) aa −=ϕ , untuk setiap Ga ∈  merupakan 

homomorfisma grup. 

 

Teorema 2.6.1 

Diketahui 
',GG  grup dan 

': GG →ϕ  merupakan homomorfisma grup, 

maka keempat sifat berikut berlaku: 

(i). Jika e  merupakan elemen identitas di G , maka ( )eϕ merupakan 

elemen identitas 'e  di 'G  

(ii). Jika Ga ∈ , maka ( ) ( ) 11 −− = aa ϕϕ ��

(iii). Jika H  merupakan subgrup pada G , maka ( )Hϕ  merupakan   

subgrup pada '
G  

(iv). Jika '
K  merupakan subgrup pada '

G  , maka ( )''
Kϕ  merupakan 

subgroup pada G . (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 255 dan 

Dummit dan Foote, 1991:75). 

 

Definisi 2.6.2 (Kernel) 

Diketahui 
',GG  grup dan 

': GG →ϕ  homomorfisma grup. Himpunan 

( ){ }'eaGa =∈ ϕ  dinamakan kernel dari ϕ  dan dinotasikan ( )ϕker  

(Dummit dan Foote, 1991:75). 

 



Teorema 2.6.2 

Diketahui ',GG  grup dan ': GG →ϕ  merupakan homomorfisma grup. 

Pemetaan ϕ  merupakan pemetaan injektif jika dan hanya jika 

( ) { }e=ϕker ..(Dummit dan Foote, 1991:75). 

Bukti: 

( )�  

Menurut Teorema 2.6.1 (i) berakibat ( ) '
ee =ϕ dan karena ϕ �merupakan pemetaan 

injektif maka hanya elemen e  di G  yang dipetakan ke elemen '
e  di '

G  . Jadi, 

( ) { }e=ϕker ��

( )⇐ �

Diandaikan pemetaan ϕ �bukan pemetaan injektif, yaitu terdapat Gba ∈,  dengan 

ba ≠ dan ( ) ( )ba ϕϕ = �. Karena ( ) ( )ba ϕϕ = , maka ( ) ( ) '1
eba =

−
ϕϕ .Menurut 

Teorema 2.6.1 (ii) diperoleh ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '111
eabbaba === −−−

ϕϕϕϕϕ . Karena 

diketahui ( ) { }e=ϕker , akibatnya eab =−1 dan dengan kata lain ba = . Muncul 

kontradiksi dengan pengandaian bahwa ba ≠ . Jadi, pengandaian diingkar dan 

terbukti ϕ �merupakan pemetaan injektif. 

 

Definisi 2.6.3 (Subgrup Normal) 

Diketahui G  grup dan H  subgrup pada G . Subgrup H  disebut subgrup 

normal jika dan hanya jika HggH =  untuk setiap Gg ∈ . (Dummit dan 

Foote, 1991:75). 



Contoh  

Diketahui G  merupakan grup terhadap operasi penjumlahan bilangan bulat. 

Setiap subgrup nG  dengan Gn ∈  pada G  merupakan subgrup normal. 

 

Toerema 2.6.3 

Diketahui 
',GG  grup dan 

': GG →ϕ  homomorfisma grup, 

maka ( )ϕker �merupakan subgrup normal pada G . (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 261 dan Dummit dan Foote, 1991:82). 

Bukti: 

Pertama, akan ditunjukkan bahwa ( )ϕker  merupakan subgrup pada G. Diambil 

sebarang ( )ϕker, ∈ba , dan dengan demikian ( ) ( ) '
eba == ϕϕ atau dengan kata 

lain ( ) ( ) '1
eba =

−
ϕϕ . Karena ( ) ( ) '1

eba =
−

ϕϕ , maka menurut Teorema 2.6.1 (ii) 

diperoleh ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '111
eabbaba === −−−

ϕϕϕϕϕ . Jadi,diperoleh ( )ϕker, 1 ∈−
ba dan 

dengan demikian ( )ϕker �merupakan subgrup pada G. 

Kedua, akan ditunjukkan bahwa H �� ( )ϕker  merupakan subgrup normal pada G. 

Diambil sebarang Gg ∈ dan dibentuk ( ){ }ϕker=∈= HhghgH . Diambil 

sebarang gGa ∈ , maka 1gHa =  untuk suatu Hh ∈1 . Diperhatikan bahwa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )geghggha φφφφφφ ==== '

11  atau dengan demikian ( ) ( )ggh φφ =1 . 

Karena ( ) ( )ggh φφ =1 , diperoleh ( ) '1

1 eggh =−φ atau dengan kata lain Hggh ∈−1

1  

yaitu hggh =−1

1  untuk suatu Hh ∈ . Karena hggh =−1

1  dan 1gha =  maka 

diperoleh Hghggha ∈== 1 . Jadi, berlaku HggH ⊆  dan dengan cara serupa 



dapat ditunjukkan berlaku pula gHHg ⊆  . Karena HggH ⊆  dan gHHg ⊆ , 

maka gH ��Hg dan terbukti ( )φker=H �merupakan subgrup normal. 

 

Teorema 2.6.4 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup dengan ( )φker=H . Maka 

{ }HggHHG ∈= � merupakan grup terhadap operasi biner 

( )( ) ( )HabbHaH =  untuk setiap ( ) ( ) ., HGbHaH ∈ (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 255) 

 

Teorema 2.6.5 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup dengan ( )φker=H . Maka 

pemetaan NGG →:γ  yang didefinisikan ( ) aHa =γ untuk setiap Ga ∈  

merupakan homomorfisma surjektif. (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 

256) 

Bukti: 

Diambil sebarang Gba ∈, , diperhatikan bahwa 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )babHaHHabab γγγ === . 

Jadi, terbukti bahwa γ �merupakan homomorfisma. Selanjutnya akan ditunjukkan 

bahwa γ � pemetaan surjektif. Diambil sebarang HGy ∈ , maka gHy = untuk 

suatu Gg ∈ dan dengan demikian dapat dipilih x ��g sehingga ( ) yx =γ . Jadi, γ �

merupakan homomorfisma surjektif. 



Teorema 2.6.6 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup dan N  subgrup normal pada 

G, maka { }NggNNG ∈=  merupakan grup terhadap operasi biner 

( )( ) ( )NabbNaN =  untuk setiap ( ) ( ) NGbNaN ∈, .(Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 257) 

Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa NG  merupakan grup, terlebih dahulu ditunjukkan 

bahwa operasi ( )( ) ( )NabbNaN =  terdefinisi dengan baik. Misalkan cNaN = dan 

dNbN = untuk suatu Ndcba ∈,,, ,akan ditunjukkan bahwa ( )( ) ( )( )dNcNbNaN = �

yaitu ( ) ( )NcdNab = .  

Karena cNaN = dan aNa ∈ , maka 1cna = untuk suatu Nn ∈1 . Dengan cara 

serupa diperoleh juga 2dnb = untuk suatu Nn ∈2 . Diperhatikan bahwa 

Nddn ∈1 Karena N  subgrup normal berakibat dNNd = . Dengan demikian 

diperoleh dNNddn =∈1  atau dengan kata lain 31 dndn = untuk suatu Nn ∈3 . 

Diperhatikan bahwa 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 423232121 ncdnncdndncndncdncnab ===== dengan Nnnn ∈= 234 . 

Dengan demikian diperoleh ( )Ncdab ∈ . Akibatnya ( ) ( )NcdNab ⊆ dan dengan 

cara serupa dapat ditunjukkan ( ) ( )NabNcd ⊆ dan dengan demikian berlaku 

( ) ( )NcdNab = . Jadi, operasi ( )( ) ( )NabbNaN =  terdefinisi dengan baik. 

 

 



Teorema 2.6.7 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup dan N  subgrup normal pada 

G , maka pemetaan � NGG →:γ  yang didefinisikan ( ) aNa =γ  untuk 

setiap .Ga ∈  merupakan homomorfisma surjektif dan ( ) N=γker  

(Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 257)  

Bukti: 

Pembuktian bahwa γ � merupakan homomorfisma surjektif serupa dengan 

pembuktian Teorema 2.6.5. Akan ditunjukkan bahwa ( ) N=γker . Karena 

NaN = jika dan hanya jika Na ∈ , maka jelas bahwa ( ) N=γker  

 

 Teorema 2.6.8 

Diketahui H  sebarang subgrup pada G  dan N  subgrup normal pada G , 

maka HN  merupakan subgrup pada G . Lebih lanjut jika H  subgrup 

normal, maka HN  merupakan subgrup normal pada G . (Raisinghania dan 

Aggarwal, 1980: 257) 

Bukti: 

Diperhatikan bahwa { }NnHhhnHN ∈∈= , . Jelas bahwa operasi biner pada HN  

terdefinisi dengan baik, karena operasi biner pada HN  juga merupakan operasi 

biner pada G . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa operasi biner pada HN  

tertutup. Diambil sebarang HNnhnh ∈2211 , . Karena N  subgrup normal, maka 

3221 nhhn =  untuk suatu Nn ∈3 . Diperhatikan bahwa 



( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .2321232122112211 HNnnhhnnhhnhnhnhnh ∈===  Jadi, operasi biner 

pada HN  tertutup dan dengan demikian sifat asosiatif juga berlaku pada HN . 

Karena Ne ∈ dan ,He ∈ jelas bahwa HNeee ∈= . Diambil sebarang HNhn ∈ . 

Karena Hh ∈ dan Nn ∈ , maka berlaku ( )111 −−− = hnhn . Karena N  subgroup 

normal, berlaku 1

111
nhhn

−−− =  untuk suatu Nn ∈1 dan dengan demikian 

( ) HNhn ∈
−1

. Jadi, terbukti bahwa HN  merupakan subgrup pada G . 

Misalkan H  merupakan subgrup normal, akan ditunjukkan bahwa HN  

merupakan subgrup normal. Diambil sebarang Gg ∈ dan sebarang gHNx ∈ , 

maka 11nghx =  untuk suatu Hh ∈1 dan Nn ∈1 . Karena N  subgrup normal, 

maka 2211 ghnngh =  untuk suatu Nn ∈2 . Karena H  subgrup normal, maka 

gnhghn 2212 =  untuk suatu Hh ∈2 . Dengan demikian diperoleh, 

HNggnhx ∈= 22 dan berlaku HNggHN ⊆ . Dengan cara serupa dapat 

ditunjukkan berlaku gHNHNg ⊆ . Jadi, diperoleh HNggHN ⊆ untuk sebarang 

Gg ∈ , yaitu HN  merupakan subgrup normal pada G . 

 

2.7 Isomorfisme Grup  

.Definisi 2.7.1 

 Diketahui G , '
G  grup dan ': GG →φ  merupakan homomorfisma grup. 

Pemetaan φ �disebut isomorfisma grup jika dan hanya jika φ �merupakan 

pemetaan bijektif.� Dummit dan Foote, 1991:35) 

 



Contoh: 

Misalkan G  adalah himpunan semua bilangan real positif dengan operasi 

perkalian, dan '
G  adalah himpunan semua bilangan real dengan operasi 

penjumlahan. Pemetaan ': GG →φ  dengan ( ) xx log=φ  yaitu fungsi 

logaritma dengan dasar 0>b  dan 0≠b . 

Jawab:  

Misalkan 
1m  dan Gm ∈2  dan '

21, Gaa ∈  dengan 
11log am

b =  dan 

22log am
b = , maka 

212121 loglog)log( aammmm
bbb +=+= . 

Jadi, ( ) ( )2121 )( mmmm φφφ +=∗  

Pemetaan ( ) xx log=φ  dengan 0>b  dan 0≠b  merupakan isomorfisma. 

 

 

Teorema 2.7.1 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup dengan ( ) H=φker . Maka 

pemetaan ( )GHG φµ →:  yang didefinisikan ( ) ( )aaH φµ = �untuk setiap 

HGaH ∈  merupakan isomorfisma grup. (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980: 263) 

 

 

 

 

 



Bukti: 

Sebelumnya akan ditunjukkan bahwa µ �merupakan pemetaan. Diambil sebarang 

( ) ( ) HGbHaH ∈, dengan bHaH =  dan akan ditunjukkan bahwa 

( ) ( )bHaH µµ = . Karena bHaH = , akibatnya Hab ∈−1 dan dengan demikian 

( ) '1
eab =−φ . Karena ( ) '1

eab =−φ , maka menurut Teorema 2.6.1 (ii) diperoleh 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '111 ebabaab ===
−−− φφφφφ �atau dengan kata lain ( ) ( )ba φφ = .  Karena 

sesuai definisi µ � berlaku ( ) ( )aaH φµ = � dan ( ) ( )bbH φµ = , dengan demikian 

berlaku ( ) ( )bHaH µµ = . Jadi, µ �merupakan pemetaan. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa µ � merupakan homomorfisma grup. 

Diambil sebarang ( ) ( ) HGbHaH ∈, , diperhatikan bahwa 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )bHaHbaabHabbHaH µµφφφµµ ==== . 

Jadi, terbukti bahwa µ �merupakan homomorfisma grup. 

Diambil sebarang ( )Gy φ∈ , maka ( )ay φ= � untuk suatu Ga ∈  dan dengan 

demikian dapat dipilih HGaHx ∈=  sehingga ( ) yx =µ . Jadi, µ �merupakan 

pemetaan surjektif. 

Diambil sebarang ( )µker∈x . Karena ( ) HG⊆µker , maka aHx =  untuk suatu 

.Ga ∈  Karena ( ) ( ) ( ) '
eaaHx === φµµ  dan karena ( ) H=φker  berakibat 

.Ha ∈ Karena Ha ∈ , berakibat HaH =  dan dengan demikian Hx = . Jadi, 

diperoleh ( ) { }H=µker  dan menurut definisi 2.6.2 berakibat µ � merupakan 

pemetaan injektif. Jadi, karena µ �merupakan homomorfisma grup yang surjektif 

sekaligus injektif, maka µ  merupakan isomorfisma grup. 



Teorema 2.7.2 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup, maka terdapat suatu 

ismomorfisma dari ( )φkerG  ke ( )Gφ  (Dummit dan Foote, 1991:97). 

Teorema 2.7.3 

Diketahui ': GG →φ  homomorfisma grup yang surjektif, maka terdapat 

suatu ismomorfisma dari ( )φkerG  ke '
G .(Dummit dan Foote, 1991:97). 

 

2.8 Grup dalam Pandangan Islam 

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam 

Al-Quran, salah satunya adalah matematika. Konsep dari disiplin ilmu matematika 

yang ada dalam Al-Quran diantaranya adalah masalah logika, pemodelan, 

statistik, teori graf, teori tentang grup, dan lain-lain. Teori tentang grup, dimana 

definisi dari grup sendiri adalah suatu strukur aljabar yang dinyatakan sebagai 

),( ∗G  dengan G tidak sama dengan himpunan kosong ( φ≠G ) dan ∗  adalah 

operasi biner pada G yang memenuhi sifat-sifat assosiatif, ada identitas dan ada 

invers dalam grup tersebut. Himpunan-himpunan dalam grup mempunyai elemen 

atau anggota yang juga merupakan makhluk dari ciptaan-Nya. Sedangkan operasi 

biner merupakan interaksi antara makhluk-makhluk-Nya, dan sifat-sifat yang 

harus dipenuhi merupakan aturan-aturan yang telah ditetapkan oleh Allah, artinya 

sekalipun makhluk-Nya berinteraksi dengan sesama makhluk ia harus tetap berada 

dalam koridor yang telah ditetapkan Allah. 



Kajian mengenai himpunan sudah ada dalam Alquran. Misalnya, 

kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam golongan. Dimana golongan 

juga merupakan himpunan karena himpunan sendiri merupakan kumpulan objek-

objek yang terdefinisi. Dalam Alquran surat Al-fatihah ayat 7 disebutkan: 

�(*�$�)��01�� �� ����� %	 ��� ���� 	2 ��	
 ���	$�3�*�����+�,�	 ������+ 	2 ��	
 �-�������04�
��� 
+�����5����
 

Artinya:  “(yaitu) jalan orang-orang yang Telah Engkau beri nikmat kepada 

mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) 

mereka yang sesat” (Q. S. Al-Fatihah: 7) 

 

Yang dimaksud ayat tersebut yaitu manusia terbagi menjadi tiga 

kelompok, yaitu (1) kelompok yang mendapat nikmat dari Allah, (2) kelompok 

yang dimurkai, dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006: 47).  

 Berbicara tentang himpunan selain himpunan manusia, juga disebutkan 

dalam Al-Quran himpunan-himpunan ang lain. Perhatikan firman Allah SWT 

dalam surat Al-Fathir ayat 1. 
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Artinya: “Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan 

malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam 

urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, tiga 

dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang 

dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala 

sesuatu” (Q. S. Al-Fathir: 1). 

 

Dalam ayat 1 surat Al-Fathir ini dijelaskan sekelompok, segolongan, atau 

sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalam kelompok malaikat tersebut 

terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua sayap, tiga sayap, atau empat 



sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompok malaikat yang 

mempunyai lebih dari empat sayap jika Allah SWT menghendaki (Abdussakir, 

2006: 48). 

 Kembali pada definisi grup yang merupakan himpunan tak kosong dengan 

operasi biner yang memenuhi sifst-sifst assosiatif, ada identitas, dan ada invers. 

Setelah membicarakan himpunan dalam konsep islam, sekarang mengkaji operasi 

biner dalam konsep islam. Misal º adalah operasi pada elemen-elemen S maka ia 

disebut biner, apabila setiap dua elemen Sba ∈,  maka (a º b) ∈  S. Jadi jika 

anggota dari himpunan S dioperasikan hasilnya juga anggota S. Dalam dunia 

nyata operasi biner dansifat-sifat yang harus dipenuhi oleh grup merupakan 

interaksi-interaksi yang terjadi antara sesama makhluk. Jadi sekalipun makhluk-

makhluk tersebut berinteraksi dengan berbagai macam pola akan tetapi berda 

dalam himpunan tersebut yaitu himpunan ciptaan-Nya. 

 Sistem aljabar merupakan salah satu materi pada bagian aljabar abstrak 

yang mengandung operasi biner. Himpunan dengan satu atau lebih operasi biner 

disebut sistem aljabar. Sistem aljabar dengan satu operasi biner yang memenuhi 

sifat-sifat tertentu ang disebut grup. Sedangkan kajian himpunan dengan satu 

operasi biner dalam konsep islam yaitu, bahwa manusia adalah diciptakan secara 

berpasang-pasangan. Perhatikan firman Allah SWT dalam surat Al-Faathir ayat 

11. 
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Artinya: “Dan Allah menciptakan kamu dari tanah Kemudian dari air mani, 

Kemudian dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan 

perempuan). dan tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan 

tidak (pula) melahirkan melainkan dengan sepengetahuan-Nya. dan 

sekali-kali tidak dipanjangkan umur seorang yang berumur panjang dan 

tidak pula dikurangi umurnya, melainkan (sudah ditetapkan) dalam 

Kitab (Lauh mahfuzh). Sesungguhnya yang demikian itu bagi Allah 

adalah mudah” (Q. S. Al-Faathir: 11) 

 

Dari firman di atas bahwa manusia adalah berpasang-pasangan yaitu laki-

laki dengan perempuan, sehingga laki-laki dan perempuan harus berpasangan, dan 

dengan berpasangan (menikah) manusia dapat mengandung dan melahirkan 

seorang anak dan kemudian anak tersebut juga akan berpasangan dengan anak 

yang lain. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 Dalam bab ini akan dibahas mengenai sifat-sifat yang terkait dengan 

isomorfisme pada subgrup normal. Pembahasan dimulai dengan menguraikan atau 

menjabarkan definisi subgrup normal sehingga menjadi ssuai dengan perumusan 

masalah. 

3.1 Subgrup Normal 

3.1.1 Definisi Subgrup Normal 

Definisi 3.1.1 

Diberikan ),( ∗G  grup dan ),( ∗H  subgrup dari ),( ∗G . Subgrup ),( ∗H  

disebut subgrup normal jika dan hanya jika gHHg ∗=∗  untuk setiap 

Gg ∈  dengan kata lain koset kiri sama dengan koset kanan. 

(Raisinghania, 1980: 209). 

 

Contoh: 

Misal ),( 3 �P  adalah grup dengan anggota  permutasi sebagai berikut: 

i = (1) (2) (3)                       c = (2 3) 

a = (1 2 3)                            d = (1 3) 

b = (1 3 2)                            e = (1 2) 
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Jawab: 

Misal { }baiN ,,=  dan ),( �N  adalah subgrup dari 3P , maka 

�  i a b c d e 

i i a b c d e 

a a b i d e c 

b b i a e c d 

c c e d i b a 

d d c e a i b 

e e d c b a i 

Tabel 3.1 3P  

Dari tabel di atas, maka dapat diperoleh: 

koset kanan dari N  dalam 3P  adalah 

{ }baiiN ,,=�                { } { }deccbcacicN ,,,, == ����  

{ }ibaaN ,,=�              { } { }ecddbdadidN ,,,, == ����  

{ }aibbN ,,=�               { } { }cdeebeaeieN ,,,, == ����  

Dengan demikian diperoleh himpunan koset kanan dari N  dalam 3P  

adalah { } { }{ }edcbai ,,,,,=  

Koset kiri dari N  dalam 3P  adalah 

{ }baiNi ,,=�                { } { }edcbcacicNc ,,,, == ����  

{ }ibaNa ,,=�              { } { }cedbdadidNd ,,,, == ����  

{ }aibNb ,,=�               { } { }dcebeaeieNe ,,,, == ����  



Begitu juga dengan himpunan Koset kiri dari N  dalam 3P  adalah 

{ } { }{ }edcbai ,,,,,=  

Gx ∈∀  memenuhi xNNx �� =  

 Jadi, { }baiN ,,=  subgrup normal 

 

3.1.2 Teorema Tentang Irisan Subgrup Normal 

Teorema 3.1.2.1 

Misal ),( ∗G  adalah Grup. 

Misal ( )∗⊆∗ ,),( 1 GH , dengan 1H  adalah normal 

Misal ( )∗⊆∗ ,),( 2 GH , dengan 2H  adalah normal 

Maka ( )∗⊆∗∩ ,),( GkH ;  dengan kH ∩  normal 

 

Sebelum memahami teorema di atas, penulis akan memberikan contoh 

tentang irisan dalam subgroup normal sebagai berikut: 

Contoh: 

Misal ),( 12 +M  adalah grup 

Misal { } 121 10,8,6,4,2,0 MH ⊂=  maka ),( 1 +H  adalah subgrup  dari ),( 12 +M  

Misal { } 122 9,6,3,0 MH ⊂=  maka ),( 2 +H  adalah subgrup  dari ),( 12 +M  

Jawab: 

� Sifat normal pada ),( 1 +H  

Selanjutnya akan diselidiki sifat normal pada ),( 1 +H  yaitu dengan menentukan 

koset kiri dan koset kanan dari 1H  di 12M  



+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 

4 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 

5 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 

6 6 7 8 9 10 11 12 o 1 2 3 4 5 

7 7 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 

8 8 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 

9 9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

10 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

11 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

12 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Tabel 3.2 12M   

Dari table di atas diperoleh bahwa  

Untuk koset kiri: 1Hg +  dengan 12Mg ∈  

{ }10,8,6,4,2,00 1 =+ H   { }10,8,6,4,2,06 1 =+ H  

{ }11,9,7,5,3,11 1 =+ H    { }11,9,7,5,3,17 1 =+ H  

{ }10,8,6,4,2,02 1 =+ H   { }10,8,6,4,2,08 1 =+ H  

{ }11,9,7,5,3,13 1 =+ H    { }11,9,7,5,3,19 1 =+ H  

{ }10,8,6,4,2,04 1 =+ H   { }10,8,6,4,2,010 1 =+ H  



{ }11,9,7,5,3,15 1 =+ H    { }11,9,7,5,3,111 1 =+ H  

Dengan demikian diperoleh bahwa: 

1111111 }1086420{ HHHHHHH =+=+=+=+=+=+  dan 

112111111 }1197531{ HMHHHHHH −=+=+=+=+=+=+  

Sedangkan untuk koset kanan, karena penjumlahan bersifat assosiatif yaitu  

ghhg +=+ ; untuk setiap 12Mg ∈  dan untuk setiap 1Hh ∈  . sehingga 

diperoleh: 

00 11 +=+ HH   66 11 +=+ HH  

11 11 +=+ HH   77 11 +=+ HH  

22 11 +=+ HH   88 11 +=+ HH  

33 11 +=+ HH   99 11 +=+ HH  

44 11 +=+ HH   1010 11 +=+ HH  

55 11 +=+ HH   1111 11 +=+ HH  

Dengan demikian diperoleh juga 

1111111 }1086420{ HHHHHHH =+=+=+=+=+=+  dan 

112111111 }1197531{ HMHHHHHH −=+=+=+=+=+=+  

Karena     gHHg +=+ 11  

Koset kiri = koset kanan 

Maka, ),( 1 +H  adalah subgrup normal. 

 

 

 



� Sifat normal pada ),( 2 +H  

Selanjutnya akan diselidiki sifat normal pada ),( 2 +H  yaitu dengan menentukan 

koset kiri dan koset kanan dari 2H  di 12M  

Dari table 12M  di atas diperoleh bahwa  

Untuk koset kiri: 2Hg +  dengan 12Mg ∈  

{ }9,6,3,00 2 =+ H    { }9,6,3,06 2 =+ H  

{ }10,,7,4,11 2 =+ H    { }10,7,4,17 2 =+ H  

{ }9,6,3,02 2 =+ H    { }9,6,3,08 2 =+ H  

{ }10,7,4,13 2 =+ H    { }10,7,4,19 2 =+ H  

{ }9,6,3,04 2 =+ H    { }9,6,3,010 2 =+ H  

{ }10,7,4,15 2 =+ H    { }10,7,4,111 2 =+ H  

Dengan demikian diperoleh bahwa: 

2222222 }1086420{ HHHHHHH =+=+=+=+=+=+  dan 

212222222 }1197531{ HMHHHHHH −=+=+=+=+=+=+  

 

Sedangkan untuk koset kanan, karena penjumlahan bersifat assosiatif yaitu  

ghhg +=+ ; untuk setiap 12Mg ∈  dan untuk setiap 2Hh ∈  . sehingga 

diperoleh: 

00 22 +=+ HH   66 22 +=+ HH  

11 22 +=+ HH   77 22 +=+ HH  

22 22 +=+ HH   88 22 +=+ HH  



33 22 +=+ HH   99 22 +=+ HH  

44 22 +=+ HH   1010 22 +=+ HH  

55 22 +=+ HH   1111 22 +=+ HH  

 

Dengan demikian diperoleh juga 

2222222 }1086420{ HHHHHHH =+=+=+=+=+=+  dan 

212222222 }1197531{ HMHHHHHH −=+=+=+=+=+=+  

Karena     gHHg +=+ 22  

Koset kiri = koset kanan 

Maka, ),( 2 +H  adalah subgrup normal. 

 

� 21 HH ∩  adalah normal 

 Selanjutnya, akan diselidiki bahwa untuk 21 HH ∩  adalah juga normal. 

{ } 121 10,8,6,4,2,0 MH ⊂=  

{ } 122 9,6,3,0 MH ⊂=  

{ }6,021 =∩ HH  

Misal ),( 21 +∩ HH  adalah subgroup  dari ),( 12 +M , maka akan ditentukan koset 

kiri dan koset kanannya dari  ),( 21 +∩ HH  terlebih dahulu, sebagaimana berikut: 

{ }6,0)(0 21 =∩+ HH   { }6,0)(6 21 =∩+ HH  

{ }7,1)(1 21 =∩+ HH    { }7,1)(7 21 =∩+ HH  

{ }8,2)(2 21 =∩+ HH    { }8,2)(8 21 =∩+ HH  



{ }9,3)(3 21 =∩+ HH    { }9,3)(9 21 =∩+ HH  

{ }10,4)(4 21 =∩+ HH   { }10,4)(10 21 =∩+ HH   

{ }11,5)(5 21 =∩+ HH   { }11,5)(11 21 =∩+ HH  

Sehingga, himpunan koset kiri dari 21 HH ∩  dalam 12M  adalah: 

{ } { } { } { } { } { }{ }11,5,10,4,9,3,8,2,7,1,6,0=  

Sedangkan untuk koset kanan dari 21 HH ∩  dalam 12M , karena penjumlahan 

bersifat komutatif maka diperoleh 

( ) 0)(0 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 6)(6 2121 +∩=∩+ HHHH  

( ) 1)(1 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 7)(7 2121 +∩=∩+ HHHH  

( ) 2)(2 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 8)(8 2121 +∩=∩+ HHHH  

( ) 3)(3 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 9)(9 2121 +∩=∩+ HHHH  

( ) 4)(4 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 10)(10 2121 +∩=∩+ HHHH   

( ) 5)(5 2121 +∩=∩+ HHHH   ( ) 11)(11 2121 +∩=∩+ HHHH  

Dengan demikian diperoleh: 

( ) gHHHHg +∩=∩+ 2121 )( ; untuk setiap 12Mg ∈  

         koset kiri = koset kanan 

Jadi, ),( 21 +∩ HH  adalah subgrup normal dari ),( 12 +M . 

 

 

 

 



Dari contoh-contoh tersebut di atas, selanjutnya penulis akan membuktikan 

teorema tentang irisan subgrup normal sebagai berikut: 

Teorema 3.1.2.1 

Misal ),( ∗G  adalah Grup. 

Misal ( )∗⊆∗ ,),( 1 GH , dengan 1H  adalah normal 

Misal ( )∗⊆∗ ,),( 2 GH , dengan 2H  adalah normal 

Maka ( )∗⊆∗∩ ,),( GkH ;  dengan kH ∩  normal 

Bukti: 

Untuk 1H , karena ( )∗⊆∗ ,),( 121 MH , dengan 1H  adalah normal, maka 

gHHg ∗=∗ 11 , sehingga 1

1

1 HgHg =∗∗ −
. Demikian juga dengan 2H , 

karena ( )∗⊆∗ ,),( 2 GH , dengan 2H  adalah normal, maka 

gHHg ∗=∗ 22 , sehingga 2

1

2 HgHg =∗∗ − . 

Dengan demikian, maka akan ditunjukkan bahwa 

21

1

21 )( HHgHHg ∩=∗∩∗ − . 

Ambil )( 21 HHx ∩∈  maka itu berarti 1Hx ∈  dan 2Hx ∈ . Karena 1H  

dan 2H  adalah normal maka dengan demikian dapat diasumsikan bahwa: 

1

1

1 HgHg =∗∗ −   dan  2

1

2 HgHg =∗∗ −  

1

1
Hgxg ∈∗∗ −

     dan  2

1
Hgxg ∈∗∗ −

 

Sehingga, dari pernyataan di atas dapat disimpulkan bahwa 

)( 21

1
HHgxg ∩∈∗∗ −  untuk setiap )( 21 HHx ∩∈ . 



Hal ini mengakibatkan, ( ) 21

1

21 HHgHHg ∩=∗∩∗ − . Jadi dengan 

demikian terbukti bahwa ),( 21 ∗∩ HH  adalah normal. 

 

3.1.2 Sifat-sifat Subgrup Normal 

Teorema 3.1.2.1  

Misal ),( ∗G  adalah grup. Misal ),( ∗H  adalah subgrup normal dari ),( ∗G  

jika dan hanya jika HgHg =∗∗ −1  untuk setiap Gg ∈  (Raisinghania, 

1980: 213). 

Bukti:  

( )�  Akan dibuktikan: H  subgrup Normal maka HgHgGg =∗∗∈∀ −1,  jika 

Gg ∈ , maka Gg ∈−1 .  

H  subgrup normal dari G  berarti Gg ∈∀  berlaku hubungan 

gHHg ∗=∗ . 

Sehingga, 

            gHHg ∗=∗  

11 )()( −− ∗∗=∗∗ ggHgHg ………………… (dioperasikan dengan 1−
g  

dari sebelah kanan) 

   )( 11 −− ∗∗=∗∗ ggHgHg …………………..(∗  Assosiatif) 

   IHgHg ∗=∗∗ −1             ………………….. (Sifat Invers) 

   HgHg =∗∗ −1                  ………………….  (Sifat Identitas) 

 



( )⇐  Akan dibuktikan: HHgHgGg �=∗∗∈∀ −1,  subgroup normal. 

H  subgrup normal dari G  berarti Gg ∈∀  berlaku hubungan 

HgHg =∗∗ −1 . 

Sehingga,  

           HgHg =∗∗ −1
 

   gHggHg ∗=∗∗∗ − )( 1
………………….(dioperasikan dengan g  dari 

sebelah kiri) 

gHggHg ∗=∗∗∗ − )()( 1 ……………….. (∗  Assosiatif) 

            gHIHg ∗=∗∗ )( ……………….. (Sifat Invers) 

                    gHHg ∗=∗ ……………….. (Sifat Identitas) 

  Koset kiri = koset kanan 

Jadi, H  subgrup normal 

Dari ( )�  dan ( )⇐  diperoleh bahwa H  subgrup normal jika dan hanya 

jika HgHg =∗∗ −1
 

 

Teorema 3.1.2.2 

 Jika N  suatu subgrup dari G , maka N  adalah subgrup normal dari G  

jika dan hanya jika hasil operasi dua koset kanan dari N  dalam G  adalah 

koset kanan dari N  dalam G  pula (Raisinghania, 1980: 213). 

Bukti: 

Misal ( )�,G  adalah grup normal 

Misal ( )�,N  adalah subgrup dari ( )�,G  



1) Akan dibuktikan: N  subgrup normal dari 

( )baNbNaNG ����� =� )()(  untuk setiap Gba ∈, . N  subgrup 

normal dari G  maka NaaN �� =  untuk setiap Ga ∈ . Untuk setiap 

Gba ∈, , 

)()( bNaN ���  = bNaN ��� )(  

     = baNN ��� )(  

     = )()( baNN ���  

     = )( baN ��  

Gba ∈,  dan ),( �G  adalah suatu grup, maka GG ∈),( � , berarti )( baN ��  

adalah koset kanan dari N  dalam G . Jadi, hasil operasi dua koset kanan 

dari N  adalah koset kanan dari N  dalam G  pula. 

2) Akan dibuktikan: untuk Gcba ∈,, , NcNbNaN �= ���� )()(  

subgroup normal dari G . 

Misal Ni ∈ , karena cNbNaN ���� =)()(  maka 

( ) cbacibiai =�= ����� )(  

Sehingga dari ketentuan cNbNaN ���� =)()(  diperoleh 

( )baNbNaN ����� =)()(  untuk setiap Gba ∈, . 

Ambil 1−= ab , maka  

( )11 )()( −− = aaNaNaN �����  

        = iN �  

            )()( 1−
aNaN ���  = N , karena NNN �=  

)()( 1−
aNaN ���  = NN �  



 )( 1−
aNa ��   = N  untuk setiap Ga ∈  

Ini berarti bahwa N  adalah subgrup normal dari G . 

 

3.2 Isomorfisme Subgrup Normal 

3.2.1 Definisi Isomorfisme Subgrup Normal 

Definisi 3.2.1 

Diberikan fungsi φ , misal ( )�,G  adalah grup. Misal ),( 11 �HGH �∈  dan 

),( 22 �HGH �∈  adalah subgrup normal. Misal fungsi 21: HH →φ . 

Pemetaan φ �disebut isomorfisma subgrup normal jika dan hanya jika: 

1) φ �merupakan Homomorfisme   

2) φ �merupakan pemetaan bijektif   

 � Dummit dan Foote, 1991:35). 

 

3.2.2 Sifat-sifat Yang Terkait Dengan Isomorfisme Subgrup Normal 

Teorema 3.2.2.1 

Diketahui H  subgrup pada G  dan N  merupakan subgrup normal pada 

G , maka terdapat suatu ismomorfisma dari NHN  ke ( )NHH ∩  

(Dummit dan Foote, 1991:97). 

Bukti: 

Menurut Teorema 2.6.6, Teorema 2.6.8, dan Teorema 2.6.9, diperoleh NHN  

dan ( )NHH ∩  merupakan grup. Pembuktian adalah dengan menggunakan 

Teorema 2.7.2, yaitu dengan menjalankan langkah (i) sampai (vi) sebagai berikut: 



(i). Dibentuk HNG = dan ( )NHHG ∩='  merupakan grup 

(ii). Dibentuk pengaitan ': GG →φ  dengan ( ) ( )NHhhn ∩=φ  untuk 

setiap HNhn ∈ .  

Akan ditunjukkan bahwa φ � merupakan pemetaan. Misalkan 11nhhn =  untuk 

suatu Hhh ∈1, dan Hnn ∈1, . Dengan demikian diperoleh Nnnhh ∈= −− 1

1

1

1  

Karena Hhh ∈−1

1  dan Nhh ∈−1

1 , diperoleh NHhh ∩∈−1

1  dan dengan demikian 

( ) ( )NHhNHh ∩=∩1  atau dengan kata lain ( ) ( )11nhhn φφ = . 

Jadi, terbukti bahwa φ �merupakan pemetaan. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa φ � merupakan homomorfisma. Diambil 

sebarang HNnhnh ∈2211 , . Karena N  merupakan subgrup normal, 

maka 2221 nhhn =  untuk suatu Nn ∈3 dan dengan demikian 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2321232122112211 nnhhnnhhnhnhnhnh === . 

Diperhatikan bahwa 

( )( )( )2211 nhnhφ = ( )( )( )2211 nhnhφ �

� � � ( )( )NHhh ∩21 �

� � � ( )( ) ( )( )NHhNHh ∩∩ 21 �

� � � ( ) ( )2211 nhnh φφ �

Jadi, terbukti bahwa φ �merupakan homomorfisma. 

(iii). Diketahui ( ) '
GG ⊆φ  

(iv). Dari Teorema 2.6.4, diperoleh ( )φkerG  merupakan grup. 



Jika ( )φker∈hn , berakibat ( ) ( )NHhn ∩=φ atau dengan kata lain NHh ∩∈ . 

Sehingga diperoleh ( ) { }NnNHhhn ∈∩∈= ,ker φ . Karena untuk sebarang 

( )φker∈hn � , berlaku Nh ∈  dan Nn ∈  akibatnya Nhn ∈ �dan dengan demikian 

( ) N⊆φker . Jika dipilih eh = , maka untuk sebarang Nn ∈  berlaku 

( )φker∈= enn  dan dengan demikian ( )φker⊆N . Jadi, karena berlaku 

( ) N⊆φker  dan ( )φker⊆N  maka dapat disimpulkan 

bahwa ( ) N=φker . 

(v). Dari Teorema 2.6.4, dapat dibentuk suatu homomorfisma surjektif dari G  ke 

( )φkerG   

(vi). Dari Teorema 2.7.1, dapat dibentuk suatu isomorfisma dari ( )φkerG  ke 

( )Gφ  

Dari langkah (i) sampai (vi), sesuai dengan Teorema 2.7.2 terbukti bahwa terdapat 

suatu isomorfisma dari NHN  ke ( )HNφ  

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa ( ) ( )NHHHN ∩=φ , yaitu φ � merupakan 

pemetaan surjektif. Diambil sebarang ( )NHHy ∩∈ , maka ( )NHhy ∩=  untuk 

suatu Hh ∈  dan dengan demikian dapat dipilih HNhex ∈=  sehingga berlaku 

( ) yx =φ  

Jadi, φ �merupakan pemetaan surjektif sehingga menurut Teorema 2.7.3 terdapat 

suatu isomorfisma dari NHN  ke ( )NHH ∩ . 

 

 



Teorema 3.2.2.2 

Diketahui H  dan K  subgrup normal pada G . Jika K  subgrup pada H , 

maka terdapat suatu isomorfisma dari HG  ke ( )( )KHKG  (Dummit dan 

Foote, 1991:98). 

Bukti: 

Menurut Teorema 2.6.6, Teorema 2.6.8, dan Teorema 2.6.9, diperoleh HG  dan 

( )( )KHKG  merupakan grup. Pembuktian adalah dengan menggunakan Teorema 

2.7.3, yaitu dengan menjalankan langkah (i) sampai (vi) sebagai berikut: 

(i). Dibentuk G  dan  ( )( )KHKGG ='
 merupakan grup 

(ii). Dibentuk pengaitan ': GG →φ  dengan ( ) ( )( )KHaKa =φ  untuk setiap 

.Ga ∈ .  

Jelas bahwa φ �merupakan pemetaan. Diambil sebarang ., Gba ∈  

Diperhatikan bahwa 

( )abφ   = ( )( )( )KHKab  

 = ( )( )( )( )KHbKaK  

 = ( )( )( ) ( )( )( )KHbKKHaK  

 = ( ) ( )ba φφ  

Jadi, terbukti bahwa φ �merupakan homomorfisma. 

(iii). Diketahui ( ) 'GG ⊆φ   

(iv). Dari Teorema 2.6.4, diperoleh ( )φkerG merupakan grup. 



Jika ( )φker∈x , berakibat ( ) ( )KHx =φ  atau dengan kata lain .KHxK ∈  

Diperhatikan bahwa KHxK ∈  jika dan hanya jika .Hx ∈  Jadi, diperoleh 

( ) H=φker  

 (v). Dari Teorema 2.6.5, dapat dibentuk suatu homomorfisma surjektif dari G  ke 

( )φkerG   

(vi). Dari Teorema 2.7.1, dapat dibentuk suatu isomorfisma dari ( )φkerG  ke 

( ).Gφ . 

Dari langkah (i) sampai (vi), sesuai dengan Teorema 2.7.2 terbukti bahwa terdapat 

suatu isomorfisma dari HG  ke ( ).Gφ . 

Terakhir, akan ditunjukkan bahwa ( ) ( )( )KHKGG =φ , yaitu φ � merupakan 

pemetaan surjektif. Diambil sebarang ( )( )KHKGy ∈ , maka 

( )( )KHaKy = untuk suatu Ga ∈  dan dengan demikian dapat dipilih Gax ∈=  

sehingga berlaku ( ) yx =φ . 

Jadi, φ �merupakan pemetaan surjektif sehingga menurut Teorema 2.7.3 terdapat 

suatu isomorfisma dari HG  ke ( )( )KHKG . 

 

3.3 Kajian Isomorfisme Dalam Islam 

 Dalam kamus bahasa indonesia, yang dimaksud dengan isomorfisme 

adalah sama atau serupa. Sedangkan dalam Aljabar Abstrak, yang dimaksud 

dengan isomorfisme adalah suatu pemetaan dari himpunan pertama ke himpunan 

yang kedua yang memenuhi sifat-sifat homomorfisme dan bijektif. Dalam 



perspektif islam, kajian isomorfisme dapat kita lihat dalam surat An-Nahl ayat 97 

sebagaimana berikut: 

%,������	 ���� 4�	
��?�, �0��8��.�>�� ���%�<� �����= ���/,�� > ���) ��� �?(���� 	
 �'�9@ �����@�97 ��(:" �/�;�
�+ �2 ����&� %A� ������ �=��%� ��", �! %@�B	��� ���������.�����
 �	 ������5����

Artinya:”Barangsiapa yang mengerjakan amal saleh, baik laki-laki maupun 

perempuan dalam keadaan beriman, Maka Sesungguhnya akan kami 

berikan kepadanya kehidupan yang baik[839] dan Sesungguhnya akan 

kami beri balasan kepada mereka dengan pahala yang lebih baik dari 

apa yang Telah mereka kerjakan” (Q.S An-Nahl: 97) 

 

Dalam ayat diatas dijelaskan bahwa ada dua golongan yaitu laki-laki dan 

perempuan dimana dalam Islam tidak ada perbedaan dalam mendapat pahala, 

dengan kata lain bahwa pahala yang didapat baik laki-laki maupun perempuan 

adalah sama, selain itu hakekat dari penciptaannyapun juga sama yaitu diciptakan 

dari unsur sari pati tanah, dan sama-sama beribadah kepada Allah SWT. 

Sedangkan yang membedakan dari kedua himpunan tersebaut yaitu faktor jenis 

kelaminnya. Hal ini dapat di gambarkan kedalam diagram sebagaimana berikut: 

 

   

 

 

 

 

Gambar 3.1 Isomorfisme�Amal Perbuatan 
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Keterangan: 

A = Laki-Laki�� �  B = perempuan�

a = pahala    1 = pahala 

b = hakekat penciptaannya  2 = hakekat penciptaannya 

c = beribadah� � � � 3 = beribadah 

 Dalam ayat lain disebutkan bahwa laki-laki dan perempuan, keduanya 

adalah sama yakni sama-sama manusia. Sebagaimana laki-laki berasal dari laki-

laki dan perempuan, maka demikian pula halnya perempuan berasal dari laki-laki 

dan perempuan. Tidak ada kelebihan yang satu dari yang lain tentang penilaian 

iman dan amalnya. Sebagaimana firman Allah SWT dalam Al-Quran surat Al-

Imron ayat 195 yang berbunyi: 

�8��A �� ���� �'��� �2 ����� �2 <��
��	=A ������4��C�����B�D����	����� ����0��,�0��8��� �>�� ���%�<� ��;�� �� �+�����, �0��
>E ����;��01 �� �� ���'�������� �=�����&�� ����,����� �=&��������� �>� �����	&��(��	�������
 ��� �� ������
 �� �� ���

�� ���.� �� �#��� ?C D����� (C&F� �E (:������ �2 ��	
 �7 ��#���@��� ���( &��G �;�,���� �C �H�.�;�����2 � �#���� $�����3�%, �0����� ���

��������������) �/ �������,�! �@��8������������F����

Artinya:”Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan 

berfirman): "Sesungguhnya Aku tidak menyia-nyiakan amal orang-

orang yang beramal di antara kamu, baik laki-laki atau perempuan, 

(karena) sebagian kamu adalah turunan dari sebagian yang lain[259]. 

Maka orang-orang yang berhijrah, yang diusir dari kampung 

halamannya, yang disakiti pada jalan-Ku, yang berperang dan yang 

dibunuh, Pastilah akan Ku-hapuskan kesalahan-kesalahan mereka dan 

Pastilah Aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-

sungai di bawahnya, sebagai pahala di sisi Allah. dan Allah pada sisi-

Nya pahala yang baik." (Q.S. Ali-Imron:195). 

 



Selain itu, representase dari isomorfisme dapat kita jumpai pada surat Adz-

Dzariyaat ayat 56 yang berbunyi: 

� ��������& 	
 ����,�G �6����I� �G �����
�	��'�� ���� �������FH����

Artinya:”Dan Aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka 

mengabdi kepada-Ku” (Q.S Adz-Dzariyaat: 56). 

 

 Berdasarkan ayat di atas, dapat diketahui bahwa ada dua himpunan 

semesta yaitu himpunan manusia dan himpunan jin. Meskipun hakekat 

penciptaannya berbeda tetapi tujuan penciptaannya sama yaitu untuk mengabdi 

kepada Allah SWT. 

Kajian isomorfisme juga dapat direpresentasikan kedalam masalah 

pembagian warisan. Salah satunya yaitu pada surat An-Nisa ayat 11 sebagaimana 

berikut: 

A+ ��" �?���������+�	&��� �. ������ ��;�&��� �������� 1����.J �@�'0 4 ���1� �#���-�� 	K �'��, ���4!�� �! 	I��J���'�'0 4 ���K�3 ���

�,�2 	
 �'�� �1�
 �3�� ���� �����;��	����%� ������9@ ���@*���� �2 	
�'��L�L�0����-��� ������#���'.��� ���,��M*���� �	 ?C D�0��

*N�� B!������	 ���� ������	��������) �� ���C� �����-�� 	K �'��+ ���, �� ���) �� ���C� ������) �� �3(
 �� ����/��������� �0�  M�'��2 �
D�����-�
� 	K �'��������) �����7@ ��� 	���� �0� M�'�*N��B!����-��,������ ���,7���?���% �O������ �C (P�� ��60 �1 ������� �� �N ������!�

�� �� �N�� ��������������*
 %������ �25���E8���� ������ �������� ���-�97 �+�&��'�!O�0�����������	�������������� )	" 	
 ���

� F	" �� �@������G���
Artinya:”11)Allah mensyari'atkan bagimu tentang (pembagian pusaka untuk) 

anak-anakmu. yaitu : bahagian seorang anak lelaki sama dengan 

bagahian dua orang anak perempuan; dan jika anak itu semuanya 

perempuan lebih dari dua, Maka bagi mereka dua pertiga dari harta 

yang ditinggalkan; jika anak perempuan itu seorang saja, Maka ia 



memperoleh separo harta. dan untuk dua orang ibu-bapa, bagi masing-

masingnya seperenam dari harta yang ditinggalkan, jika yang 

meninggal itu mempunyai anak; jika orang yang meninggal tidak 

mempunyai anak dan ia diwarisi oleh ibu-bapanya (saja), Maka ibunya 

mendapat sepertiga; jika yang meninggal itu mempunyai beberapa 

saudara, Maka ibunya mendapat seperenam. (Pembagian-pembagian 

tersebut di atas) sesudah dipenuhi wasiat yang ia buat atau (dan) 

sesudah dibayar hutangnya. (Tentang) orang tuamu dan anak-anakmu, 

kamu tidak mengetahui siapa di antara mereka yang lebih dekat 

(banyak) manfaatnya bagimu. Ini adalah ketetapan dari Allah. 

Sesungguhnya Allah Maha mengetahui lagi Maha Bijaksana.” (Q.S An-

Nisaa: 11) 

 

 Berdasarkan surat An-Nisaa ayat 11 di atas, dijelaskan bahwasanya Allah 

memerintahkan kepada umat manusia untuk berlaku adil, karena pada masa 

jahiliyah, orang-orang memberikan seluruh harta warisan hanya untuk laki-laki, 

tidak untuk perempuan. Maka Allah memerintahkan kesamaan diantara mereka 

dalam hal sama-sama mempunyai hak untuk menjadi ahli waris, dan membedakan 

bagian yang diperoleh diantara dua jenis tersebut, dimana bagian laki-laki sama 

dengan dua bagian perempuan. Hal  itu disebabkan karena laki-laki 

bertanggungjawab  atas nafkah, kebutuhan, usaha, dan resiko tanggung jawab 

(Tafsir Ibnu Katsir, 2007: 439) 

  

 

 

 

 

Gambar 3.1 Isomorfisme Hak Waris 
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Keterangan: 

A = Laki-Laki�� �  B = perempuan�

a = hak mendapat warisan  1 = hak mendapat warisan 

b = hakekat penciptaannya  2 = hakekat penciptaannya 

c = bagian yang diperoleh� � 3 = bagian yang diperoleh 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



BAB IV 

PENUTUP 

4.1 KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil pembahasan pada BAB III, maka dapat diambil 

kesimpulan bahwa dikatakan subgrup normal jika dan hanya jika berlaku koset 

kiri sama dengan koset kanannya, sehingga dengan menggunakan contoh 12M  

terbukti bahwa hasil irisan dari dua buah subgrup normal adalah juga normal. 

Sedangkan dikatakan isomorfisme grup pada subgrup normal jika dan hanya jika 

komponennya itu adalah subgrup normal dan berlaku sifat homomorfisme dan 

bijektif. 

4.2 SARAN 

Hal-hal yang dibahas dalam skripsi ini hanya sebagian kecil dari 

isomorfisme grup pada subgrup normal. Oleh karena itu, diharapkan  kepada para 

penulis yang lain untuk mengadakan penelitian secara lebih mendalam mengenai 

isomorfisme  grup pada subgrup normal dengan mencari sifat-sifat yang lain. 
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