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ABSTRAK

Jalil, Abdul. 2009. Color Digraph dan Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z  dengan n

Bilangan Prima. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri (UIN) Malang.
Pembimbing: I. Abdussakir, M.Pd

II. Abdul Azis, M.Si
Kata kunci: Digraph,Color Digraph, Cayley Color Digraph, Grup, Grup Siklik.

Misal (G,0) adalah grup, (G,0) dikatakan grup siklik jika dan hanya jika terdapat a € G yang
sedemikian hingga setiap elemen dari G dapat dibangkitkan/dibangun oleh a, dengan kata lain setiap
elemen dari G dapat dituliskan sebagai perpangkatan dari a (Integral power of a).

Color digraph dari grup G adalah digraph yang titik-titiknya adalah semua anggota G, dan busur
dari a ke b diwarnai a™’b, untuk setiap a,b € G . Cayley Color Digraph D, (') yaitu misal diberikan T

grup nontrivial yang berhingga dengan A = {hl, h2 - hk} sebagai himpunan generator untuk I". Untuk
0,,9, €I' akan terdapat suatu busur (gl,gz) yang berwarna h, di D, (') jika dan hanya jika
g, = glhi. Jika hi adalah suatu elemen yang berorder 2 (inversnya dirinya sendiri atau (h;)* = 1)

g, = g,h,, maka diperoleh g, = g,h

.

Cara menentukan Color Digraph dari grup siklik adalah: (1). Menentukan warna dari titik u
menuju v dengan cara mencari utv pada grup siklik Z, dengan n bilangan Prima dan 3<n<7. (2).
Menggambarkan bentuk Color digraph dari grup siklik Z_ dengan n bilangan Prima dan 3<n<7. (3).
Menyimpulkan bentuk dari Color Digraph dari grup siklik Z_, dengan n bilangan Prima dan 3<n<7

dan meneliti apakah terdapat sikel Hamilton pada digraph tersebut.

Cara menentukan Cayley Color Digraph D, (T") dari grup siklik adalah: (1). Memilih generator
yang merupakan subset dari grup siklik Z, dengan n bilangan Prima dan 3<n<7. (2). Menentukan
warna busur dari dua titik yang adjacent. (3). Menentukan hasil Cayley Color Digraph D, (I") dari grup
siklik Z, dengan n bilangan Prima dan 3<n<7. (4). Menggambarkan bentuk Cayley Color Digraph
D, (') dari grup siklik Z, dengan n bilangan Prima dan 3<n<7. (5). Menyimpulkan bentuk dari
Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z, dengan n bilangan Prima dan 3<n <7 dan meneliti
apakah terdapat Sikel Hamilton pada digraph tersebut.

Setelah dilakukan pengujian, maka dapat diketahui bahwa bentuk dari color digraph dan cayley color
digraph dari grup siklik Zn dengan n bilangan prima dan 3 < n <7 adalah digraf Hamilton



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak akan pernah lepas dari berbagai
permasalahan-permasalahan yang menyangkut berbagai aspek, sehingga dalam
penyelesaiannya diperlukan sebuah pemahaman melalui suatu metode atau ilmu bantu
tertentu yang di antaranya adalah ilmu matematika. Matematika merupakan alat untuk
menyederhanakan penyajian dan pemahaman masalah. Dalam bahasa matematika,
suatu masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan
dipecahkan. Untuk keperluan tersebut, pertama dicari pokok masalahnya, kemudian

dibuat rumusan atau model matematikanya.

Seiring dengan kemajuan dan perkembangan tekhnologi, ilmu matematika terus
berkembang dan bercabang-cabang dan salah satu cabang ilmu matematika yang
bermanfaat dalam kehidupan sehari-hari adalah teori graf dan teori digraf. Pada teori
graf dan teori digraf diberikan model matematika untuk setiap himpunan dari sejumlah
obyek diskret, dan beberapa pasangan unsur dari himpunan tersebut terikat menurut
suatu aturan tertentu. Obyek diskret dari suatu himpunan misalnya dapat berupa orang-
orang dengan aturan kenal, atau juga himpunan nama kota dengan aturan jalan yang
menghubungkan antara kota satu ke kota yang lain. Aturan jalan yang menghubungkan
antara kota satu dengan kota yang lainnya dapat diselesaikan dengan memakai teori

graf ataupun teori digraf.



Sebagai salah satu dari cabang ilmu, teori graf dan teori digraf banyak
manfaatnya dan sering digunakan untuk menyelesaikan suatu permasalahan dalam
kehidupan sehari-hari, salah satu contohnya adalah masalah jembatan Konisberg dan
merupakan suatu masalah yang pertama kali menggunakan graf (tahun 1736). Di kota
Konigsberg (sebelah timur negara bagian Prussia, Jerman), sekarang bernama kota
Kaliningrad, terdapat sungai Pregal yang mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu
bercabang menjadi dua anak sungai yang mempunyai tujuh jembatan yang
menghubungkan daratan dan dibelah oleh sungai tersebut. Masalahnya adalah “Apakah
mungkin melalui ketujuh jembatan itu masing-masing tepat satu kali, dan kembali ke
tempat semula? Seorang matematikawan Swiss, L. Euler, adalah orang pertama yang
berhasil menemukan jawaban masalah itu dengan pembuktian yang sederhana. la
memodelkan masalah ini ke dalam graf. Daratan (titik-titik yang dihubungkan oleh
jembatan) dinyatakannya sebagai titik (noktah)-yang disebut simpul (vertex) dan

jembatan dinyatakan sebagai garis yang disebut busur (edge).

Selain itu, teori graf dan teori digraf juga dapat diaplikasikan pada cabang-
cabang ilmu matematika yang lain, di antaranya aljabar abstrak, matematika diskret, dan
lain sebagainya. Salah satu pembahasan yang menarik dari aplikasi teori graf pada
cabang ilmu matematika yang lain adalah graf yang dibentuk dari suatu grup.
Pembahasan tentang teori graf yang dibentuk dari grup di sini menjelaskan suatu digraf
yang dikaitkan dengan grup dan subset dari grup yang disebut generator. Hal ini
menunjukkan bahwa semakin ilmu itu didalami, maka ilmu tersebut akan terus
berkembang dan membutuhkan kajian yang lebih mendalam lagi. Perkembangan-
perkembangan ini, menunjukkan bahwa semakin lama dan semakin ilmu itu ditekuni,

maka ilmu itu tidak akan pernah habis dan tidak akan ada batasnya. Al-Qur'an telah



menyebutkan bahwa ilmu itu tidak akan ada batasnya, sebagaimana Firman Allah SWT

dalam surat Al-Kahfi ayat 109 yang berbunyi:

5 o kS 8l o I8 35001 sl 5 lBT 1515 J53T 0651

/ // - - ? /7
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Artinya: Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) kalimat-kalimat
Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu (pula)"(Q. S. Al-
Kahfi:109)

Oleh karena luasnya ilmu pengetahuan yang tidak terbatas sebagaimana telah
disebutkan di atas, maka dalam ayat Al-Qur’an yang lain, Allah SWT menantang para
hamba-Nya, baik bangsa jin ataupun manusia untuk selalu menambah pengetahuan,
karena pada hakikatnya, seorang hamba tidak akan pernah dapat melakukan apapun
atau menyelesaikan suatu permasalahan yang mereka hadapi tanpa kemampuan khusus

yang berupa ilmu pengetahuan. Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Ar-Rahman 33:

ué)Y\j “}'_A.«i.“ 2Ua_9| U'f b.\_.e_,_: Q‘ v...xja..,..;\ Q‘ \“j U';" faoels

< .}//ZE}}J/
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N

Artinya: Hai jama'ah jin dan manusia, jika kamu sanggup menembus (melintasi) penjuru
langit dan bumi, maka lintasilah, kamu tidak dapat menembusnya kecuali
dengan kekuatan. (QS; A-Rahman 33)



Dari kedua ayat tersebut di atas jelaslah bahwa ilmu amatlah luas dan tidak
terbatas, sehingga seyogyanya bagi umat muslim untuk selalu menggali dan
memperdalam suatu ilmu, karena pada dasarnya seorang muslim memang wajib untuk

menuntut ilmu, sebagaimana hadits yang berbunyi:

Menuntut ilmu wajib bagi setiap ummat muslim baik laki-laki maupun
perempuan (H.R Bukhari dan muslim)

Berdasarkan hadist di atas yang isinya adalah mewajibkan manusia untuk
mencari ilmu, para pencari ilmu haruslah tidak hanya mengandalkan kecerdasan (I1Q)
saja, melainkan harus diimbangi dengan kemampuan Spritual (5Q), hal ini sesuai dengan

tuntunan Al-Qur’an dalam surat Ali —Imron ayat 190-191 yang berbunyi:

2z 50 4w
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Artinya: Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam
dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal, (yaitu) orang-
orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam keadan
berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya
berkata): "Ya Tuhan kami, tiadalah Engkau menciptakan Ini dengan sia-sia,



Maha Suci Engkau, Maka peliharalah kami dari siksa neraka. (Q.S Ali-
Imron:190-191)

Pada ayat 191 dalam surat Ali-Imron tersebut di atas, terdapat dua kalimat

majemuk yang dihubungkan oleh huruf ‘Athaf (wawu) yaitu:

dan ayat

(2) oo SN uj_.LJTdb & O3 ,5miis

Gabungan kedua kalimat majemuk tersebut di atas memiliki makna dua hal yang harus
dilaksanakan secara bersamaan, dalam artian bahwa mencari ilmu tidaklah hanya
mengandalkan kemampuan otak saja melainkan harus dibarengi dengan kemampuan

spiritual, yaitu dengan jalan mendekatkan diri kepada sang Khaliq. Karena menurut ilmu

nahwu setiap kalimat yang digabung dengan memakai huruf ‘ataf (¢) mempunyai arti

musytarokah baina amraini yakni mempunyai arti bersamaan (Ghilayaini: 2004). Ayat
191 surat Ali-Imron tersebut dapat diinterpretasikan dalam matematika yaitu pergantian
siang dan malam dimisalkan dengan dua buah titik yang saling berhubungan. Oleh
karena kedua titik tersebut merupakan tanda-tanda kebesaran Allah SWT yang melekat
pada diri Ulul Albab, maka kedua titik-titik tersebut mempunyai arah yang menuju titik
(Ulul Albab). Sedangkan titik (Ulul Albab) adalah gabungan dari dua kriteria yang juga

dimisalkan dengan sebuah titik-titik, yaitu sebagaimana pada kalimat (1) dan kalimat (2),



sehingga apabila ayat tersebut diinterpretasikan dalam bentuk gambar akan tampak

gambar digraf sebagaimana berikut:

Mufakkir

Ulul Albab
Peciptaan

Malam
Langit

Sambil Bebaringi

Mudzakkir
Sambil Berdiri

Sambil Duduk

Gambar 1.1 Representasi Ayat 190-191 surat Ali-Imron dengan digraf

Berdasarkan uraian tersebut dalam penelitian ini penulis akan mengkaji tentang
digraf yang diperoleh dari suatu grup, dengan mengambil judul skripsi ”Color Digraph

dan Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z dengan n Bilangan Prima”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam penulisan

skripsi ini adalah:



1. Bagaimana bentuk dari Color Digraph dan Cayley Color Digraph pada grup siklik
Z, dengan n bilangan prima?
2. Apakah terdapat sikel Hamilton pada Color Digraph dan Cayley Color Digraph

dari grup siklik Z dengan n bilangan prima?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini adalah:

1. Untuk mengetahui bentuk dari Color Digraph dan Cayley Color Digraph pada
grup siklik Z  dengan n bilangan prima.
2. Untuk mengetahui apakah terdapat sikel Hamilton pada bentuk Color Digraph

dan Cayley Color Digraph dari grup siklik Z, dengan n bilangan prima.

1.4 Batasan Masalah

Untuk tetap menjaga kedalaman pembahasan materi, penulisan skripsi ini

dibatasi pada grup siklik Z , n bilangan prima dengan 3 <n<7.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:



1. Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan mengenai
sikel Hamilton pada Color Digraph dan Cayley Color Digraph dari grup
siklik Z,, dengan n bilangan prima.

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang matematika,
khususnya teori digraf mengenai sikel Hamilton pada Color Digraph dan Cayley Color
Digraph dari grup siklik.

3. Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan yang dijadikan sarana
pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk mata

kuliah teori digraf dan mata kuliah Aljabar Abstrak.

1.6 Metode Penelitian
1.5.1 Pendekatan dan Jenis Penelitian
Pendekatan yang digunakan dari penelitian ini adalah pendekatan kualitatif

dengan metode kepustakaan dengan Jenis penelitian yang berupa deskriptif kualitatif.

Dalam pendekatan deskriptif kualitatif ini, penulis menggunakan metode
penelitian kepustakaan (Library Research) vyaitu penelitian yang dilakukan dengan
mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan bermacam material yang terdapat

di ruang perpustakaan seperti buku-buku dan dokumen yang ada.

1.5.2 Sumber data
Sumber data dalam penulisan skripsi ini diperoleh melalui buku-buku antara

lain: Gery Chartrand & Linda Lesniak (Graph and Digraph second edition; 1986), Robin J.



Wilson dan John J. Watkins (Graph an Introductiory Approach; 1990) dan sumber-

sumber lain yang relevan.

1.5.3  Teknik Analisis Data
Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam membahas

penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mencari dan mengumpulkan berbagai literatur yang dijadikan acuan dalam
pembahasan ini. Literatur yang dimaksud adalah buku tentang digraf dan aljabar
abstrak serta sumber lain yang berhubungan dengan permasalahan yang akan
dibahas dalam penelitian ini.

2. Memahami dan mempelajari konsep Color Digraph dan Cayley Color Digraph.

3. Menentukan bentuk dari Color Digraph dan Cayley Color Digraph pada grup siklik

Z, dengan n bilangan prima.
4. Membuktikan apakah pada grup siklik Z, dengan n bilangan prima memuat sikel

Hamilton.

1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka

digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab yaitu:

BAB | PENDAHULUAN
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Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.

BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung
bagian pembahasan, antara lain pengertian digraf, digraf terhubung,
pewarnaan, pengertian grup, grup siklik, serta kajian digraf dan grup
dalam Al-Qur’an dan Hadits.

BAB Il PEMBAHASAN
Pembahasan berisi tentang bagaimana menentukan Color Digraph dan

Cayley Color Digraph dari grup siklik Z  dengan n bilangan prima serta

meneliti apakah terdapat sikel Hamilton.

BAB IV PENUTUP

Pada bab ini akan dibahas tentang kesimpulan dan saran.
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BAB II

KAJIAN TEORI

2.1. Digraf
2.1.1 Definisi Digraf

Digraf (Graf berarah/ Directed Graf) D adalah pasangan himpunan (V, E) di mana
V adalah himpunan tak kosong dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex) dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan terurut (u,v), yang mempunyai arah dari u
ke v, dari titik-titik u,v di V yang disebut busur. Himpunan titik di D dinotasikan dengan
V(D) dan himpunan busur dinotasikan dengan E(D) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 14 dan

Wilson dan Watkins, 1990:81).

Banyaknya unsur pada himpunan titik di digraf D disebut order dari D dan
dilambangkan dengan p(D), atau p, sedangkan banyaknya unsur pada himpunan busur

pada digraf D adalah size g(D) atau g (Chartrand dan Lesniak, 1986: 15).

Jika a = (u,v) merupakan busur dari digraf D, maka dikatakan bahwa a terkait
langsung dengan u dan terkait langsung dengan v, jika u terkait langsung dengan a dan v
juga terkait langsung dengan a, maka u dikatakan terhubung langsung pada v dan v

terhubung langsung dengan u. Selanjutnya busur (u, v) akan ditulis uv.

Perhatikan digraf D dengan himpunan titik V(D) = {vi, v,, v3, V4, vs}, dan
himpunan busur E(D) = {viV,, ViVa, VoV, VsVa, VsVa, VsVa, VaVs, VaVa, V3V,, Vovstberikut ini,

maka

\vip)| =5, | E(D)| = 10.
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Gambar 2.1. Digraf D

2.1.2 Derajat Titik

Pada graf suatu titik hanya mempunyai satu macam derajat, pada
digraf suatu titik mempunyai dua macam derajat. Misalkan D suatu
digraf dan v suatu titk di D. Derajat keluar (out degree) dari v yang
dinyatakan dengan od(v), adalah banyak busur di D yang terkait dari v.
Derajat masuk (in degree) dari v dinyatakan dengan id(v) adalah banyak
busur di D yang terkait ke v. Derajat titik v dari suatu digraf D
dinyatakan dengan deg(v) didefinisikan dengan:

deg(v) = od(v) + id(v)
Suatu digraf disebut beraturan-r (r-regqular) jika od(v) = id(v) untuk setiap v di
V(D).

Barisan derajat keluar (outdegree sequence) dari suatu digraf D

adalah barisan bilangan di, da, ..., dn, n = | V(D) |, sehingga titik-titik di

D dapat diberi nama vi, Vs, ... ,va dengan od(vi) = di. Barisan derajat
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masuk  (indegree sequence) didefinisikan dengan cara yang sama
(Chartrand dan Lesniak, 1986:15).

Perhatikan Gambar 2.2 di bawah ir+-

D: w
u v

Berdgsar) AGam'bar‘Z.-Z.‘ Dig;’af D gl

od(u) =_,

idu) =1,

od(w)=1,

idw) =1,

od(v) =0,

idv) =1.

Oleh karena itu deg(u) = 3, deg(w) = 2, dan deg(v) = 1.

2.1.3 Digraf Terhubung (Connected)

Perhatikan gambar berikut ini:




Gambar 2.3. Jalan

Sebuah jalan atau walk k pada digraf D pada Gambar 2.3 di atas adalah rangkaian
titik-titik uv,vw,wx...yz atau dapat dinotasikan dengan uvwx..yz. Jika semua busur (
tetapi tidak perlu semua titik) suatu jalan berbeda, maka jalan tersebut disebut sebagai
trail, dan jika semua titiknya berbeda maka trail itu disebut lintasan (path). Panjang

suatu jalan adalah jumlah busur pada jalan tersebut.

Jalan tertutup k pada digraf D adalah rangkaian busur pada D dengan bentuk
uv,uw,wx,...yz,zu, Jalan tertutup k yang semua busurnya berbeda maka disebut trail
tertutup. Sedangkan jika semua titiknya berbeda maka disebut sike/ (Robin J Wilson,
1990:88). Jadi dari hubungan antara sirkuit dan sikel diperoleh bahwa: trail tertutup dan
taktrivial pada graf D disebut sirkuit di D. Sirkuit yang semua titik internalnya berbeda

disebut sikel. Sikel dengan panjang k disebut sikel-k (Robin J Wilson, 1990:88)..

Suatu digraf disebut terhubung jika graf dasarnya merupakan graf terhubung,
dan sebaliknya disebut tidak terhubung jika graf dasarnya merupakan graf tidak
terhubung, serta disebut digraf terhubung kuat jika terdapat lintasan dari satu titik ke

titik yang lainnya. Berikut adalah contoh digraf tak terhubung, terhubung, terhubung

S X
w
t y
v t
u z
a

S X

kuat:




Keterangan:

Digraf (a) tidak terhubung karena graf dasarnya tidak terhubung

Digraf (b) terhubung, tetapi tidak terhubung kuat karena tidak ada lintasan dari w ke v.

Digraf (c) terhubung kuat karena ada lintasan yang menghubungkan semua pasangan

titiknya.

2.1.4 Digraf Hamilton
Digraf G disebut Digraf Hamilton apabila pada digraf (graf berarah) tersebut
terdapat sikel Hamilton atau Spanning Cycle (sikel merentang) yaitu setiap titik yang ada

pada digraf tersebut hanya terlewati tepat satu kali dan kembali kepada titik yang

semula. Berikut ini adalah contoh gambar digraf K, beserta sikel Hamilton pada digraf

K,:

Gambar 2.5 Digraf K,



2.2 Color Digraph dan Cayley Color Digraph
Misal G grup nontrivial, maka Color Digraph dari grup G adalah digraph yang
titik-titiknya adalah semua anggota G, dan busur dari a ke b diwarnai a™'b, untuk setiap

a,beG.

Misal diberikan I' grup nontrivial yang berhingga dengan A = {hl,hz,...,hk}
sebagai himpunan generator untuk I". Digraf yang dikaitkan dengan I" dan A disebut

Cayley Color Digraph dari I atas A dan dinotasikan dengan D, (I'). Himpunan titik
dari D, (I') adalah himpunan dari elemen grup I', oleh karena itu D, (I') mempunyai
order |F| Masing-masing generator h;, disebut color atau warna. Untuk g,,9, € I'

akan terdapat suatu busur (gl,gz) yang berwarna h, di D,(I") jika dan hanya jika



g, = g,h,.Jika h, adalah suatu elemen yang berorder 2 (inversnya dirinya sendiri atau

(h)*=1)dan g, = g,h;, maka diperoleh g, = g,h, (jika ruas kanan dan kiri sama-sama

dikalikan h;) vaitu 0,h, =g,hh,, maka 0, i:glh2

i i

sehingga 0,h, = 0,1 atau
g, = 9,h;. Jadi Cayley Color Digraph D,(I') memuat busur (g,,g,) dan (gz,gl),
dan jika kedua-duanya sama-sama berwarna h, maka untuk pasangan busur ini cukup
diwakili oleh busur tunggal g,,0,. Sedangkan untuk busur (g,,gz) dan (gz,gl) yang

berwarna h, berbeda tetap diwakili oleh busur itu sendiri.

2.3 Operasi Biner
Misalkan S suatu himpunan yang tidak kosong. Operasi o pada elemen-elemen
S disebut biner, apabila setiap dua elemen a, be S maka (ach)eS. Atau dapat

dikatakan operasi © merupakan pemetaan dari S x S ke S. Operasi o pada S yang

merupakan operasi biner bersifat tertutup (Sukirman, 2005: 35).
Misalkan operasi o pada S adalah suatu operasi biner, maka

1. Jika Va,beS berlaku acb=Dboa, maka dikatakan bahwa operasi o pada S

bersifat komuatif.
2. Jika Va,b e S berlaku (aob)oc =ao(boc), maka dikatakan bahwa operasi biner

o pada S bersifat assosiatif.



3. lJika ada €€ S sedemikian hingga VaeS berlaku ace=eoca=a, maka e

disebut elemen identitas terhadap o.

4. lJika YVae S,3b e S sedemikian hingga aocb =boa =e maka b disebut invers dari

a terhadap operasi o. Invers dari a ditulis a’'.

2.4 Grup

24.1

Definisi Grup

Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan G

tidak sama dengan himpunan kosong (G # ¢ ) dan * adalah operasi biner pada G yang

memenubhi sifat-sifat berikut:

(a*b)*xc=a=*(b=*c), untuk semua a,b,c € G (yaitu * assosiatif ).

Ada suatu elemen e di G sehingga a*e =e*a=a, untuksemua ac G (e
disebut identitas di G).

Untuk setiap aeG ada suatu element a’' di G sehingga

a*a'=al*a=e (a‘l di sebut invers dari a)

Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika

a*b=Db=*a untuk semua a,b € G (Raisinghania dan Aggarwal, 1980: 31 dan Dummit

dan Foote, 1991:13-14).

Contoh:
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Selidiki apakah himpunan bilangan Z dengan operasi penjumlahan (Z, +) adalah grup

abelian.

Jawab:

Misalkan a,b,c € Z dan + adalah operasi biner, (Z, +) adalah grup abelian jika

memenuhi:

1. (a+b)+c=a+(b+c), untuksemua a,b,c € Z (yaitu + assosiatif ).

2. Untuk semua a€Z ada suatu element O di Z sehingga a+0=0+a=a (0
disebut identitas di Z).
3. Untuk setiap a € Z ada suatu elemen —a di Z sehingga a+(-a)=(-a)+a=0

(—a disebut invers dari a).

4. Untuk semua a,b € G maka a+b =b+a (komutatif)

Jadi (Z, +) adalah grup abelian.

Contoh:

Selidiki apakah himpunan bilangan Z dengan operasi kotak (Z, &) adalah grup, dengan

didefinisikanaBb=a—2ab+1,dimana a,be Z .

Jawab:

1. Untuksetiap a,be€Z makaaBb=a-2ab+1eZ
2. Untuk setiap a,b,Cc € Z maka

(aBb)Bc=al(bBc)
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Untuk (aBb)Bc=(a—2ab+1)Ec

=(a—2ab+1)-2(a—2ab+1)c+1

=a—-2ac—2ab+4abc—2c+2

UntukaB (bBc)=al(b—2bc+1)

=a-2a(b—2bc+1)+1

=a—2ab+4abc—-2a+1

Karena (alb) B c#al (bR c), maka (Z, &) bukan grup.

Pada pembahasan tentang grup perlu dibedakan antara pengertian order dari
suatu grup dan order dari elemen. Order dari suatu elemen memiliki definisi sebagai

berikut:

Definisi:

Misal (G,0) adalah sembarang grup. Misal a adalah sembarang elemen dari G.
Jika ada suatu bilangan bulat positif terkecil m yang memenuhi a™ =e (e
adalah elemen identitas di G) maka m dikatakan sebagai order dari a, dan

dituliskan sebagai [a/ =m

Dalam kasus ini jika tidak ada m yang memenuhi a™ =€, maka dikatakan

bahwa a berorder infinite atau nol.
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Contoh: Diberikan grup modulo 6 dengan operasi penjumlahan atau (M ,+)

M, ={0,1,2,3,4,5} . Elemen identitas pada M adalah 0

0=0 maka |0|=1
1+1+1+1+1+1=0 maka |1]|=6
2+2+2=0 maka |2]|=3
3+3+0 maka |3|=2

4+4+4=0 maka |4]|=3
5+5+5+5+5+5=0 maka |5]|=6

Sedangkan order dari suatu grup menunjukkan banyaknya elemen yang dimiliki

oleh suatu grup. Berikut ini akan diberikan contoh order dari suatu grup.

Contoh : Suatu grup K dengan operasi perkalian (K,x) dan K = {1,—1,i,—i}, maka K

dikatakan berorder 4 atau memiliki 4 elemen yaitu 1,-1,i,-i.

2.4.2 Grup Siklik

Z, didefinisikan sebagai grup siklik dengan order n.

Definisi:

Misal (G,0) adalah grup. (G,0) dikatakan grup siklik jika dan hanya jika terdapat

a € G sedemikian hingga setiap elemen dari G dapat dibangkitkan/dibangun



oleh a, dengan kata lain setiap elemen dari G dapat dituliskan sebagai

perpangkatan dari a (Integral power of a).
G yang dibangun oleh g ditulis sebagai G= <a> atauG={a" |neZ}

a € G disebut sebagai generator atau pembangkit.

Jika G dibangkitkan oleh elemen tunggal maka (G,0) disebut sebagai

monogenik.

Dalil 1 : H merupakan grup siklik jika terdapat X € H sehingga H = {X" |ne Z}

H merupakan grup siklik jikaH ={nx|neZ}. Pada beberapa kasus dituliskan

H =<X> dan dikatakan bahwa H dibangkitkan oleh x (x adalah generator dari H). Grup
siklik juga dapat memiliki lebih dari satu generator, misal jika H =<X>, maka

H =<X_1> karena (X )" =x" Vne Z. Jadi:
{X"IneZ}={(x")"|neZ}
Dalil 2 : Jika H = <X> maka |H[=/x/, jika tak terhingga maka selainnya.

(1) Jika|H |=n<o maka X" =1dan I,X,x*,x*,..,x"" € H

(2) lJika|H|=o0, maka X" #1, Vn#0dan X" # X", VazbeZ

Bukti:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Diberikan | X|=n, langkah awal kita bandingkan kasus jika Nn<oo, maka elemen-

n-1

elemen 1,X,x%,%’,....x"" jelas, karena jika x*=x>, 0<a<b<n, sebaliknya jika n

merupakan bilangan positif terkecil dari x yang merupakan identitas, H mempunyai n
elemen yang selanjutnya adalah menunjukkan elemen-elemennya. Berdasarkan contoh
jika x' merupakan pembangkit x, maka menurut algoritma divisi berlaku t = ng+k,

0<k <n.Jadi

X e R = = = s

selanjutnya ditunjukkan |x| = o0, oleh karena itu tidak ada bilangan bulat positif x yang
menjadi identitas, jika x’=x?, Va,b e Z,a <b, maka X" =X’ =1. Kontradiksi dengan

pembangkit elemen dari H. Jadi |H| = 0.

Berikut ini diberikan cara untuk mengetahui generator pada M, dengan

operasi penjumlahan:

Contoh : Diberikan grup (M ,+) dengan M ,={0,1,2,3,4,5}

1=1.. 5 ... 1=1"
i 2=1°
141+1=3 i, 3=1°
1+1+141=4 oo, 4=1*
1+1+1+1+41=5 ............... 5=1°

1+1+1+1+1=6 ............... 0=1°



1 adalah generator karena membangkitkan semua elemen M= {0,1,2,3,4,5} yang

berarti M =<1>

2= 2 2 =2
242=4 , . AL 4=27
24294220 ...oieees et 0=2°
242-207=2 ... X 2=2*
2+24242+42=4 ............... 4=72°
24242424242=0 ........... 0=2°

IR T 3=3'
34320 oo 0= 3°
3434323 oot 3=3’
3+3+3+3=0 ..cccovreeene. 0=3*
3+3+3+3+3=3 ...cccueeen. 3=3°
3+3+3+3+4343=0 ........... 0=3°

3 bukan merupakan generator dari M, karena hanya membangkitkan 0 dan 3



e 4=4
BH4=2 ..o, 2=4°
B+A44=0 ..., 0=4°
A+4+4+4=4 ... 4=4"
4+4+4+4+4=2 ............... 2=4

et T 5=5'
545210 ..veevurmrecrseennns 4=5"
54545215 ......ovveerirennne. 3=5°
5454545220 ................. 2=5"*
5+5+5+5+5=25 ............. 1=5"

5+5+5+5+5+5=0....... 0=5°

5 merupakan generator dari M, karena membangkitkan semua elemen

M,={0,1,2,3,4,5} yang berarti M =<5>

Jadi (M,+)dengan M(={0,1,2,3,4,5} memiliki dua generator yaitu <l> dan <5>
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2.5 Kajian tentang Grup dan Digraf dalam Al-Qur’an dan Hadits
Pada dasarnya semua cabang ilmu bersumber dari Al-Qur’an baik itu ilmu agama
maupun ilmu umum, dan salah satu dari cabang ilmu tersebut adalah disiplin ilmu

matematika. Sedangkan salah satu cabang dari ilmu matematika tersebut adalah Grup.

Definisi dari grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*)
dengan G tidak sama dengan himpunan kosong (G # ¢) dan * adalah operasi biner
pada G yang memenuhi sifat-sifat assosiatif, ada identitas, dan ada invers dalam grup
tersebut. Himpunan dalam grup mempunyai elemen atau anggota, seperti makhluk dari
ciptaan-Nya dengan operasi biner berupa interaksi di antara mereka dan memenuhi
sifat-sifat yang harus dipenuhi yaitu berupa aturan-aturan yang telah ditetapkan oleh
Allah, artinya suatu grup yang diartikan dengan sekelompok manusia sekalipun
berinteraksi (dioperasikan) dengan sesama makhluk yang lain, maka ia harus tetap

berada dalam koridor (sifat-sifat) yang telah ditetapkan Allah.

Dalam Al-Qur’an kajian mengenai grup yang diartikan sebagai himpunan atau
kelompok sudah ada seperti kehidupan manusia yang terdiri dari berbagai macam
golongan, dimana golongan merupakan bagian dari himpunan karena himpunan sendiri
merupakan kumpulan objek-objek yang terdefinisi. Dalam al-Quran surat al-Fatihah ayat

7 disebutkan.

i
L e d e - s A= =e i L s oE L i
T oWla)I Y3 agde —eanddl 28 ) el b7
o e
S&> e ‘9 M - ‘ﬂj o~ . 2

Artinya: ”(yaitu) Jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada mereka;
bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang
sesat” (Q. S. Al-Fatihah: 7).



Ayat ini menjelaskan bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu (1)
kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWT (Mu’min), (2) kelompok yang dilaknat,

dan (3) kelompok yang sesat (Abdussakir, 2006:47).

Ayat tersebut dapat digambarkan dalam bentuk fungsi sebagaimana berikut:

Yang
L J

dilaknat

Gambar 2.5 Himpunan dalam Q.S Al-Fatihah ayat 7

Fungsi di atas juga merupakan suatu grup karena memenubhi sifat-sifat pada
grup. Grup tersebut mempunyai anggota yang berupa himpunan: {orang-orang Mu’min,

yang dilaknat, dan yang sesat} dengan operator yang berupa interaksi di antara mereka.

Adapun sifat-sifat pada grup ini adalah (1). Interaksi sosial yang berupa
kerjasama di antara mereka yang diartikan dengan assosiatif. (2). (Identitas) walaupun
seorang mu’min diperbolehkan bekerjasama dengan orang-orang yang dilaknat, dan

yang sesat, akan tetapi ia harus tetap mempertahankan identitas dirinya yaitu seorang



hamba yang hanya menyembah kepada-Nya. (3). (Invers) jika pada diri manusia terdapat
sifat dari Malaikat (baik), maka juga akan tedapat sifat Syaithan (buruk), karena pada
hakikatnya manusia merupakan gabungan dari dua sifat yang dimiliki oleh para Malaikat

dan Syaithan.

Ayat ke 7 dari surat al-Fatihah tersebut juga dapat diinterpretasikan dalam
bentuk gambar digraf , sebagaimana pada gambar berikut:

Manusia

Mu’min Yang Yang
dila’nat sesat

Gambar 2.6 Grup dan Digraph dalam Q.S Al-Fatihah ayat 7

Dari ketiga kelompok tersebut hanyalah satu saja yang dapat ambil untuk dicari
pewarnaannya, yaitu kelompok yang mendapat nikmat dari Allah SWT (Mu’min).
Kelompok ini merupakan salah satu elemen dari kelompok atau grup yang mendapatkan
Khithab (perintah) untuk melaksanakan rukun Islam yang ketiga yaitu puasa

sebagaimana firman-Nya:



Artinya: Hai orang-orang yang beriman, diwajibkan atas kamu berpuasa sebagaimana
diwajibkan atas orang-orang sebelum kamu agar kamu bertakwa. (QS: Al-
Bagarah 183)

Menurut bahasa, puasa adalah mempunyai arti “menahan”, baik menahan diri
dari lapar, dahaga, berbicara ataupun lain sebagainya. Berikut ini ayat Al-Qur'an yang

mengartikan puasa sebagai menahan diri dari berbicara:

F s B
2 Gl oyl el B Lo

Artinya: Maka makan, minum dan bersenang hatilah kamu. jika kamu melihat seorang
manusia, Maka Katakanlah: "Sesungguhnya Aku Telah bernazar berpuasa
untuk Tuhan yang Maha pemurah, Maka Aku tidak akan berbicara dengan
seorang manusiapun pada hari ini (QS; Maryam :26).

Maksud dari kata “Shawman” dalam ayat tersebut di atas adalah menahan diri dari

berbicara.

Sedangkan arti puasa menurut istilah adalah menahan dari segala yang
membatalkan puasa seperti makan, minum, bersetubuh, dan lain-lainnya yang telah
disebutkan oleh syara’. Juga menahan diri dari berkata keji dan berbuat kefasikan sejak
terbitnya fajar shadiq yaitu ketika pagi hari warna putih telah menyebar secara
horisontal di cakrawala dan berakhir hingga terbenamnya matahari dengan disertai niat,

sebagaimana firman-Nya:
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Artinya: Dihalalkan bagi kamu pada malam hari bulan puasa bercampur dengan isteri-
isteri kamu,; mereka adalah Pakaian bagimu, dan kamupun adalah Pakaian
bagi mereka. Allah mengetahui bahwasanya kamu tidak dapat menahan
nafsumu, Karena itu Allah mengampuni kamu dan memberi ma'af kepadamu.
Maka sekarang campurilah mereka dan ikutilah apa yang Telah ditetapkan
Allah untukmu, dan makan minumlah hingga terang bagimu benang putih dari
benang hitam, yaitu fajar. Kemudian sempurnakanlah puasa itu sampai
(datang) malam, (tetapi) janganlah kamu campuri mereka itu, sedang kamu
beri'tikaf dalam mesjid. Itulah larangan Allah, Maka janganlah kamu
mendekatinya. Demikianlah Allah menerangkan ayat-ayat-Nya kepada
manusia, supaya mereka bertakwa.(QS: Al-Bagarah 187).

Puasa itu adalah merupakan satu-satunya perbuatan seorang hamba yang oleh
Allah diklaim milik diri-Nya dan Dia pulalah yang akan membalasnya. Sebagaimana

sabda Rasulullah SAW:
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Artinya: Allah SWT berfirman: semia amal manusia adalah untuk dirinya, kecuali puasa,
karena itu adalah untuk-Ku dan aku yang akan memberinya ganjaran. Dan
puasa itu merupakan bebteng dari perbuatan maksiat. (HR. Ahmad, Muslim
dan Nasa’i)

Dalam hadits ini menunjukkan adanya hubungan timbal balik antara puasa dan Dzat

penciptanya yaitu puasa itu milik Allah dan Allah yang akan membalasnya.

Sementara itu orang-orang yang melaksanakannya telah membentengi diri dari
perbuatan maksiat sebagaiamana dalam hadits di atas serta telah mebuktikan bahwa
dirinya benar-benar seorang hamba yang taat kepada tuhannya. Hal ini sesuai dengan
esensi dari penciptaan dari seorang manusia yaitu senantiasa menyembah-Nya. Allah
berfirman:

I o &t S
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artinya: Dan Aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka

mengabdi kepada-Ku. (QS: Ad-Dzariyaat; 56).

Selain itu, orang-orang yang melaksanakan puasa itu, berarti ia telah

mengokohkan salah satu pondasi dari rukun Islam yang lima, karena jika diibaratkan



suatu bangunan, maka Islam itu terdiri dari lima pondasi sebagaimana sabda Rasulullah

SAW:

s Cmans 1B Lagie alll iy ladll ¢ alll de Gealll 2o (ol 0o
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Artinya: Dari Abdillah (yakni)Abdillah bin Al-Khatthab.ra. berkata: saya mendengar
Rasulullah SAW bersabda: Islam dibangun dari lima hal yaitu: kesaksian
bahwa tiada tuhan selain Allah dan Muhammad utusan Allah, mendirikan
shalat, membayar zakat, menunaikan ibadah haji dan melaksanakan puasa.
(HR: Bukhari Muslim)

Ayat-ayat dan hadits-hadits tersebut di atas jika diinterpretasikan dalam
matematika, maka akan terdapat bentuk digraf, karena jika dimisalkan dengan titik-titik,
maka akan terdapat tiga titik yang saling berhubungan yaitu {1 yang dimisalkan dengan
(41, x yang dimisalkan dengan (ais) dan x* yang dimisalkan (as<ll )}. Titik (1) menuju
titik (X) menggambarkan suatu perintah dari Sang Khaliq kepada hambanya yang mu’min
(#42) yaitu berupa puasa, dan titik (x) menuju (x°) menggambarkan seorang hamba yang
telah menegakkan salah satu dari pondasi Islam yaitu puasa, sedangkan dari titik (x*)
menuju titik (1) menunjukkan bahwa puasa itu adalah amal ibadah dari seorang hamba
yang oleh Allah diklaim milik-Nya. Adapun titik dari arah sebaliknya yaitu dari titik (1)
menuju titik (x%) menjelaskan bahwa dengan puasa Allah akan membalas orang-orang
yang telah melaksanakannya, dan dari titik (Xz) menuju titik (X) menggambarkan bahwa

puasa itu adalah benteng bagi orang-orang yang melaksanakannya, dan dari titik (X)



menuju titik (1) menunjukkan suatu esensi dari penciptaan manusia yaitu hanya untuk
menyembah kepada-Nya. Penjelasan-penjelasan tersebut jika digambarkan dengan suatu

gambar akan tampak sebagaimana berikut:

ot
a3

Gambar 2.7. Representasi Puasa pada digraf

BAB Il

PEMBAHASAN

Pada Bab Ill ini, akan dibahas mengenai masalah Color Digraf dan Cayley color
Digraf dari grup siklik Z, pada bilangan prima dengan 3 <n <7, serta menyajikannya
dalam bentuk gambar. Pada setiap penentuan Color Digraf dari grup siklik dilakukan
dengan mewarnai busur-busur pada digraf tersebut dengan warna dari invers titik awal
dikalikan dengan titik yang akhir. Misal G grup nontrivial, maka Color Digraph dari grup G
adalah digraph yang titik-titiknya adalah semua anggota G, dan busur dari a ke b

diwarnai a® b, untuk setiap a,b € G.



Cara menentukan Color Digraph dari grup siklik adalah sebagai berikut:

1. Menentukan warna dari titik ¥ menuju v dengan cara mencari u'v pada grup siklik
Z dengan n bilangan primadan 3<n<7.

2. Menggambarkan bentuk Color Digraph dari grup siklik Z  dengan n bilangan prima
dan 3<n<7.

3. Menyimpulkan bentuk dari Color Digraph dari grup siklik Z_, dengan n bilangan
prima dan 3<n<7dan meneliti apakah terdapat Sikel Hamilton pada digraf
tersebut.

Cara menentukan Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik adalah sebagai

berikut:

1. Memilih generator yang merupakan subset dari grup siklik Z, dengan 3<n<7.

29
2. Menentukan warna busur dari dua adjacent.

3. Menentukanr hasil Cayley Color Digraph D,(I') dari grup siklik Z 6 dengan
3<n<7.

4. Menggambarkan bentuk Cayley Color Digraph D,(I") dari grup siklik Z, pada
bilangan prima dengan 3<n<7.

5. Menyimpulkan bentuk dari Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z, dan

meneliti apakah terdapat Sikel Hamilton pada digraph tersebut.

3.1 Color Digraph dan Cayley Color Digraph dari Grup siklik Z,



3.1.1 Color Digraph dari grup siklik Z

Misalkan terdapat suatu digraph Zz yang mempunyai busur u menuju v. Busur

tersebut diwarnai dengan ulv.
Pewarnaan tersebut akan diuji satu persatu sebagaimana berikut:

a. Pewarnaan di mulai dari titik 1 — titik x.

1.1—> X diwarnaidengan 17! x =] oXx
=X

2. X— X* diwarnaidengan x* o x> =x? o X

3. x> > | diwarnai dengan (x?° 1 =x©° 1

b. Pewarnaan dimulai dari titik 1 — titik x*

1.1 x* diwarnaidengan1 © x* =1 o x’

2. x> — X diwarnai dengan(x’)? © x=x* o x*
=x

3. Xx—1 diwarnaidengan x*©o 1 =x’ox’



Jadi Color Digraph dari Z; adalah sebagaimana pada gambar berikut:

Gambar 3.1 Color Digraph dari Grup Siklik Z3

Dari gambar Color Digraph diatas dapat diketahui bahwa Color Digraph dari
grup siklik Zs memuat Sikel Hamilton, sehingga Color Digraph dari grup siklik Z, disebut
Digraf Hamilton. Adapun sikel Hamilton pada Color Digraph dari grup siklik Z, adalah
sebagai berikut:

D: D:

X > x x -« X

<«

Gambar 3.2 Sikel Hamilton pada Color Digraph dari Grup Siklik Z,



3.1.2 Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z

Untuk menetukan Cayley Color Digraph dari grup siklik Z; dapat dilakukan
dengan cara memilih generator dari elemen grup siklik. Untuk menentukan elemen-
elemen yang akan digunakan adalah dengan cara mengambil warna pada color

digraphnya.

Misal T" dinotasikan sebagai grup siklik Z; di mana himpunannya tersebut
beranggotakan 3 vyaitu: {I,X,Xz}. Adapun pasangan generator yang dapat

membangkitkan grup siklik Z; yaitu: {X,Xz}. Pasangan generator tersebut akan diuji

satu persatu sebagaimana berikut:

o B A 1=1'
15 il —— 1=1?
1D IR 1=1eereererereerenn. 1=1°

) CORPURR o SOy M5, © X=X

XA X=X oo x2=x
3 3

XB XA X=X o, X =1

x dapat membangkitkan semua elemen padaZ,, oleh karena itu x adalah generator

pada Z,



2 2

X e x°=x
2 4 4

XB X =X oo, X' =x
2 2 6 6

XBEXx B x" =X ... X' =1

x* dapat membangkitkan semua elemenZ,, oleh karena itu x” adalah

generator pada Z,.

Berikut hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan warna A= {X}:

1. 1=x* o X, sehingga terdapat busur dari x* ke 1 yang berwarna x
2. X= 10 X, sehingga terdapat busur dari 1 ke x yang berwarna x
3. X*=XoX, sehingga terdapat busur dari x ke x* yang berwarna x

Jadi Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z; dengan generator {x} adalah

sebagaimana gambar berikut:

X e

X

Gambar 3.3 Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z,
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Sedangkan hasil Cayley Color Digraph D, (") dengan generator x* adalah:

1. 1=X o X7, sehingga terdapat busur dari x ke 1 yang berwarna x*
2. X=x> o X?, sehingga terdapat busur dari x* ke x yang berwarna x*
3. x* =1 oX* sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x*

Jadi Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z; tersebut dapat digambarkan

dengan digraph berikut:

x s

Gambar 3.4 Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z,

Dari kedua gambar Cayley Color Digraph diatas dengan masing-masing

generator {x} dan {x’} dapat diketahui bahwa Cayley Color Digraph dari grup siklik Z;



juga memuat sikel Hamilton, sehingga Cayley Color Digraph dari grup siklik Z; disebut

digraf Hamilton.

Adapun sikel Hamilton pada Cayley Color Digraph dari grup siklik Z, adalah

sebagai berikut:

Dl: DZ:

e

X > X < s

Gambar 3.5 Sikel Hamilton pada Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z,

3. 2 Color Digraph dan Cayley Color Digraph Pada Grup Siklik Z;

3.2.1. Color Digraph Pada Grup Siklik Zs



Misalkan terdapat suatu digraph Zs yang mempunyai busur u menuju v. Busur

tersebut diwarnai dengan u'v.

Pewarnaan tersebut akan diuji satu persatu sebagaimana berikut:

a. Pewarnaan dimulai dari titik 1 — x.

1.1— X diwarnaidengan 1o x = 1ox

2. X— x> diwarnaidengan xXo X’ =x% o X
g

3. x> = X’ diwarnai dengan ()1 o x* =x° o X’

4. x> = x* diwarnai dengan (x°)" © x* = x* o x*

5.x* > ldiwarnaidengan (x*)101 =x*ox

b. Pewarnaan dimulai dari titik 1 — x°.

1.1 x* diwarnaidengan 1Mo x* =x’ox’
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=x

2. x* > x* diwarnaidengan (x})? o x* =x* o x*

-

X o x

3. x* = xdiwarnai dengan (x)*° x

4. x— X’ diwarnaidengan (x)1° x> =x’ox

5. x* > ldiwarnaidengan (x°)'°c 1 =x’°1

=

c. Pewarnaan dimulai dari titik 1 — x°.

1.1 x* diwarnaidengan 170 x° = 10x°

-%

2. x* > x diwarnai dengan (*)% © x =x* o x

3. x— x*diwarnai dengan x?o x* =x*ox’
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4. x* > x*diwarnai dengan (x*)? ox? =x o x*

=x

5. X* — ldiwarnai dengan (x)1° 1 =x’o1

d. Pewarnaan dimulai dari titik 1 = x*.

1.1 x* diwarnaidengan 170 x* =1 o x

2. x* > x’ diwarnai dengan (x)? o x* =x o x’

3. x* > x*diwarnai dengan (’) o X’ =x% o x°

5.X— ldiwarnaidengan x? o 1 =x*ox*

Sehingga pewarnaan tersebut akan tampak seperti gambar berikut:




Dari gambar Color Digraph diatas dapat diketahui bahwa Color Digraph dari
grup siklik Zs memuat sikel Hamilton, sehingga Color Digraph dari grup siklik Zs disebut
digraf Hamilton. Adapun sikel Hamilton pada Color Digraph dari grup siklik Zs adalah

sebagai berikut:

1
1
DZ .
D1:
X X4 X X4
% o 2

Gambar 3.7 Sikel Hamilton pada Color Digraph dari Grup Siklik Z



3.2.2. Cayley Color Digraph Pada Grup Siklik Zs

Untuk menetukan Cayley Color Digraph dari grup siklik Zs juga dapat dilakukan

dengan memilih generator dari elemen grup siklik sebagaimana pada grup siklik Zs.

Misal I" dinotasikan sebagai grup siklik Zs di mana himpunannya tersebut
beranggotakan 5 vyaitu: {l, X, XZ,X3,X4}. Pasangan generator vyang dapat
membangkitkan grup siklik Zs adalah: {X, X2, X3,X4}‘. Pasangan generator tersebut juga

akan diuji satu persatu sebagaimana berikut:

N W - |
TIETE= W S A | g
i [ T I 1=1
1B 1B 1B =1, .
1B1B 1B 18 1=1........... =l

1 hanya bisa membangkitkan dirinya sendiri sehingga 1 bukan generator dari Z;
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) X=X
XB X=X oo, x2=x*
XB XB X=X e X =x?
XB X3 xB x=X" oo, x*=x*
XAXEXBXBX =X ......... x|

x dapat membangkitkan semua elemen padaZ,, oleh karena itu x adalah generator

pada Z,
X2 ..................................... X2=X2
XTEXZ =X s x*=x*
X2 oX2oX2 =X oo X8 =x
X2 oX2oX2o X2 =XP oo xd=x?
X2 oxZox?ox?oX?=X" i, x'=1
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z..
oA . Y oot S x* =x*
X oRe =Xt x* =x°
KENCREE = [ 6 X% '=ix*
et oo v RWR R x'¢ =x
IEEENE o X 'O ol SR WL Ay x> =1

x* dapat membangkitkan semua elemen Z., oleh karena itu x* adalah generator pada

78

Sebagaimana pengujian yang telah dilakukan, maka generator dari Zs adalah
{X,Xz, X3, x* } akan tetapi pembasahan mengenai Cayley Color Graph dari grup siklik

Zs disini hanya memilih generator {x} dan atau pasangan generator yang berpangkat

genap yaitu: dan { %, x*}.
Berikut hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan warna A= {X }:

Hasil Cayley Color Digraph D, (I") dengan generator x adalah:
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1. 1=x%oXx, sehingga terdapat busur dari x* ke 1 yang berwarna x

2. X=1 o X, sehingga terdapat busur dari 1 ke x yang berwarna x

3. X* =XoX, sehingga terdapat busur dari x ke x* yang berwarna x
4. x* =x* oX, sehingga terdapat busur dari x” ke x° yang berwarna x
5. x* =x ox sehingga terdapat busur dari x° ke x* yang berwarna x

Jadi Cayley Color Digraph D, (I') dari grup siklik Zs dengan generator {x} adalah

sebagaimana gambar berikut:

x’ X

Gambar 3.8 Cayley Color Digraph Pada Grup Siklik Zs

Adapun hasil Cayley Color Digraph D, (I") dengan generator A={ x*, x* }:
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adalah:

a. Hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan generator x° adalah:

1. 1=x> o x?, sehingga terdapat busur dari x° ke 1 yang berwarna x?
2. Xx=x* o x?, sehingga terdapat busur dari x* ke x yang berwarna x*
3. x> =1 oX?, sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x*
4, X> =X oX?, sehingga terdapat busur dari x ke x’yang berwarna x°

5. x* =x? ox?, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x°

b. Hasil Cayley Color Digraph D, (T') dengan generator x* adalah

1. =X o x*, sehingga terdapat busur dari x ke 1 yang berwarna x*

2. X=x> o X', sehingga terdapat busur dari x’ke x yang berwarna x*
3 x*=x> o x*, sehingga terdapat busur dari x°> ke x° yang berwarna x*
4, x*=x* o x*, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x*
5. x*=10 x*, sehingga terdapat busur dari 1 ke x"yang berwarna x’

Jadi Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Zs tersebut dapat digambarkan

dengan digraf berikut:




Dari kedua gambar Cayley Color Digraph diatas dengan masing-masing
generator {x} dan {x’, x} dapat diketahui bahwa Cayley Color Digraph dari grup siklik Zs
juga memuat sikel Hamilton, sehingga Cayley Color Digraph dari grup siklik Zs disebut

digraf Hamilton.

Adapun sikel Hamilton pada Cayley Color Digraph dari grup siklik Zs adalah

sebagai berikut:

1
1
D2 5
Dl:
X X4 X X4
' X s X

Gambar 3.10 Sikel Hamilton pada Cayley Color Digraph dari Grup Siklik Z
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3. 3 Color Digraph dan Cayley Color Digraph Pada Grup Siklik Z,

3.3.1. Color Digraph Pada Grup Siklik Z,

Misalkan terdapat suatu digraf Z; yang mempunyai busur u menuju v. Busur

tersebut diwarnai dengan u'v.

Pewarnaan tersebut akan diuji satu persatu sebagaimana berikut:

a. Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x.

1.1 X diwarnaidengan 1'ox = 1lox

2. X— X* diwarnaidengan x ox’ = x° o X

=x

3. x> > x> diwarnai dengan (X))t ox’ = x° o X°
=54

4. x* - x* diwarnai dengan (x*)' ox? = x? o x*
=x

5. x* > x’ diwarnai dengan (x) 1 ox* = x> o X°
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6. x> — x° diwarnai dengan (x°)* ox° = x* o x°

7. x® >1diwarnai dengan (x*)*o 1 =xo1

b. Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x*

1.1— x *diwarnaidengan 1% ox* = 10X

S 5

2. x> > X *diwarnai dengan (x) 1 ox? = x° 0 X?

¥

3. x* > x ° diwarnai dengan (x")' ox® = x> o x°

-

4. x°* — x diwarnai dengan (x*)*o x = x o x

=x

5.X— X’ diwarnaidenganx'ox’* = x°o x’

=x
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6. x> > x° diwarnai dengan (x*)* ox’ = x* o X°

=x

7. x> — 1 diwarnaidengan (x’) o 1 = ¥’ o 1

=7

c. Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x°

1.1— x *diwarnaidengan 1o x> = 10
3./
6

2. x> > X ®diwarnai dengan (x°)  ox® = x* o x

= ¢

3. x® > x *diwarnai dengan (x*)  ox’= x o X°

-

4. x> > x °diwarnai dengan ()  ox’ = X’ o X°

5. x> > X diwarnaidengan (x°)*ox = x* o x
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6. x— x* diwarnai dengan xto x* = x%ox*

-%

7 x* — 1 diwarnaidengan (x)* o 1 =x o1

d. Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x*

1.1— x *diwarnaidengan 1%o x* = 10 x*

6. x® > x* diwarnai dengan (x°)  ox® = x o X°

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



e. Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x°

1.1— x *diwarnaidengan 1o x* =1o0x

=k

2. x> > X’ diwarnai dengan (x°) 1 ox* = x* o x°

34

3. X’ > X diwarnai dengan (x*)to x = x*ox

-

4. x— X° diwarnai dengan x'o x° = x° o x°

-

5.x° > x* diwarnai dengan (x*)* o x* = x o x*

=x

6. x* = x* diwarnai dengan (x*)* o x* = x* o X?

=x
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7. x> > 1 diwarnai dengan ()0 1 =xo1

=x

f.  Pewarnaan Digraf dimulai dari titik 1 — x°

1.1— x ®diwarnaidengan 1%o x* =10 x°
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7.X— ldiwarnaidengan x' o 1 =xo1

Setelah dilakukan pengujian pewarnaan digraf pada grup siklik Z, dengan n

bilangan prima dengan 3 < n <7, maka hasil pewarnaan digraf (Color Digrapf) akan

tampak sebagaimana gambar berikut:

Gambar 3.11 Color Digraph pada Grup Siklik Z,
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Dari gambar Color Digraph diatas dapat diketahui bahwa Color Digraph dari
grup siklik Z; memuat Sikel Hamilton, sehingga Color Digraph dari grup siklik Z; disebut
Digraf Hamilton. Adapun sikel Hamilton pada Color Digraph dari grup siklik Z; adalah

sebagai berikut:

N7
Gambar 3.12 Sikel Hamilton dari Color Digraph pada Grup Siklik Z,
X

3.3.2. Cayley Color Digraph Pada Grup Siklik Z,

Untuk menentukan Cayley Color Digraph dari grup siklik Z; juga dapat dilakukan
dengan memilih generator dari elemen grup siklik sebagaimana yang dilakukan pada

grup siklik Zs.
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Misal I" dinotasikan sebagai grup siklik Z; di mana himpunannya tersebut
beranggotakan 7 vyaitu: {1, X, X2,X3,X4,X5,X6}. Pasangan generator yang dapat
membangkitkan grup siklik Z; yaitu: {X, X2, X3, X4, x° R x° } Pasangan generator tersebut

juga akan diuji satu persatu sebagaimana berikut:

1 ... g7 A 1=1

1 1=12 . .. N 0. 1°=1
1R L. e . ... 1°=1
1R 1@1=1"............. i * =l
1B1E1E1@1=1"........... i1 Ej
1PIR1R13181=1°......... - fil
18181E1 21818 1=1"........... =T

Xeverrrn BN X=X
XB X=X oo e, x*=x
XB XD X=X coereeeeeeee e, x* =x°
XB X3 XB X=X oo, x*=x*
XEXBXBXBX =X coveeer e, XX

6 =
XAXEXBAXBEXxBEXx=X"......... X8 x5



x dapat membangkitkan semua elemen pada Z; oleh karena itu x adalah generator pada

Z;

X2 ............................................................... X2=X2
xBTSt e SN x*=x*

X2 oo xS A Xt .o, DIV T Ther x®=x¢
X o OBt = L e e nenees x®=x
SER R BB spie,— 0 IV T O Y & x' = x?
REREDE C0° EDGIERE Y BT A B Vel X2 =x°
X2 oxZox?oX?oxX?oX? o XX =X" oo x'" =1

x* dapat membangkitkan semua elemen pada Z; oleh karena itu x adalah generator pada

Z7

P oo X=x
X2 0 X2 =X e, x¢ =x°
X 0X2 0X? =X e, x’ =x2
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X oxPoxPoxP o X=X o X" = x
X oxPoxPoxPox ox? =x" x"® = x
P oxPoxPoxPoxPoxPox®=x" . X =

Z;

X8 o NENANTLEN s x* =x*
PENCHERSD R . B W N R x® =x

Tl =t BIR R AR~ Q x? =x°
ool e 8 R X =x*
PR o X O X=X /. AN a WA W x* =x°
X* oXtox?ox* oxtoxt =X x® =x°
X ox*oxtoxtoxtoxtox =X oo x® =1

Z;
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X oX 0 X 0X® =X e, x* = x°
X oX oX oX oX® =X i, x* =x*
X oxX oX  oX o X 0X® =X i X = x?
X2 ox oxX oX o X oX o X =X i, x* =1

x° dapat membangkitkan semua elemen pada Z; oleh karena itu x adalah generator

pada Z;

ERES W B R R R x® =x°
VoA W 8 R 8N S R X2 =x°
ST W S e B x'"® =x*
R S corfisn il A0 I ™ A NS x* =x’
X8 oX® o X8 oXE oXO =X e x* =x?
X8 ox®oxX®oxXC oX® oXP =X o, x> =x
X®oX®oX®oxX oX  oxXoXP =X i X2 =1

x° dapat membangkitkan semua elemen pada Z, oleh karena itu x adalah generator pada

Z;.

Sebagaimana pengujian yang telah dilakukan, maka generator dari Zs adalah

{X, X2, x? R x* } akan tetapi pembasahan mengenai Cayley Color Graph dari grup siklik
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Zs disini hanya memilih generator {x} dan atau generator yang berpangkat genap yaitu: {

X, x"atau { X%, x*, x°}

Adapun hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan generator A= { X } adalah:

1. 1=X° o X, sehingga terdapat busur dari x* ke 1 yang berwarna x

2. X=1 o X, sehingga terdapat busur dari 1 ke x yang berwarna x

3. X? =X oX , sehingga terdapat busur dari x ke x* yang berwarna x
4, x> =x? oX, sehingga terdapat busur dari x* ke X’ yang berwarna x
5. x* =x> ox, sehingga terdapat busur dari x> ke x* yang berwarna x
6 X* =x* ox, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x

o X, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x

Jadi hasil Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z; dengan generator

{x}dalam bentuk gambar adalah sebagaimana berikut:

Gambar 3.13. a Cayley Color Digraph Z,



Untuk hasil Cayley Color Digraf hasil D,(I') dengan generator A= {X ’, X4}

adalah:

a. Hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan generator x° adalah:

1. 1=x> o X?, sehingga terdapat busur dari x* ke 1 yang berwarna x°
2. Xx=x% o x?, sehingga terdapat busur dari x°ke x yang berwarna x°
3 x> =1ox7, sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x°
4. X® =X oX?, sehingga terdapat busur dari x ke x° yang berwarna x*
5. x* =x? ox?, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x°
6. x> =% ox?, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x*

7. X® =x* oXx?, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x*
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b. Hasil Cayley Color Digraph D, (T") dengan generator x* adalah

1. 1=x o x*, sehingga terdapat busur dari x*> ke 1 yang berwarna x*

2. x=x*o x*, sehingga terdapat busur dari x* ke x yang berwarna x’

3. x*=x> o x*, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x*
4. x> =x% o x*, sehingga terdapat busur dari x° ke x> yang berwarna x’
S x*=10 x*, sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x*

6. X>=Xo x*, sehingga terdapat busur dari x ke x° yang berwarna x*
7. X®=x* o x*, sehingga terdapat busur dari x° ke x° yang berwarna x*

Jadi Cayley Color Digraph D, (') dari grup siklik Zs dengan generator {°, x*}

adalah sebagaimana gambar berikut:

Gambar 3.14 Cayley Color Digraph Z,
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Untuk hasil Cayley Color Digraf hasii D,(I') dengan generator

A={X2,X4,X6} adalah:

a. Hasil Cayley Color Digraph D, (I") dengan generator x° adalah:

1. 1=x> o X?, sehingga terdapat busur dari x° ke 1 yang berwarna x*
2 x=x% o x2, sehingga terdapat busur dari x° ke x yang berwarna x*
3. x> =1 o X, sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x*
4. x> =X oX?, sehingga terdapat busur dari x ke x> yang berwarna x°
5. x* =x? ox?, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x*
6. x> =X oXx?, sehingga terdapat busur dari x° ke x’ yang berwarna x°
0L X8 =x* ox?, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x*

b. Hasil Cayley Color Digraph D, (') dengan generator x* adalah

1. 1=x> o x*, sehingga terdapat busur dari x> ke 1 yang berwarna x*
2. x=x" o x*, sehingga terdapat busur dari x* ke x yang berwarna x*
3. x?=x> o x* , sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x*

4, x> =x°% o x*, sehingga terdapat busur dari x° ke x* yang berwarna x*
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5. x* =10 x*, sehingga terdapat busur dari 1 ke x* yang berwarna x*

6. X = X o X*, sehingga terdapat busur dari x ke x° yang berwarna x*

7. x®= x> o x*, sehingga terdapat busur dari x* ke x° yang berwarna x*

c. Hasil Cayley Color Digraph D, (I') dengan generator x° adalah

1. =X o X%, sehingga terdapat busur dari x ke 1 yang berwarna x°

2. X=X> o X°, sehingga terdapat busur dari x* ke x yang berwarna x°
3. x*=x> o Xx°, sehingga terdapat busur dari x> ke x* yang berwarna x°
4. x> =x* o x°, sehingga terdapat busur dari x* ke x* yang berwarna x°
5. x*=x" o x°, sehingga terdapat busur dari x° ke x* yang berwarna x°
6. x> = x® o X°, sehingga terdapat busur dari x° ke x° yang berwarna x°
7. X®=1 o X°, sehingga terdapat busur dari 1 ke x° yang berwarna x°

Jadi Cayley Color Digraph D, (T") dari grup siklik Zs dengan generator {x*, x’, x°}

adalah sebagaimana gambar berikut:




Dari gambar Color Digraph diatas dapat diketahui bahwa Color Digraph dari
grup siklik Z; memuat sikel Hamilton, sehingga Color Digraph dari grup siklik Z; disebut
Digraf Hamilton. Adapun sikel Hamilton pada Color Digraph dari grup siklik Z; adalah

sebagai berikut:

Gambar 3.16 Sikel Hamilton dari Cayley Color Digraph pada Grup Siklik Z,
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan penelitian sebagaimana yang telah penulis uraikan pada
BAB Ill, maka dapat diambil kesimpulan bahwa Color Digraph dan Cayley Color Digraph
dari grup siklik Z, dengan n bilangan prima dan 3<n<7 adalah berbentuk Digraf
Hamilton, karena Color Digraph dan Cayley Color Digraph dari grup siklik Z, dengan n

bilangan prima dan 3 <n <7 memuat sikel Hamilton.
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4.2 Saran

Pada penulisan skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pembahasan
masalah Color Digraph dan Cayley Color Digraph D, (I") dari grup siklik Z  dengan
3 <n <7, maka untuk penulisan skripsi selanjutnya, kami sebagai penulis menyarankan

para pembaca yang berminat untuk mengkaji lebih dalam tentang Color Digraph dan
Cayley Color Digraph dari suatu grup yang lain, atau dapat pula mengkaji tentang Color

Digraph dan Cayley Color Digraph dari grup siklik dengan ordo yang lebih tinggi.
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