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ABSTRAK

Rachmi, Amaliya. 2009Aproksimasi PadéUntuk Menyelesaikan Persamaan
Diferensial Nonlinier. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malikdbim Malang.
Pembimbing: (I) Abdul Aziz, M.Si.

(I A. Nasichuddin, M.Ag.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Nonlinier, Aproksim@adé.

Persoalan matematika tidak semua dapat diselesaikelalui metode
eksak (biasa). Misalnya persamaan diferensial pikbaisusnya persamaan
diferensial nonlinier, Sehingga perlu dilakukan hiemgan dengan suatu
aproksimasi (hampiran) untuk mendekati nilain solys.

Persamaan diferensial nonlinier yang hampir tidddpat atau sulit
diselesaikan melalui metode eksak dapat dihammridilam bentuk fungsi
rasional menggunakan aproksimsidé AproksimasiPadéadalah suatu fungsi
rasional

P (x)
Ry p(x) 0, @

dimanaP;, (x) dan@,,(x) memenuhi persamaan

Qu (0. f(x) — PL(x) = O[x"+M+1].
dan@,(x) #0, sehingga fungsi rasional, y(x) adalah aproksimagtade pada
fungsi f (x). Fungsi rasionak; ,,(x) yang merupakan aproksimasadébiasanya
juga dituliskan dengan simbdl/M). Dimana0[x*¥*1] merupakan fungsi sisa
pemotongan untuk suku ke+M+1).

Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan persandif@rensial
nonlinier dengan metode aproksimdzadé dengan cara sebagai berikut: (1)
mengekspansi ke dalam deret pangkat sehingga malkgimafungsi polinomial,
(2) Menghampiri fungsi polinomial hasil ekspansisebut dengan aproksimasi
Padé (3) Membandingkan hasil perhitungan aproksinReilé dengan metode
lain untuk mengetahui besarnya nilai kesalalearo() dari hampiran tersebut.

Solusi dari penghampiran persamaan diferensialimenlyang hampir
tidak dapat atau sulit diselesaikan melalui metekgsak dengan menggunakan
metode aproksimagrade, menghasilkan nilai hampiran yang mempunyai nilai
kesalahan drror) yang cukup kecil jika dibandingkan dengan menggan
metode lain dalam menghampiri suatu persamaaredsg&l nonlinier tersebut.



BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Matematika berfungsi sebagai bahasa ilmu dengagkdp yang
universal sebab dengan menggunakan matematikadgat melakukan abstraki
dari kenyataan-kenyataan yang sangat rumit mesjatu model sehingga dapat
mempermudah untuk mengadakan klasifikasi dan kagkuRoziana, 2008: 1).
Sehingga dengan menggunakan bahasa matematikgpsusbalan dapat menjadi
lebih sederhana untuk disajikan, dipahami, diaisaldan dipecahkan.

Tidak semua persoalan matematika dapat diseles@i&agan metode
eksak untuk mendapatkan solusinya. Misalnya peasoakar-akar persamaan,
sistem persamaan linear, pencocokan kurva, integtas persamaan diferensial
biasa. Alternatif penyelesaiannya dengan mengenkiaanguatu solusi numerik
yang mendekati solusi eksak. Pendekatan ini betendiapat kesalaharer¢or)
pada solusi numerik tersebut. Metode numerik adalatbde di mana masalah
matematika diformulasikan lagi sedemikian agar tagiselesaikan dengan
operasi aritmatika.

Kebanyakan dari metode-metode numerik didasarkaa penghampiran
fungsi ke dalam bentuk polinomial. Hal itu kareradimpomial merupakan bentuk
yang paling mudah dipahami, mudah dihitung, danyaaakan melibatkan
pangkat-pangkat bilangan bulat sederhana (MunB62@8). Akan tetapi, selain

diaproksimasi ke dalam bentuk polinomial, dapatajuiaproksimasi ke dalam



fungsi rasional menggunakan aproksinRadé Aproksimasi oleh fungsi rasional
dengan kriteria bahwa fungsi rasional berbentuk :

P (x)  ag+a;x+-+axt
Qu(x)  bo + byx + -+ + byxM

RL,M(X) =

dengan suatu ekspansi deret pangkat yang sesuski switu pertama+ M + 1
dari ekspansi deret pangkat fungg$ix)yang diinginkan. Menurut Baker (1981:
1), aproksimasPadéadalah suatu fungsi rasional

P (x)
Qu(x)

RL,M(x) =

dimanaP; (x) danQ, (x) memenuhi persamaan

Qu(x). f(x) — P(x) = O[x"M*7].
dan @y (x) # 0, sehingga fungsi rasionAl, ,,(x) adalah aproksima$tade pada
fungsif(x). Fungsi rasionak; ,,(x) yang merupakan aproksima&débiasanya
juga dituliskan dengan simbdl/(V1).

Penghampiran suatu persamaan diferensial menggunaroksimasi
Padésebagai salah satu metode untuk menyelesaikan geoalan matematika
yang tidak dapat diselesaikan dengan metode ekidak.ini sebagaimana
dinyatakan dalam al-Qur'an surat Alam Nasyrah &yatlan 6 yaitu sebagai

berikut:
D L oell g 30 s sl g O

Artinya: “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kadmad (5),
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemud@)an(Q. S Alam

Nasyroh 5-6).



Ayat di atas, Allah SWT menjelaskan bahwa sesulmgga tidak ada
satupun permasalahan yang tidak ada solusinyssatap masalah pasti ada jalan
keluarnya, jika tidak dapat diselesaikan dengam saita, maka persoalan tersebut
pasti bisa diselesaikan dengan cara yang lain. Makausia dianjurkan agar tidak
berputus asa, optimis dan selalu berpikir posdiich menghadapi segala bentuk
persoalan.

Aproksimasi Padé dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
diferensial nonlinier. Solusi yang diperoleh dengaenggunakan aproksimasi
merupakan pendekatan (hampiran) dari nilai solasingleh karena itu,
berdasarkan latar belakang tersebut penulis ingiengangkat judul:

"Aproksimasi PadeUntuk Menyelesaikan Persamaan Diferensial Nonlinig.

B. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparladbelsmnya, maka
menghasilkan rumusan masalah, yang menjadi pokokngsalahan dalam
penelitian skripsi ini adalah, bagaimana penerapproksimasiPadé untuk

menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier.

C. Tujuan Penelitian

Mengacu pada rumusan masalah yang dikaji sebelymdari setiap
penelitian yang dilakukan pasti memiliki suatu anu Maka penelitian kali ini
bertujuan untuk mengetahui penerapan aproksifadeé untuk menyelesaikan

persamaan diferensial nonlinier.



D. Manfaat Penelitian
Manfaat penelitian yang ingin dicapdari pembahasan masalah ini,

maka diharapkan secara umum dapat memberikan ni@etaagai berikut:

a. Manfaat bagi Penulis
Dapat memperdalam dan menambah wawasan disiplin jang telah
dipelajari untuk mengkaji permasalahan tentang kepmasi Padé untuk
menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier.

b. Manfaat bagi Pembaca
Sebagai bahan masukan dan bahan pemikiran untukgemdérangkan
wawasan ilmu tentang aproksimaBadé untuk menyelesaikan persamaan

diferensial nonlinier.

E. Batasan Masalah
Untuk menghindari agar permasalahan tidak semaleiuas maka

penulis membatasi pembahasan dalam penelitiaraitu y

1. Deret pangkat dalam bilangan real

2. Persamaan-persamaan yang dihampiri adalah persadi@aensial biasa
nonlinier orde satu

3. Persamaan-persamaan yang dihampiri adalah persamg@am bentuk
polinomial

4. Dalam pembahasan penelitian ini yaitu langkah-lahgkntuk menghampiri
suatu persamaan diferensial nonlinier dengan apnaksPadé bukan pada

kecepatan penyelesaiannya ataupun mencari nilaernkmya. Oleh karena



itu, cara menentukan aproksimasinya dikerjakan raegaanual tanpa
menggunakan program

5. Sebagai perbandingan hasil numeriknya, dipakai desRunge Kuttgorde-
4) untuk menyelesaikan persamaan diferensial nenlyang tidak diketahui

solusi eksaknya.

F. Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adajeénd metode,
yaitu library research ialah karya ilmiah yang didasarkan pada literatau
pustaka. Pembahasan dilakukan dengan mempelejaadmi literatur seperti
buku-buku cetakge-book karya tulis maupun literatur visual lainnya yang
berkaitan dengan masalah yang akan dibahas.
Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam pemekkripsi ini
adalah sebagai berikut :
1. Mengumpulkan dan mencari bahan kajian dari litefkteratur yang
berhubungan dengan topik yang diteliti
2. Memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjotaigy konstruksi
aproksimasPadédalam menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier
3. Memberikan contoh penerapan aproksimBsidé dalam menghampiri
suatu persamaan diferensial nonlinier
4. Membandingkan metode aproksimd@adé dengan metode lain dalam
menghampiri suatu persamaan diferensial nonlinier

5. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil pembahasan.



G. Sistematika Pembahasan
Penelitian skripsi ini, penulis menggunakan sistiha pembahasan yang
terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibatam sub-bab dengan

sistematika penulisan sebagai berikut

BAB | PENDAHULUAN
Dalam bab ini dijelaskan latar belakang, rumusansafa, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, batasan penelitigan sistematika
pembahasan

BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang mendasalandateori yang
dikaji. Bab ini membahas tentang konsep bilangaln fungsi, deret
pangkat, metode numerik, aproksima3adé persamaan diferensial,
persamaan diferensial Nonlinier orde pertama daajatepertama, tafsir

surat alam nasyrah

BAB |ll PEMBAHASAN
Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian dan lpahasan tentang
penerapan aproksimaBadéuntuk menyelesaikan persamaan diferensial
nonlinier, aproksimasPadé untuk menyelesaikan persamaan diferensial
nonlinier dalam pandangan Islam

BAB IV PENUTUP
Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir penaligan diajukan

beberapa saran.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Konsep Bilangan Riil

Bagian paling mendasar dalam matematika adalahegdnsipunanatau
kumpulan obyek khususnya tentanchimpunan bilangan yang mendasari
pekerjaan kuantitatif dalam ilmu pengetahuan dinilke Berikut ini adalah bagan

himpunan bilangan:

Riil
I
Irasional Rasional
I
I |
Bulat Pecahan
I |
Negatif Nol Positif
I
I N
Cacah Asli
Prima

Gambar 2.1 Himpunan Bilangan
P = Himpunan bilangan prima ={2, 3, 5, 7, 11, ...}.
Bilangan prima adalah bilangan asli yang besaridak tsama dengan
satu dan hanya habis dibagi oleh dirinya sendiri.

N = Himpunan bilangan asli atau bilangan bulat posi{t, 2, 3, ...}.



Bilangan asli adalah semua bilangan bulat positiék termasuk nol.
C = Himpunan bilangan cacah ={0, 1, 2, 3, ...}.

Bilangan cacah adalah semua bilangan bulat pdsitifnol.
Z = Himpunan bilangan bulat ={...,-3, -2, -1, 0, 132,...}.
Q = Himpunan bilangan rasional %{,b EZ,) D0yl

Bilangan rasional diperlukan untuk menyatakan hbatgi antara dua
bilangan, yang berupa bilangan bulat atau berupahae.
Bilangan pecahan adalah hasil bagi antara dua daitanyang
hasilnya pecahan dengan desimal terbatas ataualdsenulang.
Himpunan bilangan rasional merupakan perluasanpunian
bilangan bulat, bilangan bulat adalah bilanganoresdi dengan pembagi
1. Contoh bilangan rasional : 2/3, -10/7 dan seibgga

Ir = Himpunan bilangan irasional adalah bilangan yastaktdapat dinyatakan

sebagai% dengam, b € Zdanb # 0.

Contoh bilangan irasional/2, v/3,dan .
R = Himpunan bilangan riil.
Himpunan bilangan rasional atau irasional dinamak@mpunan
bilangan riil.
2.2 Fungsi
Definisi Fungsi(Siang, 2002 : 375)
Suatu fungsf dari himpunarX ke himpunary ( simbolf : X = Y') adalah
suatu relasi daiX ke Y dengan syarat bahwa setiag X mempunyai kawan

yang tunggal dv.



X disebut daerah asaldmain f danY disebut kodomair. Kawan darix € X
dinotasikan dengah (x) dan dibaca “ harga fungséidi X ”. Himpunan semua
harga fungsf disebut daerah hasiange f .
Rangef ={y e Y|y=f (X) untuk semux € X}
Jadi, agar suatu reldsilari X danY menjadi fungsi, maka harus dipenuhi :

1. Setiapx € X mempunyai kawan o (disebutf (x)), dan

2. f(x) tunggal.

2.2.1 Jenis — Jenis Fungsi
Fungsi dapat dikelompokkan menjadi beberapa jenesddsarkan
operasinya yaitu fungsi aljabar dan non aljabar:
a. Fungsi Aljabar
Definisi Fungsi Aljabai(Harahap, 1998: 90)
Fungsi aljabar adalah fungsi yang menggunakan spgrenjumlahan,
pengurangan, perkalian, pembagian, perpangkatamarigan akar dan
sebagainya.
Fungsi aljabar meliputi:
1. Fungsi Rasional
Definisi Fungsi RasiongAlbari, 2001: 26)
Jika P(x) dan Q(x) adalah fungsi polinomial, maka hasil bagi dua
fungsi polinomial tersebut disebut sebagai fungsianal, yang dapat
dinyatakan sebagai berikut:

=29 () £ 0dan F) € R
fx_Q(x)' Q(x an f(x ,V x.



Contoh :

2
a)f(x)=(x+—1)3, x#+—1
2x + 2
00 S e

. Fungsi Irasional
Definisi Fungsi Irasiona({Albari, 2001: 25)
Fungsi Irasional adalah akar dari fungsi polinom.

Bentuk umumnya :

y ="ag+ax +ax® + -+ a,x" , mn €R.
Contoh:
y=+3m%+2
. Fungsi Polinomial
Definisi Fungsi Polinomia{Dumary, 1999: 59)
Fungsi Polinomial adalah fungsi yang mengandungyddansuku
(polinom) dalam variabel bebasnya.

Bentuk umum persamaan polinomial ordadalah :

y =ag+ a;x + ax® 4+ -+ ax™
a, #0;,a,€ER Vi=1,23,.dann=1,2,3,..
atau dapat ditulis sabeggi(x) = y.
Pangkat tertinggi pada variabel suatu fungsi paotfid merupakan orde

polinomnya, sekaligus juga merupakan derajat pexaardari fungsi tersebut.



Contoh :
a) f (X) = X + 1, adalah fungsi polinomial berderajat satu deng
ay =1dana, = 3.
b) f (x) = 10 ¥ — 7¢ + 5x — 4 , adalah fungsi polinomial berderajat
empat, dengan, = —4,a, = 5,a, = —7,a; = 0 dan a, = 10.
b. Fungsi Non Aljabar ( Transenden)
Fungsi Transenden adalah fungsi yang bukan furigbiaa, fungsi transenden
meliputi: Fungsi Eksponen, Fungsi Logaritma, Fungsigonometri, Fungsi

Hiperbolik.

2.3 Deret pangkat

Definisi Deret PangkatSoemantri, 1994: 170)

Deret pangkat adalah deret tak hingga yang berbentuk Z a, (x — xo)"
n=0

dengam,, danx, konstanta rildam=0,1, 2, ... .

(0¢] (00]
Untuk xy = 0 deret di atas menjadi Z P, dimanaz a,x" = ag+

a;x + azx* + -
Teorema Deret Pangk@Busila, 2003: 49)

MisalkanS(x) adalah jumlah deret pangkat pada suatu sé|ayagtu :
S(x) = Z a, x™ = ag+ a;x + azx? + azx3 + -
n=0

Maka, apabil ada didalan, berlaku :



D50 = ) (n+ Dagx"

n=0
[ee]

(if) fo SGodt = Z n“_:ltnﬂ

n=0

Bukti :

[0

(i) Misalkan S(x) = Z a, x™ maka,

S s Z apnx™ 1
n=1

dx
(0]

= 1 +2a2x+3a3x .

3 Z(n + Dagyx™

= a; + 2a,x + 3azx? + -
[ee]

(ii) Misalkan S(x) = Z a,, x™ maka integralnya

t

n=0
co
z a, x" dx

n

ftS(x) dx =
0 =0

f a,x™dx
0

an

MS\

0

=
I

t

n+1]
0

=)

an
n+1
1

i

[
Ms

0

S
1l

tn+1

I
NgE

0

S
1l

1 1
= aot + —a1t2 + _a2t3 + _a3t4 + -

2 3 4

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



2.4 Metode Numerik

Definisi Metode NumeriKTriatmodjo, 1992: 1)
Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikammpsalahan-
permasalahan yang diformulasikan secara matematigath cara operasi

hitung @rithmetig.

Dalam metode numerik ini dilakukan operasi hitundatam jumlah yang
sangat banyak dan berulang-ulang. Sasaran akhiradatisis numerik yang
dilakukan dalam metode numerik adalah diperolemgéode yang terbaik untuk
memperoleh jawaban yang berguna dari persoalammatil@ dan untuk menarik
informasi yang berguna dari berbagai jawaban yaagpddiperoleh yang tidak
dinyatakan dalam bentuk aljabar atau transendesap@an diferensial biasa atau
parsial, persamaan integral, atau kumpulan dasgmeaan tersebut.

Perumusan tersebut mungkin menyatakan keadaan asapanyang
dimaksudkan, walaupun pada umumnya tidak demikiawaban analitik, bila
dapat diperoleh, mungkin merupakan pernyataan yapgt, tetapi mungkin
bentuknya kurang memuaskan, karena tidak dapati@ikgn dalam bilangan.
Bila demikian halnya, perlu diusahakan suatu metadenerik untuk dapat
menginterpretasikan informasi tersebut.

Dalam keadaan demikian, ada beberapa cara pendekata
a. pendekatan atau penyederhanaan perumusan persealdingga dapat

dipecahkan secara eksak,
b. mengusahakan diperolehnya pendekatan dari persgatam perumusannya

eksak, dan



c. gabungan dari kedua cara pemecahan di atas.

Pada umumnya metode numerik tidak mengutamakanrotibaya
jawaban vang eksak (tepat), tetapi mengusahakanmpean metode yang
menghasilkan jawaban pendekatan yang berbedaatesbpn eksaknya sebesar
suatu nilai yang dapat diterima berdasarkan pedimgan praktis, tetapi cukup
dapat memberikan penghayatan pada persoalan yaagagiai (Djojodihardjo,

2000: 2).

2.4.1 Kesalahanérror)

Penyelesaian secara numerik dari suatu persamaaematika hanya
memberikan nilai perkiraan yang mendekati nilai abkgyang benar) dari
penyelesaian analitis, berarti dalam penyelesaiamenk tersebut terdapat
kesalahan terhadap nilai eksak. Ada tiga macanidtesayaitu :

a. Kesalahan bawaamadalah kesalahan dari nilai data. Kesalahan terdsbhsa
terjadi karena kekeliruan dalam menyalin data, hsat®embaca skala atau
kesalahan karena kurangnya pengertian mengenainmikblikum fisik dari
data yang diukur.

b. Kesalahan pembulataterjadi karena tidak diperhitungkannya beberaggkan
terakhir dari suatu bilangan. Kesalahan ini terjgiabila bilangan perkiraan
digunakan untuk menggantikan bilangan eksak, sbdangan dibulatkan
pada posisi k&n dengan membuat semua angka di sebelah kananadasi p

tersebut nol. Sedang angka pada posisinkersebut tidak berubah atau



dinaikkan satu digit yang tergantung apakah nimsdbut lebih kecil atau
lebih besar dari setengah dari angka posisi. ke
Contoh :
3,1415926 dapat bulatkan menjadi 3,14

c. Kesalahan pemotongaterjadi karena tidak dilakukannya hitungan sesuai
dengan prosedur matematik yang benar. Sebagai lcatatu proses tak
terhingga diganti dengan proses hingga. Di dalartematika, suatu fungsi

dapat dipresentasikan dalam bentuk deret tak gghirmisalkan :

x2 x3 xt

Nilai eksak darie* diperoleh apabila semua suku dari deret tersebut

diperhitungkan (Triatmodjo, 1992: 2).

2.5Aproksimasi Padé
Definisi Aproksimasi PadéBaker, 1981: 1)
Diketahuisuatu fungsf (x) dan suatu fungsi rasional,
Misalkan f(x) = fungsi polinomial dan
R(x) = fungsi rasional, sebagai

P (x)  ag+agx+ax®+-+axt

Qu(x)  bg+ byx + byx? + -+ by xM

RL,M (x) = (2.5)

denganL dan M masing-masing merupakan pangkat tertinggi dari
pembilang dan penyebut pada fungsi rasional, dinfarfa) dan Q,,(x)

memenuhi persamaan

Qu(x). f(x) = PL(x) = O[x"*M*1],dan Q4 (x) # 0. (2.6)



Dari persamaan (2.6) sehingga diperoleh,

_ P, (x) L+M+1
f(x) = QM(x)+ O[x ]
P
FG) = 2o = Ru®)

maka fungsi rasiondl;, y; (x) merupakan aproksimaBadépada fungsf ().

Fungsi f(x) yang dapat diekspansi ke dalam bentuk deaeigkat

Z ¢, X" ,sehingga dapat dinotasikan dalam bentuk barikut
n=0

FE) = cr” @2.7)
n=0

Persamaan (2.7) yang merupakan suatu bentuk fpolisom dengan
co+ ¢y +c, +--+ ¢, merupakan konstanta dam merupakan bilangan bulat
positif yang dimulai dari nol sampai tak hingga.rda@aan (2.7) dapat
dinyatakan kembali sebagai suatu fungsi polinonddr@jatn dan didefinisikan
sebagai
f(x) =co+ c1x + cpx? + -+ cpx™
Hampiran fungsi rasional seperti persamaan (2.5) daku sisa

hampirannya dapat dinyatakan sebagai berikut:

(00}

ay+ a;x + a,x®+ -+ a; xt
chxn _GTh 2 i L — 4 OxbtMH]
b0+b1x+b2x +"‘+be

n=0

ao + alx + azxz + A + aLxL
Cot X + px% + 4 cpx™ = + OfxltM+1
0 L 2 n b0+b1x+b2x2+"'+beM [ ]

dimana O[x!*M*1] merupakan sisa pemotongan untuk suku Lke/+1) .

dengan melakukan operasi perkalian silang makaalgfebahwa



(bo + byx + byx? + -+ by xM)(co + c1x + 2% + -+ + cpx™)
= (ap + ayx + azx? + -+ a;xt) + O[LHMHL]
(bg + byx + byx? + -+ byxM)(co + c1x + %% + -+ + ¢ x™)
—(ap + a1 x + azx? + -+ ayxt) = O[xLTMH1]
atau
Q0. f(x) = Py(x) = O[x"+MH1],
Untuk memenuhi syarat yang berlaku pada fungsomnasibahwag@,,(x) # 0.
(Sa’adah, 2008:42)
Maka langkah-langkah dalam mengkonstruksi apro&sirRadé yang
sesuai dengan deret pangkadwer seriesadalah sebagai berikut:
1. Mendefinisikan suatu fungé(x) ke dalam ekspansi deret pangkat

2. Mengasumsikan suatu fungsi rasioRal, (x) yang didefinisikan sebagai:

P, (x)
Qu(x)

RL,M(x) =

denganQ,,(x) # 0 untuk menghampiri fung$i(x) sehingga berlaku
Qu (). f (x) — P(x) = O[x**M*1]
dimana0[x+*"*+1] merupakan sisa pemotongan untuk sukulke/+1)
3. Membentuk suatu sistem persamaan koefisien untulsingrnasing
konstanta pada variabé, ¢!, c?, ...
4. Menentukan koefisien-koefisien pembilang dan peayeiingsi rasional
R, v (x) dengan menyelesaikan sistem persamaan koefisiendyperoleh.

(Sa’adah, 2008:42)



2.6 Persamaan Diferensial
Definisi Persamaan Diferensi@Pamuntjak, 1990 :1)
Persamaan diferensial adalah persamaan yang mduyasafu atau lebih
fungsi (peubah tak bebas) beserta turunannya t@phadtu atau lebih
peubah bebas.
Orde dari persamaan diferensial adalah derajatpstagkat tertinggi dari turunan
yang muncul dalam suatu persamaan.
Dilihat dari peubah bebasnya, persamaan diferemispat dibedakan
menjadi dua macam yaitu diferensial biasa dan g@larsi
1. Persamaan Diferensial Biasa
Definisi Persamaan Diferensial Biagariatmodjo, 2002: 165)
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persayaagrmengandung
turunan fungsi dimana persamaan tersebut hanya andagg satu
variabel bebas.

Contoh :

d
a) xd—i/ + y = 3 atau dapatditulisxy’ +y =3

d?y ,dy |
b) W+35+2y: 0 atau dapatditulis y" +3y"'+2y =0

2. Persamaan Diferensial Parsial
Definisi Persamaan Diferensial Parsi@riatmodjo, 2002: 165)
Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamgang
mengandung turunan fungsi dimana persamaan tersed®ougandung

lebih dari satu variabel bebas.



Contoh:

az+ 0z

P
6zz+62u p
ox2 = dy?

Sedangkan persamaan diferensial dilihat dari bentukgsi atau
pangkatnya juga dibedakan menjadi dua yaitu, paxaandiferensial linier dan
persamaan diferensial non linier.

1. Persamaan Diferensial Linier
Definisi Persamaan Diferensial Lini¢gKusumah, 1989: 4)
Persamaan Diferensial Linier adalah persamaanedi$gl biasa linier
orde-n dengan variabel terikptdan variabel bebas yaitu persamaan

yang bisa dinyatakan sebagai

n n—1

ao(x)% + al(x)% iy an—l(x)% + a,(x)y = b(x)

Dari persamaan diatas persamaan diferensial lmeda n, dengan
ag, a4, ..., a, adalah konstanta dan dikatakan linier jika mempumyaciri
sebagai berikut:

a. variabel-variabel terikat dan turunannya palinggirberpangkat satu, dan
b. tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuahbedrterikat dengan
variabel terikat dengan sebuah turunan.

Contoh:

dy _ .3 ST ! 3
a) xd— — 2y = x° atau dapatditulis xy — 2y =x
X

d
b) d—y + 3xy = sinx atau dapat ditulis y' + 3xy = sinx
x



2. Persamaan Diferensial Nonlinier
Definisi Persamaan Diferensial Nonlini@iRoss, 1984: 5)
Persamaan Diferensial Nonlinier adalah persama#redsial yang
memuat variabel tak bebas dan turunannya yang tagatiéebih dari
satu, atau perkalian antara variabel tak bebasuwtananya.

Contoh:

d ;
a) x* + Syd—i/ + 6y? = 0 atau dapat ditulis x> + 5yy + 6y*> =0
persamaan tersebut nonlinier karena terdgpatan y?

dy

b) ya — 2y? = x3 atau dapat ditulis yy’ —2y? = x3

persamaan tersebut nonlinier karena terdgpat

2.7Persamaan Diferensial Nonlinier dari Orde Pertama dn Derajat
Pertama
Sebuah solusi atau penyelesaian dari persamaaartiial
¥ SEES g AN D (2.7)
pada internal x< x < f adalah sebuah fungsy sedemikian sehingga
y'(x),y"(x),...,y"(x) ada dan memenuhi
Y(x) = f(y 0,y %),y (%), -, YD (1))

untuk setiapx dalamx< x < . Diasumsikan bahwa fungéi untuk persamaan
(2.7) adalah fungsi yang bernilai riil dan akan odegpatkan solusi-solusi yang

bernilai riil y = y(x). (Waluyo, 2006: 5)



Pada umumnya persamaan diferensial dapat dikecabeberapa saja
dari bermacam-macam persamaan diferensial dan adibgtada persamaan
diferensial linier, ada beberapa jenis yang pentiagi persamaan diferensial
nonlinier yang dapat dipecahkan yaitu dari ordetgmea dan derajat pertama.
Secara umum, persamaan tersebut dapat dinyataleam dantuk

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

atau

dy

a — f(x' Y)
di mana tidak ada batasan pada pangkdany, dan merupakan suatu persamaan
diferensial nonlinier orde pertama dan derajatgme&.

a) Persamaan Diferensial Nonlinier dengan Variabel Dagt Dipisah

jika persamaan % = f(x,y)
Dapat dinyatakan dalam bentuk:
f1®)dx + f,(y)dy =0
di mana dengan menggabungkandenganf, (x) adalah hanya suatu fungsi dari
x dan dengan menggabungkéyn dengan suatu funggi,(y) adalah hanya suatu

fungsi dariy, sehingga mempunyai persoalan variabel yang ddipegahkan.
Untuk mendapatkan penyelesaian umum cukup dengangintegralkan

persamaan tersebut.

Contoh:



Selesaikan persamaan
3y2dy —xdx =0
Jikay(0) =1 tentukary(0,5)
Jawab
Persamaan tersebut dapat ditulis dalam bentuk
3y2dy = xdx

Kemudian diintegralkan

.[Byzdy:fxdx

atau

1
y3+C1 :§X2+C2
dimanac = ¢, — ¢4,

jadi, penyelesaian umumnya dapat ditulis sebagai

y3=§x2+c

Jika y(0) =1 maka = 1, jika y(0,5) penyelesaian khususnya adalah

e = %(0,5)2 +1
y = 0.375 (nilai analitiknya)
b) Persamaan diferensial nonlinier dengan koefisien hmogen
Jikaf (x,y) adalah suatu fungsi homogen dari tingkat n, maka:
fQx, Ay) = 2"f (x,y)
Penyelesaiannya adalah dengan transformasi
y = vx, dy = vdx + xdv

yang akan mengubah setiap persamaan homogeny keben



M(x,y)dx + N(x,v)dv =0
yang variabel-variabelnya dapat dipisahkan, yangatladipecahkan dengan
integral, dengarv diganti dengany/x untuk mendapatkan kembali variabel-
variabel asalnya.
Contoh:

Selesaikan persamaan

x2+2xy%—y2 =10
Jikay(1) =2 tentukary(2)
Jawab
Persamaan tersebut dapat ditulis dalam bentuk
(x2—y?)dx + 2xyd = 0
dengan mengamatinya kita melihat bahwa persamaameimpunyai suatu fungsi
homogen derajat 2 , yang dinyatakan berikut ini:

fOoy) = (x* — y*)dx + 2xydy
f(Ax, Ay) = (A%x? — 22y?)dx + 2AxAydy
= 12 {( (. yz) dx + 2xydy}
=2f@y)
Dengan transformasi
y = vx, dy = vdx + xdv
Sehingga persamaan menjadi
(x2—v2x?)dx + 2x(vx)(vdx + xdv) = 0

atau



x*{(1 —v*)dx + (2v?dx + 2vx dv)} = 0

(1 + v?)dx + 2vx dv = 0, yang merupakan variabel dapat

dipisahkan
dx 2vdv _

FRETT
Misal1 + v? =u
2vdv = du

Sehingga

dx du
f—+ —=fo
X u

Inx+Inu=Inc
A=A

x(1+v¥)=c

2
x<1+y—2>=c
X

Jikay(l) =2 maka =5, jikay(2) penyelesaian khususnya adalah

2
Y
2(1+?>:5

2+ Wl 5
=
y = 2.44948 (nilai analitiknya)
c) Persamaan diferensial nonlinier eksak

PersamaaM (x, y)dx + N(x,v)dv = 0 disebut eksak jika

oM _oN
dy  0x

Penyelesaiannya yaitu:



fmw=ijwM+mw

atau
ﬂ%w=jN@JMy+mw

Dengang(y)dan g(x) diperoleh dari:

d

6_§ = N(x,y), untuk memperoleh g(y)
dan,

af

Frvie M (x,y),untuk memperoleh g(x)
Contoh:

Selesaikan persamaan
2xy dx + x*dy = 0

Jika y(0) = 1 tentukan y(2)

Jawab
M(x,y) = 2xy N(x,y) = x*
oM ) ON 0
oy ¥ ox X
oM 0N
karena W =3 maka persamaan tersebut adalah eksak.

Penyelesaiannya yaitu:

fmw=meww+ﬂw

~ [2xyax+ 7o)
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=2jxy+f(y)

=x*y + f(y)

denganf (x) diperoleh dari

OF_N( o
3y X,y)=x

ff)=0

f0) = [ Fordy =0+
maka,

flt,y)=x*y+0+c=0
atau

x?y = ¢, yang merupakan penyelesaian umumnya.
Jikay = 1danx =0 maka,c =1
Jadi,x’y = 1 , merupakan penyelesaian khususnya.
Jikax = 2 maka

Xy =1

4y =1

.
y = 7 (nilai analitiknya)

2.8 Tafsir Surat Alam Nasyrah
Dalam pembahasan kali ini akan dibahas tafsirt sAleam Nasyrah yang
berarti “ bukankah kami telah melapangkan ” , didndari perkataan yang

terdapat pada ayat pertama. Sebutan lain adalaht Al Insyirah, kata benda



dari Nasyrah yang artinya “ kelapangan “. dan tewkadalam surat makkiyah.
Surat ini terdiri atas delapan ayat yang akan lelfitkuskan dalam pembahasan

kali ini pada ayat 5 dan 6, sebagai berikut.

P >

o | A " R N S [T

-
-

Artinya: “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada lksmnod (5),
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemud@an(Q.S. Alam
Nasyrah : 5-6)

Menurut ustadz Muhammad Abduh dalam tafsirnya miemy@an bahwa
ayat ini diawali dengan hurdi& (fa-inna ma’al ‘usri yusrah untuk menunjukkan
adanya kaitan antara kedua keadaan tersebut,ayada timbulnya kesulitan dan
datangnya kemudahan. Digunakan lkaltaebelum katausri memberikan makna
umum Yyaitu segala macam kesulitan yang biasa dgiiogdam kehidupan.

Kata al-‘usr terulang di dalam Al-Qur’an sebanyhkali, sedang dalam
berbagai bentuknya terulang sebanyak 12 Kalia ini digunakan untuk sesuatu
yang sangat keras, sulit atau berdtata yusr terulang sebanyak 6 kali, tiga
diantaranya bergandengan secara langsung denganukat sedang kata yusr
dalam berbagai bentuknya terulang sebanyak 44 Kmiam kamus-kamus
bahasa, kata tersebut digunakan untuk menggambagsuatu yangnudah,
lapang, atau banyak (seperti hartgghihab, 2003: 361)

Muhammad Quraish Shihab menukilkan pendapat uldama yang
menyoroti bentuk kata ‘usr dan yusr yang ternyaebéda. Kata ‘usr pada dua

ayat 5 dan 6 diawali dengah sehingga menjadiefinit, seperti perkataan dalam



bahasa Inggris yang diawahe Sementara itu, perkatagmsr tidak definit.

Perhatikan kembali bunyi ayat 5 dan 6 sebagai berik

D AT B AT L

Dengan berdasarkan kaidah kebahasaan, mereka leanydiahwa dua
ayat tadi bermakna, setiap satu kesulitan mengandiua kemudahan, Ini
merupakan pemaknaan yang lebih optimis lagi. Digelbudalam hadits yang
diriwayatkan dari Nabi Muhammad SAW bahwasahny&abdbersabda,Sekali-
kali tidaklah satu kesulitan dapat mengalahkan Bemudahah

Ulama tafsir memahami amna’a dalam ayat diatas yang arti harfiahnya
adalahbersamadipahami oleh sementara ulama dalam sesudahPakar tafsir
az-Zamakhsyari menjelaskan bahwa penggunaan ka&t@dama walaupun
maksudnyasesudahadalah untuk menggambarkan betapa dekat dan siygka
waktu antara kehadiran kemudahan, dengan kesyhiag sedang dialami.

Jenis kesulitan apapun pasti dapat ditanggularsggianjang orang yang
menghadapi kesulitan tersebut memiliki jiwa yangtkuntuk mencari solusinya,
menggunakan akal pikiran semaksimal mungkin, detdoa dan tawakal kepada
Allah SWT.

Allah SWT dalam ayat 5 dan 6 bermaksud menjelask#ah satsunnah-
Nyayang bersifat umum dan konsisten yaitu, setiaplkaes pasti disertai atau
disusul oleh kemudahan. Ini dibuktikan_Nya antaia dengan contoh konkret
pada diri pribadi Nabi Muhammad SAW. Beliau datasmdiri, ditantang dan

dianiaya, sampai-sampai beliau dan keluarganyakdiboleh kaum musyrikin di



makkah, tidak boleh berjual beli atau menikah, Kideoleh berbicara dengan
dengan beliau dan keluarganya selama setahun,utlisengan setahun lagi
sampai dengan tahun ketiga. Tetapi pada akhirbgajtiga kelapangan dan jalan
keluar yang selama ini mereka dambakan, karenbd&iedm dan optimis sehiingga
berlakulah bagimgunnah(ketetapan Allah) yaitu, “ apabila krisis atau ldan
telah mencapai puncaknya maka pasti ia akan sirera disusul dengan
kemudahan”.

Ayat ini mengajarkan bahwa setiap menghadapi lgaibkesulitan kita
harus yakin bahwa akan ada penyelesaiannya, akan jadn keluarnya.
Keyakinan ini merupakan energi yang sangat berhangiak bisa menyelesaikan
segala persoalan. Dari jiwa yang penuh optimismen dihir kecerdasan dan
kearifan. Karenanya, Allah SWT menegaskan dengdim&ayang berulang-
ulang, “ sesungguhnya bersama kesulitan itu adautehan. Dan sesungguhnya
bersama dengan kesulitan itu ada kemudahan.” (Alding 2004: 280)

Sekelompok ulama mengatakan pengulangan ini dintikes agar kita
benar-banar yakin bahwa saat menghadapi kesul@smngguhnya pada waktu
yang bersamaan kita pasti akan bisa menemukanms@yussalkan kita memiliki
jiwa yang kuat, berfikir keras, ikhtiar yang sunpegaungguh maksimal, serta
berdoa kepada Allah SWT. Dan tidak boleh berputs karena berputus asa
adalah karakternya orang-orang yang tidak bertutem sesat, dan dijelaskan

dalam surat Al-Hijr ayat 56 sebagai berikut.
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Artinya : Ibrahim berkata: "Tidak ada orang yang berputus akai rahmat
Tuhan-nya, kecuali orang-orang yang sé€sa. S. Al-Hijr : 56)
Dan Allah SWT juga telah menyatakan hal itu segal@s kepada umat

Nabi Ya'qub a.s. dalam surat Yusuf ayat 87 seblagakut.
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Artinya : “Dan jangan kamu berputus asa dari rahmat Allah.uBgguhnya tiada
berputus asa dari rahmat Allah, melainkan kaum yé&adjr’. (Q.S.
Yusuf: 87)
Setelah Allah SWT, menjelaskan bahwa dalam setegulkan itu ada

kemudahan, dilanjutkan dengan arahan dalam ay&ub®ya sebagai berikut.

Artinya: "Maka apabila kamu Telah selesai (dari sesuatu undeerjakanlah
dengan sungguh-sungguh (urusan) yang’lé@nhS. Alam Nasyrah: 7)
Ayat ini menyuruh kita agar dinamis. Kita harusuge bergerak, kerja
keras tanpa lelah, berfikir tanpa henti, jangamkaia waktu yang kita miliki lewat
dengan sia-sia, tanpa karya, tanpa aktivitas. Masalketika engkau telah selesai
dari shalat dan berdzikir, maka segerahlah untulnhyelesaikan pekerjaan
duniamu. Ketika engkau telah selesai berjihad, niakmtkanlah dengan ibadah
haji. Maksudnya bahwa setiap muslim hidup dengamulpekesungguhan dan
susah payah, tidak ada waktu yang sia-sia dan ugirkain atau untuk bermalas-

malasan dan melakukan kebatilan.(Al- jazairi, 2CH&X)



BAB llI

PEMBAHASAN

Persoalan-persoalan matematika yang dinyatakamdaéntuk persamaan
diferensial biasa, khususnya persamaan diferensialinier tidak semua dapat
diselesaikan melalui perhitungan eksak, sehinggéu milakukan perhitungan
melalui hampiran atau aproksimasi untuk mendapatkaatu nilai yang
mendekati nilai eksaknya.

Berikut ini penyelesaian diferensial nonlinier yasgit atau hampir tidak
dapat diselesaikan melalui perhitungan eksak, ttisedalam contoh berikut ini:

= Selesaian persamaan diferensial nonlinier

dy 5 - A
dengan y(0) = 1.
Penyelesaian:

Menjadikan persamaan (1) ke dalam benMikx, y)dx + N(x,y)dy = 0,

1 &4
dy+<xy2+x2<—+—x)+1)dx=0

2 6
1 1
M(x,y) =1 N(x,y)=xy2+x2(§+gx>+1
M_ W oyt 2xydy+x+ o2
dy ox 7 XYy TxTx
oM ON

karena @ * M maka persamaan tersebut adalah tidak eksak.

Salah satu metode untuk menghampiri suatu Persanddarensial

nonlinier yang sulit jika diselesaikan dengan perigan eksak yaitu dengan



aproksimasiPad®. Berikut ini akan diberikan pembahasan mengeaaempan

aproksimasPadéuntuk menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier

3.1 Penerapan Aproksimasi Padé Untuk Menyelesaikan Persamaan
Diferensial Nonlinier
Berikut ini akan diberikan contoh penerapan apro&si Padé untuk
menghampiri persamaan diferensial nonlinier yangkspansi ke dalam deret
pangkat. Contoh yang diambil merupakan persamdanedsial yang sulit atau
hampir tidak dapat diselesaikan dengan perhituegaak..

=  Persamaan diferensial nonlinier

dy ¢ Al Y

dengan y(0) = 1.
Penyelesaian:
Langkah 1

Ekspansi dengan menggunakan deret pangkat:

y = i Cpx™ (2)

d (oe]
= ne! 3)

Persamaan (2) dan (3) disubtitusi kepersamaan €hjaui,

2

n-1 n XX o
ne,x +x CnX +2+6+1—0

n=1 n=0



[ee] [ee] 3
x
(:)chnx" 1+Z:cnzx2"+1+—+?+1 = 0.

n=1 n=0
Selanjutnya disederhanakan menjadi,

2 3

xANY
2 [nc,x™ 1 + ¢, 2x?" 1] + > tet 1= 0

S cx + (0 + c2x3) + (2cx + c2x5) + (Bezx? + c2x7)

x?  x3
+ (degx® + c2x%) + (Gesx® + c2x1h) + - + St t1=0
2 .3
2 2 2 e L
e+ (2c 4 cf)x + (3c3)F” + (dey + cf)x +---+7+€+1=0

1 1
e (c;+ D)+ (2c,+ cf)x + <3c3 +E>x2 + <4C4 + ¢} +g>x3 +.-=0 (4)
Dengan membentuk sistem persamaan koefisien dghebalhwa:

1) ¢;+1=0 atau ¢;=-1

2 Co
2) 2c; +cg =0 atau ¢, = ——-
2
1 1
3) 3c; +§= 0 atau c3 = —Z
1 7
4) 4cy+c? +€—0 atau C4=_ﬁ
Jikay(0) = 1 maka ¢, = 1 ,sehingga
1 1 7
fX)=1—x—=x?——x3——x*. (5).

2 6 24
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Langkah 2
Menghampiri persamaan (5) dengan aproksirRasié ,
a. UntukL=M=1

Persamaan (5) dapat dinyatakan sebagai :

flx) = P, () i O[xL+M+1]

Qu(x)
p 1 3 MR _a0+a1x 00T
X 2x 1[x°] _b0+b1x 2[x7]
1 ap + a;x
s s B ThAl M 0 3
TRt

dengan 0[x3] = 0,[x3] — 0,[x3],

& (b + bix) (1 —x— %x2> = (ay + a;x) + 0[x3]

& (b + byx) (1 —Xx —%xz ) — (ag + a;x) = 0[x3]

1 1
(=" (bo - ao) + (_bo +b1 _al)x‘l‘ <_§b0 _b1>x2 + <_§b1)x3 +

= 0[x3].
Dengan mengambil tiga suku pertama sebagai aprakgimaka diperoleh:
1) bg—o=0 atau ay = by
2) —by+ by —a; =0 atau a4 = —%bo
3) —sbho—b =0 atau by = —3bh

Selanjutnya akan diperoleh,

diambil by = 1



b. UntukL =2danM =1

Persamaan (5) dapat dinyatakan sebagai :

flx) = P, (x) + O|xltM+1]

Qn ()
1 1 ap + a;x + a,x?
T, DA, V) I Podl B 2 0u T
X—Zx"—ex + 04[x*] A + 0,[x*]
1 1 ap + a;x + a,x?
Y e bo + byx 7]
dengan O[x*] = 0,[x*] — 0,[x*],
1 1
& (by + byx) <1 —x —Exz —€x3) = ([, + ayx + a,x?) + 0[x*]
— _1 2_1 3 ) — 2y — 4
& (bg +byx)1—x XX (ag + a1x + azx*) = O[x*]

1
(=" (bo - ao) + (_bo + b1 - al)x + (_Ebo - b1 - az)xz

1.1\,
+(~gbo=zi)x

+ (—%bl) x* 4+ = 0[x*].
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Dengan mengambil empat suku pertama sebagai apragisimaka diperoleh:
1) bg—ay=0 atau ay = b,
2) —by+by—a; =0 atau a1=—§b0
3) —%bo—bl—a2=0 atau a2=—%b0
4) —%bo—%blzo atau blz—ébo

Selanjutnya akan diperoleh,

bO _%box _%boxz
R2,1 - 1 0 dlambll bo — 1
bo _§b0x
4 i =
= 1 —gx —gx
1
il —3—X

1 —%x —%xz
f(x) = Ryy = 1
1 —3—X
Langkah 3

Setelah diperoleh bentuk persam®an danR,; dengan menggunakan
aproksimasPadépada langkah 2, maka selanjutnya akan dibandind&agan
persamaaif (x) yaitu persamaan hasil setelah diekspansi dengagguaakan
deret pangkat, dengan mengambil tiga suku pertdeagan memasukkan
nilai x yang berkisar antara -1 sampaydng diperoleh tabel terlampir dengan

gambar (grafik) berikut ini:



Grafik

N

Gambar 3.1

Dari grafik diatas, menghasilkan suatu kesimpulahwa nilai hampiral
untukL = 2 dan M = 1 yang disimbolkan dalam grafik dengR(2,1) semakin
mendekati nilaif (x), dibandingkan dengan nilai hampiran unL = M = 1 yang
disimbolkan dalam grafik dengaR(1,1). Jadi semakin besar orde ¢

pemotongan yaitk(n, 1) — co akan semakin mendekati niléx).

error

D

D

=&o—error(1, 1

(=}

OPH P VLW
v b dawL h s

(=}

Gambar 3.2
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Dari grafik diatas dapat dilihat bahwaror (kesalahan) nilainya semakin
kecil, atau semakin mendekati nilai sebenarnyaik&etilai x mendekati nol.
Karena dalam menghampiri suatu fungsi polinomildini harus berkisar antara
-1 sampai 1, karena jikee| > 1 akan menghasilkan nilarror yang semakin
besar yaitux — oo, dan jika|x| < 1 akan menghasilkan nilarror yang semakin
kecil yaitu x — 0. Nilai error tersebut didapat dari hasil penggurangan nilai
f (x) dengamilai persamaaR; ; danR; ;.

Berikut ini akan diberikan salah satu nkayang berkisar antara -1 sampai
1, untuk mengetahui hasil aproksimasi diatas, yaa®ill selengkapnya terlampir.
Dengan mengambx = 0.1 maka diperoleh:
= Untuk persamaanf(x) dengan mengambil tiga suku pertama sebagai

aproksimasi, yaitu

() = 1= x5~ 3
flx) = i L

Jika,x = 0.1, maka diperoleh
f(x) = 0.894833

= Untuk persamaaR, ;

Jika,x = 0.1, maka diperoleh

Ry, = 0.894737



* Untuk persamaaR;

Ry1 =

Jika,x = 0.01, maka diperoleh

R,, = 0.894828

Maka, diperoleh nilagrror :
v' Untuk persamaaR
Error = f(x) — Ry 4
=9,6.107°
v Untuk persamaaR; ;
Error = f(x) — Ry,

= 5.107°

Langkah 4

Membandingkan hasil perhitungan dengan menggunakagtode
aproksimasiPade pada langkah 2, yang diperoleh dalam bentuk peraafy ,
dan R, ;, dengany sebagai hasil perhitungan numerik dengan menggumak
metode lain yang dapat digunakan untuk menyelesgieaasamaan diferensial
tersebut, dalam hal ini digunakan meto&nge Kutte (orde 4) dengan
menggunakan program, dengan memasukkan milayang berkisar antara -1

sampai 1, yang diperoleh tabel terlampir denganbgarfgrafik) berikut ini:



Grafik

-y
-~ =—R(1,1)

Gambar 3.3
Dari grafik diatas, menghasilkan suatu kesimpulahwa nilai hampiral

untukL = 2 dan M = 1 yang disimbolkan dalam grafik dengR(2,1) semakin
mendekati nilaiy, dibandingkan dengan nilai hampiran unL = M = 1 yang
disimbolkan dalam grafik dengaR(1,1). Jadi semakin besar orde ¢

pemotongan yaitk (n, 1) — oo akan semakin mendekati nibai

error

D
o)

—o—error(1, 1)

Gambar 3.4
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Dari grafik diatas dapat dilihat bahvearor (kesalahan) nilainya semakin

kecil, atau semakin mendekati nilai sebenarnyaik&etilai x mendekati nol.

Nilai error tersebut didapat dari hasil penggurangan witdngamilai persamaan

Ry, danR;;.

Berikut ini akan diberikan salah satu nilayang berkisar antara -1 sampai 1,

untuk mengetahui hasil aproksimasi diatas, yangl katengkapnya terlampir.

Dengan mengambx = 0.1 maka diperoleh:

Untuk persamaary dengan menggunakaRunge Kutte(orde 4) sebagai
aproksimasi yaitu,

dy oy /e y? B
a+xy 4 & <§+€x>+1—0

Jika,x = 0.1, maka diperoleh

y = 0.895492
Untuk persamaaR ;
1-— %x
Rl 1—
' 1 — 1x
2

Jika,x = 0.1, maka diperoleh
Ry, = 0.894737

Untuk persamaaR, ;

Ry1 =

Jika,x = 0.01, maka diperoleh

R,, = 0.894828



Maka, diperoleh nilagrror :
v" Untuk persamaaR
Error =y — R,
= 75.107*
v" Untuk persamaaR ;
Error =y — R,

==6,6 . LON

3.2Aproksimasi Padé Untuk Menyelesaikan Persamaan Diferensial
Nonlinier dalam Pandangan Islam

Mempelajari berbagai ilmu pengetahuan sepertijdrelaatematika yang
sesuai dengan paradignudul albab tidak cukup hanya berbekal kemampuan
intelektual saja, tetapi perlu didukung secara dmeeman dengan kemampuan
emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif dagifodalam matematika sangat
bergantung pada kemampuan intuitif dan imajindtd| ini dilakukan dengan
paradigmaulul albalh yang mengembangkan pendekatan rasionalis, emgiéns
logis (Abdusyakir, 2007:24). Hal ini sesuai dengaman Allah dalam surat

Shaad ayat 29 sebagai berikut:
%% 2o ﬂgé/ﬂf,// //ﬂ,_}gf/'“”/ -4 /9//‘/’/.;( -
oIl S5 cants 13730 B ) acdpl o

Artinya: “ Ini adalah sebuah kitab yang kami turunkan kepadgmeauh

dengan berkah supaya mereka memperhatikan ayaMNggatlan



supaya mendapat pelajaran orang-orang yang mempuikyean”
(Q.S. Shaad: 29).

Seperti yang telah dijelaskan dalam bab-bab setrsla bahwa suatu
persamaan diferensial biasa, khususnya persamdearerdial nonlinier tidak
semua dapat diselesaikan melalui perhitungan ek¥alqupun dengan demikian,
bukan berarti kita tidak bisa menentukan nilai geraan diferensial nonlinier
tersebut. Sehinnga perlu dilakukan perhitungan Ioieldnampiran atau
aproksimasi untuk mendapatkan suatu nilai yang elatdnilai eksaknya.

Aproksimasi (hampiran) yang digunakan dalam pgagli kali ini
menggunakan aproksimasi padé, yaitu merupakan satahmetode yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferemsidinier yang tidak dapat
diselesaikan dengan perhitungan secara eksak t{@naiRersamaan diferensial
nonlinier tersebut dapat dievaluasi untuk mengkasihilai dalam bentuk angka
atau numerik.

Islam mengajarkan kepada umatnya untuk terus &leauslan dilarang
untuk berputus asa dalam menyelesaikan setiapgienskarena setiap persoalan
selalu memiliki jalan keluar atau memiliki suatulusd. Jika tidak dapat
diselesaikan dengan satu cara, maka persoalarbuérpasti bisa diselesaikan
dengan cara yang lain. Sikap terus berusaha dak mtdidah berputus asa dalam
menghadapi setiap kesulitan sangat dianjurkan darupakan suatu perintah
didalam Al-Qur'an. Hal ini sebagaimana dinyatakatach Al-Qur’an surat Alam

Nasyroh 5-6 dan Al-Hijr ayat 56 sebagai berikut:



e P74 I AL I L P A
Artinyac “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kadmaad (5),
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemud@)an(Q. S Alam

Nasyroh 5-6).

Artinya: “lbrahim berkata: Tidak ada orang yang berputus akai rahmat
Tuhan-nya, kecuali orang-orang yang ségal. S Al-Hijr: 56).

Dari kedua ayat di atas, Allah SWT menjelaskanizabesungguhnya kita
hidup didunia ini pasti akan menemui kesulitan-ké&su ataupun cobaan-cobaan.
Oleh sebab itu, kita dilarang untuk berputus adantlanenghadapi kesulitan-
kesulitan tersebut, dan dianjurkan untuk selalwdsdra, optimis serta berdoa
kepada Allah SWT. Dalam menghadapi segala bentukopkn. “ karena
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahlesungyuhnya sesudah
kesulitan itu ada kemudahan

Aproksimasi yang baik adalah aproksimasi yang memai tingkat
kesalahan paling kecil sehingga menghasilkan pdag semakin mendekati nilai
eksaknya. Selain itu, aproksimasi yang baik jugashienembutuhkan waktu yang
cepat untuk memperoleh hasil yang diinginkan. Ckahena itu, perhitungan
dengan aproksimasi harus dilakukan secara teliti.

Allah SWT adalah dzat yang maha teliti dan mahmatperhitunganNya
sebagaimana dinyatakan dalam Al-Quran surat Marggat 94 dan surat Al-

An’am ayat 62 sebagai berikut:



Artinya: “Sesungguhnya Allah Telah menentukan jumlah mer@kargnghitung

mereka dengan hitungan yang tél{fQ. S Maryam: 94)

Paic
‘ w

“&;
f
%

‘Ea

\C:\
&z\;
.

f(ﬁde_&-l lj,a)(,i.i-l 4

Artinya: “Kemudian mereka (hamba Allah) dikembalikan kepdt&hAPenguasa
mereka yang sebenarnya. Ketahuilah bahwa segalarhufpada hari
itu) kepunyaanNya, dan dialah pembuat perhitungamgypaling cepdt
(Q. S Al-An’'am: 62).

Dari kedua ayat tersebut diatas dapat diambil delpsdajaran penting

tentang sifat Allah SWT vyaitu teliti dan cepat aalperhitungan. Manusia sebagai

hamba Allah seharusnya juga memiliki sifat teliindcepat dalam melakukan
perhitungan dalam menjalani kehidupannya. Dengarsikag teliti, penuh
perhitungan dan hati-hati dalam menyelesaikan sysgusoalan, peluang
terjadinya kesalahan akan menjadi kecil sehinggag yakan dicapai semakin

maksimal.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya, baletadenaproksimasi
Padé merupakan salah satu metode yang dapat digunakak menyelesaikan
persamaan diferensial nonlinier yang hampir tidapad atau sulit diselesaikan
melalui perhitungan eksak, solusi dari penghampira@nggunakan metode
aproksimasiPadeé tersebut menghasilkan nilai hampiran yang mempuniyai
kesalahan drror) yang cukup kecil jika dibandingkan dengan mengdan

metode lain dalam menghampiri suatu persamaaredsg&l nonlinier tersebut.

4. 2 Saran

Adanya pembahasan tentang penerapan aproksirRasié untuk
menyelesaikan persamaan diferensial nonlinier dengsengambil contoh
persamaan diferensial nonlinier jenis fungsi patind, pembaca juga dapat
mengembangkan penelitian ini dengan menerapkanksiprasi Padé untuk
menghampiri persamaan diferensial nonlinier padsgs$u yang lain, misalkan

fungsi transenden jenis fungsi trigometri, dll.
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LAMPIRAN

Lampiran 1. Tabel Perbandingan nifdix)dengan nilaR,;dan R, ;.

X f(x) R(1, 1) error R(2, 1) Error

-1 1.666667 1.666667 0 1.625 | 0.041667

-0.99 | 1.661667 1.662207 | -0.00054086 1.621541 | 0.040125

-0.98 | 1.656665 1.657718 | -0.00105279 1.61804 | 0.038625

-0.97 | 1.651662 1.653199 | -0.00153649 1.614496 | 0.037166

-0.96 | 1.646656 1.648649 | -0.00199265 1.610909 | 0.035747

-0.95 | 1.641646 1.644068 | -0.00242196 1.607278 | 0.034367

-0.94 | 1.636631 1.639456 | -0.00282512 1.603604 | 0.033027

-0.93 1.63161 1.634812 | -0.00320279 1.599885 | 0.031724

-0.92 | 1.626581 1.630137 | -0.00355565 1.596122 | 0.030459

-0.91 | 1.621545 1.62543 | -0.00388439 1.592315 | 0.029231

-0.9 1.6165 1.62069 | -0.00418966 1.588462 | 0.028038

-0.89 | 1.611445 1.615917 | -0.00447212 1.584563 | 0.026882

-0.88 | 1.606379 1.611111 | -0.00473244 1.580619 0.02576

-0.87 | 1.601301 1.606272 | -0.00497128 1.576628 | 0.024673

-0.86 | 1.596209 1.601399 | -0.00518927 1.572591 | 0.023619

-0.85 | 1.591104 1.596491 | -0.00538706 1.568506 | 0.022598

-0.84 | 1.585984 1.591549 | -0.0055653 1.564375 | 0.021609

-0.83 | 1.580848 1.586572 | -0.0057246 1.560196 | 0.020652

-0.82 | 1.575695 1.58156 | -0.00586562 1.555969 | 0.019726

-0.81 | 1.570524 1.576512 | -0.00598896 1.551693 | 0.018831

-0.8 1.565333 1.571429 | -0.00609524 1.547368 | 0.017965

-0.79 | 1.560123 1.566308 | -0.00618508 1.542995 | 0.017128

-0.78 | 1.554892 1.561151 | -0.00625908 1.538571 | 0.016321

-0.77 | 1.549639 1.555957 | -0.00631785 1.534098 | 0.015541

-0.76 | 1.544363 1.550725 | -0.00636197 1.529574 | 0.014788

-0.75 | 1.539063 1.545455 | -0.00639205 1.525 | 0.014063

-0.74 | 1.533737 1.540146 | -0.00640865 1.520374 | 0.013363

-0.73 | 1.528386 1.534799 | -0.00641237 1.515697 | 0.012689

-0.72 | 1.523008 1.529412 | -0.00640376 1.510968 0.01204

-0.71 | 1.517602 1.523985 | -0.00638341 1.506186 | 0.011416

-0.7 1.512167 1.518519 | -0.00635185 1.501351 | 0.010815

-0.69 | 1.506702 1.513011 | -0.00630965 1.496463 | 0.010238

-0.68 | 1.501205 1.507463 | -0.00625735 1.491522 | 0.009684

-0.67 | 1.495677 1.501873 | -0.00619549 1.486526 | 0.009151

-0.66 | 1.490116 1.496241 | -0.0061246 1.481475 | 0.008641

-0.65 | 1.484521 1.490566 | -0.0060452 1.47637 | 0.008151

-0.64 | 1.478891 1.484848 | -0.00595782 1.471209 | 0.007682




-0.63 | 1.473225 1.479087 | -0.00586295 1.465992 | 0.007233
-0.62 | 1.467521 1.473282 | -0.00576111 1.460718 | 0.006803
-0.61 1.46178 1.467433 | -0.00565278 1.455388 | 0.006392
-0.6 1.456 1.461538 | -0.00553846 1.45 0.006
-0.59 1.45018 1.455598 | -0.00541862 1.444554 | 0.005626
-0.58 | 1.444319 1.449612 | -0.00529374 1.43905 | 0.005268
-0.57 | 1.438416 1.44358 | -0.00516427 1.433487 | 0.004928
-0.56 | 1.432469 1.4375 | -0.00503067 1.427865 | 0.004604
-0.55 | 1.426479 1.431373 | -0.00489338 1.422183 | 0.004296
-0.54 | 1.420444 1.425197 | -0.00475285 1.416441 | 0.004003
-0.53 | 1.414363 1.418972 | -0.0046095 1.410637 | 0.003725
-0.52 | 1.408235 1.412698 | -0.00446375 1.404773 | 0.003462
-0.51 | 1.402059 1.406375 -0.004316 1.398846 | 0.003212
-0.5 1.395833 1.4 | -0.00416667 1.392857 | 0.002976
-0.49 | 1.389558 1.393574 | -0.00401613 1.386805 | 0.002753
-0.48 | 1.383232 1.387097 | -0.00386477 1.38069 | 0.002542
-0.47 | 1.376854 1.380567 | -0.00371297 1.37451 | 0.002344
-0.46 | 1.370423 1.373984 | -0.00356107 1.368266 | 0.002157
-0.45 | 1.363938 1.367347 | -0.00340944 1.361957 | 0.001981
-0.44 | 1.357397 1.360656 | -0.0032584 1.355581 | 0.001816
-0.43 | 1.350801 1.353909 | -0.0031083 1.34914 | 0.001661
-0.42 | 1.344148 1.347107 | -0.00295944 1.342632 | 0.001516
-0.41 | 1.337437 1.340249 | -0.00281213 1.336056 | 0.001381
-0.4 1.330667 1.333333 | -0.00266667 1.329412 | 0.001255
-0.39 | 1.323837 1.32636 | -0.00252333 1.322699 | 0.001137
-0.38 | 1.316945 1.319328 | -0.0023824 1.315917 | 0.001028
-0.37 | 1.309992 1.312236 | -0.00224412 1.309065 | 0.000927
-0.36 | 1.302976 1.305085 | -0.00210875 1.302143 | 0.000833
-0.35| 1.295896 1.297872 | -0.00197651 1.295149 | 0.000747
-0.34 | 1.288751 1.290598 | -0.00184762 1.288084 | 0.000667
-0.33 1.28154 1.283262 | -0.0017223 1.280946 | 0.000594
-0.32 | 1.274261 1.275862 | -0.00160074 1.273735 | 0.000526
-0.31 | 1.266915 1.268398 | -0.0014831 1.26645 | 0.000465
-0.3 1.2595 1.26087 | -0.00136957 1.259091 | 0.000409
-0.29 | 1.252015 1.253275 | -0.00126028 1.251657 | 0.000358
-0.28 | 1.244459 1.245614 | -0.00115537 1.244146 | 0.000312
-0.27 | 1.236831 1.237885 | -0.00105496 1.23656 | 0.000271
-0.26 | 1.229129 1.230088 | -0.00095916 1.228896 | 0.000234
-0.25 | 1.221354 1.222222 | -0.00086806 1.221154 0.0002
-0.24 | 1.213504 1.214286 | -0.00078171 1.213333 | 0.000171
-0.23 | 1.205578 1.206278 | -0.00070019 1.205433 | 0.000144




-0.22 | 1.197575 1.198198 | -0.00062353 1.197453 | 0.000121
-0.21 | 1.189494 1.190045 | -0.00055175 1.189393 | 0.000101
-0.2 1.181333 1.181818 | -0.00048485 1.18125 8.33E-05
-0.19 | 1.173093 1.173516 | -0.00042282 1.173025 6.81E-05
-0.18 | 1.164772 1.165138 | -0.00036561 1.164717 5.5E-05
-0.17 | 1.156369 1.156682 | -0.00031319 1.156325 | 4.39E-05
-0.16 | 1.147883 1.148148 | -0.00026548 1.147848 3.46E-05
-0.15 | 1.139313 1.139535 | -0.00022238 1.139286 2.68E-05
-0.14 | 1.130657 1.130841 | -0.00018379 1.130637 2.04E-05
-0.13 | 1.121916 1.122066 | -0.00014956 1.121901 1.52E-05
-0.12 | 1.113088 1.113208 | -0.00011955 1.113077 1.11E-05
-0.11 | 1.104172 1.104265 -9.35/7E-05 1.104164 7.85E-06
-0.1 1.095167 1.095238 | -7.1429E-05 1.095161 5.38E-06
-0.09 | 1.086072 1.086124 | -5.2902E-05 1.086068 3.54E-06
-0.08 | 1.076885 1.076923 | -3.7744E-05 1.076883 2.22E-06
-0.07 | 1.067607 1.067633 | -2.5684E-05 1.067606 1.3E-06
-0.06 | 1.058236 1.058252 | -1.6427E-05 1.058235 7.06E-07
-0.05 | 1.048771 1.04878 | -9.6545E-06 1.04877 3.42E-07
-0.04 | 1.039211 1.039216 | -5.0196E-06 1.039211 1.4E-07
-0.03 | 1.029555 1.029557 | -2.1502E-06 1.029554 | 4.46E-08
-0.02 | 1.019801 1.019802 | -6.4686E-07 1.019801 8.83E-09
-0.01 1.00995 1.00995 -8.209E-08 1.00995 5.54E-10
0 1 1 0 1 0
0.01 0.98995 0.98995 8.459E-08 0.98995 5.57E-10
0.02 | 0.979799 0.979798 | 6.8687E-07 0.979799 8.95E-09
0.03 | 0.969546 0.969543 | 2.3528E-06 0.969545 | 4.55E-08
0.04 | 0.959189 0.959184 | 5.6599E-06 0.959189 1.44E-07
0.05 | 0.948729 0.948718 | 1.1218E-05 0.948729 3.53E-07
0.06 | 0.938164 0.938144 1.967E-05 0.938163 7.35E-07
0.07 | 0.927493 0.927461 | 3.1693E-05 0.927491 1.37E-06
0.08 | 0.916715 0.916667 4.8E-05 0.916712 2.34E-06
0.09 | 0.905829 0.905759 | 6.9338E-05 0.905825 3.76E-06
0.1 0.894833 0.894737 | 9.6491E-05 0.894828 | 5.75E-06
0.11 | 0.883728 0.883598 | 0.00013028 0.88372 8.44E-06
0.12 | 0.872512 0.87234 | 0.00017157 0.8725 1.2E-05
0.13 | 0.861184 0.860963 | 0.00022127 0.861167 1.66E-05
0.14 | 0.849743 0.849462 0.0002803 0.84972 2.24E-05
0.15 | 0.838188 0.837838 | 0.00034966 0.838158 2.96E-05
0.16 | 0.826517 0.826087 | 0.00043038 0.826479 3.85E-05
0.17 | 0.814731 0.814208 | 0.00052352 0.814682 | 4.92E-05
0.18 | 0.802828 0.802198 0.0006302 0.802766 6.2E-05




0.19 | 0.790807 0.790055 | 0.00075158 0.79073 7.73E-05
0.2 0.778667 0.777778 | 0.00088889 0.778571 9.52E-05
0.21 | 0.766407 0.765363 | 0.00104337 0.76629 | 0.000116
0.22 | 0.754025 0.752809 | 0.00121634 0.753885 0.00014
0.23 | 0.741522 0.740113 | 0.00140917 0.741354 | 0.000168
0.24 | 0.728896 0.727273 | 0.00162327 0.728696 0.0002
0.25 | 0.716146 0.714286 | 0.00186012 0.715909 | 0.000237
0.26 | 0.703271 0.701149 | 0.00212124 0.702993 | 0.000278
0.27 0.69027 0.687861 | 0.00240823 0.689945 | 0.000324
0.28 | 0.677141 0.674419 | 0.00272273 0.676765 | 0.000377
0.29 | 0.663885 0.660819 | 0.00306645 0.66345 | 0.000435
0.3 0.6505 0.647059 | 0.00344118 0.65 0.0005
0.31 | 0.636985 0.633136 | 0.00384874 0.636413 | 0.000572
0.32 | 0.623339 0.619048 | 0.00429105 0.622687 | 0.000652
0.33 | 0.609561 0.60479 | 0.00477008 0.60882 0.00074
0.34 | 0.595649 0.590361 | 0.00528789 0.594812 | 0.000837
0.35 | 0.581604 0.575758 | 0.00584659 0.58066 | 0.000944
0.36 | 0.567424 0.560976 | 0.00644839 0.566364 0.00106
0.37 | 0.553108 0.546012 | 0.00709556 0.55192 | 0.001188
0.38 | 0.538655 0.530864 | 0.00779047 0.537328 | 0.001326
0.39 | 0.524064 0.515528 | 0.00853555 0.522586 | 0.001477
0.4 0.509333 0.5 | 0.00933333 0.507692 | 0.001641
0.41 | 0.494463 0.484277 | 0.01018644 0.492645 | 0.001818
0.42 | 0.479452 0.468354 | 0.01109757 0.477442 0.00201
0.43 | 0.464299 0.452229 | 0.01206953 0.462082 | 0.002217
0.44 | 0.449003 0.435897 | 0.01310523 0.446563 0.00244
0.45 | 0.433563 0.419355 | 0.01420766 0.430882 0.00268
0.46 | 0.417977 0.402597 | 0.01537993 0.415039 | 0.002938
0.47 | 0.402246 0.385621 | 0.01662525 0.399032 | 0.003215
0.48 | 0.386368 0.368421 | 0.01794695 0.382857 | 0.003511
0.49 | 0.370342 0.350993 | 0.01934846 0.366514 | 0.003828
0.5 0.354167 0.333333 | 0.02083333 0.35| 0.004167
0.51 | 0.337842 0.315436 | 0.02240526 0.333313 | 0.004528
0.52 | 0.321365 0.297297 | 0.02406804 0.316452 | 0.004914
0.53 | 0.304737 0.278912 0.0258256 0.299413 | 0.005324
0.54 | 0.287956 0.260274 | 0.02768203 0.282195 | 0.005761
0.55 | 0.271021 0.241379 | 0.02964152 0.264796 | 0.006225
0.56 | 0.253931 0.222222 | 0.03170844 0.247213 | 0.006718
0.57 | 0.236685 0.202797 0.0338873 0.229444 0.00724
0.58 | 0.219281 0.183099 | 0.03618274 0.211488 | 0.007794
0.59 0.20172 0.163121 0.0385996 0.19334 0.00838




0.6 0.184 0.142857 | 0.04114286 0.175 0.009
0.61 0.16612 0.122302 | 0.04381768 0.156464 | 0.009655
0.62 | 0.148079 0.101449 | 0.04662939 0.137731 | 0.010348
0.63 | 0.129876 0.080292 | 0.04958353 0.118797 | 0.011078
0.64 | 0.111509 0.058824 0.0526858 0.099661 | 0.011848
0.65 | 0.092979 0.037037 | 0.05594213 0.080319 0.01266
0.66 | 0.074284 0.014925 | 0.05935863 0.060769 | 0.013515
0.67 | 0.055423 | -0.007519 | 0.06294163 0.041009 | 0.014414
0.68 | 0.036395| -0.030303 0.0666977 0.021034 0.01536
0.69 | 0.017199 | -0.053435| 0.07063361 0.000844 | 0.016354
0.7 | -0.002167 | -0.076923 | 0.07475641 -0.01957 | 0.017399
0.71 | -0.021702 | -0.100775 | 0.07907336 -0.0402 | 0.018495
0.72 | -0.041408 -0.125 0.083592 -0.06105 | 0.019645
0.73 | -0.061286 | -0.149606 | 0.08832013 -0.08214 0.02085
0.74 | -0.081337 | -0.174603 | 0.09326584 -0.10345 | 0.022114
0.75 | -0.101563 -0.2 0.0984375 -0.125 | 0.023438
0.76 | -0.121963 | -0.225806 | 0.10384378 -0.14679 | 0.024823
0.77 | -0.142539 | -0.252033 | 0.10949369 -0.16881 | 0.026273
0.78 | -0.163292 | -0.278689 | 0.11539652 -0.19108 | 0.027789
0.79 | -0.184223 | -0.305785 | 0.12156196 -0.2136 | 0.029374
0.8 | -0.205333 | -0.333333 0.128 -0.23636 0.03103
0.81 | -0.226624 | -0.361345 | 0.13472104 -0.25938 0.03276
0.82 | -0.248095 | -0.389831 | 0.14173584 -0.28266 | 0.034566
0.83 | -0.269748 | -0.418803 | 0.14905559 -0.3062 0.03645
0.84 | -0.291584 | -0.448276 | 0.15669186 -0.33 | 0.038416
0.85 | -0.313604 | -0.478261 0.1646567 -0.35407 | 0.040466
0.86 | -0.335809 | -0.508772 0.1729626 -0.37841 | 0.042602
0.87 | -0.358201 | -0.539823 | 0.18162251 -0.40303 | 0.044828
0.88 | -0.380779 | -0.571429 0.1906499 -0.42792 | 0.047146
0.89 | -0.403545 | -0.603604 | 0.20005877 -0.4531 | 0.049559
0.9 -0.4265 | -0.636364 | 0.20986364 -0.47857 | 0.052071
0.91 | -0.449645 | -0.669725 0.2200796 -0.50433 | 0.054685
0.92 | -0.472981 | -0.703704 | 0.23072237 -0.53038 | 0.057403
0.93 -0.49651 | -0.738318 | 0.24180826 -0.55674 0.06023
0.94 | -0.520231 | -0.773585 | 0.25335424 -0.5834 | 0.063167
0.95 | -0.544146 | -0.809524 | 0.26537798 -0.61037 0.06622
0.96 | -0.568256 | -0.846154 | 0.27789785 -0.63765 | 0.069391
0.97 | -0.592562 | -0.883495 | 0.29093298 -0.66525 | 0.072684
0.98 | -0.617065 | -0.921569 | 0.30450329 -0.69317 | 0.076103
0.99 | -0.641767 | -0.960396 | 0.31862954 -0.72142 | 0.079651

1 -0.666667 -1 | 0.33333333 -0.75 | 0.083333




Lampiran 2. Tabel Perbandingan nijailengan nilaR; ;dan R ;.

X y R(1, 1) error R(2, 1) Error

-1 1.276947 1.666667 -0.38972 1.625 -0.34805
-0.99 1.279901 1.662207 -0.38231 1.621541 -0.34164
-0.98 1.282815 1.657718 -0.3749 1.61804 -0.33522

-0.97 1.285688 1.653199 -0.36751 1.614496 -0.32881

-0.96 1.288516 1.648649 -0.36013 1.610909 -0.32239

-0.95 1.291297 1.644068 -0.35277 1.607278 -0.31598

-0.94 1.294029 1.639456 -0.34543 1.603604 -0.30957

-0.93 1.29671 1.634812 -0.3381 1.599885 -0.30318

-0.92 1.299336 1.630137 -0.3308 1.596122 -0.29679

-0.91 1.301905 1.62543 -0.32352 1.592315 -0.29041

-0.9 1.304414 1.62069 -0.31628 1.588462 -0.28405

-0.89 1.306861 1.615917 -0.30906 1.584563 -0.2777

-0.88 1.309242 1.611111 -0.30187 1.580619 -0.27138

-0.87 1.311556 1.606272 -0.29472 1.576628 -0.26507

-0.86 1.313798 1.601399 -0.2876 1.572591 -0.25879

-0.85 1.315967 1.596491 -0.28052 1.568506 -0.25254

-0.84 1.31806 1.591549 -0.27349 1.564375 -0.24632

-0.83 1.320072 1.586572 -0.2665 1.560196 -0.24012

-0.82 1.322003 1.58156 -0.25956 1.555969 -0.23397

-0.81 1.323847 1.576512 -0.25267 1.551693 -0.22785

-0.8 1.325604 1.571429 -0.24582 1.547368 -0.22176

-0.79 1.327269 1.566308 -0.23904 1.542995 -0.21573

-0.78 1.328839 1.561151 -0.23231 1.538571 -0.20973

-0.77 1.330312 1.555957 -0.22564 1.534098 -0.20379

-0.76 1.331685 1.550725 -0.21904 1.529574 -0.19789

-0.75 1.332954 1.545455 -0.2125 1.525 -0.19205

-0.74 1.334117 1.540146 -0.20603 1.520374 -0.18626

-0.73 1.33517 1.534799 -0.19963 1.515697 -0.18053

-0.72 1.33611 1.529412 -0.1933 1.510968 -0.17486

-0.71 1.336936 1.523985 -0.18705 1.506186 -0.16925

-0.7 1.337642 1.518519 -0.18088 1.501351 -0.16371

-0.69 1.338228 1.513011 -0.17478 1.496463 -0.15824

-0.68 1.338689 1.507463 -0.16877 1.491522 -0.15283

-0.67 1.339024 1.501873 -0.16285 1.486526 -0.1475
-0.66 1.339228 1.496241 -0.15701 1.481475 -0.14225
-0.65 1.3393 1.490566 -0.15127 1.47637 -0.13707

-0.64 1.339236 1.484848 -0.14561 1.471209 -0.13197

-0.63 1.339034 1.479087 -0.14005 1.465992 -0.12696

-0.62 1.338691 1.473282 -0.13459 1.460718 -0.12203




-0.61 1.338206 1.467433 -0.12923 1.455388 -0.11718
-0.6 1.337574 1.461538 -0.12396 1.45 -0.11243
-0.59 1.336794 1.455598 -0.1188 1.444554 -0.10776
-0.58 1.335864 1.449612 -0.11375 1.43905 -0.10319
-0.57 1.33478 1.44358 -0.1088 1.433487 -0.09871
-0.56 1.333542 1.4375 -0.10396 1.427865 -0.09432
-0.55 1.332146 1.431373 -0.09923 1.422183 -0.09004
-0.54 1.330591 1.425197 -0.09461 1.416441 -0.08585
-0.53 1.328876 1.418972 -0.0901 1.410637 -0.08176
-0.52 1.326997 1.412698 -0.0857 1.404773 -0.07778
-0.51 1.324953 1.406375 -0.08142 1.398846 -0.07389
-0.5 1.322744 1.4 -0.07726 1.392857 -0.07011
-0.49 1.320366 1.393574 -0.07321 1.386805 -0.06644
-0.48 1.317819 1.387097 -0.06928 1.38069 -0.06287
-0.47 1.315102 1.380567 -0.06546 1.37451 -0.05941
-0.46 1.312213 1.373984 -0.06177 1.368266 -0.05605
-0.45 1.309152 1.367347 -0.0582 1.361957 -0.0528
-0.44 1.305917 1.360656 -0.05474 1.355581 -0.04966
-0.43 1.302507 1.353909 -0.0514 1.34914 -0.04663
-0.42 1.298923 1.347107 -0.04818 1.342632 -0.04371
-0.41 1.295162 1.340249 -0.04509 1.336056 -0.04089
-0.4 1.291226 1.333333 -0.04211 1.329412 -0.03819
-0.39 1.287114 1.32636 -0.03925 1.322699 -0.03559
-0.38 1.282825 1.319328 -0.0365 1.315917 -0.03309
-0.37 1.27836 1.312236 -0.03388 1.309065 -0.03071
-0.36 1.273718 1.305085 -0.03137 1.302143 -0.02842
-0.35 1.2689 1.297872 -0.02897 1.295149 -0.02625
-0.34 1.263907 1.290598 -0.02669 1.288084 -0.02418
-0.33 1.258738 1.283262 -0.02452 1.280946 -0.02221
-0.32 1.253395 1.275862 -0.02247 1.273735 -0.02034
-0.31 1.247878 1.268398 -0.02052 1.26645 -0.01857
-0.3 1.242188 1.26087 -0.01868 1.259091 -0.0169
-0.29 1.236327 1.253275 -0.01695 1.251657 -0.01533
-0.28 1.230294 1.245614 -0.01532 1.244146 -0.01385
-0.27 1.224092 1.237885 -0.01379 1.23656 -0.01247
-0.26 1.217723 1.230088 -0.01237 1.228896 -0.01117
-0.25 1.211186 1.222222 -0.01104 1.221154 -0.00997
-0.24 1.204485 1.214286 -0.0098 1.213333 -0.00885
-0.23 1.197621 1.206278 -0.00866 1.205433 -0.00781
-0.22 1.190595 1.198198 -0.0076 1.197453 -0.00686
-0.21 1.18341 1.190045 -0.00664 1.189393 -0.00598




-0.2 1.176068 1.181818 -0.00575 1.18125 -0.00518
-0.19 1.16857 1.173516 -0.00495 1.173025 -0.00446
-0.18 1.160919 1.165138 -0.00422 1.164717 -0.0038
-0.17 1.153118 1.156682 -0.00356 1.156325 -0.00321
-0.16 1.145168 1.148148 -0.00298 1.147848 -0.00268
-0.15 1.137073 1.139535 -0.00246 1.139286 -0.00221
-0.14 1.128834 1.130841 -0.00201 1.130637 -0.0018
-0.13 1.120455 1.122066 -0.00161 1.121901 -0.00145
-0.12 1.111938 1.113208 -0.00127 1.113077 -0.00114
-0.11 1.103285 1.104265 -0.00098 1.104164 -0.00088

-0.1 1.0945 1.095238 -0.00074 1.095161 -0.00066
-0.09 1.085585 1.086124 -0.00054 1.086068 -0.00048
-0.08 1.076544 1.076923 -0.00038 1.076883 -0.00034
-0.07 1.067378 1.067633 -0.00025 1.067606 -0.00023
-0.06 1.058092 1.058252 -0.00016 1.058235 -0.00014
-0.05 1.048687 1.04878 -9.3E-05 1.04877 -8.3E-05
-0.04 1.039168 1.039216 -4.8E-05 1.039211 -4.3E-05
-0.03 1.029536 1.029557 -2E-05 1.029554 -1.8E-05
-0.02 1.019796 1.019802 -6E-06 1.019801 -5.3E-06
-0.01 1.009949 1.00995 -7.5E-07 1.00995 -6.7E-07

0 1 1 0 1 0

0.01 0.98995 0.98995 7.51E-07 0.98995 6.67E-07
0.02 0.979804 0.979798 6.01E-06 0.979799 5.33E-06
0.03 0.969563 0.969543 2.03E-05 0.969545 1.8E-05
0.04 0.959232 0.959184 4.82E-05 0.959189 4.27E-05
0.05 0.948812 0.948718 9.42E-05 0.948729 8.33E-05
0.06 0.938307 0.938144 0.000163 0.938163 0.000144
0.07 0.92772 0.927461 0.000259 0.927491 0.000228
0.08 0.917053 0.916667 0.000386 0.916712 0.000341
0.09 0.906309 0.905759 0.00055 0.905825 0.000485

0.1 0.895492 0.894737 0.000755 0.894828 0.000664
0.11 0.884603 0.883598 0.001005 0.88372 0.000884
0.12 0.873646 0.87234 0.001305 0.8725 0.001146
0.13 0.862623 0.860963 0.00166 0.861167 0.001455
0.14 0.851536 0.849462 0.002073 0.84972 0.001815
0.15 0.840388 0.837838 0.00255 0.838158 0.00223
0.16 0.829181 0.826087 0.003095 0.826479 0.002703
0.17 0.817919 0.814208 0.003711 0.814682 0.003237
0.18 0.806602 0.802198 0.004404 0.802766 0.003836
0.19 0.795234 0.790055 0.005179 0.79073 0.004504

0.2 0.783816 0.777778 0.006038 0.778571 0.005245




0.21 0.77235 0.765363 0.006987 0.76629 0.00606
0.22 0.760839 0.752809 0.00803 0.753885 0.006954
0.23 0.749285 0.740113 0.009172 0.741354 0.007931
0.24 0.737688 0.727273 0.010415 0.728696 0.008992
0.25 0.726051 0.714286 0.011765 0.715909 0.010142
0.26 0.714376 0.701149 0.013226 0.702993 0.011383
0.27 0.702663 0.687861 0.014802 0.689945 0.012718
0.28 0.690915 0.674419 0.016497 0.676765 0.014151
0.29 0.679133 0.660819 0.018314 0.66345 0.015683
0.3 0.667318 0.647059 0.020259 0.65 0.017318
0.31 0.655472 0.633136 0.022336 0.636413 0.019059
0.32 0.643595 0.619048 0.024547 0.622687 0.020908
0.33 0.631688 0.60479 0.026897 0.60882 0.022868
0.34 0.619752 0.590361 0.029391 0.594812 0.02494
0.35 0.607789 0.575758 0.032032 0.58066 0.027129
0.36 0.595799 0.560976 0.034823 0.566364 0.029435
0.37 0.583782 0.546012 0.03777 0.55192 0.031862
0.38 0.571739 0.530864 0.040875 0.537328 0.034411
0.39 0.559671 0.515528 0.044143 0.522586 0.037085
0.4 0.547577 0.5 0.047577 0.507692 0.039885
0.41 0.535459 0.484277 0.051182 0.492645 0.042814
0.42 0.523316 0.468354 0.054961 0.477442 0.045874
0.43 0.511148 0.452229 0.058918 0.462082 0.049066
0.44 0.498955 0.435897 0.063057 0.446563 0.052392
0.45 0.486737 0.419355 0.067382 0.430882 0.055854
0.46 0.474494 0.402597 0.071896 0.415039 0.059454
0.47 0.462225 0.385621 0.076604 0.399032 0.063193
0.48 0.44993 0.368421 0.081509 0.382857 0.067073
0.49 0.437609 0.350993 0.086615 0.366514 0.071095
0.5 0.42526 0.333333 0.091927 0.35 0.07526
0.51 0.412883 0.315436 0.097447 0.333313 0.07957
0.52 0.400478 0.297297 0.10318 0.316452 0.084026
0.53 0.388042 0.278912 0.109131 0.299413 0.088629
0.54 0.375576 0.260274 0.115302 0.282195 0.093381
0.55 0.363077 0.241379 0.121698 0.264796 0.098282
0.56 0.350546 0.222222 0.128324 0.247213 0.103333
0.57 0.337979 0.202797 0.135182 0.229444 0.108535
0.58 0.325377 0.183099 0.142278 0.211488 0.113889
0.59 0.312736 0.163121 0.149616 0.19334 0.119396
0.6 0.300056 0.142857 0.157199 0.175 0.125056
0.61 0.287335 0.122302 0.165033 0.156464 0.130871




0.62 0.274571 0.101449 0.173122 0.137731 0.13684
0.63 0.261761 0.080292 0.181469 0.118797 0.142964
0.64 0.248904 0.058824 0.190081 0.099661 0.149243
0.65 0.235998 0.037037 0.198961 0.080319 0.155679
0.66 0.223039 0.014925 0.208114 0.060769 0.16227
0.67 0.210026 -0.00752 0.217545 0.041009 0.169017
0.68 0.196956 -0.0303 0.227259 0.021034 0.175921
0.69 0.183825 -0.05344 0.23726 0.000844 0.182981
0.7 0.170632 -0.07692 0.247555 -0.01957 0.190197
0.71 0.157373 -0.10078 0.258149 -0.0402 0.19757
0.72 0.144045 -0.125 0.269045 -0.06105 0.205098
0.73 0.130645 -0.14961 0.280252 -0.08214 0.212782
0.74 0.117169 -0.1746 0.291773 -0.10345 0.220621
0.75 0.103614 -0.2 0.303614 -0.125 0.228614
0.76 9.00E-02 -0.22581 0.315782 -0.14679 0.236761
0.77 7.63E-02 -0.25203 0.328283 -0.16881 0.245062
0.78 0.062434 -0.27869 0.341123 -0.19108 0.253515
0.79 4.85E-02 -0.30579 0.354307 -0.2136 0.26212
0.8 3.45E-02 -0.33333 0.367844 -0.23636 0.270875
0.81 2.04E-02 -0.36134 0.38174 -0.25938 0.279779
0.82 6.17E-03 -0.38983 0.396001 -0.28266 0.288831
0.83 -8.17E-03 -0.4188 0.410634 -0.3062 0.298029
0.84 -2.26E-02 -0.44828 0.425648 -0.33 0.307372
0.85 -3.72E-02 -0.47826 0.44105 -0.35407 0.316858
0.86 -5.19E-02 -0.50877 0.456847 -0.37841 0.326486
0.87 -6.68E-02 -0.53982 0.473047 -0.40303 0.336252
0.88 -8.18E-02 -0.57143 0.48966 -0.42792 0.346155
0.89 -9.69E-02 -0.6036 0.506692 -0.4531 0.356193
0.9 -0.11221 -0.63636 0.524154 -0.47857 0.366362
0.91 -0.12767 -0.66972 0.542054 -0.50433 0.37666
0.92 -0.1433 -0.7037 0.560402 -0.53038 0.387083
0.93 -0.15911 -0.73832 0.579207 -0.55674 0.397629
0.94 -0.17511 -0.77358 0.59848 -0.5834 0.408293
0.95 -0.19129 -0.80952 0.618229 -0.61037 0.419072
0.96 -0.20769 -0.84615 0.638467 -0.63765 0.429961
0.97 -0.22429 -0.8835 0.659204 -0.66525 0.440956
0.98 -0.24112 -0.92157 0.680452 -0.69317 0.452051
0.99 -0.25818 -0.9604 0.702221 -0.72142 0.463243

1 -0.27548 -1 0.724524 -0.75 0.474524
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