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ABSTRAK

Lestari, Erni Nur Indah. 2011. Kajian Metode Adams Bashforth Moulton Pada
Masalah Nilai Batas. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: Hairur Rahman, M.Si

Dr. Munirul Abidin, M.Ag

Persamaan diferensial biasa order n dengan variabel terikat y dan variabel
bebas x yaitu persamaan yang biasa yang dinyatakan dengan:

y® () = 06 y(x), y' (%), ., Y (X))
Dalam menentukan solusinya digunakan solusi eksak dan solusi approksimasi. Solusi
eksak disini merupakan solusi persamaan differensial biasa dengan masalah nilai
awal yang ditentukan sedangkan solusi approksimasi merupakan suatu hasil yang
diperoleh dari persamaan pendekatan untuk persamaan differensial biasa dengan
masalah nilai awal yang ditentukan.

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui cara menentukan solusi masalah
nilai batas persamaan differensial biasa dengan metode Adams-Bashforth-Moulton.
Hasil metode Adams-Bashforth-Moulton diperolen dengan melakukan prediksi
dengan persamaan prediktor dan melakukan koreksi dengan persamaan korektor.
Dan dengan metode tersebut memberikan hasil cukup akurat dan merupakan metode
persamaan differensial biasa yang stabil dalam menentukan solusinya baik eksak
maupun approksimasinya.

Dari hasil analisis dan pembahasan menunjukkan bahwa cara menentukan
solusi masalah nilai batas persamaan differensial biasa dengan metode Adams-
Bashforth-Moulton memerlukan nilai awal dari metode satu langkah untuk
menentukan vy,,y, ;,Y, ,....Y, - Perhitungan nilai y* , pada metode Adams-
Bashforth-Moulton dapat dilakukan dengan memilih metode satu-langkah yang
memberikan ketelitian yang lebih baik dan pemilihan ukuran langkah h yang tepat
dan konstan. Metode ini menghasilkan error yang lebih kecil atau mendekati solusi
sebenarnya sehingga lebih efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran.

Kata Kunci: Adams Bashforth Moulton, Metode Prediktor-Korektor



ABSTRACT

Lestari, Erni Nur Indah. 2011. Study of Moulton Method Adams Bashforth On
Boundary Value Problems. Thesis, Department of Mathematics Faculty of
Science and Technology State Islamic University of Malang Maulana Malik
Ibrahim.

Supervisor: Hairur Rahman, M.Si
Dr. Munirul Abidin, M.Ag

n order ordinary differential equation with dependent variable y and
independent variable x is the usual equation is expressed as:

y© ) = £y, y' (%), -, YO (X))
In determining the exact solution and the solution used approksimasi solutions. Exact
solution here is the solution to the problem of ordinary differential equations initial
value is determined while approksimasi solution is a result obtained from equation
approach for ordinary differential equations with initial value problems are
determined.

This study aims to determine how to define the boundary value problem
solutions ordinary differential equations by the Adams-Bashforth-Moulton. The
results of the Adams-Bashforth-Moulton obtained by performing prediction in a
predictor equation and make corrections to the corrector equations. And with that
method gives sufficiently accurate results and is the method of ordinary differential
equations that determine the solution is stable in either exact or approksimasinya.

From the analysis and discussion shows that how to determine the solution
boundary value problem ordinary differential equations by the Adams-Bashforth-
Moulton method requires the initial value of one-step method to determine
YeoYearYroeYem- The calculation of value y=*, ., inthe Adams-Bashforth-Moulton
can be done by selecting a single-step method that provides better accuracy and
selection of appropriate step size h and constant. This method produces a smaller
error, or close to actually making it more efficient solution for the determination of
some of the assessed value.

Keywords: Adams Bashforth Moulton, Predictor-Corrector Method
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak
langsung. Matematika merupakan ilmu yang tidak terlepas dari alam dan agama
semua itu kebenarannya bisa kita lihat dalam Al-Qur’an. (Rahman, 2007: 1)

Matematika adalah ilmu berhitung, definisi matematika tersebut dapat
dijelaskan dalam Al-Qur’an yang menyebutkan bahwa Allah Maha Cepat dan
Maha Teliti dalam masalah hitung menghitung. Perhatikan firman Allah dalam

Al-Qur’an surat Al-Qomar ayat 49 berikut:

=2
\\ (O

\

b

%
\

CL N

G a

\p—

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.”
Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya, ada
rumusnya, atau ada persamaannya (Abdussakir, 2007: 79).

Sebenarnya, dalam Al-Qur’an terdapat ayat yang secara tersirat
memerintahkan umat Islam untuk mempelajari matematika, yaitu berkenaan
dengan masalah faraidh. Bukankah telah disebutkan dengan tegas bahwa masalah
faraidh adalah ketentuan dari Allah yang wajib dilaksanakan. Berkenaan dengan
masalah faraidh ini, Allah SWT. Berfirman dalam surat An-Nisa’ ayat 11 sebagali

berikut:
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Artinya: “Allah mensyari‘atkan bagimu tentang (pembagian pusaka untuk) anak-
anakmu. Yaitu : bahagian seorang anak lelaki sama dengan bagahian
dua orang anak perempuan[272]; dan jika anak itu semuanya
perempuan lebih dari dua[273], Maka bagi mereka dua pertiga dari
harta yang ditinggalkan; jika anak perempuan itu seorang saja, Maka ia
memperoleh separo harta. dan untuk dua orang ibu-bapa, bagi masing-
masingnya seperenam dari harta yang ditinggalkan, jika yang meninggal
itu mempunyai anak; jika orang yang meninggal tidak mempunyai anak
dan ia diwarisi oleh ibu-bapanya (saja), Maka ibunya mendapat
sepertiga; jika yang meninggal itu mempunyai beberapa saudara, Maka
ibunya mendapat seperenam. (Pembagian-pembagian tersebut di atas)
sesudah dipenuhi wasiat yang ia buat atau (dan) sesudah dibayar
hutangnya. (Tentang) orang tuamu dan anak-anakmu, kamu tidak
mengetahui siapa di antara mereka yang lebih dekat (banyak)
manfaatnya bagimu. ini adalah ketetapan dari Allah. Sesungguhnya
Allah Maha mengetahui lagi Maha Bijaksana.”

Al-Qurtubi dalam tafsirnya mengatakan bahwa ayat-ayat tentang ilmu
faraidh merupakan salah satu bagian dari seluruh pokok-pokok agama atau
merupakan pilar-pilar hukum, serta pokok-pokok ayat Al-Qur’an. Karenanya
kedudukan yang tinggi, maka ilmu faraidh dikatakan sebagai setengah dari ilmu.

Rasulullah SAW. telah bersabda,
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Artinya: “Belajarlah kamu sekalian tentang Al-Qur’an dan ajarkanlah Al-Qur’an
itu kepada manusia. Dan belajarlah kamu sekalian tentang ilmu faraidh
kemudian ajarkanlah ilmu tersebut kepada manusia. Sesungguhnya, aku
adalah seorang yang akan meninggal dan ilmu ini akan diangkat
sehingga timbul berbagai fitnah. Kemudian timbullah sengketa antara
dua pihak tentang pembagian warisan dan keduanya tidak menemukan
orang yang bisa memberikan keputusan tentang sengketa di antara
keduanya.” (Ali, 1995: 17)

Untuk dapat memahami dan dapat melaksanakan masalah faraidh dengan
baik, maka hal yang perlu dipahami lebih dahulu adalah konsep matematika yang
berkaitan dengan bilangan pecahan, pecahan senilai, konsep keterbagian, faktor
persekutuan terbesar (FPB), kelipatan persekutuan terkecil (KPK), dan konsep
pengukuran yang meliputi pengukuran luas, berat, dan volume. Pemahaman
terhadap konsep-konsep tersebut akan memudahkan untuk memahami faraidh.
Jadi adanya permasalahan faraidh dapat diartikan bahwa umat Islam perlu
mempelajari matematika. (Abdussakir, 2007: 95-96)

Berbagai masalah dalam bidang matematika digambarkan dalam bentuk
persamaan matematika. Apabila persamaan tersebut sederhana, maka bisa
diselesaikan secara analitik. Tapi jika persamaan tersebut sulit diselesaikan secara
analitik, maka salah satu solusinya adalah diselesaikan secara numerik.

Perhitungan numerik adalah teknik untuk menyelesaikan permasalahan-

permasalahan yang diformulasikan secara tematik dengan cara operasi pendekatan



dari penyelesaian analitik atau eksak. Nilai kesalahan tersebut diupayakan sekecil
mungkin terhadap tingkat kesalahan yang ditetapkan.

Dalam kehidupan sehari-hari banyak permasalahan dari fenomena riil yang
dapat dijelaskan melalui pembentukan model matematika. Pada umumnya
perumusan model matematika ini berupa fungsi. Dalam banyak kasus, tidak
semua model matematika tersebut mempunyai jawab analitis sehingga digunakan
hampiran (aproksimasi) secara numerik. Agar memperoleh hasil yang mendekati
solusi sebenarnya maka dibutuhkan suatu pendekatan metode khusus dan sangat
berkaitan dengan persamaan diferensial.

Adapun persamaan diferensial adalah persamaan yang mempunyai turunan
fungsi .Persamaan diferensial sendiri dibagi menjadi dua kelompok besar. Apabila
persamaan tersebut mengandung hanya satu variabel bebas, persamaan disebut
dengan persamaan diferensial biasa, dan jika mengandung lebih dari satu variabel
bebas disebut persamaan diferensial parsial. Derajat (order) dari persamaan
diferensial ditentukan oleh derajat tertinggi turunannya (Triatmojo, 2002: 165).

Persamaan diferensial biasa order n dengan variabel terikat y dan variabel
bebas x yaitu persamaan yang biasa yang dinyatakan dengan:

y () = f06y(x), Y (), YO (X))

Dalam menentukan solusinya digunakan solusi eksak dan solusi approksimasi.
Solusi eksak disini merupakan solusi persamaan diferensial biasa dengan masalah
nilai awal yang ditentukan sedangkan solusi approksimasi merupakan suatu hasil
yang diperoleh dari persamaan pendekatan untuk persamaan diferensial biasa

dengan masalah nilai awal yang ditentukan.



Telah banyak metode yang dikembangkan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial biasa secara numerik, antara lain dapat dilakukan dengan
dua metode secara garis besarnya yaitu metode satu-langkah (one-step) yang
meliputi metode Euler, metode Heun, metode deret Taylor dan metode Runge-
Kutta. Yang kedua adalah metode banyak-langkah (multi-step) yang meliputi
metode Adams-Bashforth-Moulton, metode Milne-Simpson dan metode
Hamming.

Dari beberapa metode banyak langkah (multi-step), penulis mencoba
menggunakan metode banyak-langkah (multi-step) Adams-Bashforth-Moulton
untuk menentukan solusi tersebut. Penulis menggunakan metode ini karena
metode ini merupakan metode yang sederhana dalam penyelesaian persamaan
diferensial, yaitu tanpa harus mencari turunan-turunan fungsinya melainkan hanya
dengan menentukan persamaan prediktor dan korektornya saja. Hasil metode
Adams-Bashforth-Moulton diperoleh dengan melakukan prediksi dengan
persamaan prediktor dan melakukan koreksi dengan persamaan korektor. Dan
dengan metode tersebut memberikan hasil cukup akurat dan merupakan metode
persamaan diferensial biasa yang stabil dalam menentukan solusinya baik eksak
maupun approksimasinya.

Metode  banyak-langkah ~ (multi-step)  Adams-Bashforth-Moulton
menggunakan apa yang telah diketahui dari titik sebelumnya, y,, ¥, 1, Y, 0 Yrm
yang dapat diperolen melalui metode satu-langkah untuk menghitung taksiran
nilai y,,, yang lebih baik. Berbeda dengan metode satu-langkah (one-step) yang

hanya memerlukan satu buah taksiran nilai sebelumnya.



Berdasarkan latar belakang diatas maka penulis mengambil judul “Kajian

Metode Adams Bashforth Moulton Pada Masalah Nilai Batas. ”

1.2 Rumusan Masalah
Dari latar belakang yang telah dipaparkan diatas, maka penulis
merumuskan masalah yaitu: “ Bagaimana cara menentukan solusi masalah nilai

batas persamaan diferensial biasa dengan metode Adams-Bashforth-Moulton.*

1.3 Tujuan
Penelitian ini bertujuan, untuk mengetahui cara menentukan solusi
masalah nilai batas persamaan diferensial biasa dengan metode Adams-Bashforth-

Moulton.

1.4 Batasan Masalah
Adapun batasan masalahnya adalah sebagai berikut:
a. Metode Multi-step pada Metode Adams-Bashforth-Moulton orde 3 dengan
Y., Y,y dan y, , yang berasal dari metode satu-langkah.

b. Persamaan Diferensial Biasa orde satu dengan Masalah Nilai Awal.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah :

a. Bagi penulis
Penelitian ini digunakan sebagai penambah wawasan ilmu pengetahuan
mengenai metode numerik, terutama informasi tentang mengenai kajian
metode Adams-Bashforth-Moulton pada masalah nilai batas.

b. Bagi lembaga
Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai sarana penunjang
pengembangan wawasan keilmuan dalam mata kuliah Metode Numerik
dan dapat dijadikan sebagai tambahan kepustakaan, terutama di jurusan
matematika.

c. Bagi pengembang ilmu
Hasil penelitian ini dapat dijadikan bahan penelitian lebih lanjut dan
sebagai bahan kajian keilmuan untuk menambah wawasan keilmuan

tentang analisis numerik.

1.6 Metode Penelitian

Metode merupakan cara utama yang akan ditempuh untuk
menemukan jawaban dari suatu permasalahan. Berdasarkan hal tersebut, maka
dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan metode kajian literatur atau
kepustakaan, yaitu penelitian yang dilakukan di perpustakaan yang bertujuan
untuk mengumpulkan data dan informasi dengan bermacam materiil yang

terdapat di perpustakaan. Buku-buku matematika seperti: Applied Numerical



Methods Using Matlab, Metode Numerik, Pengantar Komputasi Numerik dengan
Matlab dan referensi lain yang relevan dengan pembahasan merupakan
referensi pendukung yang digunakan oleh penulis.
Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penulisan skripsi ini
adalah sebagai berikut:
a. Merumuskan masalah
Penelitian berawal dari suatu masalah yang akan dijawab, dipecahkan, diatasi
dan dicari jalan keluarnya secara ilmiah.
b. Mengumpulkan data
Dengan menggunakan metode kepustakaan, penulis mengumpulkan
bahan atau sumber dan informasi dengan cara membaca dan memahami
literatur yang berkaitan dengan kajian metode Adams-Bashforth-Moulton
pada masalah nilai batas.
c. Menyelesaikan contoh
Di sini, penulis menyelesaikan contoh dengan cara mengaitkan materi
yang sedang dikaji.
d. Membuat kesimpulan
Kesimpulan merupakan gambaran langkah dari pembahasan atas apa
yang sedang ditulis. Kesimpulan didasarkan pada data yang telah

dikumpulkan dan merupakan jawaban dari masalah yang dikemukakan.



1.7 Sistematika Penulisan

Dalam skripsi ini, sistematika penulisan yang digunakan penulis sebagai
berikut:
BAB | PENDAHULUAN: Dalam bab ini dijelaskan latar belakang masalah,
pembatasan dan rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat
penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il KAJIAN PUSTAKA: Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang
mendasari dalam teori yang dikaji.
BAB Ill PEMBAHASAN: Dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian dan
beberapa landasan ilmu yang terkait.
BAB IV PENUTUP: Dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir penelitian dan

diajukan beberapa saran.
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BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang
berhubungan dengan penjelasan pada bab selanjutnya.
2.1 Persamaan Diferensial

Sebuah persamaan yang mengandung diferensial dari suatu variabel
terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas disebut persamaan diferensial
(Baiduri, 2:2001).

Persamaan diferensial adalah persamaan yang mengandung satu atau

beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Edwin J Purcell:1984).

2.1.1 Persamaan Diferensial Biasa (PDB)
PDB adalah persamaan diferensial yang hanya mempunyai satu peubah

bebas (Rinaldi Munir: 2003).

Contoh:
a. %:2x+y C. 2dy/dx+x2y—y:0
X
b. yl=X2_7y2

2.1.2 Persamaan Diferensial Parsial (PDP)

PDP adalah persamaan diferensial yang mempunyai lebih dari satu
peubah bebas. Turunan fungsi terhadap setiap peubah bebas dilakukan secara
parsial (Rinaldi Munir: 2003).

10
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Contoh:

(u=g(xy))

b. (u=g(xy.1)
Peubah bebas pada (i) adalah x dan y, sedang peubah terikatnya adalah u,
yang merupakan fungsi dari x dan y, atau ditulis u = g(x,y). sedangkan peubah

bebas pada (ii) adalah x, y dan t, atau ditulis u = g(x,y,t).

2.1.3 Order
Suatu persamaan diferensial disebut mempunyai order (tingkat) n jika
turunan yang tertinggi dalam persamaan diferensial itu adalah turunan ke-n.

(Kartono: 1994)

Contoh:
12 N3 - 2
A %:x+y+1 d ()" +0) +3y=x
X nr !
e. v +2(")%+y =cosx
b. y'=x*+y?

c. 2dy/dx+x’y—y=0
Berdasarkan contoh tersebut, PDB dapat dikelompokkan menurut ordenya yaitu:
i. PDBordel
Yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah turunan pertama.
Contoh (a), (b) dan (c) di atas adalah PDB orde satu.
ii. PDB orde 2
Yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah turunan kedua.

Contoh (d) adalah PDB orde dua.
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iii. PDB orde 3
Yaitu PDB yang turunan tertingginya adalah turunan ketiga.
Contoh (e) di atas adalah PDB orde tiga.
iv. PDB orde lanjut
Yaitu PDB dengan orde yang lebih tinggi. PDB orde 2 ke atas dinamakan
juga PDB orde lanjut.
Persamaan diferensial biasa orde-n adalah suatu persamaan yang dapat
ditulis dalam bentuk: Y™ =F(x,y,y' ., ) dimana y,y',..., Y yang

semua nilai-nilainya ditentukan oleh nilai dari variabel bebas x. (Finizio, 1982)

2.1.4 Solusi Persamaan Diferensial Biasa

Diberikan PD orde-n:
FOGY, Y Y e YD) = 0 s e (2.1) atau
AR i (O N e (2.2)
fungsi y = ¢(x) yang terdefinisi pada interval | — R dikatakan solusi (2.1) atau
(2.2) jika fungsi tersebut memenuhi (2.1) atau (2.2) pada | . Solusi dengan bentuk
y = ¢(x) disebut solusi eksplisit sedangkan solusi berbentuk ¢(x,y) =c disebut
solusi implisit. Jika solusi (2.1) atau (2.2) masih memuat konstanta sebarang,
maka solusinya disebut solusi umum (kumpulan solusi). Sedangkan jika tidak ada

lagi konstanta sebarang disebut solusi sejati.
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Definisi 2.1.4

Sebuah  fungsi  ¢(x)  disebut  solusi  eksplisit  persamaan
FOGY, Y Y e YD) atau y™ = £(x,y, Y, y",...., Y™) pada interval I, jika
#(x) terdefinisi pada | dan bila disubtitusikan untuk y ke dalam
FOGY, Y, Y e Y)Y atau y™ = F(X,y, Y, Y Y™) memenuhi persamaan

tersebut untuk setiap x dalam interval I. (Baiduri.6:2001)

2.1.5 Masalah Nilai Awal

Definisi 2.1.5
Masalah nilai awal untuk PD order-n (X, v,y y" ., Y"?)=0 yaitu
menentukan solusi PD tersebut pada interval | yang memenuhi n syarat awal di

X, € | subset dari real.

y(xo) =Y
y|(xo) =Y,

y(nil) (XO) = yn—l
dimana Y,,Y, ..., ¥,_, konstanta yang diberikan. (Baiduri, 10:2001)
Jika x, €| berbeda-beda misalnya Xg,X, ..., X,;, maka MNA disebut masalah

nilai batas (MNB). Masalah nilai awal dan masalah nilai batas sering disebut

masalah syarat batas.
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Masalah Nilai Awal Pada Metode Numerik
Penyelesaian numerik untuk masalah nilai awal diketahui sebagai

berikut:

d
dl = f(x,y) dan y(x,) =y,
X

Syarat awal y(x,) =Y, terdiri dari sejumlah vy,,y,,Ys,..y, yang berturut-turut
merupakan pendekatan harga y(X,), y(X,), Y(X3),.. Y(X,) pada kurva interval
y(x)yang melalui titik (x,,Y,). Harga y, menyatakan penyelesaian numerik,
sedangkan harga y(x;)menyatakan harga penyelesaian eksak. Biasanya
penyelesaian numerik dihitung untuk harga-harga X, X,,X;,...X,, dimana
X;,; = X; +h. Besar pembulatan hdisebut besar langkah metode numerik.

Secara umum, metode numerik untuk memecahkan masalah nilai awal
dapat dibagi dalam dua kelompok, yaitu: metode Satu Langkah (One-step method)
dan metode Banyak Langkah (Multi-step method).

a. Metode Satu Langkah (One step method)

Metode ini menggunakan informasi tentang kurva pada satu titik dan

tidak mengulang jawaban. Yang termasuk metode ini adalah metode Euler,

metode Heun, metode Deret Taylor dan metode Runge Kutta. Semua metode

tersebut dimasukkan ke dalam metode satu langkah (One-step), sebab untuk
menaksir nilai y(X,,)diperlukan satu buah taksiran nilai sebelumnya, y(X,).
b. Banyak Langkah (Multi-step method)

Metode ini  memerlukan beberapa taksiran nilai sebelumnya,

y(X. ), Y(X, ), Y(X,_,).... untuk menghitung Y(X,,;). Dengan demikian metode ini
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perlu nilai awal y,,y,, ... dari metode satu langkah. Metode banyak langkah

memerlukan lebih sedikit evaluasi fungsi, tapi memerlukan ulangan untuk
mendapatkan jawaban yang akurat. Kebanyakan tipe ini disebut juga metode
Peramal-Pembetul (Predictor-Corrector). Yang termasuk metode Banyak
Langkah adalah metode Adams-Bashforth-Moulton, metode Milne-Simpson dan
metode Hamming. Selanjutnya, penulis mencoba untuk menggunakan metode
multi-step Adams-Bashforth-Moulton dalam menentukan solusi masalah nilai

batas PDB yang akan dijelaskan pada bab II1.

2.2 Kesalahan (Galat)
Jika & adalah nilai hampiran terhadap nilai sejati (eksak) a, maka selisih
&=a—adisebut galat. Jika tanda galat (positif atau negatif) tidak

dipertimbangkan maka galat tersebut dinamakan galat mutlak yang didefinisikan

sebagai : |¢| =|a—a| (Rinaldi Munir, 23: 2003).

Secara umum terdapat dua sumber utama penyebab galat dalam
perhitungan numerik, yaitu:
1) Galat Pemotongan (truncation error)

Galat yang ditimbulkan akibat penggunaan hampiran sebagai pengganti
formula eksak.
2) Galat Pembulatan (round-off error)

Galat yang ditimbulkan akibat keterbatasan oleh mesin (komputer) dalam

menyajikan bilangan riil.
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Selain itu juga terdapat Galat longgokan (cumulative error) yaitu galat

yang terkumpul pada akhir langkah ke-r .

2.3 Metode Euler
Persamaan diferensial biasa dengan metode Euler adalah proses mencari
nilai fungsi y(x) pada titik x tertentu dari PDB orde satu yang diketahui sebagai
berikut:
y'=dy/dx = f(x,y) dan nilai awal y(x,) =y, (2.3)
misalkan
Y = Y(X;)
adalah hampiran nilai ydi X, yang di hitung dengan metode Euler. Dalam hal ini

X, =X, +rh, r=012,..n.Metode Euler diturunkan dengan cara menguraikan

y(X,,;) di sekitar x, ke dalam deret Taylor:

V(1) = y(%,) +Lljxf)y'(xr) +%y"(xr) i (24)

Bila persamaan (2.4) di potong sampai suku orde tiga , diperoleh

(Xr+1_xr)2 yI(X )_+_(Xr+l_xr)2

11 o y'(t), x, <t<x.,, (2.5)

y(xr+1) ~ y(xr ) +

Berdasarkan persamaan (2.3),
yl(xr) =f (Xr1 yr)

dan
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maka persamaan (2.5) dapat di tulis menjadi

2

V(%) = YOX) 1 (5, ¥,) + ") 26)
Dua suku pertama persamaan (2.6), yaitu
y(X,1) = y(x,)+hf(X.,Y,); r=0212,..,n (2.7)
Untuk menyederhanakan penulisan ini, persamaan (2.7) dapat juga ditulis lebih
singkat sebagai
Ve = Yot hif,
Meskipun metode Euler sederhana, tetapi ia mengandung dua macam galat, yaitu

galat pemotongan (truncation error) dan galat longgokan (cumulative error).

Galat pemotongan dapat langsung ditentukan dari persamaan (2.6), yaitu
1 2. 2
E, th y"'(t) = O(h?) (2.8)

Galat pemotongan ini sebanding dengan kuadrat ukuran langkah h
sehingga disebut juga galat per langkah (error per step) atau galat lokal. Galat
solusi pada langkah Kke-radalah tumpukan galat dari langkah-langkah
sebelumnya. Galat yang terkumpul pada akhir langkah ke-rini disebut galat

longgokan (cumulative error). Jika langkah dimulai dari x, =a dan berakhir di
X, = b maka total galat yang terkumpul pada solusi akhir (y,) adalah

(b a)

E total —Z (L/2)h?y" (1) = y (= h?y"(t) = b- )y "(h (2.9)

galat longgokan total ini sebenarnya adalah

total y(b) sejati y(Xn)EuIer
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Contoh yang diselesaikan menggunakan metode Euler:
Diketahui PDB
dy/dx =x+y dan vy(0)=1
Gunakan metode Euler untuk menghitung y(0,10) dengan ukuran langkah
h =0,02.
Penyelesaian :
y'=x+y,y(0)=0

Untuk persamaan diatas penyelesaian umumnya akan berbentuk:

y(X) = efja(x)dX {c + jb(x)eja(x)dxdx}

:efjfldx[c+_“xefxdx] :>J‘xefxdx:—xe’X —J.—e’x.l
=—xe ‘—-e"

=-e *(x+1)

= ex[c—e‘x(x +1)]
=ce* —e‘ e (x+1)
=ce* —e’(x+1)
=ce” -1(x+1)

=ce*—x-1

untuk x=0,y=1 maka y=ceX—x-1

1=ce’-0-1
1=cl1-1
c=2

sehingga diperoleh solusi sejati/ eksak,

y(x)=ce* —x-1
y(x) =2e* —x-1
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Diketahui
a=x%,=0
b=010
h=0,02
maka n=(0,10-0)/0,02=5 (jumlah langkah)
Dalam hal ini, f(x,y)=x+y, dan penerapan metode Euler pada PDB

tersebut menjadi : + 0,02(xr + yr)

YAl Y
Langkah-langkah :
a. Untuk Xg =0 =Yg =1
solusi eksaknya:
y(X,) =28% —x, —1=2e° -0-1=1
galatnya:
= Y(X,)—Yy=1-1=0
b.Untukn=1,

X =002 —vy, =y,+002(x, +Y,)=1+(0,02)(0+1) =1,02

y'(X)=1+dy/dx =1+ f(X,y) =1+ (X+Y)
y'(x) =1+ (X +y;) =1+ (0,02 +1,02) = 2,04

galat pemotongan:

1

E ~=
P2

h2y"(t) ~ %hzy"(xl) ~ %(0,02)2.2,04 ~ 0,000408

solusi eksaknya:

y(x,) = 28" —x, —1=2e%% —0,02 —1=1,02040268
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galatnya:
&=y(x)) -y, =1,02040268 —1,02 = 0,00040268
c. Untuk n=2,
X, =004 —>vy,=y, +0,02(x +Y;)=102+(0,02)(0,02 +1,02)
=1,0408

y'(X)=1+dy/dx =1+ f(X,y) =1+ (X+Y)
y'(x,) =1+ (X, +y,) =1+ (0,04 +1,0408) = 2,0808

galat pemotongan:
1 2 {1 1 2 " 1 2
E, ~ 5h y'(t) ~ Eh Y (Xy) ~ 5(0’02) .2,0808 ~ 0,00041616

solusi eksaknya:
y(X,) = 28" —x, —1=2e%% —0,04 —1=1,041621548
galatnya:
£=Y(x,) -y, =1041621548 —1,0408 = 0,000821548
d. Untuk n =3,
X; =006 — Yy, =Y, +0,02(x, +Y,) =10408 +0,02(0,04 +1,0408)
=1,062416

y'(X)=1+dy/dx =1+ f(X,y) =1+(x+Y)
V' (X3) =1+ (X3 + Y3) =1+ (0,06 +1,062416) = 2,122416

galat pemotongan:
1 2 " 1 2 an 1 2
E, th y (t)zzh y (XS)zE(O,OZ) 2122416 ~ 0,000424483

solusi eksaknya:

y(X3) = 28* —x, —1=2e%% —0,06 —1=1,063673093



galatnya:

& =Y(X3)—Y; =1,063673093 —1,062416 = 0,001257093
e.Untukn=4x,=008 —>vy,=y,+0,02(x;+Ys;)
—1,062416 +0,02(0,06 +1,062416)
=1,08486432

y'(X)=1+dy/dx =1+ f(X,y) =1+ (x+Y)
y'(X,) =1+ (X, +Y,) =1+ (0,08 +1,08486432) = 2,16486432

galat pemotongan:
1 2 i} 1 2 i 1 2
E, = n*y"() =S h°y"(x,) = (0,02)" 216486432 ~ 0,000432972

solusi eksaknya:
y(x,) =2e* —x, —1=2e*%® — 0,08 —1=1,086574135

galatnya:

£=Y(x,)—y, =1,086574135 —1,08486432 = 0,001709815

f.Untukn=5, x; =010 — vy, =y, +0,02(x, +Y,)

=1,08486432 +0,02(0,08 +1,08486432)

=1,108161606

y'(X)=1+dy/dx=1+ f(X,y)=1+(X+Y)
y"'(X5) =1+ (X5 + ¥5)=1+(0,10 +1108161606 ) = 2,208161606

galat pemotongan:
1 2 11 1 2 1] 1 2
E, =5 hPy"(t) =2 h°y" (%) = 7 (0,02)".2,208160606 ~0,000441632

galat longgokan total:

Eoa = (b a) y'(t)h = (010 0) .2,208161606 .0,02 = 0,002208161

21
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solusi eksaknya:
y(xg) = 28 —x; —1=2e°"° 0,10 -1=1110341836
galatnya:

£=y(Xs) - Vs =1110341836 —1108161606 = 0,00218023

2.4 Metode Heun
Penyelesaian persamaan diferensial dengan metode Heun adalah proses

mencari nilai fungsi y(x) pada titik x tertentu dari PDB orde satu sebagai berikut:
y'= f(x y(x)

kedua ruas persamaan diintegrasikan dari X, sampai X

r+l

Xr41

[ o yoonde= [y (o

Xr

= y(Xr+1) - y(xr)
=Y~ Yr

menyatakan vy, ,di ruas kiri dan suku-suku lainnya di ruas kanan:

Xr41

Ve =¥r + [ TO0Y(0)o (2.10)

Xr

X

suku yang mengandung integral di ruas kanan, j f (x.y(x))dx, dapat diselesaikan

dengan kaidah trapezium menjadi

J A OyO =211 (k7)1 (6, ¥r)] (2.11)

r
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persamaan di atas dimasukkan ke dalam persamaan (2.10), dihasilkan persamaan

h
yr+1 = yr +E [f (Xr ’ yr) + f (Xr+11 yr+1)] (212)

yang merupakan metode Heun, atau metode Euler-Cauchy yang diperbaiki.
Dalam persamaan (2.12), suku ruas kanan mengandung vy, ,. Nilai y,,, ini adalah

solusi perkiraan awal (predictor) yang dihitung dengan metode Euler. Karena itu,

persamaan (2.12) dapat ditulis sebagai

Predictor: y @1 =y, +hf(x,,y,)

Corrector: = E[f f © ] (2.13)
- Yea =Yt 2 (Xr ) yr) + (Xr+11 y r+l) .

atau ditulis dalam kesatuan,

h
yr+l = yr +E[f (Xr’ yr) + f(xr+l! yr Ty hf(xr ’ yr )] (214)

dari persamaan di atas, suku g[f(xr,yr)+ f(xm,y‘o)m)] bersesuaian dengan

aturan trapezium pada integrasi numerik. Dapat dibuktikan bahwa galat per

langkah metode Heun sama dengan galat kaidah trapesium, yaitu:

h3
E,=—y"(t
=W iex, (2.15)

=0(h?)
Bukti:
Misalkan,
Y,., = nilai y sejati di x,,,

y,., =hampiran nilai y di x

r+l
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Menguraikan Y., di sekitar x,:

r+1

(Xr+1 —X ) ' (Xr+1 — X )2 "
g VKT Y ) T
: 2 . 3

=Y, +hyr +7 Yy +?

Y(Xr+l) = y(xr)+

Y, +o

Dengan menyatakan y, = f(x,,y,) = f,, maka

h2 ) 3 b,
Y .,=V 42hfd— f o= fir
r+1 yr i 2 r 6 If

Dari persamaan (2.14),

h
yr+1 = yr +E[f (Xr ’ yr) + f (Xr+]_1 y(o)r+l)]

Menguraikan f(x,.,,y®r.1) dengan menggunakan deret Taylor di sekitar X, :

f (Xr+1' y(O)r+1) =f (Xr+1l yr+l)

(Xr+1 - Xr)
il

(Xr+1

:f(xr’yr)"' fl(xr!yr)+

. haglh
= f, +hf, +?fr +...

sehingga persamaan (2.14) dapat ditulis menjadi:

h
yr+1 = yr + E[f (Xr ’ yr) T f (Xr+11 y(o)r+l)]

=y, +h/2[f + f +hf '+1/2hf +..]
2 . 4 ;
=y, +hf, +?fr +Tfr +.

Galat per langkah
= nilai sejati — nilai hampiran

= Yr+1 — Y

2 3

= (y, +hf, +h?f,' +h€fr"+...)— (y, +hf, +

(Xr+1 —X )

3
YU ) e

(2.16)

2
K =%)"

2!

h4
n

h2

—f o+ —f +..
o I )

24
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3 3
SYLNL

6

3
= h—fr+

12

h® .
=—— 1 (1), x <t<Xx,

12 r() 1
=0(h®)

sedang galat longgokannya adalah,

n 1 .
EL =D MY

r=1

__(b-a) 2.
= S ()

- 0(h?)

Contoh yang deselesaikan menggunakan metode Heun:

Diketahui PDB

dy/dx=x+y ;y(0)=1
Hitung y(0,10) dengan metode Heun (h=0,02)
Penyelesaian:

Diketahui:

f(x,y)=x+y
a=X%,=0

b=010
h=0,02

maka n=(0,10-0)/0,02 =5 (jumlah langkah)
Langkah-langkah:

a.Untuk n=1, x, =0,02 — y@1 =y, +hf (X, ¥o)

25
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=1+0,02(0+1)

=1,0200

y(l)l = Yo +(h/2)[ (X, ¥o) + F (X, y(o)l)]
=1+(0,02/2)(0+1+ 0,02 +1,0200)
=1,0204

galat pemotongan:
y'(x) =x+y

y'U(x) =y'(x)=1+dy/dx =1+ f(x,y) =1+ (x+Y)
Yy (%) =1+ (x; +y;) =1+(0,02 +1,0204) = 2,0404

8 3
E,~ _*1‘_2 v (1) ~ — 292" 5 0404 ~ ~0,00000136
galatnya:

&= y(x)) -y, =1,02040268 —1,0204 = 0,00000268
b. Untuk n =2, x, =0,04 — y @5 =y, +hf (x,_y,)
=1,0204 + 0,02(0,02 +1,0204)

=1,041208

yW2 =y, +(h/2)[f (X y,) + (X, y92)]
=1,0204 + (0,02/2)[0,02 +1,0204 + 0,04 +1,041208]
= 1,04161608

galat pemotongan:

Yy (X,) =1+ (X, +Y,) =1+ (0,04 +1,04161608) = 2,08161608

3 3
E, = —;‘—2 y(t) & — (0,02) 2,08161608 ~ —0,000001387
galatnya:

e=Y(x,) -y, =1041621548 —1,04161608 = 0,000005468
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c.Untuk n =3, x;=0,06 > y@s =y, +hf (x, y,)
=1,04161608 +0,02(0,04 +1,04161608)

=1,063248402

y(l)3 =Y, +(h/2)[f(x,y,)+ f(Xs, y(0)3)]
=1,04161608 + (0,02/2)[0,04 +1,04161608 + 0,06 +1,063248402 ]
=1,063664725

galat pemotongan:

Y (Xg) =1+ (Xg + Y5) =1+ (0,06 +1,063664725) = 2,123664725

3 3
E, ~ e y'(t) & =002 2123664725 ~ —0,000001415
12 12
galatnya:

£=y(X;) — y; =1,063673093 —1,063664725 = 0,000008368
d. Untuk n =4, x, =0,08 > y©@4 =y, +hf (x; y5)

=1,063664725 + 0,02(0,06 +1,063664725)

=1,08613802

yPa=y; + (01 2)[F (X5 Y5) + T (x4, y¥a)]
—1,063664725 + (0,02/ 2)[0,06 + 1063664725 + 0,08 + 1,08613802]
—1,086562752

galat pemotongan:

Y (X,) =1+ (X, +Y,) =1+ (0,08 +1,086562752) = 2,166562752

3 3
E, ~ _h y'(t) & —M.2,166562752 ~ —0,000001444
12 12
galatnya:

£ =Yy(x,)—y, =1086574135 —1,086562752 = 0,000011383
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e.Untuk n=5, x; =010 — y©@s =y, +hf (x, y,)
=1,086562752 -+ 0,02(0,08 +1,086562752)

=1,109894007

y(1)5 =Y, +(h/12)[T(x,y,) + F(xs, y(0)5)]
=1,086562752 + (0,02/2)[0,08 +1,086562752 + 0,10 +1,109894007 |
=111032732

Y (%) =1+ (X5 + Ys) =1+ (0,10 +1,11032732) = 2,21032732
galat pemotongan:

h? (0,02)°
E z__ i t z_l—
2 y™(t) 3

= .2,21032732 ~ —0,000001473

galat longgokan:

E, = _% h2y"'(t) = —w (0,02)?.2,21032732 = ~0,000007367

galatnya:

& =Y(Xs)—Yys =1110341836 —1,11032732 = 0,000014516

2.5 Metode Deret Taylor

Penyelesaian persamaan diferensial biasa dengan metode Deret Taylor
adalah proses mencari nilai fungsi y(x) pada titik x tertentu dari PDB orde satu
sebagai berikut:
y'(x) = f(x,y) dengan masalah nilai awal y(x,) =y,
Misalkan

yr+1 = y(Xr+]_)) r= 0,1, ..... y n

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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adalah hampiran nilai ydi x,,,. Hampiran ini diperoleh dengan menguraikan vy, .,

r+l-

di sekitar x, sebagai berikut:

_ (Xr+1 = Xr) ' (Xr+1 — Xr)2 " (Xr+1 — Xr)3
y(xr+l) - y(xr) +T y (Xr)+T y (Xr) +T
V() + oo +M yO(x,)
n'
atau
2 3 nyn
Y(Xr.1) =YX )+ hy'(x,) +h7 yU(X,)+ % YU (X ) F e+ A n)ll (2.17)

Persamaan (2.17) menyiratkan bahwa untuk menghitung hampiran nilai vy,,,,
perlu menghitung y'(x,), y"(x,)..... Y™ (x,), yang dapat dikerjakan dengan rumus
y® (x)=P*Df(x,y) (2.18)

Yang dalam hal ini, P adalah operator turunan,

9

2.19
Y (2.19)

P-4t
OX

Galat perlangkah metode deret Taylor setelah pemotongan ke-n adalah

- h(n+1) y(n+1)

p ® w(t), Xo <t< X (220)

Galat longgokan total metode deret Taylor adalah:

h(n+1)

E — (n+1)t
- (n+1)!y ®

b —a h(n+1)

" h (n+)! v

PN A O
—(b a)—(n+1)! h (2.21)

-0o(h")
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Contoh yang deselesaikan menggunakan metode deret Taylor:
Diketahui PDB

dy/dx=x+y;y(0)=1
Tentukan y(0,10) dengan metode deret Taylor (h=0,02)
Penyelesaian:
Diketahui:

fO,y)=x+y
a=Xx,=0

b =010

h =0,02

maka n=(0,10-0)/0,02 =5 (jumlah langkah)
a.Untukn=1

Xg=0 —y,=1
X=002->y =?

2 3 n

, fia? Iyt h’ 4 h"
y(X;) = y(X,) +hy (Xo)“‘?y (Xo)*‘gy (Xg) +.ovne +ﬁy( )Xo"'---

misal kita hanya menghitung y(x,) sampai suku orde ke-4 saja.

y'(x)=f(x,y)=x+y

y'(x) = F'(x,y) =1+ y'(x) =1+ f(x,y)
Yy x) =106 y) = y'(¥) = £ (% Y)
y ) = y) =y () = U (X, Y)

diperoleh

y(0) =1
yI(XO)= f(XO!y0)=X0 +y0 =0+1=1

Y'(X) = F' (X0, Yo) =1+ Y'(Xo) =1+ F(Xp,Yp) =1+1=2
Y (%) = £"(X0, Yo) = F'(Xg, ¥o) =2
yiv(xo) = 1""(X0, Yo) = " (X0, Yo) =2
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sehingga

y(x) =1+0,02(1) +((0,02)? / 2).2+((0,02)* /6).2 + ((0,02)* / 24).2
=1,02040268

galat pemotongan:

y'(x,)=f v (%, yp) = £ (g ya) = £ (%, y) = £ (%0 yp) =1+ £ (X, 1)
=1+0,02 +1,02040268 = 2,04040268
(0,02)° 3.10°

h5
E ~—yY(t)~ 2204040268 ~
Pogl Y 120 120

.2,04040268 ~ 0,051010167 .10°

galatnya:

£ =y(x) -y, =102040268 —1,02040268 =0

b. Untuk n=2

X, =004 >y, ="
2 B n

, he he ho
Y0xe) = y04) +hy' () + =-y" () + =y (X1)+'"+Wy( % S

diperoleh:

y(X;) =1,02040268
y' (X)) = f(X,Y,) =% +Y, =0,02+1,02040268 =1,04040268

YU (x) = F(x, y) =1+ y' (%) =1+ (X, y,) =1+1,04040268 = 2,04040268
Y (%) = "%, y1) = £(%;, 1) = 2,04040268
v (%) = £ (X yy) = T (X, Yy) = 2,04040268

sehingga,

y, =1,02040268 +0,02.1,04040268 + (0,02° / 2).2,04040268

+(0,02°/6).2,04040268 + (0,02* / 24).2,04040268
=1,041621547

galat pemotongan:

y (X)) = fiv(xzi)’Z)z £ (%, ¥2) = £ (X5, ¥5) = £1(X,, ¥,) =1+ f(X,,Y,)
=1+0,04 +1,041621547 = 2,081621547
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5 5 -9
E, ~ %y(") ) ~ %.2,081621547 ~ 3'112% 2,081621547 ~0,052040538 .10° galatnya:

&=y(x,)— Y, =1,041621548 —1,041621547 = 0,000000001
c. Untuk n=3

X3 =006 >y, =7
h? h® h"
Y(X3) = y(X;) + hy'(xz)+?y"(xz)+€y"'(x2)+...+ﬁy(”)x2 =

diperoleh:

y(x,) =1,041621547
V' (%) = T (Xy,Y,) =X, + Y, = 0,04+1,041621547 =1,081621547

V(%)) = F'(%p, Y,) =14 V' (X,) =1+ f (X,, Y,) =1+ 1081621547 = 2,081621547
Y'U(X) = (X, Y,) = (X, Y,) = 2,081621547
yY (%) = £ (Xy, Y,) = £ (X,, Y,) = 2,081621547

sehingga,

y; =1,041621547 +0,02.1,081621547 +(0,02% / 2).2,081621547

+(0,02%/6).2,081621547 +(0,02* / 24).2,081621547
=1,063673089

galat pemotongan:
y'(xg) = f iv(x?,’ Y3) =" (X5, ¥3) = £ (X5, ¥3) = £1(X3, ¥3) =1+ F(X3, Y3)
=1+0,06+1,063673089 = 27123673089

5 o -9
E, ~ 1 yo )~ Q02 5153673089 ~ 310
51 120 120

.2,123673089 ~ 0,053091827 .10 °

galatnya:

£ =Y(X3) — Y5 =1,063673093 —1,063673089 = 0,000000004
d. Untuk n=4

X, =008 >y, ="?

, h? h® . h" o
y(X4) = y(x3) +hy (X3)+7y(xs)+gy (X3)+---+Wy X3 = ...
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diperoleh:

y(x;) =1,063673089
y'(Xs) = T (Xa, Va) = Xs + Y5 = 0,06 +1,063673089 =1123673089

Y'(Xs) = (X, Y,) =1+ Y'(%,) =1+ f(x,,y,) =1+1123673089= 2123673089
Y (%) = (X, Ys) = F1(X,, Ys) = 2123673089 sehingga,
YU () = (X, ¥s) = F(Xs, Ys) = 2123673089

y, =1,063673089 +0,02.1,123673089 + (0,02° / 2).2,123673089

+(0,02° /6).2,123673089 -+ (0,02* / 24).2,123673089
= 1,086574129

galat pemotongan:
yv(x4) = f iV(X41 y4) = fm(x41 y4) = f"(x41 y4) = f'(X4, y4) =1+ f(X41 y4)
=1+0,08+1,086574129= 2166574129

5 5 =8| .
E, ~ %y“’ ) ~ %) 5166574120 ~ 3'1% 2166574129 ~ 0,054164353 .10~ dalatnya:

120
e=y(x,)—Yy, =1,086574135 —1,086574129 = 0,000000006
e. Untuk n=5

X =010 >y, =7?

h? h® h"
Y(X5) = y(X,4) + hy‘(x4)+? Yy (X4) +€ Y (X,) "‘---"‘F y(n)le =

diperoleh:

y(X,) =1,086574129

Y'(X,) = T(X4,Y4) =X, +Y, =0,08+1,086574129 =1166574129

Y'(x,) = (X, ¥,) =1+ y'(x,) =1+ f(x,,y,) =1+1166574129= 2166574129
y'U(X) = £ (X, Y,) = F1(X,,Y,) = 2166574129
YU () = (XL Y,) = £U(X,, Y,) = 2166574129

sehingga,

ys =1,086574129 +0,02.1,166574129 + (0,027 / 2).2,166574129

+(0,02° 16).2,166574129 + (0,02* / 24).2,166574129
=1,110341827
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galat pemotongan:

y' (%)= fiv(XSa Y5) =" (X5, ¥s5) = £ (X5, ¥5) = F' (X5, ¥5) =1+ F (X5, ¥5)
=1+0,10+1110341827 =2,210341827

5 5 -9
E, ~ Uy @)~ ©Q02) 5910311827 ~ 320 5210841827 =~ 0055058545 .10 Galat
51 120 120
longgokan:
2,210341827

(V) .
E = (b—a)y?l(t)h“ = (0,10 —0). (0,02)* = 0,29471224 .10-° galatnya:

120

£ =Yy(X) - Ys =1110341836 —1110341827 = 0,000000009

2.6 Metode Runge-Kutta
Penyelesaian PDB dengan metode Runge-Kutta adalah proses mencari

nilai fungsi y(x) pada titik x tertentu dari persamaan diferensial biasa f(x,y).

Metode klasik Runge-Kutta dapat didefinisikan sebagai berikut:

Yeu =Y, +1/6(Kk; + 2K, + 2k, +K,)

dimana:

r=1234..

k, =hf (x,,Y,)

k, = hf (x, +1/2h,y, +1/2k,)

ky = hf (x, +1/2h,y, +1/2k,)

k, =hf(x, +h,y, +k3) (Harijono Djojodihardjo: 2000)

Galat perlangkah = sejati - hampiran
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Contoh yang diselesaikan menggunakan metode Range Kutta:

Diketahui PDB

Yty iy -1
dx

tentukan y(0,10) dengan metode Runge-Kutta. Gunakan ukuran langkah h=0,02.
Penyelesaian:
Diketahui

a=X%,=0
b=010
h=0,02

maka n=(0,10-0)/0,02 =5 (jumlah langkah)
a.Untukn=1

Xg=0 —y,=1
X, =002—>y =?

K, = hf (X,, Y,) = (0,02)(L+0) = 0,02

k, = hf (x, +1/2h, y, +1/2k,) = (0,02)([1+1/2.0,02] + [0 +1/2.0,02]) = 0,0204
k, = hf(x, +1/2h,y, +1/2k,) = (0,02)([1+1/2.0,0204 ]+ [0 +1/2.0,02]) = 0,020404

k, = hf (x, + h, Yo + k;) = (0,02)([1+ 0,020404 ]+ [0 + 0,02]) = 0,02080808 diperoleh,

Y1 = Yo +1/6(K, +2k; +2k; +K,) galatnya:
=1+1/6(0,02 + 2.0,0204 + 2.0,20404 + 0,02080808) = 1,02040268

&=y(x)—y, =1,02040268 —1,02040268 =0
b. Untuk n=2

X, =002 —y, =1,02040268
X, =004 —>vy,="?

k, = hf (x., y,) = (0,02)(1,02040268 -+ 0,02) = 0,020808053
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k, = hf (x, +1/2h, y, +1/2k,) = (0,02)([,02040268+1/ 2.0,020808053] +
[0,02+1/2.0,02])
=0,021216134
k, = hf (x, +1/2h,y, +1/2k,) = (0,02)([1,02040268+1/2.0,021216134] +

[0,02+1/2.0,02])

=0,021220214
k, =hf(x, +h,y, +k;) = (0,02)([1,02040268+ 0,021220214] + [0,02 +0,02]) diperoleh,
=0,021632457

y, =Yy, +1/6(k, + 2k, + 2k, +k,)
=1,02040268+1/6(0,020808053+ 2.0,021216134+ 2.0,021220214+ 0,021632457)
=1,041621548

galatnya:
£ =Y(X,)—Y, =1041621548 —1,041621548 =0
c.Untuk n=3

X, =004 —y,=1041621548
X3 =006 —>vy,=?

K, = hf (X5, y5) = (0,02)(1,041621548 +0,04) = 0,02163243

k, =hf (x, +1/2h, y, +1/2k,) = (0,02)([L,041621548+ 1/ 2.0,02163243] +
[0,04+1/2.0,02])
=0,022048755

k, = hf (x, +1/2h,y, +1/2k,) = (0,02)([L,041621548+1/ 2.0,022048755] +
[0,04+1/2.0,02])

=0,022052918
k, = hf (x, +h, y, +k;) ~ (0,02)([1,041621548+0,022052918 +[0,04+0,02]) diperoleh
=0,022473489

Yo =Y, +1/6(k, + 2k, + 2k, +k,)
—1,041621548+1/ 6(0,02163243+ 2.0,022048755+ 2.0,022052918+ 0,0224734g9) 9alatnya:
=1,063673092

& =Y(X3)— Y5 =1,063673093 —1,063673092 = 0,000000001



d. Untukn=4

X =006 — y;=1063673092
X, =008 —>vy,=?

K, = hf (X5, Y5) = (0,02)(1,063673092 +0,06) = 0,022473461

k, = hf (x, +1/2h, y, +1/2k,) = (0,02)([1,063673092+1/ 2.0,022473461 +
[0,06 +1/2.0,02])
=0,022898196

k, = hf (x, +1/2h, y, +1/2k,) = (0,02)([L,063673092+1/2.0,022898196] -+
[0,06+1/2.0,02])

=0,022902443
K, =hf(x+h y,+k)  =(0,02)([L063673092-+0,022902443 +[0,06 +0,02])
= 0,02333151

diperoleh,

Y, = Y5 +1/6(k; + 2Kk, + 2k, +k,)
=1,063673092+1/6(0,022473461+ 2.0,022898196+ 2.0,022902443+ 0,02333151)
=1,086574134

e=Y(X,)— Y, =1086574135 —1,086574134 = 0,000000001

e. Untuk n=5

X, =008 —>y, =1086574134
Xs =010 vy, =?

k, = hf (X,,Y,) = (0,02)(1,086574134 +0,08) = 0,023331482

k, = hf (x, +1/2h,y, +1/2k,) = (0,02)([L086574134+1/ 2.0,023331487] +
[0,08+1/2.0,02])
=0,023764797
K, = hf(x, +1/2h,y, +1/2k,) = (0,02)([L,086574134+1/2.0,023764797] +
[0,08+1/2.0,02])
=0,02376913

k, = hf (x, +h,y, +k;) = (0,02)([1,086574134+0,02376913 +[0,08+ 0,02]) diperoleh,

=0,024206865

Ys =Y, +1/6(k, + 2k, + 2k, +Kk,)
=1,086574134+1/6(0,023331482+2.0,023764797+ 2.0,02376913+ 0,024206865)
=1110341834

galatnya:
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galatnya:

€ =Y(Xs)—Ys =1110341836 —1,110341827 = 0,000000009

2.7 Polinom Interpolasi Lagrange

Polinom interpolasi lagrange diperoleh dari interpolasi lanjar yaitu
interpolasi dua buah titik dengan sebuah garis lurus. Misal diberikan dua buah
titik, (x,, Yo)dan (x,,y,) polinom yang menginterpolasi kedua titik itu adalah
persamaan garis yang berbentuk:
P, (X) =a, +a;x (2.22)
koefisien a,dan a, dicari dengan proses penyulihan dan eliminasi. Dengan

menyulihkan (x,,Y,)dan (x,,y,) ke dalam persamaan (2.22) diperoleh dua

persamaan linier:

Yo =89 1 Xg
Y1 =8y +aX,

kedua persamaan tersebut diselesaikan dengan proses eliminasi, yang memberikan

a, =" Yo (2.23)
X1 = Xp

dan @, = Yo Yo (2.24)
X1 = Xo

kemudian mensubitusikan (2.22) dan (2.23) ke dalam (2.24) untuk mendapatkan
persamaan garis lurus:

XYo = XoY1 , (¥1=Yo)X (2.25)
Xl - XO (Xl - XO)

p,(X) =
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persamaan di atas dapat disusun menjadi polinom linier:

P00 = Yo + (2% () (226)
1 0

dari (2.26) dapat dibentuk lagi suatu persamaan:

(x —x) (X=Xo)

P (%) = Yo o—x) " o xo) (2.27)
atau dapat dinyatakan dalam bentuk
P, (X) = a,Ly (X) +a, L, (x) (2.28)
yang dalam hal ini
3, =Y Lo(X)= V=9 dan a, =y,, L,(x)= X =%)
(Xo —X%,) (X, —X%,)

Persamaan (2.28) dinamakan polinom lagrange derajat 1. nama polinom
ini berdasarkan nama penemunya Joseph Louis Lagrange yang berkebangsaan

Prancis. Bentuk umum polinom Lagrange derajat <n untuk (n+21)titik berbeda

adalah
p,(X) = Zn:ai Li(x)=aoLy(X)+a, L, (X)+...+a,L,(x) (2.29)

dimana a; =Yy;, i=012,...,n

dan ,

I—i (X) = ﬁ (X_ Xj) = (X_ XO)(X_ Xl)'"(x_ Xi—l)(x_ Xi+l)'"(x_ Xn)

o (X —x;) - (% = XD = %) (X = X )X = X1 ) (X = Xg)

J#
polinom-polinom Lagrange untuk titik-titik X,......x,. Fungsi L,(x) adalah hasil

kali dari n faktor linier, karenanya L,(x) adalah suatu polinom berderajat n tepat.
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Karena itu, (2.29) melukiskan suatu polinom berderajat <n, selanjutnya L,;(x)

menjadi nol pada x; untuk semua j =i dan mempunyai nilai 1 pada x;, yaitu:

1 0=
Li(xj)_{o, i

Ini menunjukkan bahwa
P, () => 3L (x) =4, i=012,..n
i=0

Bukti:

Jika i =j, maka

Li (X):ﬁ (X_Xj) - (X_XO)(X_Xl)"'(X_Xi—l)(x_Xi+l)"'(X_Xn)
j=0 (Xi _Xj) (Xi _Xj)(xi _Xi)"'(xi _Xi—l)(xi _Xi+1)"'(xi _Xn)
=
(karena penyebut = pembilang)

Jika 1= j, maka

(X —%)
L. (x) =
W=1[E=
J#i
_ (xj —xo)(xj —xl)...(xj —xj)...(xj —XH)(XJ- —xiﬂ)...(xj —Xp)
(Xi =X )(Xi = X1 ) (X =X )-e(X = X0 )X = Xi1)-- (X = X;)

3 0
- (% = Xo)O& = X0 )oK = X ) (X = Xizg )X = Xiq)oe (X = X5)

=0 (karena pembilang = 0, yaitu (x; —x;) =0)
Akibatnya,

Pa(Xo) = Lo (Xp)ay + Ly (Xo)a, + Ly (Xp)a, +... + L, (Xp)a,
=la, +0.a, +0.a, +...+0.a,
= aO
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pn (Xl) = a1

Pn (Xn)= a,
dengan demikian,

p,(X)=2a i=012,...,n
Koefisien-koefisien a,.....a, dalam bentuk Lagrange tidak lain daripada nilai-
nilai polinom p(x) pada titik-titik X,......x,. Oleh karena itu, untuk suatu fungsi

sembarang f(x),
P, (X) = Z f(x;)L; (%) (2.30)

merupakan suatu polinom berderajat <n yang menginterpolasi f(x) pada
Xg-.--X,,. Persamaan (2.30) disebut rumus Lagrange untuk polinom interpolasi.

Contoh 1:

Data yang diketahui :

X 1 4 6
y | 15709 |1,5727 | 15751

Tentukan (3,5) dengan polinom lagrange derajat 2.
Penyelesaian:

Polinom derajat2 >n=2

P2 (x) = 2 Yili (X) = Yolo () + y1Li (¥) + Y2 Lo (X) po(X) = Lo (X) Yo + Li(X) Y, + L (XY,

i=0

L ()= S=DX=0) | 35y BS=HES=6) _ 5a3335
(1—4)(1-6) (1—4)(1-6)

_ (x=1)(x-6)
- (4-1)(4-6)

_ (35-1)(35-6)

—>L,(35)= D040 =1,0417

L (x)
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L= B a5y  BS=DBS=4) 4 419509

(6-1)(6-4) (6-1)(6-4)
jadi,
p,(3,5) = (0,083333)(1,5709) + (1,0417)(1,5727) + (~0,012500)(1,5751)
=15723
contoh 2:

Diketahui suatu fungsi f(x,y(x)) yang terdiri dari tiga buah titik, yaitu:
(X5 fr5), (X, 1), (X, f,).  Nyatakan dalam interpolasi polinom lagrange

derajat dua.
Penyelesaian:

Polinom derajat 2 —>n=1
P00 =Y F06)L (0

i=0
p,(X) = Z f ()L (X)

P, () = T 06) Lo + ()L, + T ()L,

misal:

f (Xo) = fr 2 X=X,
fx)="F, X=X,
f;)=f X; =X
maka

LO(X) _ (X_Xr—l)(x_xr)

(Xr—2 - Xr—l)(xr—z - Xr)

Ll(X) — (X_Xr—z)(x_xr)

(Xr—l - Xr—z)(xr—l - Xr)
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L2 (X) — (X — Xr—Z)(X — Xr—l)
(Xr - Xr—z)(xr - Xr—l)

sehingga
pz(x) = Z f (Xi)Li (X)

pz(x) = f(Xo)l—o jif f(xl)L1+ f(Xz)Lz

e (X_Xr—l)(x—xr)
pZ(X) y (Xr—2 N Xr—l)(xr—z 2 Xr) fr*Z y

(S A
(Xr—l B Xr—Z)(Xr—l B Xr)

(X=X_,) (X=X, ) ¢
(Xr B Xr—z)(Xr 2 Xr—l)

-1 r

Solusi numerik PDB pada umumnya tidak mengutamakan diperolehnya
jawaban eksak dari peran yang diselesaikan. Penyelesaian yang digunakan
adalah penyelesaian pendekatan, oleh karena itu timbul error (kesalahan). Pada
penyelesaiannya diusahakan untuk mendapatkan error yang sekecil mungkin,
yang dapat diterima berdasarkan pertimbangan praktis. Pada skripsi ini penulis
menentukan solusi eksak sebagai perbandingan dengan solusi approksimasi.
Perbandingan solusi yang terjadi dalam metode satu-langkah untuk perhitungan

y(0,10) dengan dy/dx = x+ y; y(0) =1 dan h =0,02 adalah sebagai berikut:

Solusi sejati y(0,10) =1,110341836
Metode Euler y(0,10) =1,108161606
Metode Heun y(0.10) =1,110327320

Metode Deret Taylor y(0,10) = 1,110341827
Metode Runge Kutta y(0,10) =1,110341834

Metode Euler, Heun, Deret Taylor dan metode Runge Kutta merupakan
metode satu-langkah untuk menyelesaikan persamaan diferensial dengan masalah

nilai awal. Metode tersebut dapat digunakan untuk mencari beberapa taksiran nilai
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yang diperlukan pada bab Il yaitu: y(X,), y(X, ), Y(X,_,),... untuk menghitung

y(X,,;). Sedangkan polinom Lagrange digunakan untuk menguraikan persamaan
prediktor dan korektor pada bab III.

Dari contoh perhitungan metode Euler, Heun, Deret Taylor dan Runge
Kutta dapat diketahui nilai y,,y, ;,y, ..y, Yaitu:

Metode Euler
X y

0 1,000000000
0,02 | 1,020000000
0,04 | 1,040800000
0,06 | 1,062416000
0,08 | 1,084864320
0,10 | 1,108161606

Metode Heun

X y

0 1,000000000
0,02 | 1,020400000
0,04 | 1,041616080
0,06 | 1,063664725
0,08 | 1,086562752
0,10 | 1,110327320

Metode Deret Taylor

X b

0 1,000000000
0,02 | 1,020402680
0,04 | 1,041621547
0,06 | 1,063673089
0,08 | 1,086574129
0,10 | 1,110341827




Metode Runge Kutta

X

y

0
0,02
0,04
0,06
0,08
0,10

1,000000000
1,020402680
1,041621548
1,063673092
1,086574134
1,110341834
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PEMBAHASAN

3.1 Pengertian Adams-Bashforth-Moulton

Metode Adams-Bashforth-Moulton adalah proses mencari nilai fungsi
y(x) pada titik x tertentu dari persamaan diferensial biasa orde satu yang diketahui
dengan melakukan prediksi dengan persamaan prediktor dan melakukan koreksi
dengan persamaan korektor (Abdul Munif: 2003).

Metode ini merupakan salah satu dari metode Banyak Langkah (Multi-
step) yang dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai batas pada
persamaan diferensial biasa dengan cukup akurat. Tujuan utama dari metode ini
adalah menggunakan informasi dari beberapa titik sebelumnya y,,y,,,V, . ¥,
yang dapat diperoleh melalui metode satu-langkah untuk menghitung taksiran

nilai y,,, yang lebih baik.

Metode Adams-Bashforth-Moulton disebut juga metode peramal-
pembetul atau prediktor-korektor Adams-Bashforth-Moulton karena dalam
penyelesaiannya menggunakan dua persamaan yaitu persamaan prediktor dan
korektor. Metode ini merupakan gabungan dari dua persamaan yaitu persamaan
Adams Bashforth sebagai prediktor dan persamaan Adams Moulton sebagai
korektor.

Persamaan Adams Bashforth merupakan jenis persamaan terbuka karena

menggunakan polinom yang menginterpolasi pada titik x, dan pada titik sebelah

46
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belakang X,. Sedangkan persamaan Adams Moulton merupakan jenis persamaan
tertutup karena dijabarkan dengan mendasarkan polinom penginterpolasinya pada

titik x maupun pada x, dan titik sebelah belakang dari x,. Bila keduanya

r+l?

digunakan sebagai pasangan persamaan, maka persamaan jenis terbukanya disebut
prediktor, sedangkan persamaan tertutupnya disebut korektor. Oleh karena itu
persamaan Adams Bashforth dan persamaan Adams Moulton dikenal sebagai
metode  prediktor-korektor Adams-Bashforth-Moulton atau metode Adams-

Bashforth-Moulton.

3.2 Persamaan Metode Adams-Bashforth-Moulton
Persamaan metode Adams-Bashforth-Moulton ini  pertama-tama

memperkirakan harga y*, ., dengan suatu persamaan prediktor, kemudian harga

r+l

tersebut dikoreksi dengan menggunakan persamaan korektor. Persamaan korektor

dapat digunakan lagi untuk membetulkan harga y*,.,. Proses ini dilakukan untuk

r+l -

mendapatkan solusi yang akurat dengan mempertimbangkan efisiensi dalam
pemilihan ukuran langkah h yang konstan. Untuk menentukan prediktor dan
korektor Adams-Bashforth-Moulton akan dijelaskan di bawah ini.

Pada PDB orde satu y'(x) = f (x, y(x))
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Kedua ruas persamaan diintegrasikan dari x, sampai X,,; :

Xr41

[ ocyonax = | yioode

Xy

y(X)
= y(Xr+1) - y(Xr)
— yr+1 - yr

Xri1
X(

atau
Yeu = Ve + | FOGY00)X (3.1)

Persamaan di atas merupakan teorema dasar kalkulus, yang merupakan
dasar penurunan persamaan prediktor dan persamaan korektor pada metode
Adams-Bashforth-Moulton.

Persamaan Prediktor

Persamaan prediktor diperoleh dengan menghampiri fungsi f(x, y(x)) ke
dalam polinom interpolasi. Polinom interpolasi yang digunakan  untuk
menentukan persamaan prediktor ini adalah polinom interpolasi Lagrange. Jika
kita mengintegrasi persamaan diferensial y'(x) = f(x,y(x)) dari X, sampai X,,,
maka akan diperoleh suatu persamaan (3.1).

Dengan menggunakan polinom interpolasi Lagrange berderajat n maka

hampiran fungsi f(x, y(x)) dapat dinyatakan dengan:
FOCy(0) = P () = F 6L (%) (3.2)
i=0

n. X—X

L =]] — (33)

'=p Xi _X
=i
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Untuk memperoleh persamaan prediktor berorde tinggi dapat diperoleh
dengan menggunakan polinom interpolasi Lagrange berderajat n yang

menginterpolasi pada titik x.,x, ;,X, ..., X, , untuk bilangan bulat m > 0. Jika

dimasukkan ke dalam (3.1), maka akan diperoleh persamaan prediktor:

Xry1 n

V¥er = Ve + [ D0 FO6L (0 (34)

x, 1=0
dengan catatan jarak antara titik sama (konstan) dan pengintegrasian dari x, =0
sampai x,,, =h

Misal kita ambil polinom derajat dua p,(X). Untuk itu, diperlukan tiga
buah titik yang berjarak sama, yaitu: (X, ,, f.,), (X, ;, f.,),(X,, f.). Dari tiga buah
titik tersebut, dibentuklah polinom interpolasi Lagrange derajat dua:

Polinom derajat 2 —>n=1

b (%) =3 F(x)L ()
i-0

P, (X) = Z f (Xi)Li (X)

P, (x)= (X)L + F(x)L + f (X)L,
misal:

f (Xo) = frfz Xo =X,
f (X:l.) = fr—l X1 = Xr—1
f(x,)="f, X, = X

r



maka

Lo (X) — (X_ Xr—l)(x_xr)
(Xr—z - Xr—l)(xr—z o Xr)

Ll(x): (X_Xr—z)(x_xr)

(Xr—l - Xr—z)(xr—l B Xr)

L2 (X) = (X 7 Xr—Z)(X - Xr—l)
(Xr B Xr—z)(xr 3 Xr—l)

sehingga
p,(X) = Z f (%)L (%)

P, () = F (%)L + F ()L + T O6)L,

(X_Xr—l)(x_xr) fafli (X_Xr—Z)(X_Xr) f
(Xr—z - Xr—l)(xr—z B Xr) > (Xr—l B Xr—z)(xr—l = Xr)

(X B Xr—Z)(X B Xr—l) f
(X =X _,)(% =%_) "

r-2 T

P, (X) =

r-1

Fxy()) = p,(x) = Z FOOL ()

(X - erl)(x _ Xr) fr72
(Xr—2 - Xr—l)(xr—z ¥ Xr)
o " (X il Xr—Z)(X _ Xr) fr—l
IR ol | i Teaes Il e
(X - Xr—2)(X - Xr—l) fr
(Xr - Xr—z)(xr - Xr—l)
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f (X, y(x)) S (X=X )(x=x)f_, -
1
F (X - Xr—Z)(X - Xr) frAl i
1
W (X P erz)(x - Xr—l) fr

[(X_Xr—l)(x_ Xr)] 1:r—2
W _2[(X_Xr72)(x_xr)] frfl s
[(X=X%_)(x—x_)] f,

~

1

[xz — (X, )X+ (Xr)(XH)J fis
v ~2[ X2 = (%, + X)X+ (% )(%_,) | foy +

[ = (e %) (%) (%) ] f,

kemudian diintegralkan dari X, sampai X, ,,

X1 n

[ 20 00)L (0dx

x, i=0
I:XZ o (Xr + Xr—l)x its (Xr)(xr—l)} fr—2
1 Xri1

~ % —2[x2 — (X + X)X+ (Xr)(xr_z)} f_ +pdx
' I:XZ - (Xr—l &, Xr—Z)X + (Xr—2)(Xr—l)] fr

|:% X3 N % (Z(Xr) + Xr—l) X2 & (Xr)(xrl)x:| fr—Z
S —ZE X3 —%(ZXr +X_, )X+ (xr)(xrz)x} —

I:% X3 _%(Xr + Xr—l + Xr—2 ) X2 + (Xr—Z)(Xr—l)X:l fr

305200+ O] 1
okl -2l b -2 (200 2+ O-2hyx 1+

E X3 —%(0+ (=h)+(=2h))x* + (—2h)(—h)x} f

dx
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1 1., 1 2 1., 1 2 1., 1
~—||=x>=-=(-h)x O)x [f ,—2| =%x—=(-2h)x 0)x | f =X ==
2h2 |:|:3 2( ) +( ) j| r-2 I:S 2( ) +( ) j| r1+|:3

dengan mengambil x, =0 dan Xx,,, =h

r -

TXra

ziz 1x*°’+hx2 f -2 1y i f o+ 1x3+3—hx2+2h2x f.
2n* (3 2 K 3 2 I
~ 2 e e e o Theanne |6 o 2o e She panen | 1,
2h* (|3 2 K 3 2 X
~ 2t Tt 2 T ne | o Thea Sheome |,
|3 2 3 3 g X
L 1 §h3}fr_2—2[§h3}fr_1+[§h3}fr
2 || 6 6 B Wi

_5h° 16k’ 4_23h3f
12h? "% 12h® Tt O12R? T

2t B By
12" 1
z%%(Sf,2—16frl+23fJ (35)

Hasil integrasi yang diperolen pada persamaan (3.5) dimasukkan dalam

persamaan (3.1), sehingga diperoleh persamaan prediktor:
y* .=V, +%(5 f_,—16f _, +23f) (3.6)

dimana:

r=123.

fro=1(X_2¥r2)

fra= (X1 Yra)

fo="10%.Yr)

5 (-3h)x* + (2h2)x} fr]
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Contoh soal yang diselesaikan dengan metode prediktor Adams-Bashforth-

Moulton:

Carilah nilai y(0,08) dari persamaan diferensial di bawah ini dengan metode

prediktor Adams-Bashforth-Moulton.
f(x,y):%:2x+y
dx

jika diketahui:

S X Y4

1 0 1,000000000
2 0,02 1,020402680

3 0,04 1,041621548

Penyelesaian:

h =x,-%x=002-0=0,02

f, =1f,=y,+X%X =1041621548+2(0,04) =1,121621548
f.,=1,=y,+x,=1020402680+ 2(0,02) =1,06040268
f._, RV SEER=1

sehingga

y* =y +%(23fr -16f,_,+5f,_,)

=1,041621548 + % (23[1, 21621548] - 16[1, 06040268] + 5[1]

=1,023570127

jadi penyelesaian persoalan di atas adalah y(0,08) = 1,023570127

Persamaan Korektor

Persamaan korektor dibentuk dengan cara yang sama seperti pada

persamaan prediktor. Untuk memperoleh persamaan korektor berorde tinggi



54

dapat diperoleh dengan menggunakan polinom interpolasi Lagrange berderajat n
yang menginterpolasi pada titik x,.,X,,X, ..., X, ,, untuk bilangan bulat m > 0.

Jika dimasukkan ke dalam (3.1), maka akan diperoleh persamaan korektor:

Xry1 n

Ve =Ye + [ D F 6L () (3.7)

X, =0
dengan catatan jarak antara titik sama (konstan) dan pengintegrasian dari x, =0
sampai X,,, =h dan titik baru yang diperolen dari persamaan prediktor.
Persamaan (3.6) sama dengan (3.2) yang membedakan hanya pada titik yang
diinterpolasi. Pada prediktor menggunakan titik X, X, ;, X, 5., X,_, untuk
bilangan bulat m > 0 dan pada korektor menggunakan titik X,,;, X, , X, 4. X,
untuk bilangan bulat m > 0 (Samuel D.Conte/Carl de Boor: 1993).

Misal kita ambil polinom derajat dua p,(x). Tetapi, titik-titik yang

diperlukan untuk pembentukan polinom interpolasi ialah (x _,, f,,),(x, f.), dan

titik baru (X, ,.f *,.1) = (X, T (X1, Y *,.1)) Yang diperoleh dari persamaan

prediktor. Dari tiga buah titik tersebut, dibentuklah polinom interpolasi Lagrange
derajat dua.

Polinom derajat 2 >n=1
Pa(x) =2 T ()L (x)
P, (X) = z f (Xi)Li (X)

P, () = T 06) Lo + ()L + T ()L,



misal:

f (XO) = fr—l X0 = Xr—l
fx)=1  x=x
F(x) =% X =%,
maka

LO(X) 4 (X_Xr)(X_Xr+1)

(Xr—l - Xr)(xr—l - Xr+1)

Ll(X) _ (X a Xr—l)(x . Xr+1)

(Xr _ Xr—l)(xr - Xr+1)

(X=X )(x—x)
(Xr+1 B Xr—l)(XHl or Xr)

Lz (X) =
sehingga
p,(X) = Z f (X)L (x)

P () = f (X)L + F ()L + FO0)L,

pz(X) L (X_Xr)(x_xwl) f

(Xr—l W Xr)(xr—l - Xr+1)

+ (X - Xm)(x B Xr+1) fr + (X = Xr—l)(x i Xr) fx
(Xr B Xr—l)(xr = Xr+1) (Xr+1 4 Xr—l)(Xr+1 B Xr)

r-1 r+1

F(x.y(x) = po(x) = Z F ()L (X)

(X — X )(X — Xr+1) fr—l
(Xr—l — X )(Xr—l - Xr+1)
X =% )X =%..)f
(Xr - Xr—l)(xr - Xr+1)
(X =%, D)X= %) F >,
(Xr+1 - Xr—l)(xr+1 - Xr)

—+

X1

=~ _f f (X, y(x)) dx zjl

+ |[dx
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1
;[ FOG YO dx = 55 (= X, DO — %, 1) Fry

- (X - erl)(x - Xr+1) fr -+
S (X=X )X — X ) F
[(X_Xr)(x_xr+l)] fr—l
- 1 _2[(X_Xr—1)(x_ Xr+1)] fr +
20° | [(x =% )(x=%)] f *,q

[Xz - (Xr+1 =7 Xr)X + (Xr+1)(xr):| fr—l
~ 2—;:2 —ZI:X2 — (Xr+l + Xr—l)x + (Xr+1)(xr—1):| fr +
[XZ — (X g+ X)X+ (erl)(xr)] f>

kemudian di integralkan dari x, sampai X

r+l?

; ':Xz - (Xr+l + Xr)X + (Xr+l)(xr):| fr—l

e~ I _2|:X2 - (Xr+1 i Xr—l)x + (Xr+1)(xr,1):| fr ++dx
D e el A

|:% X3 - %(2Xr + Xr+1) X2 + (Xr)(XHl)X:l fr—l

TXra

aeriin l:% X3 _%(le X+ Xr—l) X2 + (Xr—l)(XHl)X:l 1:r +

E X3 —%(ZXr +X,) X2 + (xrl)(xr)x} fx

X

dengan mengambil x, =0 dan x,, =h

1,1 2
[gx L2 b +(0)(h)x} fL)

~ L —2[%x3—%(h+0+(—h))x2+(—h)(h)x} f i

E X3 —%(2(0) +(=h))x* + (0)(—h)x} f* .

_Xr
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X
3

E X3 _3(2(0) +h)x* + (0)(h)X} fia

1 2
~ o —2[§x —5 (h+0+(-h))x +(—h)(h)x} f+
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TXra

2
1., 1

3 _%(2(0) +(=h))x* + (0)(—h)><} f

%,

ziz 1x3—lhx2+0 it g —2 1x3—0—h2x f+ 1x3+1hx2+0 f*.,
2h 2 3 7 5 X
Vs lxs_lhxz}fr_l—z[lx?’—hzx}fr{lxuihxz}f*m
2hZ|[3" T2 3 3 P X
LI | T TICH E | TS IC Y P Ty P
2n?||3 2 3 W & :
L L th—ihﬂfr1—2Fh3—h3}fr+Fh3+lh3}f*M
2hZ([3 2 3 d k) X
. —lhﬂfr_ﬁz[ﬂh?’}fr{ﬁh?}f*Hl
2h* (| 6 6 6 "
h? gh® . 5h
r— f o+ f + f*
12h? "t 12h% T 12n2 0 ™
LS
1A U2 O
h
N E (_ frfl +8 fr +5f *r+l) (38)

dari integrasi persamaan di atas (3.7) diperoleh persamaan korektor:

h
Yra=Yr +E(_ fr—l +8f +5f *r+l) (39)

Contoh soal yang diselesaikan dengan metode prediktor Adams-Bashforth-

Moulton:

Carilah nilai y(0,08) dari persamaan diferensial di bawah ini dengan metode

korektor Adams-Bashforth-Moulton.
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jika diketahui:

S X y
1 0 1,000000000
2 0,02 1,020402680
3 0,04 1,041621548

Penyelesaian:

h=x,—x =0,02-0=0,02

f =f, =y, +x =1041621548 + 2(0,04) =1,121621548
f.,=f,=y,+x,=1020402680+ 2(0,02) =1,06040268
R.o=f=y+X=1+0=1

sehingga

y*r+l =Y +%(23 fr -16 fr—l +5fr—2)

L 1) 041621548+%(23(1,121621548) —16(1,06040268) + 5(1))

=1,023570127
jadi hasil prediksi y(0,08) = 1,023570127 yang digunakan untuk menentukan
f *,,,, yaitu:
f*  =y*  +x,, =1023570127+0,08 =1,103570127

r+1

sehingga nilai korektornya adalah:

h
Yu=Yr +E(5f *r+1 +8 fr - fr—l)
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=1,041621548 + % (5[1,103570127] +8[1,121621548] -1,06040268)
=1,310230584

Jadi, metode Adams-Bashforth-Moulton dapat diringkas sebagai berikut:

Prediktor: y* =y, +%(23 f. -16f_, +5f )

+8f. - f._,)

r+1

h
Korektor: =y +—(5f*
yr+l yr 12 (

3.3 Galat

Galat pada metode Adams-Bashforth-Moulton berupa galat perlangkah
atau sering dikenal dengan galat pemotongan (truncation error) dan galat
longgokan yaitu galat yang terkumpul pada akhir langkah ke-r (Rinaldi Munir:
2003).
Galat Persamaan Prediktor

Galat per langkah persamaan prediktor pada Metode Adams-Bashforth-

Moulton di atas dapat dilakukan dengan menguraikan persamaan prediktor dan
Y,.. Sejati di sekitar X, .
Prediktor

Hampiran:
* h
Y ha=Y: +E(23fr -16f,_,+5f_,)
—y, 2L (231, ~16(1, —hf, + I —Ihtg )
12 2 6

+5(f, —2hf, +2h°f —%hs £ 4.1



=Y, +%[12 f._6hf. +2h?f —4n*f +..]

=y, +hf —lhzfr'+1h3fr"—
2 6

Sejati:

v il 1 R 1
Y =y +hy +=h’y "+ =h%f "+ —h*f® 4+,
r+l1 yr yr 2 yr 6 r 24 If

=Y. +hf +lh2fr' +1h3fr" +ih4fr"' +..
2 6 24

Galat per langkah predikator:

Ep = Yr-¢—l = y*r+1

SN N A

24 3

9 9 g
:zh4fr zﬂh‘lyr 'Xr—2<l<xr+l
=0(h*)

Orde metode=4-1=3

Galat longgokan prediktor adalah:
E= y(b) sejati y*Hl

Galat Persamaan Korektor

Lo
24

60

Galat per langkah persamaan korektor pada Metode Adams-Bashforth-

Moulton di atas juga dapat dilakukan dengan cara yang sama seperti prediktor

yaitu menguraikan persamaan korektor dan y,,,sejati di sekitar X, .
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korektor

Hampiran:

h
yr+1:yr+ﬁ(5f*r+l+8fr_f,—,l)
h 1 P
=y +—[6(f +hf +=h*f —=h*f +.)+8f
yr 12[ ( r r 7 r 6 r ) r
=Y, +%(12 f +6hf +2h°f —h%f +..)

=y, +hf, +lh2fr' FETS f —ih“frm +o
2 6 12

Galat per langkah korektor:

Ep = Yr+1 = y*r+1
1

S Y T I S
24 12
1 il
=——h*f "=——h*f_"(t X, <1< X
24 r 24 r () r—2 < r+1
=0(h*)

Orde metode=4-1=3

Galat longgokan korektor adalah:
E= y(b)sejati Y
Sehingga diperoleh galat metode Adams-Bashforth-Moulton adalah dalam orde

0(h*), yaitu:

Prediktor: Ep=Y. ,—y* , = A4h4y(“) (t), x_,<t<x.,

Korektor: Ep=Y,,,—Y,.,=— % AP0, X, <t<x,
Sedang galat longgokan metode Adams-Bashforth-Moulton di atas ada dalam
orde O(h*). Karena itu, metode Adams-Bashforth-Moulton di atas dinamakan

juga metode Adams-Bashforth-Moulton orde-3.
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3.4 Algoritma Metode Adams-Bashforth-Moulton
Langkah-langkah untuk mempermudah pengerjaan masalah  dalam
persamaan diferensial yang diselesaikan dengan menggunakan Metode Adams-
Bashforth-Moulton orde 3, antara lain:
1. Menuliskan persamaan diferensial dengan syarat awal yang telah
ditentukan.
2. Menentukan bentuk persamaan dari solusi sejatinya (solusi khusus) untuk
mengetahui besarnya galat yang dihasilkan.
3. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa dengan mencari nilai h dan

f., f,_,, dan f_, dari metode satu-langkah.

r?

4. Menentukan nilai y*, , pada titik X, melelui tahap prediktor dengan
h
persamaan: y*, ., =Y, +E(23 f.—16f_ +5f ).
5. Menentukan nilai y*, ., pada titik X, melelui tahap korektor dengan
h
persamaan: Y., =Y, +E(5f *r+1 +8 fr J fr—l) :

6. Menentukan galat pada tahap prediktor dan tahap korektornya.:

Tahap prediktor

Galat per langkah:
Ep =Yr+1 - y*r+1 = A4h4y(4) (t)! Xr_2 <t< Xr+1

Galat longgokan: & = y(X)gjari — Y *r a1
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Tahap korektor

Galat per langkah:
Ep=Y,..—Y*1 = Yoah' YOO, ., <t<x,
Galat longgokan: & = Y(X) sejari = Yria
7. Proses tersebut akan berhenti pada langkah ke-n sesuai dengan nilai h
yang ditentukan.
Contoh yang dengan metode Adams-Bashforth-Moulton:

Gunakan metode satu-langkah untuk mencari nilai y(0,10) dari persamaan

diferensial di bawah ini dengan metode Adams-Bashforth-Moulton.
dy o
f(x,y)= FVin X+Yy dengan masalah nilai awal y(0) =1

Penyelesaian:

Langkah 1:
dy
f(x,y)= ™ =X+Y dengan y(0) =1

Langkah 2:

Solusi sejati dari persamaan diferensial tersebut adalah:

y(x)=2e"—x-1
y(0,10) = 2¢**° —0,10-1=1,110341836

Langkah 3:

Mencari nilai h dan f , f, ,, f,_, yang diperoleh dari metode satu-langkah yaitu

r’r

metode Euler.
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X y
0,00 1,000000000
0,02 1,020000000
0,04 1,040800000
0,06 1,062416000
0,08 1,084864320

Untuk menentukan y(0,10) dengan metode Adams-Bashforth-Moulton kita ambil

tiga buah titik yaitu:

S X y

1 0,04 1,040800000
2 0,06 1,062416000
3 0,08 1,084864320

Nilai h dapat diperoleh dengan h =x, —x, =0,06—-0,04 =0,02

(h konstan sehingga metode Adams-Bashforth-Moulton dapat digunakan)
f = f, =y, +Xx, =1,084864320+ 0,08 =1,164864320

f  =f,=y,+x,=1062416000+0,06 =1,122416000

f_,=f =y, +x =1,040800000+0,04 =1,080800000

Langkah 4:
Menentukan prediktor melalui persamaan di bawah ini, dengan memasukkan hasil

dari langkah 3 sehingga didapatkan hasil:

yx =y +%(23 f,—16f_, +5f_,)

=1,084864320 + 9.02

12

23[1,164864320]
—16[1,122416000] + 5[1, 080800000]

=1,108593026

jadi hasil prediktor nilai y(0,10) = 1,108593026
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Langkah 5:

Mencari nilai f *, , yang diperoleh dari langkah 4 yaitu:

f*  =y*.+x,, =1108593026+0,10 =1, 208593026

sehingga dapat ditentukan nilai korektornya melalui persamaan dibawah ini:

h
Yeu=Yr +E(5f *r+1 +18 fr - fr—l)

0,02 5[1, 208593026] + 8[1,164864320]
=1,084864320 + ——=
12 | [1,122416000]

=1,108596759
jadi hasil korektor nilai y(0,10)= 1,108596759

Langkah 6:
Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

y () =f"(xy)=f"(xy)=f'(x y)=1+f(xy)
=1+0,10+1,108593026 = 2, 208593026

Ep=9,h'y®(®)
= %54(0,02)*.2,208593026 = 1,325155816.10”"

Galat longgokan:

&= y(x)sejati - y*r+1
=1,110341836-1,108593026 = 0,00174881
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Tahap korektor

Galat per langkah:

Y =% y)= (% y)=f(xy)=1+f(x,y)
—1+0,10+1,108596759 = 2, 208596759

Ep=-1,"y¥(®)
= -1/,(0,02)" 2,208596759 =14, 72397839.10""

Galat longgokan:

&= y(x)sejati ~Yra
=1,110341836 —1,108596759 =0,001745077

Langkah 7:

Pada langkah ini akan dihitung y(0,12) sesuai dengan h = 0,02.
Solusi sejati y(0,14) = 2e°** —0,12-1=1,134993703

Maka yang menjadi f,, f,_;, f._, adalah:

f, =1, =y,+X% =1108596759 + 0,10 =1, 208596759

r

f . =f,=y,+x,=1084864320+0,08 =1,164864320

f_,=f =y, +x =1062416000+ 0,06 =1,122416000

Persamaan prediktor untuk y(0,12) dapat di tulis:

y* =Y. +%(23 f.—16f +5fr_2)

=1,108596759 + % (23[1, 208596759] —16[1,164864320] + 5[1,122416000] )
=1,133217135
jadi hasil prediktor nilai y(0,12) = 1,133217135
f*  =y* +x,,=1133217135+0,12=1,253217135

r+1



Persamaan korektor untuk y(0,12) dapat ditulis:

h
yr+l = yr +E(5f *r+l +8 fr - fr—l)

=1,108596759 + % (5[1, 253217135] +8[1, 208596759] —[1,164864320])

=1,133213418

jadi hasil korektor nilai y(0,12) =1,133213418

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

y ) =f"(x,y)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
=1+0,12+1,133213418 = 2, 253213418

Ep=9,h'y“ (1)

=9 o4 (0,02)*.2,253213418 =1,351928051.10”"
Galat longgokan:

&= y(x)sejati - y*r+l
=1,134993703-1,133213418 =0,001780285

Tahap korektor

Galat per langkah:

y )= 1" y) = "(x,y)=f'(x y) =1+ f(x,y)
=1+0,12+1,133213418 = 2, 253213418

Ep= —%4 h*y® (t)
= _%4 (0,02)*.2,253213418 = —15,02142279.10”"

67
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Galat longgokan:

&= y(X)sejati Y
=1,134993703-1,133213418 = 0,001780285

Selanjutnya akan dibandingkan dengan menggunakan metode Heun, metode Deret

Taylor dan metode Runge Kutta.

Metode Heun
Untuk menentukan y(0,10) dengan metode Adams-Bashforth-Moulton kita ambil

tiga buah titik yaitu:

S X y

1 0,04 1,041616080
2 0,06 1,063664725
3 0,08 1,086562752

Nilai h dapat diperoleh dengan h = x, —x, = 0,06 —0,04 = 0,02
(h konstan sehingga metode Adams-Bashforth-Moulton dapat digunakan)

f =f,=vy,+Xx =1,086562752+0,08 =1,166562752
f_, =f,=y,+X, =1,063664725+0,06 =1,123664725
f_,=f =y, +x =1041616080+0,04 =1,081616080

Menentukan prediktor melalui persamaan di bawah ini:
h
yx =y +E(23 f,—16f_, +5f_,)

=1,086562752 + %(

12

23[1,166562752]
—16[1,123664725] + 5[1, 081616080]

=1,110330066

jadi hasil prediktor nilai y(0,10) = 1,110330066



Mencari nilai f * ,; yang diperoleh dari persamaan prediktor yaitu:

f*  =y*  +x_ =1110330066+ 0,10 = 1, 210330066

r+1 =

sehingga dapat ditentukan korektornya melalui persamaan dibawabh ini:

h
yr+l = yr +E(5f *r+l +8 1:r - fr—l)

=1,086562752 + % (5[1, 210330066] +8[1,166562752] —[1,123664725] )

=1,110330231

jadi hasil korektor nilai y(0,10) = 1,110330231

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

y ) =1"(x,y)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
=1+0,10+1,110330066 = 2, 210330066

Ep=95,hy“ ()
= %4 (0,02)*.2,210330066 =1,32619804.10""

Galat longgokan:

&= y(x)sejati B y*r+1
=1,110341836—-1,110330066 = 0,00001177

Tahap korektor

Galat per langkah:

y)=1"(xy)=f"(x,y)=f'(x y)=1+f(x,y)
=1+0,10+1,110330231 = 2,210330231
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Ep=—1,h*y“ ()
=702 (0,02)*.2,210330231=—1,473553487.10°°

Galat longgokan:

&= y(X)sejati ~Yra
=1,110341836-1,110330231 = 0,000011605

Pada langkah ini akan dihitung y(0,12) sesuai dengan h = 0,02.
Solusi sejati y(0,12) = 2e°** —0,12 —1=1,134993703

Maka yang menjadi f , f ., f . adalah:

ry “‘r-1' “r-2

f =f,=y,+X, =1110330231+0,10 =1, 210330231

f ., =f,=y,+x,=1086574129+0,08 =1,166574129

f_,=f =y, +x =1063673089+0,06 =1,123673089

Persamaan prediktor untuk y(0,12) dapat di tulis:

y*r+1 =W +%(23 fr -16 fr—l +5fr—2)

=1,110330231+ %(23[1, 210330231] -16[1,166574129] + 5[1, 123673089])

=1,134981522
jadi hasil prediktor nilai y(0,12) = 1,134981522

f*  =y*  +x, =1134981522+0,12 =1, 254981522

r+1

Persamaan korektor untuk y(0,12) dapat ditulis:

h
Yeu =Yr +E(5f *r+1 +8 fr - fr—l)

=1,110330231+ %(5[1, 134981522] +8[1, 210330231] ~[1,166574129])

=1,133981857
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jadi hasil korektor nilai y(0,12) = 1,133981857

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

yix) = £ y) = £ y) = (X, y) =1+ f(x,y)
—1+0,12+1,134981522 = 2, 254981522

Ep=95,h*y9 ()
= 9/4(0,02)".2,254981522 = 1,352988913.10

Galat longgokan:

&= y(X)sejati - y*r+1
=1,134993703-1,134981522 = 0,000012181

Tahap korektor

Galat per langkah:

y () =f"(x,y)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
=1+0,12+1,133981857 = 2, 253981857

Ep=-1,h'y“ ()
=70 (0,02)*.2,253981857 = —1,502654571.10°°

Galat longgokan:

&= y(x)sejati Y
=1,134993703-1,133981857 = 0,001011846

Metode Deret Taylor

Untuk menentukan y(0,10) dengan metode Adams-Bashforth-Moulton kita ambil

empat buah titik yaitu:
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S X y
1 0,04 1,041621547
2 0,06 1,063673089
3 0,08 1,086574129

Nilai h dapat diperoleh dengan h = x, —x, = 0,06 —0,04 = 0,02

(h konstan sehingga metode Adams-Bashforth-Moulton dapat digunakan)
f = f,=y,+x, =1,086574129+0,08 =1,166574129

f  =f,=y,+x,=1,063673089+0,06 =1,123673089

f_,=f =y, +x =1,041621547 + 0,04 =1,081621547

Menentukan prediktor melalui persamaan di bawah ini:

y*..=Y, +%(23f, -16f,_,+5f,_,)

=1,086574129 + %(23[1, 166574129]—16[1,123673089] + 5[1,081621547])

=1,110341701
jadi hasil prediktor nilai y(0,10) = 1,110341701

Mencari nilai f *,,, yang diperoleh dari persamaan prediktor yaitu:
f* ., =y*., +X,, =1110341701+0,10 =1,210341701
sehingga dapat ditentukan korektornya melalui persamaan dibawah ini:

h
yr+1 = yr +E(5f *r+1 +8 1:r - 1:r—l)
=1,086574129 + % (5[1,210341701] +8[1,166574129] —[1,123673089])
=1,110341843
jadi hasil korektor nilai y(0,10)= 1,110341843

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton



Tahap prediktor

Galat per langkah:

Y =F(xy) = £ y)= (% y) =1+ f(x,y)
—1+0,10+1,110341701 = 2, 210341701

Ep= %54y )
- 94 ,(0,02)".2,210341701~1,326205021.10°

Galat longgokan:

&= y(X)sejati - y*r+1
=1,110341836-1,110341701 = 0,000000135

Tahap korektor

Galat per langkah:

y ) =1"(x,y)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
=1+0,10+1,110341843 = 2, 210341843

Ep=-1,h'y® ()
=74 (0,02)*.2,210341843 = —1,473561229.10°°

Galat longgokan:

&= y(x)sejati Y
=1,110341836-1,110341843 = —0,000000007

Pada langkah ini akan dihitung y(0,12) sesuai dengan h = 0,02.
Solusi sejati y(0,12) = 2e*** —0,12-1=1,134993703
Maka yang menjadi f , f_,, f _, adalah:

r* 'r-1 'r-2

f =f,=y,+Xx, =1,110341843+0,10 =1,210341843

73
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f,=f,=y,+X, =1086574129+0,08 =1,166574129
f_,=f =y,+x =1,063673089+0,06 =1,123673089

Persamaan prediktor untuk y(0,12) dapat di tulis:
. h
Y5a =Y +1_2(23fr -16 fr—l+5fr—2)

=1,110341843 + % (23[1,210341843] —16[1,166574129] +5[1, 123673089])

=1,134993579
jadi hasil prediktor nilai y(0,12) = 1,134993579

f*  =y*  +x., =1134993579+0,12 =1,254993579
Persamaan korektor untuk y(0,12) dapat ditulis:

h
Yo =Yr +E(5f *r+l +8 fr - fr—l)

=1,110341843+ % (5[L, 254993579] + 8[1, 210341843] - [1,166574129] )

=1,134993724

jadi hasil korektor nilai y(0,12) = 1,134993724

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

y ()= A% y) = "(xy) = F"(xy) = f(xy) =1+ f(xy)
=1+0,12+1,134993579 = 2, 254993579

Ep=9,h'y“(®)
= %54(0,02)*.2,254993579 = 1,352996147.10°°



Galat longgokan:

&= y(x)sejati - y*r+1

=1,134993703 -1,134993579 = 0,000000124

Tahap korektor

Galat per langkah:

Y ()= 4% y) = "(xy) = F(xy) = F(x,y) =1+ f(x,y)

=1+0,12+1,134993724 = 2,254993724

Ep=-15,m"v" 0

= —1/4(0,02)*.2,254993724 = ~1,503329149.10°°

Galat longgokan:

&= y(x)sejati —Yra

=1,134993703-1,134993724 = —0.000000021

Metode Runge Kutta
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Untuk menentukan y(0,10) dengan metode Adams-Bashforth-Moulton kita ambil

tiga buabh titik yaitu:

s X y
1 0,04 1,041621548
2 0,06 1,063673092
3 0,08 1,086574134

Nilai h dapat diperoleh dengan h=x, —x, =0,06 —0,04 =0,02
(h konstan sehingga metode Adams-Bashforth-Moulton dapat digunakan)

f =f,=y,+x, =1,086574134 + 0,08 =1,166574134
f,=f,=y,+X, =1,063673092+0,06 =1,123673092

f_,=1f =y, +x =1041621548+0,04 =1,081621548



76

Menentukan prediktor melalui persamaan di bawah ini:

y* =y, Jr%(ZBfr -16f, , +5fr72)

=1,086574134 + % (23[1,166574134] - 16[1,123673092] + 5[1,081621548])

=1,110341706
jadi hasil prediktor nilai y(0,10) = 1,110341706

Mencari nilai f *,,, yang diperoleh dari persamaan prediktor yaitu:

f*  =y* +x,=1110341706+0,10 =1,210341706

sehingga dapat ditentukan korektornya melalui persamaan dibawabh ini:
h

Vo.=Y, +E(5f * . +8f — 1)

=1,086574134+ % (5[L,210341706] + 8[L,166574134] —[1,123673092])

=1,110341848
jadi hasil korektor nilai y(0,10)= 1,110341848

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

Y x) = y) =1 y) = FU(xy) = f(xy) =1+ f(x,y)
—1+0,10+1,110341706 = 2,210341706

Ep=9,h'y® (1)
=9 o4 (0,02)*.2,210341706 =1,326205024.10~"

Galat longgokan:

&= y(X)sejati - y*r+1
=1,110341836-1,110341706 =0,00000013
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Tahap korektor

Galat per langkah:

YO =06 y)=f"(x,y)=f (X, y) =1+ f (X, y)
—1+0,10+1,110341848 = 2, 210341848

Ep=- 1,0y ()
=74 (0,02)*.2,210341848 = —1,473561232.10°®

Galat longgokan:

&= y(X)sejati —Yra
=1,110341836-1,110341848 = —-0,000000012

Pada langkah ini akan dihitung y(0,12) sesuai dengan h = 0,02.
Solusi sejati y(0,12) = 2e°* —0,12-1=1,134993703

Maka yang menjadi f , f_,, f._, adalah:

f =f,=y,+x, =1110341848+0,10 =1,230341848

f ,=f,=y,+x, =1,086574134+0,08 =1,166574134

f ,=f =y, +x =1,063673092+0,06 =1,123673092

Persamaan prediktor untuk y(0,12) dapat di tulis:
h
yx =y +E(23 f,—16f_, +5f _,)

=1,110341848 + % (23[1,230341848] -16[1,166574134] + 5[1,123673092] )
=1,135760251
jadi hasil prediktor nilai y(0,1) =1,135760251
f*  =y*  +x,=1135760251+0,12 =1,255760251

r+1



Persamaan korektor untuk y(0,12) dapat ditulis:

h
yr+1 = yr +E(5f *r+l +8 fr - fl’fl)

=1,110341848 + % (5[1, 255760251] +8[1, 230341848] —[1,166574134])

=1,135266785

jadi hasil korektor nilai y(0,12) = 1,135266785

Galat metode Adams-Bashforth-Moulton

Tahap prediktor

Galat per langkah:

y ) =f"(x,y)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
=1+0,10+1,135266785 = 2, 235266785

Ep=9,h'y (1)

=9 o4 (0,02)*.2,255760251 =1,353456151.10"’
Galat longgokan:

&= y(x)sejati - y*r+l
=1,134993703-1,135760251 = —0,000766548

Tahap korektor

Galat per langkah:

Y (x)=fAxy) = "(xy)=f"(xy)=f'(xy)=1+f(xy)
—1+0,12+1,135266785 = 2, 255266785

Ep=-1,h*y“ (1)
= _%4 (0,02)*.2,255266785 = —1,50351119.10°®
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Galat longgokan:

&= y(X)sejati Y

=1,134993703-1,135266785 = —0,000273082

79

Dari contoh 1 dapat kita lihat perbandingan penentuan nilai hampiran y(0,10) dan

y(0,12) pada persamaan prediktor dan korektor metode Adams-Bashforth-

Moulton melalui metode satu-langkah .

Solusi sejati y(0,10) = 1,110341836

Metode satu-langkah

Prediktor(0,10)

Korektor(0,10)

Metode Euler
Metode Heun
Metode Deret Taylor
Metode Runge Kutta

1,108593026
1,110330066
1,110341790
1,110341706

1,108596759
1,110330231
1,110341843
1,110341848

Solusi sejati y(0,12) = 1,134993703

Metode satu-langkah

Prediktor(0,12)

Korektor(0,12)

Metode Euler
Metode Heun
Metode Deret Taylor
Metode Runge Kutta

il 15
1,134981522
1,134993579
1,135760251

1,333213418
1,133981857
1,134993724
1,135266785

Jadi, cara menentukan solusi masalah nilai batas persamaan diferensial

biasa dengan metode Adams-Bashforth-Moulton memerlukan nilai awal dari

metode satu langkah untuk menentukan vy,,y, ,,y, ...y

... Perhitungan nilai

y*,., pada metode Adams-Bashforth-Moulton dapat dilakukan dengan memilih

metode satu-langkah yang memberikan ketelitian yang lebih baik dan pemilihan

ukuran langkah h yang tepat dan konstan. Dari contoh 1 metode Adams-

Bashforth-Moulton dapat dibandingkan dengan metode satu-langkah. Metode ini
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menghasilkan error yang lebih kecil atau mendekati solusi sebenarnya sehingga

lebih efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran.

3.5 Tinjauan Agama Terhadap Hasil Pembahasan

Berdasarkan hasil pembahasan di atas, bahwa metode Adams-Bashforth-
Moulton dapat dilakukan dengan memilih metode satu-langkah yang memberikan
ketelitian yang lebih baik. Metode ini menghasilkan error yang lebih kecil atau mendekati
solusi sebenarnya sehingga lebih efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran. .Dari
sini, dapat diambil hikmahnya, bahwa suatu permasalahan matematis yang sulit
diselesaikan dengan metode analitik untuk mendapatkan solusi sejatinya (jawab eksak)
ternyata dapat diselesaikan dengan penghitungan numerik berupa beberapa metode
sehingga didapatkan jawab yang mendekati solusi sejatinya (jawab eksaknya).

Dari sekian banyak masalah yang penulis temui, Khususnya dalam bidang
matematika, ternyata dapat menambah keyakinan bahwa semua pasti ada jalan keluar dan
hikmahnya tersendiri. Manusia telah diberi akal oleh Allah, sehingga mereka harus
menggunakan nikmat Allah tersebut untuk berkembang dan meningkatkan taraf
hidupnya. Dengan nikmat yang telah diberikan oleh Allah tersebut, harus berusaha
dengan sungguh-sungguh dan harus yakin bahwa setiap permasalahan pasti terdapat

penyelesaiannya. Allah SWT telah berfirman dalam Al Quran surat Alam Nasyrah ayat 5:
e (F2F 7370 - F 7
s el g oo

Artinya: “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.”
Dari ayat tersebut memberikan suatu keterangan, bahwa sesuatu yang sukar pasti ada

jalan keluarnya selagi mau berusaha, sabar, dan tabah hati dalam menghadapi. Kaitannya
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dengan pembahasan ini yaitu bahwa dalam persoalan matematika, permasalahan yang ada
harus dikerjakan dengan sungguh-sungguh dan memilih metode yang tepat untuk
digunakan, sehingga akan didapatkan selesaian dengan mudah.

Dalam menyelesaikan permasalahan maka kita harus teliti dalam setiap
langkah-langkahnya, untuk memperoleh hasil yang tepat dalam perhitungan secara
matematis. Adapun kemudahan dalam menyelesaian permasalahan itu, khususnya dalam
ilmu matematika perlu adanya penjelasan yang berkaitan dengan hadist diriwayatkan
oleh Bukhari, sebagai berikut:

Artinya: “Dari Anas r.a dari Rosulullah saw bersabda: Hendaklah kamu memudahkan
dan jangan mempersulit, hendaklah kamu memberikan kabar gembira dan

Jangan menyebabkan orang lari.” (HR. Bukhari)

Berdasarkan hadist di atas bahwasannya dalam mengerjakan sesuatu maka
hendaknya kita ikhlas dan merasa senang dalam mengerjakannyaagar dapat diselesaikan
dengan mudah termasuk dalam mengerjakan permasalahan matematika. Dan dalam hadist
lain yang diriwayatkan oleh Muslim juga dijelaskan, dari Ibnu Abbas ra., katanya:

"Rasulullah SAW. bersabda kepada Asyaj Abdul Qais:

Artinya: "Sesungguhnya dalam dirimu itu ada dua macam perkara yang dicintai oleh
Allah, yaitu sabar dan perlahan-lahan - dalam tindakan." (Nizam, 2003. : 2)

Masalah matematika khususnya solusi masalah nilai batas persamaan diferensial
biasa dengan metode Adams-Bashforth-Moulton. Solusi analitik merupakan solusi
kontinu sehingga solusi dari nilai variabel bebas dapat ditemukan, sangat akurat dan
tepat. Sedangkan solusi numerik dapat diperoleh dari poin-poin grid terpisah,
approksimasi, kesalahan kwantitatif harus dikendalikan dengan baik untuk ketelitian
(Lam, 1994: 20), sehingga dalam pengerjaan langkah demi langkah harus teliti dan
cermat. Dalam Islam sangat menekankan keharusan melakukan penyelidikan yang teliti

dan pengamatan yang benar terhadap fakta-fakta konkret dalam alam semesta untuk
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kemudian merenungkan temuannya itu untuk mencapai Kebenaran Hakiki. Sebagai
manusia yang tidak lepas dari kesalahan, maka dalam melakukan perhitungan harus
dengan teliti untuk mendapatakan kebenaran dalam hasil perhitungannya. Bahkan jumlah
manusia yang akan datang menghadap Allah SWT, selaku seorang hamba pada hari yang
telah dijanjikan (telah) ditetapkan dengan hitungan yang teliti. Seperti dalam QS.

Maryam:94 sebagai berikut:

., = 5 o

oINSy S|
Artinya: "Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka
dengan hitungan yang teliti.”
Ayat di atas dipahami oleh banyak ulama sebagai “Dia yang mengetahui kadar setiap
peristiwa dan rinciannya, baik apa yang terjangkau oleh makhluk maupun yang tidak
terjangkau, seperti hembusan nafas, rincian perolehan rezeki dan kadarnya untuk masa
kini dan mendatang.” Allahlah yang mengetahui dengan amat teliti rincian segala sesuatu
dari segi jumlah dan kadarnya, panjang dan lebarnya, jauh dan dekatnya, tempat dan
waktunya, kadar cahaya dan gelapnya, sebelum, sedang atau ketika dan saat wujudnya
dan lain-lain sebagainya (Shihab, 2002:257).
Sedangkan untuk penerapan persamaan diferensial itu sendiri semakin
meluas, karena adanya permasalahan mengenai kuantitas bahwa perubahan terus-
menerus, yang berkaitan dengan waktu dapat digambarkan dengan suatu

persamaan diferensial ( Finizio, 1988:108).

Dalam hadits Nabi Muhammad SAW. Yang berbunyi:
Gy 5 (!

Artinya: "Iman itu akan bertambah dan berkurang"
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Hadits di atas menjelaskan tentang perubahan iman seseorang. Yaitu
keimanan seseorang akan berubah sesuai dengan perilaku atau perbuatan yang
dilakukan setiap hari. Jika seseorang itu selalu melakukan kebaikan maka
keimanannya akan selalu bertambah, dan jika seseorang itu selalu melakukan
perbuatan buruk maka keimanannya akan semakin berkurang.

Dalam konsep fungsi persamaan diferensial hadits di atas dapat

digambarkan dengan fungsi f (x)=x*+6x—1. Jika nilai x adalah kebaikan dan

f(x) adalah keimanan maka jika nilai x besar maka nilai f(x) juga besar,
Sebaiknya jika nilai x kecil maka nilai f(x) juga kecil. Maksudnya jika
seseorang memperbanyak kebaikan maka keimanannya akan bertambah pula, dan
sebaliknya, jika seseorang mengurangi jumlah kebaikan maka kaimanannya akan
berkurang.
Dalam Al-Qur'an disebutkan:
el L 1500 e e L Y A )

Artinya: "Sesungguhnya Allah tidak akan merubah nasib suatu kaum kecuali
mereka merubah nasib mereka sendiri™.

Dalam konsep matematika, berdasarkan ordenya persamaan diferensial
dibagi menjadi persamaan diferensial orde satu, dua, tiga, dan sampai orde-n.
Fungsi diferensial jika menggunakan orde satu maka nasibnya akan stabil tidak
akan berubah dan jika ia menggunakan orde 2, 3, sampai orde-n nasibnya akan

berubah sesuai dengan bertambahnya orde yang dipakai.
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Bagi orang yang mau berpikir, Al-Qur’an memiliki kedudukan dan
peranan yang sangat besar dalam kehidupannya. Tidak hanya itu, Al-Qur’an
mampu memberikan setiap jawaban sekaligus jalan keluar dari permasalahan di
dunia ini. Seringkali Al-Qur’an mengajak umat manusia untuk memikirkan
tentang Pencipta dan ciptaan-Nya. Yang Maha Kuasa telah menciptakan dirinya
dan jagad raya, memberinya kehidupan ketika dirinya belum berwujud apa-apa,
dan yang telah menganugerahkan kepada manusia nikmat dan keindahan yang tak
terhitung jumlahnya (AA, 2009: vi-vii). Salah satunya, yaitu dengan mempelajari
ilmu matematika.

Dalam ilmu matematika banyak memberikan manfaat bagi manusia
dalam hal ilmu hitung-menghitung dalam kehidupan sehari-hari (misalkan
perhitungan ilmu waris, perdagangan dan sebagainya), dan juga banyak
menemukan nikmat dari Allah yang sebelumnya tidak ia ketahui. Al-Qur’an
memberikan petunjuk tentang jalan yang benar menuju ilmu pengetahuan serta
mampu mendapatkan kesimpulan yang benar berdasarkan penalaran dan observasi
tentang keajaiban dan rahasia Allah.

Ciri khas nyata dari ilmu pengetahuan (science) yang tidak diingkari
meskipun oleh para ilmuwan adalah bahwa ia tidak mengenal kata “kekal”. Apa
yang dianggap salah di masa silam misalnya, dapat diakui kebenarannya di abad
modern (Shihab, 2000: 44). Dengan adanya kemajuan ilmu pengetahuan, semua
nikmat yang dikaruniakan Allah kepada manusia dapat dengan mudah dirasakan,
dibuka keajaiban dan rahasianya, sehingga akan membawa manusia lebih dekat

kepada Allah melalui hasil-hasil perhitungan yang telah dilakukan dalam
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menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan ilmu matematika. Karena
penciptaan manusia bertujuan untuk mencapai kesempurnaan tertinggi tergantung
pada kerja keras dan usaha yang terus-menerus, terutama dalam belajar
matematika perlu adanya kerja keras dan terus-menerus dalam menyelesaikan
permasalahan, sampai mendapatkan hasil yang tepat dan benar. Sebagai seorang
ahli matematika, ketepatan serta akurasi dalam perhitungan yang dilakukan harus
mempunyai hasil yang seksama dan akurat, sehingga menghasilkan kebenaran
yang shahih. Semangat inilah yang ditekankan dalam Al-Qur’an. Seperti yang
tercantum dalam Q.S An-Nisa’:86 sebagai berikut:

P - GT{

z - 4 P
(5 Cow o080 S e OF A

Artinya: ...Sesungguhnya Allah selalu membuat perhitungan atas tiap-tiap
sesuatu.”



BAB IV

PENUTUP

4.1 KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada bab Il dapat disimpulkan bahwa Metode
Adams-Bashforth-Moulton adalah proses mencari nilai fungsi y(x) pada titik x
tertentu dari persamaan diferensial biasa orde satu, yang diketahui dengan
melakukan prediksi dengan persamaan prediktor dan melakukan koreksi dengan
persamaan korektor (Abdul Munif: 2003). Metode ini merupakan salah satu dari
metode Banyak Langkah (Multi-step method) yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah nilai batas pada persamaan diferensial biasa dengan cukup
akurat. Dengan tujuan menggunakan informasi dari beberapa titik sebelumnya
Yo Y. Yr0-Y,.m Yang dapat diperoleh melalui metode satu-langkah untuk
menghitung taksiran nilai y,,, yang lebih baik. Untuk perhitungan nilai taksiran
dari beberapa titik metode Adams-Bashforth-Moulton lebih efisien dari metode
satu langkah, karena langsung menggunakn persamaan prediktor dan korektornya
tanpa harus mencari turunan-turunan fungsinya.

Sebelum menuju ke langkah-langkah untuk menentukan solusi
persamaan diferensial biasa dengan metode Adams-Bashforth-Moulton harus

dicari terlebih dahulu persamaan prediktor dan korektor. Persamaan prediktor

diperoleh dari y*,, =y, + I Z f (%)L (x)dx dengan menginterpolasi pada titik
X, i=0

Xy Xp_15 Xp_p1es X,_m UNtUK bilangan bulat m > 0. Sedangkan persamaan korektor

86
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diperoleh dari y,,, =y, + jZf(xi)Li (x)dx dengan menginterpolasi pada titik

x =0
X, 4,0 X, UNtuk bilangan bulat m > 0.

Adapun langkah-langkah untuk mempermudah pengerjaan masalah
dalam persamaan diferensial yang diselesaikan dengan menggunakan Metode
Adams-Bashforth-Moulton orde 3, antara lain:

1. Menulis persamaan diferensial dengan syarat awal yang telah ditentukan.

2. Menentukan bentuk persamaan dari solusi sejatinya (solusi khusus) untuk

mengetahui besarnya galat yang dihasilkan.

3. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa dengan mencari nilai h dan

f,, f.,, dan f,_, dari metode satu-langkah.

r

4. Menentukan nilai y*,, pada titik x,, melalui tahap prediktor dengan
. h
persamaan: y*, ., =Yy, WLE(ZSfr -16f _, +5f,_,).
5. Menentukan nilai y*, ., pada titik X,, melalui tahap korektor dengan
h *
persamaan: y,., =Y, +E(5f L +8f = ).

6. Menentukan galat pada tahap prediktor dan tahap korektornya.:

Tahap prediktor

Galat per langkah:
Ep :Yr+1 - y*r+1 = A4h4y(4) (t)1 Xr—2 <t< Xr+1

Galat longgokan: & = y(X)gjai — Y *r1
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Tahap korektor

Galat per langkah:
Ep=Yu =Y = _%4h4y(4) (1), X p <T<Xy
Galat longgokan: & = y(X) sjati = Yo

7. Proses tersebut akan dihentikan pada langkah ke-n sesuai dengan nilai h yang

ditentukan.

4.2 SARAN

Dari metode banyak langkah (Multi-Step) kita tahu bahwa masih banyak
metode lain selain metode Adams-Bashforth-Moulton yaitu metode Milne-
Simpson dan metode Hamming. Jadi disarankan kepada pembaca untuk mencoba
menggunakan metode lain dalam menentukan solusi masalah batas persamaan
diferensial. Sehingga dimungkinkan dapat menemukan metode dengan

menghasilkan solusi yang lebih baik.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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