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ABSTRAK

Chakim, Moch. Lukmanul 201Penggunaan Fungsi Hiperbolik Dan Aljabar Dalam Peikiian
Homeomorphik Pada Ruang-Ruang Topoldgkripsi, Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maal&falik Ibrahim Malang.
Pembimbing : Wahyu Hengky Irawan, M.Pd
Dr. Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci : Fungsi, Hiperbolik, Ruang Topologi, Homeomorphik

Dalam matematika, ruang topologi adalah suatu hiraputidak kosong (X)
bersama suatu kelas(t) jika dan hanya jika t memeBuwksioma : X dang termasuk dalam,

Gabungan dari set-set anggota datdlalah anggotg Irisan dari dua set anggatadalah anggota
t.

Pada skripsi ini dibahas penggunaan fungsi higi&rdan aljabar untuk membuktikan
homeomorphik pada ruang-ruang topologi. Pengertiang topologi homeomorphik adalah jika
terdapat dua ruang topologi memiliki fungsi dan dsintersebut memenuhi sifat bijektif dan
bikontinu. Fungsi bijektif adalah fungsi satu-safan onto, fungsi bikontinu adalah fungsi dan
inversnya adalah kontinu di suatu titik. Fungsiengmlik merupakan kombinasi dari fungsi-fungsi
eksponen’edan €..

Berdasarkan pembahasan skripsi ini menggunakarsiftmigerbolik dan fungsi aljabar
digunakan untuk membuktikan homeomorphik pada rutomplogi. Contoh pertama fungsi

X —X

& @
hiperbolikf(x)=—2— dan fungsi aljabaf(x)=2x-3 pada pembahasatangkah awal dalam

menggunakan fungsi tersebut diperoleh bahwa futegsebut 1-1 dan onto. langkah terakhir

diperoleh bahwa fungsi dan invers fungsi tersedatah kontinu dia[] R, maka terbukti bahwa
ruang topologi (R,r) dan (R,s) adalah homeomorpBétanjutnya dari contoh 2 fundék)=¢* - €

.dan f(x)= digunakan pada ruang topologi (R,r) dengan ruapplogi (Q,q). dengan
langkah yang sama pada contoh pertama, diperokdhakiingsi tersebut bijektif dan bikontinu.
Sehingga ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adalah fmuephik. Dari contoh 3 fungx)=2€ + €*
danf(x)=4x + 2 digunakan pada ruang topologi (R,r) denguang topologi (Z,z). dengan langkah
yang sama pada contoh pertama, diperoleh kedusiftergebut bijektif dan kontinu. Sehingga
ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adalah homeomorphik

vi



ABSTRACT

Chakim, Moch. Lukmanul 2011. Use of Hyperbolic Aidgebra Functions In Prove
Homeomorphik Topological spaces. Thesis, Mathermd@iepartment, Faculty of
Science and Technology, State Islamic UniversityMafulana Malik Ibrahim
Malang.
Advisors : Wahyu Hengky Irawan, M. Pd
Dr. Ahmad Barizi, M.A

Keywords: Functions, Hyperbolic, Space Topologynmdomorphik

In mathematics, a topological space is a set (Xh wiclass (t) if and only if
satisfy three axioms: X ang¢ included in t, the combination of sets of membefrs is a
member of, the wedge of two sets bfs a member df.

In this thesis discussed the use of hyperbolic alggbra functions to prove
homeomorphik on topological spaces. Understandarmggomorphik topological space is if
there are two topological space have a functiors these functions satisfy properties
bikontinu and bijektif. Bijektif function is the fiction one-one and onto, bikontinu function
is the function and the inverse is continuous apant. Hyperbolic function is a
combination of exponential functionsand &

Based on the discussion of this thesis uses hyperamctions and algebraic
functions are used to prove homeomorphik on topcédgpaces. The first example of the

X =24

2
first step in using these functions is obtained tha function is 1-1 and onto. last step is

obtained that the function and inverse functiocdstinuous a@ U R | then proved that
the topological space (R, r) and (R s) is homeomé&rpFurthermore, from sample 2

hyperbolic functiorf(x)= and algebraic functioffx)=2x-3 in the discussion, the

functions f(x)=¢* - €*. and f(x)=T used in a topological space (R, r) with a

topological space (Q, q). with the same steps affitist instance, obtained this functions
bikontinu and bijektif. So the topological space (Rand (Q, q) is homeomorphik. From a
sample of 3 functiof(x)=2€" + € andf(x)=4x + 2 is used in a topological space (R, thwi
a topological space (Z, z). with the same stephefirst instance, obtained this functions
bijektif and continuous. So the topological spager] and (Z, z) is homeomorphik.

Vii
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang.

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradidatalbab,
tidak cukup hanya berbekal kemampuan intelektuatas®, tetapi perlu
didukung secara bersamaan dengan kemampuan eniodamaspiritual.
Pola pikir deduktif dan logis dalam matematika jugergantung pada
kemampuan intuitif dan imajinatif serta mengembamgkpendekatan
rasionalis, empiris, dan logis (Abdussakir, 200}..28ebagaimana dalam

firman Allah SWT dalam surat ke As-Shaad (38) &gt

()]

= AR B2 o W T MW o0 o PR 0 272 2
(eIl Faad calz 1y pad ol Sl asd pl LS

()

Artinya : "ini adalah sebuah Kitab yang kami turuark kepadamu penuh
dengan berkah supaya mereka memperhatikan ayaiNggatan
supaya mendapat pelajaran orang-orang yang mempuikiean”.
(QS. As-Shaad 38 : 29)

Pendidikan merupakan suatu upaya transformasi ndan
pengembangan potensi manusia yang berlangsungastraral maupun
informal karena pendidikan juga berfungsi untuk genbangkan potensi
manusia untuk dirinya sendiri. Dari berbagai tependidikan yang
dihasilkan para pakar ilmu pendidikan, telah dikepiabahwa pendidikan
harus disampaikan. Dengan demikian, pendidikanaadabatu peristiwa

penyampaian atau proses transformasi. Alguran gesian hal yang

serupa ketika menyampaikan meterinya kepada peaeya yaitu Nabi

1



Muhammad SAW sebagaimana yang terdapat dalam Aursitaidah (5)

ayat 67 :
8~ E} - > -~ > 1 L e
iy sadll, il Lo e A oly EL5 e 2L Uy

) aSTT 23801 o Y ATE) 07

%

Artinya :"Hai Rasul, sampaikanlah apa yang disankzai kepadamu dari
Tuhanmu. Dan jika tidak kamu kerjakan (apa yangedigahkan
itu, berarti) kamu tidak menyampaikan amanah-NydlahA
memelihara kamu dari (gangguan) manusia. SesungguiAfiah
tidak memberi petunjuk kepada orang yang kafir”. S(QAI
Maidah 5 : 67)

Di antara cabang matematika yang banyak manfaatmyak
kehidupan sehari-hari adalah himpunan. Himpunarabhdaimpulan objek—
objek yang terdefinisi dengan jelas. ruang topokmalah suatu himpunan
tidak kosong (X) bersama suatu kelas(t) jika damyhgika t memenuhi 3

aksioma :

1. X dang¢ termasuk dalarh

2. Gabungan dari set-set anggota dadalah anggota

3. lIrisan dari dua set anggdtadalah anggota
Anggota-anggota dati disebut set-set buka daridan X bersama yaitu
(X, t) disebutruang topolgi(Wahyudin, 1992:60).

Dua ruang topologi disebut ruang topologi homeorhisrpatau
topologi equvalen jika fungsi yang digunakan fungsmeomorphisme atau
fungsinya bijektif dan bikontinu.

Berdasarkan uraian di atas, maka penulis inginhledalam

membahas permasalahan ini dengan judul ” Penggunaagsi Hiperbolik



3

Dan Aljabar Dalam Pembuktian Homeomorphik Pada BtRwmang

Topologi”

1.2Rumusan Masalah
Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah iivage
membuktikan homeomorphik pada ruang-ruang topolodéngan

menggunakan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar?

1.3 Tujuan Masalah
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuaaligsn
skripsi ini adalah mencari informasi tentang pentiauk homeomorphik
ruang-ruang topologi dengan manggunakan fungsirthgtie dan fungsi

aljabar.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi damagan pengetahuan
mengenai topologi.

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan epegmgan bidang
matematika, khususnya dalam membuktikan ruang-rt@pgjogi yang
saling homeomorphik.

3 Bagi lembaga UIN Maulana Malik Ibrahim Malang, twkn bahan
kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangansaavwkeilmuan

khususnya di Jurusan Matematika untuk mata kubpblogi.



1.5Metode Penelitian

Dalam penelitian ini menggunakan penelitian pergkesn (library

research). Penelitian perpustakaan bertujuan unehgumpulkan data dan

informasi dengan bermacam-macam material yangpatddalam ruangan

perpustakaan, seperti buku-buku, majalah, dokuraerdainnya.

a.

f.

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah:

Merumuskan masalah. Sebelum penulis memulaiat@giya, penulis
membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatiagalahan yang
akan dibahas.

Mengumpulkan data dan informasi dengan cara memiacatur yang
berkaitan dengan fungsi hiperbolik, aljabar, daangutopologi.
Mengambil contoh ruang-ruang topologi yang attdwiktikan
Mendefinisikan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar

Pembuktian homeomorphik ruang-ruang topologigdenmenggunakan
fungsi yang telah didefinisikan.

Memberi kesimpulan akhir dari hasil penelitian.



1.6 Sistem Penulisan

BAB |

BAB Il

BAB Il

BAB IV

Adapun sistematika dari penyusunan skripsi iniadal

PENDAHULUAN

Berisi latar belakang belakang, rumusan masalalyanuy
pembatasan masalah, metode penelitian

KAJIAN PUSTAKA

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori — i)eorang
mendukung bagian pembahasan. Konsep tersebut alaiiara
membahas tentang pengertian himpunan, fungsi, ifungsktif,
limit fungsi, fungsi kontinu, fungsi eksponen, fandniperbolik,
fungsi aljabar, ruang topologi, ruang topologi homerphik,
kajian ruang topologi dalam Alqur’an.

PEMBAHASAN

Berisi secara rinci tentang pembuktian homeoméarpbada
ruang-ruang topologi dengan menggunakan fungsribhgti& dan
fungsi aljabar.

PENUTUP

Dalam bab ini disajikan tentang kesimpulan danrsara

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Ruang Topologi dalam Algur’an
Tuhan menciptakan alam semesta dengan kode-kotdnttestruktur
bilangan tertentu. Alam sendiri mcngajarkan kepadausia tentang adanya
periode-periode tertentu yang selalu berulangtrtédsir dan sistematis,
misalnya, Bumi dan planet-planet, bintang-bintadiyA, kromosom, sifat

atom, lapisan bumi dan atmosfer perhatikan firm#ahAsurat ke 39 ayat 9.

>%s 915

R . TR - - B S =0 2 B
U.A:JJ L—i\.%) 2\.;3\) ‘)}}J BJJ:Y‘j.Lﬁ-" LA%U) ‘J.D-Lw *‘;L";&:A?D)Au.ﬂ
2o

78 2. /‘,é}ffz/ Al é/ S G 2 .{‘/ - .1‘ g
DN 5l S L] galay ¥ 2 Al O g (201 (65220

B

@

Artinya :(apakah kamu Hai orang musyrik yang lebigruntung) ataukah
orang yang beribadat di waktu-waktu malam dengajudswan berdiri,
sedang ia takut kepada (azab) akhirat dan menghamap rahmat
Tuhannya? Katakanlah: "Adakah sama orang-orang yangngetahui
dengan orang-orang yang tidak mengetahui?" Sesumggu orang yang
berakallah yang dapat menerima pelajaran (Qs. Amau39 :9).

Algur'an menjelaskan bahwa Tuhan menciptakan seswngan
perhitungan yang sangat teliti, misalkan mencigtaksumi dengan
menghitung apa saja anggota yang akan berada di bilnat firman Allah

surat ke 72 ayat 28

T;;,.V;JJ@LG

P - g A . 5 £ - . 8- E L E o
(@ JENCPINg P 15 p sy 15331 03 of Sl
Artinya : Supaya dia mengetahui, bahwa Sesungguhagal-rasul itu
Telah menyampaikan risalah-risalah Tuhannya, sed@edenarnya) ilmu-
Nya meliputi apa yang ada pada mereka, dan dia mémggy segala
sesuatu satu persatu (Qs. Al-Jinn 72 : 28).

6
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Dalam pandangan Alqur’an, tidak ada peristiwa y@rgadi secara
kebetulan. Semua terjadi dengan “hitungan” (Ariftuftie, 2004). Pada
konsep ruang topologi tidak lepas dari perhitungdnsur pada ruang
topologi dihitung sehingga membentuk suatu ruapgltmi.

Secara umum beberapa konsep dari disiplin iimuhteligelaskan
dalam Algur’an, salah satunya adalah matematikasé dari disiplin ilmu
matematika serta berbagai cabangnya yang ada dAlar@Quran, di
antaranya adalah masalah himpunan, logika, pemuadsiatistic, topologi
dan lain sebagainya.

Ruang topologi tidak lepas dari suatu himpunan pliinan merupakan

kumpulan objek-objek yang mempunyai cirri-ciri yasangat jelas.
Mari kita lihat firman Allah SWT dalam Algur'an sairke 35 ayat 1.

2z
|

Ealfy 225 ase 2T Ul 3 AT Jer Ny worpasi LG 4 AT

G i I Je ATE) 1 U T s s

Artinya :Segala puji bagi Allah Pencipta langit dabumi, yang
menjadikan malaikat sebagai utusan-utusan (untukngueus berbagai
macam urusan) yang mempunyai sayap, masing-maauhg yang) dua,
tiga dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Ny@a yang

dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atgmla sesuatu
(Qs. Al-Faathir 35 : 1).

Dalam ayat 1 surat al-Faathir ini dijelaskan sekglok, segolongan atau
sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalanorkelbk malaikat
tersebut terdapat kelompok malaikat yang memputhyaisayap, tiga sayap,

empat sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdagamkek malaikat
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yang mempunyai lebih dari empat sayap jika AllahTSMenghendaki. Jadi,
pada ayat tersebut terdapat tiga kelompok, yaitu :

1. Kelompok melaikat bersayap dua,

2. Kelompok malaikat bersayap tiga, dan

3. Kelompok malaikat bersayap empat.
Sesuai dengan definisinya ruang topologi adalaitusaampunan tidak
kosong (X) bersama suatu kelas(t) dimana anggoi&elas tersebut adalah
bagian dari himpunan tidak kosong (X, t). Hal ifkuhtkan dengan firman

Allah dalam Alqur'an surat ke 24 ayat 45.
s, -~ . P A - 3 z /E-/ a 2 - A~
2 & (om0 (i ctl (U8 (w0 pied clo 0 115 S Gl Al

| 5. C

- 4% Nt N e
B s S o 0] fl U A Bl w3l o (iead o o3

=

Artinya : Dan Allah Telah menciptakan semua jengsvan dari air, Maka
sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atasupnya dan sebagian
berjalan dengan dua kaki sedang sebagian (yang lanjalan dengan empat
kaki. Allah menciptakan apa yang dikehendaki-Nyasu8gguhnya Allah
Maha Kuasa atas segala sesuatu (@sNuur 24 : 45).

(Abdussakir, 2009:3)

Ayat di atas menjelaskan golongan, atau sekumpuoiakhluk yang

disebut hewan, dalam kelompok hewan tersebut atienpek hewan yang
berbeda-beda. Terapannya pada ruang topologi yaitu

X) : { hewan }

Kelas (x) :{Hewan,¢, hewan berkaki dua, hewan berkaki empat }



(Xx)

Hewang , hewan berkaki

dua, hewan berkaki empat

1. X dang¢ termasuk dalam

2. Gabungan dari set-set anggota dadalah anggota
3. lIrisan dari dua set anggotadalah anggota

Kelas x merupakan topologi pada X, dan dikatakangutopologi
karena kelas x bersama X memenuhi tiga aksioma yagugnakan untuk

membuktikan suatu ruang topologi.

2.2 Himpunan

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang mempursitit
tertentu dan didefinisikan dengan jelas. Objek Malampunan mempunyai
sifat tertentu dan didefinisikan dengan jelas, ad@pat ditentukan apakah
suatu objek termasuk dalam himpunan atau tidak.

Objek dalam himpunan disebut anggota himpunan, exletmm-
punan, atau unsur himpunan. Untuk menyatakan hiarpuiigunakan huruf
besar (huruf kapital) seperti A, B, C sedangkargataghimpunan dinyatakan
dengan huruf kecil a, b, ¢ dan ditulis diantara kiwaing kurawal

Ada beberapa cara untuk menyatakan himpunan

1. Cara pendaftaran atau tabulasi
Cara pendaftaran atau tabulasi, dengan menuliskana anggotanya,

elemen yang tidak ada dalam daftar berarti bukaygata himpunan
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tersebut. Apabila anggota himpunan itu banyak, kumhenuliskan
semua anggotanya diwakili “...” dan anggota yang #ilvdéersebut
sudah tertentu dan dapat disebutkan dengan bemsalkih A = {1, 2,
3, ...}(Suharti dan Sukirman, 1993:2).
2. Cara dengan menunjukkan syarat keanggotaan
Dalam cara ini hanya dituliskan syarat yang hariperdihi oleh
anggota himpunan. Semua objek yang memenuhi syarsgebut
adalah anggota himpunan, meskipun tidak ditulisi sEmi satu.
Cara menyatakan him-punan dengan dengan syaragdgeaan
disebut pula cara pemerian atau cara diskripsi.alkbs A =
{x | xOc, x < 5} (Suharti dan Sukirman, 1993:3).
Himpunan semesta
Himpunan semesta dinyatakan dengan huruf S (hinmpsemesta),
huruf U (universal set), atau lambang lain dengamglasan sebelumnya.
Misalkan A ={1, 2, 3} dapat ditetapkan S ={1,2 ..., 10} (Suharti dan
Sukirman, 1993:4).
Himpunan kosong
Definisi : Himpunan kosong atau hampa adalah hirapupang tidak
mempunyai anggota. Himpunan kosong dinyatakan daenga

¢ atau { } (Suharti dan Sukirman, 1993:4).
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Himpunan bagian
Definisi : Himpunan A disebut himpunan bagian (sel) dari himpunan
B jika dan hanya jika setiap anggota dari A mengaaiigota
dari B.

Jika himpunan A merupakan himpunan bagian dari bimap B,
maka ditulis AOB. jika himpunan C bukan himpunan bagian dari
himpunan D, maka ditulis CD

Jadi ALIB jika (Ox ). xOA=xOB. AUB dapat diartikan
bahwa himpunan B memuat himpunan A, dan dinyatalenganB A
(Suharti dan Sukirman, 1993:6).

Himpunan kuasa
Definisi : Himpunan kuasa (power set) dari himpuAaadalah himpunan
semua himpunan bagian dari himpunan A. Himpunars&ua
dari himpunan A dinyatakan dengan lambing P(A) a?4u
(Suharti dan Sukirman, 1993:8).
Diberikan himpunan A dan B, yaitu subhimpunan déarimaka dapat
dibentuk himpunan baru berikut :
1. Komplemen himpunan A A° ={x|x0O X,xO A}
2. lIrisan himpunan A dan BAn B ={x|xOAdanx(B}
3. Gabungan himpunan A dan B\l B ={x|x[J Aataux(1B}

4. Selisih himpunan A dan BA-B ={x|xOAdanx[B}

Misalkan X suatu himpunan semesta dan A dan B sytlman dari X. Maka

diperoleh sifat : 1. AIA° =X,
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2. AnA°=g¢,
3. A°=X-A,
4. (A9 = A,

5. (AnB)°=A°0BS

6. (ALB)°=A°n B® (Ahmad Arifin, 2000 : 3).

2.3 Fungsi
Definisi 5
Sebuah fungsi adalah suatu aturan padanan yang menghubunghkan tia
obyek x dalam satu himpunan, yang disebut daerah dsngan sebuah
nilai unik f(x) dari himpunan kedua, himpunan nilai yang dipshsecara
demikian disebut daerah hasil (jelajah) fungsi @lews (Purcell dan

Varberg, 1987:48).

Daerah has

Daerah Asal Daerah Kawan

Gambar 1 fungsi
(Purcell dan Varberg, 1987:48)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Contoh 1:
Jikaf adalah fungsi dengan aturé{r) = x* +1 dan jika daerah asal

A={-1,0, 1, 2} maka daerah hasilB={1,2,5}

f(x)=x*+1
ety

/

—/

-

Daerah Asal Daerah Hasil
Gambar 2 fungsi

2.4 Fungsi Surjektif
Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B, makardhehasil f(A)

dari fungsi f adalah himpunan bagian dari kodontaistau f (A)LIB , fungsi
ini kenal dengan nama fungsi into (ke dalam) atang$i saja. Tetapi jika
f(A) = B artinya setiap anggota B muncul sebagaiapdari sekurang-
kurangnya satu elemen A, maka katakbmdalah suatu fungsi A pada B".
Fungsi pada (onto function) biasa juga disebut $usgrjektif.
Definisi 6

Suatu fungsi f : A~ B disebut fungsi surjektif, jika untuk setiag bB

sekurang-kurangnya satu BA sedemikian hingga b = f (a) (Setiawan,

2008:39).
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Contoh 2 :
Fungsif dari himpunan A = {-2,-1,0,1,2} ke dalam himpunan=B
{0,1,4} vang didenifisikan oleh rumus fungfx) = x* adalah suatu
fungsi yang surjektif, karena setiap elemen di Bupakan peta dari

sekurang-kurangnya satu elemen di A.

A

|
A4 fx)=x 2

Gambar 3 fungsi surjektif
(Setiawan, 2008:39)

2.5 Fungsi Injektif

Suatu fungsf : A - B sedemikian hingga untuk setiap anggota A

yang berbeda mempunyai peta yang berbeda pula dikBtakanf sebagai

fungsi yang injektif atau fungsi satu-satu

Gambar 4 Fungsi Injektif
(Setiawan, 2008:40)
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Definisi 7
Fungsif : A - B disebut fungsi injektif (satu-satu), jika untutiap
a1, A dan az & akan berlakid(ay) # f(a) (Setiawan, 2008 :40).
Dari ketentuan bahwa suatu fungsi:A — B merupakan fungsi
injektif, Rumus dari definisi bernilai logika sardangan pernyataan :
f(ar) = f(ae) = a-a
Pernyataan inilah yang biasa digunakan untuk meikian apakah suatu
fungsi itu injektif atau bukan.
Contoh 3
diberikan fungsi di dalam bilangan real R ( f : R R), yang
didefinisikan dengan rumus f (x) = 2x - 3.
untuk setiap ¥x2LIR yang memenubhi ){(x1) = f(x2) maka
(2x1-3) = (2%-3) = X1= X2
Sehingga daff(a;) = f(ap) = a-a, yang berartf adalah fungsi injektif

di dalam R

2.6 Fungsi Bijektif
Jika suatu fungsi : A - B sedemikian hinggé suatu fungsi yang surjektif

dan injektif sekaligus.

A : »B
Gambar 5 Fungsi Bijektif
(Setiawan, 2008:41)
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f adalah suatu fungsi bijektif atau korespondensi-satu.

Definisi 8
Fungsif : A - B disebut suatu fungsi bijektif jikibsekaligus fungsi
surjektif dan fungsi injektif (Setiawan, 2008:42).

Contoh 4
Fungsi f : R» R yang didefinisikan dengan f (x) = 2x - 3 adalahdsi

bijektif sebab untuk setiap y peta dari x pastirakigpenuhi: 2x-3 =y
= x:%(y+3) yang menunjukkan prapeta dari y di B. Dengan demik

f adalah fungsi yang surjektif.
Fungsif fungsi injektif, dan dari injektif dan surjektif sekaligus ini, dapat

disimpulkan bahwéadalah fungsi bijektif.

2.7 Limit Fungsi
Definisi 9
Milsalkan f sebuah fungsi yang terdefinisi padatsiselang buka I, yang
memuat a, kecuali mungkin pada a itu sendiri. Makit f(x) untuk x

mendekati a adalah L, ditulis:

limf(x)=L = Oe>000>00f(X) - L| <eapabilad<|x-a <J

(Susanto, 2007:6).
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Contoh 5

Buktikan Iirr;(4x+ 2)=22
Bukti :
Tulis f(x) =4x+ 2

Ambil sebarangs >0, pilih J:Z

Dipunyai 0<|x-5<d

Jelas| f (x) =22 =|4x +2-22
=|4x-2d

=45

<49
<4
4

<&

JadiOe >000 > 00 f (X) - 22 < g apabila0<|x-5§ < J, lim(4x+2) = 22

2.8 Invers Fungsi
Misalkanf suatu fungsi dari A ke dalam B dan misalkan unuads
alJA petanya adalah(a) = b 1B, maka invers dari b (dinyatakan dendgan
(b)) adalah elemen-elemen dalam A yang memilikBosebagai petanya.
Secara singkat, jikd : A - B sedemikian hinggd : x - f(x maka yang
dimaksud dengan invers fungsi b :

f1(b) ={x|xO A f(x) =b}
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Contoh 6

Misalkan fungsif : A - Bdidefinisikan sebagaimana diagram panah

berikut:
maka: fi(x)=b

fl(y)=a
BlE)=c

Gambar 6 Invers Fungsi
(Setiawan, 2008:48)

2.9 Fungsi Kontinu
Definisi 10
(Kekontinuan di satu titik). katakan bahwa&ontinu di c jika beberapa
selang terbuka di sekitar ¢ terkandung dalam daeashl f dan

lim f (x) = f(c) (Purcell dan Varberg, 1987:48).

Dari definisi ini diperoleh 3 syarat dalam membkéti kekontinuan

fungsi yaitu :
1. lim f(x)ada
2. f(c)ada

3. [!T: f(x)=f(c),

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Jika salah satu dari ketiga syarat tersebut tidadpenuhi, makaf

takkontinu (diskoninu) di c.

Contoh 7

2 —
X 24,x¢ 2. Bagaimana seharusnyadidefinisikan di

Misalkan f(x) =

X = 2 agar kontinu di titik itu?

2 - —
Penyelesaian lim > 4 _im (X=2(x+2)
X-2 X—2 S, ) )

=lim(x+2) = 4

Karena itu, definisikaf (2) = 4

Gambar 7 Fungsi Kontinu

f (X) = x + 2 untuk semua x

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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2.10 Fungsi Logaritma Asli dan Eksponen Asli
Definisi 11

Fungsi logaritma asli, ditulis sebagai In, didefikdn dengan
Inx:fidt,x>0, daerah definisinya adalah bilangan riil pogiRiurcell

dan Varberg, 1987:372).

Definisi 12

Invers In disebut fungsi eksponen asli dan ditglebagai exp. Yaitu

x=expy = y=Inx (Purcell dan Varberg, 1987:387).
Dari definisi ini diperoleh :

(1) exp(nx) =x - Op

(ii)In(expy) =y untuk semua 'y

Sifat Fungsi Eksponen

Kita mulai dengan memperkenalkan bilangan baruperie
bilangan 7, yang dilambangkan dengan huruf e. Bilangan iniatam
penting di dalam matematika

Definisi 13

Bilangan e adalah bilangan riil positif yang beasiin e = 1(Purcell dan

Varberg, 1987:387).
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Oleh karena In e = 1, maka exp 1 = e. bilangan a&ahdbilangan

Irrasional. Orang telah menghitungnya sampai seaibgka di belakang

koma. Misalnyae= 2,718281828459045

2.11 Fungsi Hiperbolik
Definisi 14
Dalam masalah matematika terapan sering kita jumanbinasi-
kombinasi tertentu dari fungsi eksponehdan & sehingga kombinasi
fungsi-fungsi tersebut diberi nama fungsi hipetb¢Busanto, 2007:34).

Sebagai contoh dibangun fungsi-fungsi p dan q

p:R- R, p(x):ezdanq:R_, R+,q(x):e2

Grafik fungsip

T T T T T T T T ID_ T T T T T 111 X

2 -1 n 1 2
Gambar 8. Grafik Fungsi p naik
(susanto, 2007:34)
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Grafik fungsiq

Gambar 9. Grafik Fungsi g turun
(susanto, 2007:35)

Selanjutnya dibangun fungsdang yang didefinisikan sebagai jumlah

fungsi-fungsip dang. Dengan demikiah(x) =p (x) +q (x)

Gambar 10. Grafik Fungsif(x)= p(x)+q(x)
(susanto, 2007:35)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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e +e”

Dipunyai f :R -~ R", f(x) =

X X X —X

“® S0 mx>0danf(x)=2"F%

e

Jelasf'(x) = <0 Ox<O0

Jadi grafikf naik pada [Og) dan turun pada ¢e,0].

Jelasf(-x) =& ;’e =8 %® _t(x OxOR

Jadif suatu fungsi genap.

X —X

& 15

Jelasf"(x) = =f(x)>0

Jadi grafikf cekung ke atas padac§- o).

2.12 Definisi Ruang Topologi

Definisi 15:
Misal X adalah suatu set (himpunan) tidak kosonmtis kelast
yang anggotanya subset-subset dari X disebut tgpplda X, jika dan
hanya jikat memenuhi 3 aksioma :

1. X dang¢ termasuk dalarh

2. Gabungan dari set-set anggota dadalah anggota
3. lIrisan dari dua set anggdtadalah anggota
Anggota-anggota datidisebut set-set buka ddyidan X bersamta

yaitu (X ,t) disebutruang topolgi(Wahyudin, 1992:60)
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Contoh 8 : Buktikan (X, t) adalah ruang topologi dngan={X, ¢, {a}}
adalah topologi pada X = {a,b,c}.
Bukti :

1. Jelas X memuat semua titik limitnya. Jadi X tutipaka
¢= X° buka. Karenag tidak memiliki titik limit, maka ¢

memuat semua titik limitnya. Jadig tutup. Maka

X = ¢'buka. Jadi bailg maupun X ada di
2O AN A VA (e
3. 0AOt ,n, ADOt
Catatan :
Aksioma-aksioma 1, 2, 3 adalah egivalen dengaraéis@mma berikut :
1". Gabungan dari set-set dalatermasuk dalarh
2". Irisan terhingga dari set-set dalatermasuk dalarh
Untuk I menyimpulkan bahwa termasuk dalarhkarena
O{GUOt:GU¢ =¢
yaitu gabungan dari set-set kosong adalah set goson
Untuk 2 menyimpulkan bahwa X termasuk ke dalekarena
Nn{GOt:GU¢g} =X

yaitu irisan kosong dari subset-subset dari X ddak sendiri

(Wahyudin, 1992:62).
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2.13 Definisi Ruang Topologi Homeomorphik

Definisi 16 :Dua ruang topologi X dan Y disebut Homeomorphikuata
topologi equivalent, bila ada fungsi bijektff : X > Y
sedemikian hinggadan f *adalah kontinu. Fungsiseperti itu
disebut homeomorphisme.

Suatu fungsif disebut bikontinu atau topologi, bila adalah buka dan

kontinu, jadif : X - Y adalah homeomorphisme bila dan hanya bila

bikontinu dan bijektif (Wahyudin, 1992:91).

Contoh 9 :

Misal X = (-1,1). Fungsi f: X - Ryang didefinisikan oleh
f(x):tan;m yang satu-satu, onto, dan kontinu. Selanjutnya,

fungsi inverst * adalah kontinu. Jadi garis real R dan intervalabfsk

1,1) adalah homeomorphik (Wahyudin, 1992:92).



BAB Il
PEMBAHASAN
Pada bab ini akan dibahas mengenai pembuktian gruamologi
homeomorphik dengan fungsi hiperbolik dan aljabar :
Langkah-langkah dalam membuktikan ruang-ruang tapdiomeomorphik :
1. Mengambil 4 ruang topologi yang akan dibuktikan.
2. Mendefinisikan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar
3. Dengan menggunakan fungsi yang telah didefinisiglkan dibuktikan
bahwa ruang-ruang topologi yang diambil adalah hmma@phik.
3.1. Ruang Topologi
Penulis akan mengambil 4 contoh ruang topologi yaagtinya akan
dibuktikan bahwa ruang-ruang topologi tersebut hmmaphik.
Berikut uraian proses pengambilan ruang topologi :
1. Diberikanr adalah kelas dari semua subset dari set bilaregrR)
Maka untuk membuktikan bahwa (R,r) adalah ruangltap dibutuhkan
proses sebagai berikut :
Ambil a,b 0 R - {a&},{b},{a,b} Or
Maka :
a) JelasR memuat semua titik limitnya. Jadi R tutup. Make R°
buka. Karena tidak memiliki titik limit, makg memuat semua
titik limitnya. Jadi ¢=R°® tutup. MakaR = ¢ ¢ buka. Jadi baikg

maupunR ada dir

26
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b) DA Or , 0, ADOr
c) OAOr , N, AOr
Jadi terbukti R,r) adalah ruang topologi

Dengan proses yang sama maka proses ruang topailogikan diuraikan

sebagai berikut :
2. Diberikans adalah kelas dari semua subset dari set bilaregdiR)

Maka untuk membuktikan bahwa (R,s) adalah ruanglégp dibutuhkan

proses sebagai berikut :
Ambil ¢c,d OR - {c},{d},{c,d} Os
Maka :

a. JelasR memuat semua titik limitnya. Jadi R tutup. Mala R°
buka. Karena tidak memiliki titik limit, makg memuat semua
titik limitnya. Jadi ¢=R°® tutup. MakaR = ¢ buka. Jadi baikg
maupunR ada dir

b. OAUs , 0. AOs

c. UOAUOs , N, AlUs

Jadi terbukti R,9 adalah ruang topologi
3. Diberikanqg adalah kelas dari semua subset dari set bilaragonal Q)
Ambil i, jOQ - {i}, {j} {i, j}Uq
Akan dibuktikan Q,q) adalah ruang topologi
a. Jela) memuat semua titik limitnya. Jadi Q tutup. Maga Q°

buka. Karena tidak memiliki titik limit, makg memuat semua
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titik limitnya. Jadi ¢=Q° tutup. MakaQ = ¢° buka. Jadi baikg

maupunQ ada diq
b. OACOq , 0. AOq
c. UAUq , N, A g

Jadi terbukti Q,0) adalah ruang topologi
4. Diberikanz adalah kelas dari semua subset dari set bilangkat &)
Ambil mnOZ - {m},{n},{mn} 0z
Akan dibuktikan Z, 2 adalah ruang topologi
a. JelaZ memuat semua titik limitnya. Jadi Z tutup. Malge Z°©
buka. Karena tidak memiliki titik limit, makg memuat semua
titik limitnya. Jadi ¢=Z° tutup. MakaZ = ¢ buka. Jadi baikg
maupunZ ada diz
b. DAOz ,0, A0z
c. UAOz , N, Az
Jadi terbukti Z,2 adalah ruang topologi

Setelah diperoleh ruang topologi, berikutnya akatefthisikan fungsi-

fungsi hiperbolik dan aljabar

3.2.Fungsi Hiperbolik dan Fungsi Aljabar

Untuk membuktikan ruang-ruang topologi adalah hamaphik maka

dibutuhkan fungsi. Berikut fungsi hiperbolik danablar yang didefinisikan

oleh penulis :
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Fungsi hiperbolik
1. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset
dari set bilangan reaR} dan (R,s) dimana s adalah kelas dari semua

subset dari set bilangan reR) (

Akan diberikan fungsif :R - R, f(X) = S
f(X):e _2e OyORXORL f(X)=y,y= e _2
f(a):e ¢ DZDR[aDR[f(a):z,z:e i
X=a
2X=2a

X—(-x) =a—(-a)

In(e*) — In(e™) =In(e®) — In(e™)

f(x) =f(a)
f(x) =f(a) well defined
2. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset
dari set bilangan reaR} dan (Q,q) dimang adalah kelas dari semua

subset dari set bilangan Rasior@) (

Akan diberikan fungsif :R - Q, f(x)=¢€*-e™
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f(x)=e"-e*OyORIXORL f(X)=y,y=¢€"-¢e”*
f(b)=€"—-e® 0zORDORC f(b)=2z,z=€"-€®
x=b
2x=2b
X—=(-X) =b —(-b)
In(e*) — In(e™*) = In(e”) — In(e™)
e - =e"-¢e”
f(x) =f(b)
f(x) = f(b) well defined
. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset

dari set bilangan reaRj dan (Z,z) dimana adalah kelas dari semua

subset dari set bilangan bulat (Z)

Akan diberikan fungsif :R - Z, f(x)=2e*+e™”
f(X) =2+ OyORXORL f(X)=y,y=2e*+e™"
f(k)=2e"+e* 0zORCKORL f(k) =2z, z=2¢e"+e

x =Kk
3x = 3k
2x —(-x) = 2k —(-k)
2In(e*) — In(e™*) = 2In(e*) — In(e™)
2e"-e* =2e-e™*
f(x) = (k)

f(x) = f(k) well defined
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Fungsi Aljabar
1. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset
dari set bilangan reaR} dan (R,s) dimana s adalah kelas dari semua
subset dari set bilangan reR) (
Akan diberikan fungsif :R - R, f(x) =2x-3
f(X)=2x-3 0y0ORXORL f(x) =y, y=2x-3
f(a)=2a-30zORCaOREL f(x)=2z,z=2a-3
X=a
2X = 2a
2Xx+3=2a+3
f(x) = f(a)
f(x) = f(a) well defined
2. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset
dari set bilangan reaR} dan (Q,q) dimang adalah kelas dari semua
subset dari set bilangan Rasior@) (

2Xx-3
2

Akan diberikan fungsif : R - Q, f(x) =

2X2_3,Dy[1 ROXORC f(X)=y,y= 2’(2_3

f(x)=

f(b)=¥’,DZDREbDRE f(x):z,z:¥

Xx=b
2x=2b

2x-3=2b-3
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2x-3_2b-3
2 2
f(x) = f(b)

f(x) = f(b) well defined

3. Untuk ruang topologi (R,r) dimanaadalah kelas dari semua subset
dari set bilangan reaRj dan (Z,z) dimana adalah kelas dari semua
subset dari set bilangan bulat (Z)
Akan diberikan fungsif :R - Z, f(x) =4x+2,[0x0OR
f(X)=4x+2,0y0RXORL f(X)=y,y=4x+ 2

f(c)=4c+2,0z0RCcORL f(X)=2z,z=4c+ 2

XE=AC
4x = 4¢
4x+2=4c+?2

f(x) = f(c)

f(x) = f(c) well defined

3.3. Ruang Topologi Homeomorphik
Setelah ruang topologi dan fungsi terdefinisi ma&akutnya penulis akan
membuktikan ruang-ruang topologi yang diberikanladanomeomorphik.
Syarat bahwa ruang-ruang topologi adalah homeoniorjka fungsinya
bijektif dan bikontinu.
Berikut proses pembuktiannya :

Pembuktian dengan menggunakan fungsi hiperbolik



1. Untuk ruang topologi (R,r) dan (R,s)

e -

f(x) = ,OxOR

akan ditunjukkanf : R - R adalah satu-satu (1-1)
ambil sebarang;, X 0 R,denganf (x,) = f(x,)
f(x1) = f(x2)

gi—e i} Pelser

% 2

X _e—Xl Q_ eXz _e—X2 m

2 2

&

gt -t =g2-e"
In(e*) —In(e™) =In(e®) — In(e™?)
X1 = (-X1) = X2 — (-X2)
2X1=2X>
X1= X2
Jadi fungsf satu-satu.

Akan ditunjukkarf fungsi pada (onto).

OyORCXxORLf(X) =y -

Akan dibuktikan bahwd : R - R kontinu di titikk adO R
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adalahf :R - R,

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx((a-r,a+r)n R berakibat

[f(x)-f(a)<e
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jika dan hanya jikax((a-r,a) n R berakibal{e “® (@) <§ untuk
X — a sehinggalim €°° - f(a)
. _.|e*-e? £
dan untukx[I(a,a+r) n Rberakibat -f(a)J<—= untukx - a
sehinggalime —° - f(a)
Maka terbukti bahwd : R - R kontinu diallR
Akan dicari invers darif : R - R
untuk OyOR CxORLC f(x) =y
F(30)= e*-e
e e —e”*
2
= 2y=e" -
= In2y=Ine* -Ine™*
= In2y =x-(-X)
= In2y =2x
o2y _o
2
e -e” In 2x

Jadif : R 2R, f(X)= memiliki invers f ™(x) =

Akan dibuktikan bahwd ™(x) :In% kontinu dialOR
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Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx((a-r,a+r)n R berakibat
Xf'l(x)—f'l(a)ksjika dan hanya jika xO(a-r,a)n R berakibat

In 2a

In2a <§ untuk x — a sehinggalim? = f *(a) dan untuk

— @

In2a

x(a,a+r) n R berakibat f *(a)

<% untuk x —» a sehingga

|im+"”22‘51 - i (a)

Maka terbukti bahwaf ™ (x) = Ir122x kontinu diadR

Jadi terbukti bahwaR,r) dan R,9 ruang topologi yang homeomorphik
karena memenuhi syarat fundgsiR - R adalah fungsi bikontinu dan
bijektif.
. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adalahf:R - Q,
f(x)=e"-e™,OxOR
akan ditunjukkanf : R —» Q adalah satu-satu (1-1)
ambil sebarang;, % OR,denganf (x,) = f(X,)
f(x) = (%)
et —e =g —e™®
In(e*) —In(e™) =In(e*) —In(e™)
X1 —(-X1) = X2 — (-X2)
2X=2X%

X1= X2



36

Jadi fungsf satu-satu.

Akan ditunjukkarf fungsi pada (onto).
OyOQ L xORL f(x)=y - e —-e*=y
Akan dibuktikan bahwd : R — Q kontinu

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx(a-r,a+r)n R berakibat

[f(x)-f(a)|<e
jika dan hanya jikaxd(a—r,a) n R berakibate® —e™ - f(a)‘ <§ untuk
X — a sehinggalim e* —e™® = f (a)

dan untuk x(a,a+r) n Rberakibat

e —-e? - f(a)‘<§ untuk x - a
sehinggalim e* -e™ = f (a)

Maka terbukti bahwd : R — Q kontinu diallR
Akan dicari invers darif : R -~ Q
untuk OylLIQ C xORCf(X) =y
f(x)=e"—-e™
o y=ef-e*

X

= Iny=Ine*-Ine

8

Iny=x-(-X)

= Iny=2x

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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My _o
2
. K x o 4 In x
Jadif : R 2 Q, f(x)=€e" —e™ memiliki invers f ~(x) :7

Akan dibuktikan bahwaf (x) = '”2y kontinu diaR.

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat
bilangan r > 0 sehingga untukx((a-r,a+r)n R berakibat
[f (0~ (a)<e

jika dan hanya jikexO(a-r,a) n R berakibat

Ina _
—-fa
> (@)

<; untuk x - a sehinggalimm;: f *(a)

dan untukx(a,a+r) n Rberakibatlnza - f*(a)

<£ untuk x — a
2

sehinggalim+|nza =f™(a)

Maka terbukti bahwd ™ : R — Q kontinu diadR

Terbukti bahwa R,r) dan Q,9 ruang topologi yang homeomorphik
karena memenuhi syarat fungsiR - Q adalah fungsi bikontinu dan
bijektif.

. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adaldhR - Z, f(x)=2e*+e™*
akan ditunjukkanf : R - Z adalah satu-satu (1-1)

ambil sebarang;, » OR,denganf (x) = f(x,)

f(xa) = f(x2)
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2et —et =2e° -
2In(e*) — In(e™) = 2In(e*) — In(e™)
2% — (-X1) = 2% — (-X2)
3% =3%
X1 = Xo
Jadi fungsf satu-satu.

Akan ditunjukkarf fungsi pada(onto).
OyOZ CbORC f(b)=y - 2e*+e* =y
Akan dibuktikan bahwd : R — Z kontinu

mbil alJR, a adalah titik limit jika dan hanya jika> @rdapat bilangan

r >0 sehingga untukd(a-r,a+r)n R berakibatj f(x)- f(a)| <¢g
jilka dan hanya jikaxO(a-r,a)n R berakibat‘(Zea +e?) - f(a)‘ <§
untuk x - a sehinggaxlifg_ 26" +e?=1f(a)

dan untuk x[O(a,a+r) n Rberakibat ‘(Zea +e?) - f(a)\ <‘; untuk

X —>a sehinggaxlim 2e* +e? =1(a)

Maka terbukti bahwd : R -~ Z kontinu dialJR

Akan dicari invers darif :R - Z

untuk Oy0Z CxORLC f(X) =y
f(x)=2e"+e™*

- y=2e"+e”
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= Iny=Ine*+Ine* +Ine™*
= Iny=x+Xx-X
= Iny=x
Jadif : R = Z, f(x)= 2e* +e™* memiliki invers f *(x) =Inx
Akan dibuktikan bahwd (x kontinualOR
Ambil alJR, a adalah titik limit jika dan hanya jik& > Q@erdapat

bilangan r > 0 sehingga untukxO(a-r,a+r)n R berakibat

‘f (X)) - f ‘1(a)‘ < ¢jika dan hanya jikax(a-r,a) n R berakibat
‘In a— f‘l(a)‘<; untuk x - a sehinggaliﬁrgﬁlna: f(a)

dan untukx(a,a+r) n R berakibat

‘In a- f‘l(a)‘ <; untuk x - a sehinggaxltrg+a: f*(a)

Maka f *:R - Z kontinu diadJR

Jadi terbukti bahwaR;r) dan ¢,2 ruang topologi yang homeomorphik

karena memenuhi syarat fundgsiR — Z bikontinu
Selanjtnya Pembuktian homeomorphik pada ruang ogpoldengan
menggunakan fungsi Aljabar :
1. Untuk ruang topologi (R,r) dan (R,s) adaldhR - R,

f(x)=2x-3 OxOR
Fungsi aljabaf : R> R, f(x) = 2x-3,(x0 R

akan ditunjukkanf : R - R adalah satu-satu (1-1)
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ambil sebarang;, % [JR,denganf (x) = f(x,), makax; = x
jelasf(xy) - f(x2) = (2x—-3) — (2x—3)

= (2% -3) - (2%, —3)

- (2% -3 -(2x,-3) =0

- @2%-3=(@2%-9

f(x0) =f(x2) , x1=X2
Jadi fungsf satu-satu.
Akan ditunjukkarf fungsi pada(onto).
OyORCxORLCf(X)=y
OyORCbORCf(b)=y — 2b-3=y
Jadi fungsi f : R - R adalah onto

Akan dibuktikan bahwd : R — R kontinu dialdR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx((a-r,a+r)n R berakibat

f(x)-f(a)<e

jika dan hanya jikaxO(a-r,a) n R berakibat|2a—3- f (a)| <; untuk
X > a sehinggaxlln;_ 2a-3=1f(a)

dan untuk xO(a,a+r) n Rberakibat [2a-3- f (a)| <§ untuk x — a

sehinggalim 2a-3=f(a )

Maka terbukti bahwd : R — R kontinu dialdR
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Akan dicari invers darif : R - R
untuk OyLUUR CxORLC f(x) =y

f(x)=2x-3

0

y=2x-3
e y+3=2x—-3+3

= y+3=2x-0

1 w: P
= E(y+3)—§(2x 0)

y+3

IGH===

’ X+3
OfY(x)=—=
(x) >

Jadif : R 2 R, f(x)= 2x—3 memiliki invers f (x) :X;?’

Akan dibuktikan bahwé ™ (x) :X;?’ kontinu diallR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jik& > Q@erdapat
bilangan r > 0 sehingga untukx(O(a-r,a+r)n R berakibat
[F7 (0 - () <e

jika dan hanya jikax(a-r,a) n R berakibat
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a+3 __
—-fa
G

<£ untuk x - a
2

sehinggalima—;a = f(a)
dan untukx(a,a+r) n R berakibat

18 ()

<£ untuk x - a
2

sehinggalim+3;—3 =f™(a)

Maka terbukti bahwd ™ : R - R kontinu diadR
Jadi terbukti bahwaR;r) dan R,9 ruang topologi yang homeomorphik
karena memenuhi syarat fungsiR — R adalah fungsi bikontinu dan
bijektif.

2. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adaldhR - Q,

2x—-3
2

f(x) = ,OxOR.

2X—-3

Fungsi aljabaf: R> Q, f(x) = ,OxOR

akan ditunjukkanf : R — Q adalah satu-satu (1-1)
ambil sebarang;, » OR,denganf (x) = f(x,), maka X = %

2% =3 2%, -3
2 2

jelasf(x,) - f(xo) =

2x, -3 2X,—3
2 2

2% =3 2%, -3
2 2

=0
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2%, -3 _2%-3
2 2

f(Xl) = f(Xz) , X1=X2
Jadi fungsf satu-satu.

Akan ditunjukkarf fungsi pada(onto).

Pl 3
2

OyOQLbORCf(b)=y - =y

Jadi fungsi f : R - Q adalah onto

Akan dibuktikan bahwd : R —» Q kontinu dialdR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx(a-r,a+r)n R berakibat

f(x)-f(a)<e

jika dan hanya jikax[J(a—-r,a) n R berakibat 2a-3_ f(a) <§ untuk
X - a sehinggalim?z f(a)

! 2a=3 £
dan untuk xO(a,a+r) n Rberakibat 5 -f(a)j<= untuk x - a

sehinggalim+2az_3 =f(a)

Maka terbukti bahwd : R - Q kontinu diaJR
Akan dicari invers darif : R - Q
Untuk OyOQ CxORLC f(X) =y

1E(X):2x—3
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= 2y=2Xx-3
e 2y —2X=2Xx-3-2X
= 2y—-2x=-3
= 2y—2X—-2y=-3-2y
= —2X=—(2y+3)
= 2X=2y+3

2x _2y+3
2 2

Y. 2y +3
2

2y +3
P

f(y) =

2x+3

0f(x) =

2x—-3 2x+3

Jadif : R 2 Q, f(x)= .

memiliki invers f *(x) =

Akan dibuktikan bahwd ™(x kontinu diadR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jik& > Q@erdapat
bilangan r > 0 sehingga untukxO(a-r,a+r)n R berakibat
1700~ f *(a)|<e

jika dan hanya jikex((a-r,a) n R berakibat

2a+3
2

-f7(a) <§ untuk X — a

sehinggalim_%’ = f(a)
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dan untukxO(a,a+r) n R berakibat

2a+3
2

-7

<£ untuk x - a
2

sehinggalim+2—a2+—3 =f™(a)

Maka terbukti bahwd ™ : R — Q kontinu diadR
Jadi terbukti bahwaR;r) dan Q,9) ruang topologi yang homeomorphik
karena memenuhi syarat fungsiR - Q adalah fungsi bikontinu dan
bijektif.
. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adaldh R - Z,
f(x)=4x+2,0x0OR.
Fungsi aljabaf : R> Z, f(x) = 4x+ 2,[IXxO R
akan ditunjukkanf : R - Z adalah satu-satu (1-1)
ambil sebarang;, x [1R,denganf(x) = f(x,), maka X3 = X
Jelasf(xy) - f(x2) = (4x +2)—(4x, +2)

- 4% —4%,+2-2=0

= 4x, —4x,=0

= 4x =4xX,

= X =%

f(x0) =f(x2) , x1=X2

Jadi fungsf satu-satu.

Akan ditunjukkarf fungsi pada(onto).

OyDZ ChbORCf(b)=y - 4x+2=y
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Jadi fungsi f : R » Z adalah onto
Akan dibuktikan bahwd : R - Z kontinu diaR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jikee > Qerdapat

bilangan r > 0 sehingga untukx(a-r,a+r)n R berakibat

f(x)-f(a)<e
jika dan hanya jikax((a-r,a) n R berakibat|4a+2- f (a)| <% untuk

X — a sehinggalim 4a+2=f(a )

dan untuk x((a,a+r) n Rberakibat [4a+2~ f (a)| <% untuk x - a
sehinggalim 4a+2= f(a )

Maka terbukti bahwd : R - Q kontinu diall R
Akan dicari invers darif : R - Q
untuk OyllZ CxORLC f(X) =y
f(X)=4x+ 2
= Y=4x+2
e Y=2=4x+2-2

= y=2=4x+0

N

y—-2 _4x

o — = —

4 4

Sk

‘ N
N I
N x
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_y-2
f =J <
(y) 2
_ -2
f 1 :X_
(x) 2

X—2

Jadif : R 2 Q, f(x)= 4x+ 2 memiliki invers f (x) = 2

Akan dibuktikan bahwd (x kontinu diadR

Ambil allR, a adalah titik limit jika dan hanya jik& > Q@erdapat

bilangan r > 0 sehingga untukxO(a-r,a+r)n R berakibat
)~ () <&

jika dan hanya jikax[D(a—r,a) n R berakibat

a-2 _
- f(a
1@

3
<— untuk x - a
2

sehinggalim_a;r2 = f (a)
dan untukx(a,a+r) n R berakibat

a-2 _
= = el
3 (a)

<E untuk x — a
2

sehingg:jalim+a%2 Snlanta)

Maka terbukti bahwdé ™ : R — Z kontinudiadR
Jadi terbukti bahwaR;r) dan Z,2 ruang topologi yang homeomorphik
karena memenuhi syarat fundgsiR — Z adalah fungsi bikontinu dan

bijektif



BAB IV
PENUTUP
4.1. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan :
1. Fungsi hiperbolik merupakan kombinasi dari fundgsipmnen & dan

e” , fungsi hiperbolik yang digunakan pada pembahastatah well
define sehingga fungsi dapat digunakan untuk metitark
homeomorphik pada ruang-ruang topologi, pada masagng
pembuktian semuanya memenuhi sifat bijektif dantikon Pada
penggunaan fungsi hiperbolik yang pertama diperoleersnya

f‘l(x):lnzzx dan kontinu di allR, pada penggunaan fungsi

hiperbolik yang kedua diperoleh inversnya'(x) :Inzy dan kontinu

di allR. pada penggunaan fungsi hiperbolik yang ketigardigh

invers f(x)=Inx dan kontinu di aR. Fungsi hiperbolik

f(x):e =3

berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (R,r)

dan (R,s) homeomorphik dengan fungsiR - R, f(x)=¢e*—-€™
berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (Rign (Q,q)
homeomorphik dengan fungsif :R - Q, dan f(x)=2e"+e™™
berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (Rjgn (Z,z)

homeomorphik dengan fungs$i: R - Z.

48
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2. Fungsi aljabar merupakan fungsi yang umum digunakamgsi —
fungsi aljabar yang digunakan dalam pembahasan médmsifat-sifat
aljabar pada bilangan real. Masing-masing fungsigyaigunakan

memenuhi sifat bijektif dan kontinu. Untuk fundéi)=2x-3inversnya

a4 X+3 . . :
f (x)=TadaIah kontinu diallR pada ruang topologi (R,r)
2x-3

2X+3

dengan (R,s). Untuk fungsf (x) = 5

inversnya f *(x) =

kontinu di allR pada ruang topologi (R,r) dengan (Q 8glanjutnya
untuk fungsi f(x)=4x+2 inversnya f (x) = %2 kontinu di

allR pada ruang topologi (R,r) dengan (Z,z).
4.2. Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan padelpdahasan
masalah dapat digunakan untuk mengetahui bagaitem@amenggunakan
fungsi hiperbolik dan aljabar pada ruang topologelain itu dapat
bermanfaat penulis maupun pembaca untuk mengep@mgigunaan fungsi
hiperbolik dan aljbar pada ruang topologi. Hususmlgpat memahami
masalah homeomorphik pada ruang topologi. Sehinggabaca dapat
membuktikan suatu ruang topologi homeomorphik dengeang topologi

yang lain.
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