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ABSTRAK 

 
Chakim, Moch. Lukmanul 2011. Penggunaan Fungsi Hiperbolik Dan Aljabar Dalam Pembuktian 

Homeomorphik Pada Ruang-Ruang Topologi. Skripsi, Jurusan Matematika Fakultas 
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 
Pembimbing : Wahyu Hengky Irawan, M.Pd 

Dr. Ahmad Barizi, M.A 
 
Kata Kunci : Fungsi, Hiperbolik, Ruang Topologi, Homeomorphik 
 

Dalam matematika, ruang topologi adalah suatu himpunan tidak kosong (X) 
bersama suatu kelas(t) jika dan hanya jika t memenuhi 3 aksioma : X dan φ  termasuk dalam t, 

Gabungan dari set-set anggota dari t adalah anggota t, Irisan dari dua set anggota t adalah anggota 
t. 

 
Pada  skripsi ini dibahas penggunaan fungsi hiperbolik dan aljabar untuk membuktikan 

homeomorphik pada ruang-ruang topologi. Pengertian ruang topologi homeomorphik adalah jika 
terdapat dua ruang topologi memiliki fungsi dan fungsi tersebut memenuhi sifat bijektif dan 
bikontinu. Fungsi bijektif adalah fungsi satu-satu dan onto, fungsi bikontinu adalah fungsi dan 
inversnya adalah kontinu di suatu titik. Fungsi hiperbolik merupakan kombinasi dari fungsi-fungsi 
eksponen ex dan e-x..  

 
Berdasarkan pembahasan skripsi ini menggunakan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar 

digunakan untuk membuktikan homeomorphik pada ruang topologi. Contoh pertama fungsi 

hiperbolik f(x)=
2

xx ee −−
 dan fungsi aljabar f(x)=2x-3 pada pembahasan, langkah awal dalam 

menggunakan fungsi tersebut diperoleh bahwa fungsi tersebut 1-1 dan onto. langkah terakhir 
diperoleh bahwa fungsi dan invers fungsi tersebut adalah kontinu di Ra∈ , maka terbukti bahwa 
ruang topologi (R,r) dan (R,s) adalah homeomorphik. Selanjutnya dari contoh 2 fungsi f(x)=ex - e-x 

.dan f(x)=
2

32 −x
 digunakan pada ruang topologi (R,r) dengan ruang topologi (Q,q). dengan 

langkah yang sama pada contoh pertama, diperoleh kedua fungsi tersebut bijektif dan bikontinu. 
Sehingga ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adalah homeomorphik. Dari contoh 3 fungsi f(x)=2ex + e-x 
dan f(x)=4x + 2 digunakan pada ruang topologi (R,r) dengan ruang topologi (Z,z). dengan langkah 
yang sama pada contoh pertama, diperoleh kedua fungsi tersebut bijektif dan kontinu. Sehingga 
ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adalah homeomorphik 
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ABSTRACT 
 
 

Chakim, Moch. Lukmanul 2011. Use of Hyperbolic And Algebra Functions In Prove 
Homeomorphik Topological spaces. Thesis, Mathematics Department, Faculty of 
Science and Technology, State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim 
Malang. 
Advisors : Wahyu Hengky Irawan, M. Pd 

Dr. Ahmad Barizi, M.A 
 

Keywords: Functions, Hyperbolic, Space Topology, Homeomorphik  
 

In mathematics, a topological space is a set (X) with a class (t) if and only if t 
satisfy three axioms: X and φ  included in t, the combination of sets of members of t is a 

member of t, the wedge of two sets of t is a member of t. 
 

In this thesis discussed the use of hyperbolic and algebra functions to prove 
homeomorphik on topological spaces. Understanding homeomorphik topological space is if 
there are two topological space have a functions and these functions satisfy properties 
bikontinu and bijektif. Bijektif function is the function one-one and onto, bikontinu function 
is the function and the inverse is continuous at a point. Hyperbolic function is a 
combination of exponential functions ex and   e-x 

 
Based on the discussion of this thesis uses hyperbolic functions and algebraic 

functions are used to prove homeomorphik on topological spaces. The first example of the 

hyperbolic function f(x)=
2

xx ee −−
 and algebraic function f(x)=2x-3  in the discussion, the 

first step in using these functions is obtained that the function is 1-1 and onto. last step is 

obtained that the function and inverse function is continuous at Ra ∈ , then proved that 
the topological space (R, r) and (R s) is homeomorphik. Furthermore, from sample 2 

functions f(x)=ex - e-x. and f(x)= 2

32 −x
 used in a topological space (R, r) with a 

topological space (Q, q). with the same steps at the first instance, obtained this functions 
bikontinu and bijektif. So the topological space (R, r) and (Q, q) is homeomorphik. From a 
sample of 3 function f(x)=2ex + e-x and f(x)=4x + 2 is used in a topological space (R, r) with 
a topological space (Z, z). with the same steps at the first instance, obtained this functions 
bijektif and continuous. So the topological space (R, r) and (Z, z) is homeomorphik. 

 
 
  
 

vii 



BAB I 
PENDAHULUAN 

 

1.1   Latar Belakang. 

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul albab, 

tidak cukup hanya berbekal kemampuan intelektual semata, tetapi perlu 

didukung secara bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. 

Pola pikir deduktif dan logis dalam matematika juga bergantung pada 

kemampuan intuitif dan imajinatif serta mengembangkan pendekatan 

rasionalis, empiris, dan logis (Abdussakir, 2007:24). Sebagaimana dalam 

firman Allah SWT dalam surat ke As-Shaad (38) ayat 29 : 

ë=≈ tG Ï. çµ≈ oΨ ø9 t“Ρr& y7ø‹ s9 Î) Ô8t�≈t6ãΒ (#ÿρã� −/ £‰u‹ Ïj9 ÏµÏG≈ tƒ# u t� ©. x‹ tFuŠ Ï9 uρ (#θä9 'ρé& É=≈ t6ø9 F{ $# ∩⊄∪  

Artinya : ”ini adalah sebuah Kitab yang kami turunkan kepadamu penuh 
dengan berkah supaya mereka memperhatikan ayat-ayatNya dan 
supaya mendapat pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran”. 
(QS. As-Shaad 38 : 29) 

 
Pendidikan merupakan suatu upaya transformasi nilai dan 

pengembangan potensi manusia yang berlangsung secara formal maupun 

informal karena pendidikan juga berfungsi untuk mengembangkan potensi 

manusia untuk dirinya sendiri. Dari berbagai teori pendidikan yang 

dihasilkan para pakar ilmu pendidikan, telah disepakati bahwa pendidikan 

harus disampaikan. Dengan demikian, pendidikan adalah suatu peristiwa 

penyampaian atau proses transformasi. Alqur’an menegaskan hal yang 

serupa ketika menyampaikan meterinya kepada penerimanya, yaitu Nabi 
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Muhammad SAW sebagaimana yang terdapat dalam surat Al Maidah (5) 

ayat 67 : 

* $pκ š‰r' ‾≈ tƒ ãΑθß™§�9 $# õ�Ïk= t/ !$tΒ tΑ Ì“Ρé& š�ø‹ s9Î) ÏΒ y7 Îi/ ¢‘ ( βÎ) uρ óΟ ©9 ö≅ yèø� s? $yϑ sù |M øó‾= t/ …çµtG s9$y™Í‘ 4 ª!$# uρ 

š�ßϑ ÅÁ÷ètƒ zÏΒ Ä¨$̈Ζ9 $# 3 ¨βÎ) ©! $# Ÿω “ Ï‰öκ u‰ tΠ öθs) ø9 $# tÍ� Ï�≈s3ø9 $# ∩∉∠∪   

 

Artinya :”Hai Rasul, sampaikanlah apa yang disampaikan kepadamu dari 
Tuhanmu. Dan jika tidak kamu kerjakan (apa yang diperintahkan 
itu, berarti) kamu tidak menyampaikan amanah-Nya. Allah 
memelihara kamu dari (gangguan) manusia. Sesungguhnya Allah 
tidak memberi petunjuk kepada orang yang kafir”. (QS. Al 
Maidah 5 : 67) 

 
Di antara cabang matematika yang banyak manfaatnya untuk 

kehidupan sehari-hari adalah himpunan. Himpunan adalah kumpulan objek– 

objek yang terdefinisi dengan jelas. ruang topologi adalah suatu himpunan 

tidak kosong (X) bersama suatu kelas(t) jika dan hanya jika t memenuhi 3 

aksioma : 

1. X dan φ  termasuk dalam t 

2. Gabungan dari set-set anggota dari t adalah anggota t 

3. Irisan dari dua set anggota t adalah anggota t 

Anggota-anggota dari t disebut set-set buka dari t, dan X bersama t yaitu    

(X , t) disebut ruang topolgi (Wahyudin, 1992:60). 

Dua ruang topologi disebut ruang topologi homeomorphik atau 

topologi equvalen jika fungsi yang digunakan fungsi homeomorphisme atau 

fungsinya bijektif dan bikontinu.  

Berdasarkan uraian di atas, maka penulis ingin lebih dalam 

membahas permasalahan ini dengan judul ” Penggunaan Fungsi Hiperbolik 
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Dan Aljabar Dalam Pembuktian Homeomorphik Pada Ruang-Ruang 

Topologi” 

1.2 Rumusan Masalah 

   Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana 

membuktikan homeomorphik pada ruang-ruang topologi dengan 

menggunakan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar? 

1.3   Tujuan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan 

skripsi ini adalah mencari informasi tentang pembuktian homeomorphik 

ruang-ruang topologi dengan manggunakan fungsi hiperbolik dan fungsi 

aljabar.  

1.4  Manfaat Penelitian 

  Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah: 

1. Bagi peneliti, sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan 

mengenai topologi. 

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang 

matematika, khususnya dalam membuktikan ruang-ruang topologi yang 

saling homeomorphik. 

3 Bagi lembaga UIN Maulana Malik Ibrahim Malang, untuk bahan 

kepustakaan yang dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan 

khususnya di Jurusan Matematika untuk mata kuliah topologi. 
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1.5 Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini menggunakan penelitian perpustakaan (library 

research). Penelitian perpustakaan bertujuan untuk mengumpulkan data dan 

informasi dengan bermacam-macam material yang terdapat dalam ruangan 

perpustakaan, seperti buku-buku, majalah, dokumen dan lainnya. 

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah: 

a.    Merumuskan masalah. Sebelum penulis memulai kegiatannya, penulis 

membuat rancangan terlebih dahulu mengenai suatu permasalahan yang 

akan dibahas. 

b. Mengumpulkan data dan informasi dengan cara membaca literatur yang 

berkaitan dengan fungsi hiperbolik, aljabar, dan ruang topologi. 

c.    Mengambil contoh ruang-ruang topologi yang akan dibuktikan 

d. Mendefinisikan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar 

e.    Pembuktian homeomorphik ruang-ruang topologi dengan menggunakan 

fungsi yang telah didefinisikan.  

f.    Memberi kesimpulan akhir dari hasil penelitian. 

4 



 

1.6  Sistem Penulisan 

Adapun sistematika dari penyusunan skripsi ini adalah : 

BAB I PENDAHULUAN 

Berisi latar belakang belakang, rumusan masalah, tujuan, 

pembatasan masalah, metode penelitian 

BAB II KAJIAN PUSTAKA 

Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori – teori) yang 

mendukung bagian pembahasan. Konsep tersebut antara lain 

membahas tentang pengertian himpunan, fungsi, fungsi bijektif, 

limit fungsi, fungsi kontinu, fungsi eksponen, fungsi hiperbolik, 

fungsi aljabar, ruang topologi, ruang topologi homeomorphik, 

kajian ruang topologi dalam Alqur’an. 

BAB III PEMBAHASAN 

 Berisi secara rinci tentang pembuktian homeomorphik pada 

ruang-ruang topologi dengan menggunakan fungsi hiperbolik dan 

fungsi aljabar. 

BAB IV PENUTUP 

Dalam bab ini disajikan tentang kesimpulan dan saran. 
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  BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 
2.1.   Ruang Topologi dalam Alqur’an 

Tuhan menciptakan alam semesta dengan kode-kode tertentu-struktur 

bilangan tertentu. Alam sendiri mcngajarkan kepada manusia tentang adanya 

periode-periode tertentu yang selalu berulang, terstruktur dan sistematis, 

misalnya, Bumi dan planet-planet, bintang-bintang, DNA, kromosom, sifat 

atom, lapisan bumi dan atmosfer perhatikan firman Allah surat ke 39 ayat 9. 

ô̈Β r& uθèδ ìMÏΖ≈ s% u !$tΡ#u È≅ ø‹ ©9$# #Y‰ É`$y™ $Vϑ Í←!$s% uρ â‘ x‹øts† nοt� Åz Fψ $# (#θã_ö� tƒuρ sπuΗ ÷qu‘ ÏµÎn/ u‘ 3 ö≅ è% ö≅ yδ 
“ ÈθtG ó¡o„ tÏ% ©!$# tβθçΗ s>ôètƒ tÏ% ©!$# uρ Ÿω tβθßϑ n= ôètƒ 3 $yϑ ‾Ρ Î) ã� ©.x‹ tG tƒ (#θä9 'ρé& É=≈ t7ø9 F{ $# ∩∪   

Artinya :(apakah kamu Hai orang musyrik yang lebih beruntung) ataukah 
orang yang beribadat di waktu-waktu malam dengan sujud dan berdiri, 
sedang ia takut kepada (azab) akhirat dan mengharapkan rahmat 
Tuhannya? Katakanlah: "Adakah sama orang-orang yang mengetahui 
dengan orang-orang yang tidak mengetahui?" Sesungguhnya orang yang 
berakallah yang dapat menerima pelajaran (Qs. Az-Zumar 39 :9). 

Alqur’an menjelaskan bahwa Tuhan menciptakan sesuatu dengan 

perhitungan yang sangat teliti, misalkan menciptakan bumi dengan 

menghitung apa saja anggota yang akan berada di bumi. Lihat firman Allah 

surat ke 72 ayat 28 

zΟ n= ÷èu‹ Ïj9 βr& ô‰s% (#θäón= ö/ r& ÏM≈ n=≈ y™Í‘ öΝ ÍκÍh5u‘ xÞ% tnr&uρ $yϑ Î/ öΝÍκ ö‰y‰ s9 4 |Âômr&uρ ¨≅ ä. >ó x« # OŠy‰tã ∩⊄∇∪   

Artinya : Supaya dia mengetahui, bahwa Sesungguhnya rasul-rasul itu 
Telah menyampaikan risalah-risalah Tuhannya, sedang (sebenarnya) ilmu-
Nya meliputi apa yang ada pada mereka, dan dia menghitung segala 
sesuatu satu persatu (Qs. Al-Jinn 72 : 28). 
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Dalam pandangan Alqur’an, tidak ada peristiwa yang terjadi secara 

kebetulan. Semua terjadi dengan “hitungan” (Arifin Muftie, 2004). Pada 

konsep ruang topologi tidak lepas dari perhitungan. Unsur pada ruang 

topologi dihitung sehingga membentuk suatu ruang topologi. 

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan 

dalam Alqur’an, salah satunya adalah matematika. konsep dari disiplin ilmu 

matematika serta berbagai cabangnya yang ada dalam Al Qur’an, di 

antaranya adalah masalah himpunan, logika, pemodelan, statistic, topologi 

dan lain sebagainya.  

Ruang topologi tidak lepas dari suatu himpunan, himpunan merupakan 

kumpulan objek-objek yang mempunyai cirri-ciri yang sangat jelas. 

Mari kita lihat firman Allah SWT dalam Alqur’an surat ke 35 ayat 1. 

ß‰ ôϑ pt ø:$# ¬! Ì� ÏÛ$sù ÏN≡uθ≈ yϑ ¡¡9 $# ÇÚö‘ F{ $# uρ È≅Ïã% ỳ Ïπs3Í× ‾≈ n= yϑ ø9$# ¸ξß™â‘ þ’ Í< 'ρé& 7πysÏΖ ô_r& 4‘oΨ ÷V ¨Β y]≈ n= èOuρ 

yì≈ t/ â‘ uρ 4 ß‰ƒÌ“ tƒ ’Îû È,ù= sƒ ø: $# $tΒ â !$t±o„ 4 ¨βÎ) ©! $# 4’ n?tã Èe≅ ä. &ó x« Ö�ƒÏ‰ s% ∩⊇∪   

Artinya :Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang 
menjadikan malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus berbagai 
macam urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (ada yang) dua, 
tiga dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa yang 
dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala sesuatu 
(Qs. Al-Faathir 35 : 1). 

 
Dalam ayat 1 surat al-Faathir ini dijelaskan sekelompok, segolongan atau 

sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalam kelompok malaikat 

tersebut terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua sayap, tiga sayap, 

empat sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompok malaikat 
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yang mempunyai lebih dari empat sayap jika Allah SWT menghendaki. Jadi, 

pada ayat tersebut terdapat tiga kelompok, yaitu : 

1. Kelompok melaikat bersayap dua, 

2. Kelompok malaikat bersayap tiga, dan 

3. Kelompok malaikat bersayap empat. 

Sesuai dengan definisinya ruang topologi adalah suatu himpunan tidak 

kosong (X) bersama suatu kelas(t) dimana anggota dari kelas tersebut adalah 

bagian dari himpunan tidak kosong (X, t). Hal ini dikuatkan dengan firman 

Allah dalam Alqur’an surat ke 24 ayat 45.  

ª! $#uρ t,n= y{ ¨≅ ä. 7π−/ !# yŠ ÏiΒ &!$̈Β ( Ν åκ÷] Ïϑ sù ̈Β  Å ốϑ tƒ 4’ n?tã ÏµÏΖ ôÜ t/ Ν åκ÷] ÏΒ uρ ̈Β  Å ốϑ tƒ 4’ n?tã È ÷,s# ô_Í‘ 

Ν åκ÷] ÏΒ uρ ̈Β  Å ốϑ tƒ #’ n?tã 8ìt/ ö‘ r& 4 ß,è= øƒs† ª! $# $tΒ â!$t±o„ 4 ¨βÎ) ©! $# 4’n?tã Èe≅ à2 & ó x« Ö�ƒÏ‰s% ∩⊆∈∪  

 
Artinya : Dan Allah Telah menciptakan semua jenis hewan dari air, Maka 
sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atas perutnya dan sebagian 
berjalan dengan dua kaki sedang sebagian (yang lain) berjalan dengan empat 
kaki. Allah menciptakan apa yang dikehendaki-Nya, Sesungguhnya Allah 
Maha Kuasa atas segala sesuatu (Qs. Al-Nuur 24 : 45). 
 

(Abdussakir, 2009:3) 

Ayat di atas menjelaskan golongan, atau sekumpulan makhluk yang 

disebut hewan, dalam kelompok hewan tersebut ada kelompok hewan yang 

berbeda-beda. Terapannya pada ruang topologi yaitu 

(X)  : { hewan } 

Kelas (x) : {Hewan,φ , hewan berkaki dua, hewan berkaki empat } 
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1. X dan φ  termasuk dalam x 

2. Gabungan dari set-set anggota dari x adalah anggota x 

3. Irisan dari dua set anggota x adalah anggota x 

Kelas x merupakan topologi pada X, dan dikatakan ruang topologi 

karena kelas x bersama X memenuhi tiga aksioma yang digunakan untuk 

membuktikan suatu ruang topologi. 

2.2 Himpunan 

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang mempunyai sifat 

tertentu dan didefinisikan dengan jelas. Objek dalam himpunan mempunyai 

sifat tertentu dan didefinisikan dengan jelas, agar dapat ditentukan apakah 

suatu objek termasuk dalam himpunan atau tidak. 

Objek dalam himpunan disebut anggota himpunan, elemen him-

punan, atau unsur himpunan. Untuk menyatakan himpunan digunakan huruf 

besar (huruf kapital) seperti A, B, C sedangkan anggota himpunan dinyatakan 

dengan huruf kecil a, b, c dan ditulis diantara dua kurung kurawal 

Ada beberapa cara untuk menyatakan himpunan 

1. Cara pendaftaran atau tabulasi 

Cara pendaftaran atau tabulasi, dengan menuliskan semua anggotanya, 

elemen yang tidak ada dalam daftar berarti bukan anggota himpunan 

 
Hewan,φ , hewan berkaki 
dua, hewan berkaki empat 

(X,x) 
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tersebut. Apabila anggota himpunan itu banyak, untuk menuliskan 

semua anggotanya diwakili “…” dan anggota yang diwakili tersebut 

sudah tertentu dan dapat disebutkan dengan benar. Misalkan A = {1, 2, 

3, …}(Suharti dan Sukirman, 1993:2). 

2. Cara dengan menunjukkan syarat keanggotaan 

Dalam cara ini hanya dituliskan syarat yang harus dipenuhi oleh 

anggota himpunan. Semua objek yang memenuhi syarat tersebut 

adalah anggota himpunan, meskipun tidak ditulis satu demi satu. 

Cara menyatakan him-punan dengan dengan syarat keanggotaan 

disebut pula cara pemerian atau cara diskripsi. Misalkan A = 

{x│x∈c, x < 5} (Suharti dan Sukirman, 1993:3). 

Himpunan semesta 

Himpunan semesta dinyatakan dengan huruf S (himpunan semesta), 

huruf U (universal set), atau lambang lain dengan penjelasan sebelumnya. 

Misalkan   A = {1, 2, 3} dapat ditetapkan S = {1, 2, 3, …, 10} (Suharti dan 

Sukirman, 1993:4). 

Himpunan kosong 

Definisi : Himpunan kosong atau hampa adalah himpunan yang tidak 

mempunyai anggota. Himpunan kosong dinyatakan dengan 

φ atau { } (Suharti dan Sukirman, 1993:4). 
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Himpunan bagian 

Definisi  : Himpunan A disebut himpunan bagian (sub set) dari himpunan 

B jika dan hanya jika setiap anggota dari A menjadi anggota 

dari B. 

Jika himpunan A merupakan himpunan bagian dari himpunan B, 

maka ditulis A⊂ B. jika himpunan C bukan himpunan bagian dari 

himpunan D, maka ditulis C⊄ D 

Jadi A⊂ B jika ( x∀  ). BxAx ∈⇒∈ . A ⊂ B dapat diartikan 

bahwa himpunan B memuat himpunan A, dan dinyatakan dengan ⊃B A 

(Suharti dan Sukirman, 1993:6). 

Himpunan kuasa 

Definisi  : Himpunan kuasa (power set) dari himpunan A adalah himpunan 

semua himpunan bagian dari himpunan A. Himpunan kuasa 

dari himpunan A dinyatakan dengan lambing P(A) atau 2A 

(Suharti dan Sukirman, 1993:8). 

Diberikan himpunan A dan B, yaitu subhimpunan dari X. maka dapat 

dibentuk himpunan baru berikut : 

1. Komplemen himpunan A : xAc {= | }, AxXx ∉∈  

2. Irisan himpunan A dan B : xBA {=∩ | Ax∈ dan }Bx∈  

3. Gabungan himpunan A dan B : xBA {=∪ | Ax∈ atau }Bx∈  

4. Selisih himpunan A dan B : xBA {=− | Ax∈ dan }Bx∉  

Misalkan X suatu himpunan semesta dan A dan B subhimpunan dari X. Maka 

diperoleh sifat : 1. A∪ Ac = X, 
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2. A ∩ Ac = φ , 

3. Ac = X – A, 

4. (Ac)c = A, 

5. (A ∩ B)c = Ac∪ Bc, 

6. (A ∪ B)c = Ac∩ Bc (Ahmad Arifin, 2000 : 3). 

2.3 Fungsi  

Definisi 5 

Sebuah fungsi f  adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap 

obyek x dalam satu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan sebuah 

nilai unik f(x) dari himpunan kedua, himpunan nilai yang diperoleh secara 

demikian disebut daerah hasil (jelajah) fungsi tersebut (Purcell dan 

Varberg, 1987:48). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Daerah Asal Daerah Kawan 

Gambar 1 fungsi 
(Purcell dan Varberg, 1987:48) 

f 

x 
f(x) 

Daerah hasil 
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Contoh 1 : 

Jika f adalah fungsi dengan aturan f(x) = x2 +1 dan jika daerah asal 

A = {-1, 0, 1, 2} maka daerah hasil B = {1,2,5 }  

 

 

 

 

 

 

 

2.4 Fungsi Surjektif 

Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B, maka daerah hasil f(A) 

dari fungsi f adalah himpunan bagian dari kodomain B atau f (A)⊂ B , fungsi 

ini kenal dengan nama fungsi into (ke dalam) atau fungsi saja. Tetapi jika   

f(A) = B artinya setiap anggota B muncul sebagai peta dari sekurang-

kurangnya satu elemen A, maka katakan "f adalah suatu fungsi A pada B". 

Fungsi pada (onto function) biasa juga disebut fungsi surjektif. 

Definisi 6 

Suatu fungsi f : A→B disebut fungsi surjektif, jika untuk setiap b ∈ B 

sekurang-kurangnya satu a ∈ A sedemikian hingga b = f (a) (Setiawan, 

2008:39). 

-1 

0 

1 

2 

 

1 

2 

5 

 

Daerah Asal Daerah Hasil 
Gambar 2 fungsi 

f(x)=x2+1 
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Contoh 2 : 

Fungsi f dari himpunan A = {-2,-1,0,1,2} ke dalam himpunan B = 

{0,1,4} yang didenifisikan oleh rumus fungsi f(x) = x2 adalah suatu 

fungsi yang surjektif, karena setiap elemen di B merupakan peta dari 

sekurang-kurangnya satu elemen di A. 

 

 

 

2.5 Fungsi Injektif 

Suatu fungsi f  : A →B sedemikian hingga untuk setiap anggota A 

yang berbeda mempunyai peta yang berbeda pula di B, dikatakan f sebagai 

fungsi yang injektif atau fungsi satu-satu 

 

 

 

Gambar 3 fungsi surjektif 
(Setiawan, 2008:39) 

Gambar 4 Fungsi Injektif 
(Setiawan, 2008:40) 
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Definisi 7 

Fungsi f  : A →B disebut fungsi injektif (satu-satu), jika untuk setiap 

a1,a2∈ A dan a1 ≠ a2 akan berlaku f(a1) ≠ f(a2) (Setiawan, 2008 :40). 

Dari ketentuan bahwa suatu fungsi f :A →B merupakan fungsi 

injektif, Rumus dari definisi bernilai logika sama dengan pernyataan : 

f(a1) = f(a2) ⇒  a1=a2 

Pernyataan inilah yang biasa digunakan untuk menunjukkan apakah suatu 

fungsi itu injektif atau bukan. 

Contoh 3 

diberikan fungsi di dalam bilangan real R ( f : R →  R), yang 

didefinisikan dengan rumus f (x) = 2x - 3. 

untuk setiap x1,x2∈R yang memenuhi ),  f(x1) = f(x2) maka  

(2x1-3) = (2x2-3)⇔ x1= x2 

Sehingga dari f(a1) = f(a2) ⇒  a1=a2, yang berarti f adalah fungsi injektif 

di dalam R 

2.6 Fungsi Bijektif 

Jika suatu fungsi f  : A →B sedemikian hingga f suatu fungsi yang surjektif 

dan injektif sekaligus. 

 
Gambar 5 Fungsi Bijektif 

(Setiawan, 2008:41) 
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f adalah suatu fungsi bijektif atau korespondensi satu-satu. 

Definisi 8 

Fungsi  f  : A →B disebut suatu fungsi bijektif jika f sekaligus fungsi 

surjektif dan fungsi injektif (Setiawan, 2008:42). 

Contoh 4 

Fungsi f : R→R yang didefinisikan dengan f (x) = 2x - 3 adalah fungsi 

bijektif sebab untuk setiap y peta dari x pasti akan dipenuhi: 2x-3 = y 

)3(
2

1 +=⇔ yx  yang menunjukkan prapeta dari y di B. Dengan demikian 

f adalah fungsi yang surjektif. 

Fungsi f  fungsi injektif, dan dari f injektif dan surjektif sekaligus ini, dapat 

disimpulkan bahwa f adalah fungsi bijektif. 

2.7 Limit Fungsi 

Definisi 9 

Milsalkan  f sebuah fungsi yang terdefinisi pada suatu selang buka I, yang  

memuat  a, kecuali mungkin pada  a itu sendiri. Maka limit  f(x) untuk  x  

mendekati a adalah L, ditulis: 

εδε <−∋>∃>∀⇔=
→

LxfLxf
ax

)(00)(lim apabila δ<−< ax0  

(Susanto, 2007:6). 
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Contoh 5 

Buktikan 22)24(lim
5

=+
→

x
x

 

Bukti : 

Tulis 24)( += xxf  

Ambil sebarang 0>ε , pilih 
4

εδ =  

Dipunyai δ<−< 50 x  

Jelas 222422)( −+=− xxf  

204 −= x  

54 −= x  

δ4<  

4
4

ε<  

ε<  

Jadi εδε <−∋>∃>∀ 22)(00 xf apabila δ<−< 50 x , 22)24(lim
5

=+
→

x
x

 

2.8 Invers Fungsi 

Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B dan misalkan untuk suatu 

a∈A petanya adalah f (a) = b∈B, maka invers dari b (dinyatakan dengan f -

1(b)) adalah elemen-elemen dalam A yang memiliki b∈B sebagai petanya.  

Secara singkat, jika BAf →:  sedemikian hingga )(: xfxf → maka yang 

dimaksud dengan invers fungsi b : 

xbf {)(1 =− | })(, bxfAx =∈  
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Contoh 6 

Misalkan fungsi BAf →: didefinisikan sebagaimana diagram panah 

berikut: 

 

 

 

2.9 Fungsi Kontinu 

Definisi 10 

(Kekontinuan di satu titik). katakan bahwa f kontinu di c jika beberapa 

selang terbuka di sekitar c terkandung dalam daerah asal f dan 

)()(lim cfxf
cx

=
→

(Purcell dan Varberg, 1987:48). 

Dari definisi ini diperoleh 3 syarat dalam membuktikan kekontinuan 

fungsi yaitu : 

1. )(lim xf
cx→

ada 

2. )(cf ada 

3. )()(lim cfxf
cx

=
→

,  

Gambar 6 Invers Fungsi 
(Setiawan, 2008:48) 
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Jika salah satu dari ketiga syarat tersebut tidak terpenuhi, maka f 

takkontinu (diskoninu) di c.  

Contoh 7 

Misalkan 2,
2

4
)(

2

≠
−
−= x

x

x
xf . Bagaimana seharusnya f didefinisikan di   

x = 2 agar kontinu di titik itu? 

Penyelesaian : 
2

)2)(2(
lim

2

4
lim

2

2

2 −
+−=

−
−

→→ x

xx

x

x
xx

 

4)2(lim
2

=+=
→

x
x

 

Karena itu, definisikan f (2) = 4 

 

 

 

  

 

f (x) = x + 2 untuk semua x  

1 

2 

3 

4 

1 2 3 4 x 

y 

Gambar 7 Fungsi Kontinu 
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2.10 Fungsi Logaritma Asli dan Eksponen Asli 

Definisi 11 

Fungsi logaritma asli, ditulis sebagai ln, didefinisikan dengan 

∫ >=
x

xdt
t

x
1

0,
1

ln , daerah definisinya adalah bilangan riil positif (Purcell 

dan Varberg, 1987:372). 

Definisi 12 

Invers ln disebut fungsi eksponen asli dan ditulis sebagai exp. Yaitu 

xyyx lnexp =⇔=  (Purcell dan Varberg, 1987:387). 

Dari definisi ini diperoleh : 

( i ) exp(ln x) = x  x > 0; 

( ii ) ln(exp y) = y  untuk semua y 

Sifat Fungsi Eksponen 

 Kita mulai dengan memperkenalkan bilangan baru, seperti 

bilangan π , yang dilambangkan dengan huruf e. Bilangan ini amat 

penting di dalam matematika 

Definisi 13 

Bilangan e adalah bilangan riil positif yang bersifat ln e = 1(Purcell dan 

Varberg, 1987:387). 
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Oleh karena ln e = 1, maka exp 1 = e. bilangan e adalah bilangan 

Irrasional. Orang telah menghitungnya sampai seribu angka di belakang 

koma. Misalnya 590457182818284,2≈e  

2.11 Fungsi Hiperbolik 

Definisi 14 

Dalam masalah matematika terapan sering kita jumpai kombinasi-

kombinasi tertentu dari fungsi eksponen ex dan e-x sehingga kombinasi 

fungsi-fungsi tersebut diberi nama fungsi hiperbolik (Susanto, 2007:34).  

Sebagai contoh dibangun fungsi-fungsi p dan q 

+→ RRp : , 
2

)(
xe

xp = dan 
2

)(,:
xe

xqRRq
−

+ =→  

Grafik fungsi p 

 

 

 

Gambar 8. Grafik Fungsi p naik 
(susanto, 2007:34) 
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Grafik fungsi q 

 

 

Selanjutnya dibangun fungsi f dan g yang didefinisikan sebagai jumlah  

fungsi-fungsi p dan q. Dengan demikian f (x) = p (x) + q (x) 

 

 

Gambar 9. Grafik Fungsi q turun 
(susanto, 2007:35) 

Gambar 10. Grafik Fungsi f(x)= p(x)+q(x) 
(susanto, 2007:35) 
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Dipunyai 
2

)(,:
xx ee

xfRRf
−

+ +=→  

Jelas 0
2

)(' >−=
− xx ee

xf  0>∀x  dan 0
2

)(' <−=
− xx ee

xf  0<∀x  

Jadi grafik f naik pada [0,∞ ) dan turun pada (-∞ ,0]. 

Jelas )(
22

)( xf
eeee

xf
xxxx

=+=+=−
−−

 Rx∈∀  

Jadi f suatu fungsi genap. 

Jelas 0)(
2

)(" >=+=
−

xf
ee

xf
xx

 

Jadi grafik f cekung ke atas pada (-∞ ,∞ ). 

2.12 Definisi Ruang Topologi 

Definisi 15:  

Misal X adalah suatu set (himpunan) tidak kosong, suatu kelas t 

yang anggotanya subset-subset dari X disebut topologi pada X, jika dan 

hanya jika t memenuhi 3 aksioma : 

1. X dan φ  termasuk dalam t 

2. Gabungan dari set-set anggota dari t adalah anggota t 

3. Irisan dari dua set anggota t adalah anggota t 

Anggota-anggota dari t disebut set-set buka dari t, dan X bersama t 

yaitu (X , t) disebut ruang topolgi (Wahyudin, 1992:60) 
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Contoh 8 : Buktikan (X, t) adalah ruang topologi dngan t ={X, φ , {a}} 

adalah topologi pada X = {a,b,c}. 

 Bukti : 

1. Jelas X memuat semua titik limitnya. Jadi X tutup. Maka   

φ = X c  buka. Karena φ  tidak memiliki titik limit, maka φ  

memuat semua titik limitnya. Jadi φ  tutup. Maka                  

X = cφ buka. Jadi baik φ  maupun X ada di t. 

2. tAi ∈∀  , tAii ∈∪  

3. tAi ∈∀  , tAii ∈∩   

Catatan :  

 Aksioma-aksioma 1, 2, 3 adalah eqivalen dengan dua aksioma berikut : 

 1*. Gabungan dari set-set dalam t termasuk dalam t 

 2*. Irisan terhingga dari set-set dalam t termasuk dalam t 

 Untuk 1* menyimpulkan bahwa φ  termasuk dalam t karena  

φφ =∈∈∪ }:{ GtG  

yaitu gabungan dari set-set kosong adalah set kosong. 

Untuk 2* menyimpulkan bahwa X termasuk ke dalam t karena 

=∈∈∩ }:{ φGtG X 

yaitu irisan kosong dari subset-subset dari X adalah X sendiri 

(Wahyudin, 1992:62). 
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2.13 Definisi Ruang Topologi Homeomorphik 

Definisi 16 : Dua ruang topologi X dan Y disebut Homeomorphik atau 

topologi equivalent, bila ada fungsi bijektif f : X � Y 

sedemikian hingga f dan  f -1 adalah kontinu. Fungsi f seperti itu 

disebut homeomorphisme. 

Suatu fungsi f disebut bikontinu atau topologi, bila f adalah buka dan 

kontinu, jadi f : X � Y adalah homeomorphisme bila dan hanya bila f  

bikontinu dan bijektif (Wahyudin, 1992:91). 

Contoh 9 :  

Misal X = (-1,1). Fungsi RXf →: yang didefinisikan oleh 

xxf π
2

1
tan)( =  yang satu-satu, onto, dan kontinu. Selanjutnya, 

fungsi invers f -1 adalah kontinu. Jadi garis real R dan interval buka (-

1,1) adalah homeomorphik (Wahyudin, 1992:92). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai pembuktian ruang topologi 

homeomorphik dengan fungsi hiperbolik dan aljabar : 

Langkah-langkah dalam membuktikan ruang-ruang topologi homeomorphik :  

1. Mengambil 4 ruang topologi yang akan dibuktikan. 

2. Mendefinisikan fungsi hiperbolik dan fungsi aljabar. 

3. Dengan menggunakan fungsi yang telah didefinisikan akan dibuktikan 

bahwa ruang-ruang topologi yang diambil adalah homeomorphik. 

3.1. Ruang Topologi 

Penulis akan mengambil 4 contoh ruang topologi yang nantinya akan 

dibuktikan bahwa ruang-ruang topologi tersebut homeomorphik. 

Berikut uraian proses pengambilan ruang topologi  : 

1. Diberikan r adalah kelas dari semua subset dari set bilangan real (R) 

Maka untuk membuktikan bahwa (R,r) adalah ruang topologi dibutuhkan 

proses sebagai berikut : 

Ambil rbabaRba ∈→⊂ },{},{},{,  

Maka : 

a) Jelas R memuat semua titik limitnya. Jadi R tutup. Maka cR=φ  

buka. Karena tidak memiliki titik limit, maka φ  memuat semua 

titik limitnya. Jadi cR=φ  tutup. Maka R = φ c buka. Jadi baik φ  

maupun R ada di r 
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b) rAi ∈∀  , rAii ∈∪  

c) rAi ∈∀  , rAii ∈∩  

Jadi terbukti (R,r) adalah ruang topologi 

Dengan proses yang sama maka proses ruang topologi lain akan diuraikan 

sebagai berikut : 

2. Diberikan s adalah kelas dari semua subset dari set bilangan real (R) 

Maka untuk membuktikan bahwa (R,s) adalah ruang topologi dibutuhkan 

proses sebagai berikut : 

Ambil sdcdcRdc ∈→⊂ },{},{},{,  

Maka : 

a. Jelas R memuat semua titik limitnya. Jadi R tutup. Maka cR=φ  

buka. Karena tidak memiliki titik limit, maka φ  memuat semua 

titik limitnya. Jadi cR=φ  tutup. Maka R = φ c buka. Jadi baik φ  

maupun R ada di r 

b. sAi ∈∀  , sAii ∈∪  

c. sAi ∈∀  , sAii ∈∩  

Jadi terbukti (R,s) adalah ruang topologi 

3. Diberikan q adalah kelas dari semua subset dari set bilangan rasional (Q) 

Ambil qjijiQji ∈→⊂ },{},{},{,  

Akan dibuktikan (Q,q) adalah ruang topologi 

a.   Jelas Q memuat semua titik limitnya. Jadi Q tutup. Maka cQ=φ  

buka. Karena tidak memiliki titik limit, maka φ  memuat semua 
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titik limitnya. Jadi cQ=φ  tutup. Maka Q = φ c buka. Jadi baik φ  

maupun Q ada di q 

b. qAi ∈∀  , qAii ∈∪  

c. qAi ∈∀  , qAii ∈∩  

Jadi terbukti (Q,q) adalah ruang topologi 

4. Diberikan z adalah kelas dari semua subset dari set bilangan Bulat (Z) 

Ambil znmnmZnm ∈→⊂ },{},{},{,  

Akan dibuktikan (Z, z) adalah ruang topologi 

a.   Jelas Z memuat semua titik limitnya. Jadi Z tutup. Maka cZ=φ  

buka. Karena tidak memiliki titik limit, maka φ  memuat semua 

titik limitnya. Jadi cZ=φ  tutup. Maka Z = φ c buka. Jadi baik φ  

maupun Z ada di z 

b. zAi ∈∀  , zAii ∈∪  

c. zAi ∈∀  , zAii ∈∩  

Jadi terbukti (Z,z) adalah ruang topologi 

Setelah diperoleh ruang topologi, berikutnya akan didefinisikan fungsi-

fungsi hiperbolik dan aljabar 

3.2. Fungsi Hiperbolik dan Fungsi Aljabar 

Untuk membuktikan ruang-ruang topologi adalah homeomorphik maka 

dibutuhkan fungsi. Berikut fungsi hiperbolik dan aljabar yang didefinisikan 

oleh penulis : 
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Fungsi hiperbolik 

1. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (R,s) dimana s adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan real (R) 

Akan diberikan fungsi RRf →: , =)(xf
2

xx ee −−
 

=)(xf
2

xx ee −−
yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = 

2

xx ee −−
 

=)(af
2

aa ee −−
zafRaRz =∋∈∃∈∀ )( , z = 

2

aa ee −−
 

x=a 

2x=2a 

x – (-x) = a – (-a) 

ln( xe ) – ln( xe− ) = ln( ae ) – ln( ae− ) 

2
2

⋅− − xx ee
= 2

2
⋅− −aa ee

 

2

xx ee −−
=

2

aa ee −−
 

f(x) = f(a) 

f(x) = f(a) well defined 

2. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (Q,q) dimana q adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan Rasional (Q)  

Akan diberikan fungsi QRf →: , =)(xf xx ee −−  
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=)(xf xx ee −− yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = xx ee −−  

=)(bf bb ee −− zbfRbRz =∋∈∃∈∀ )( , z = bb ee −−  

x=b 

2x=2b 

x – (-x) = b – (-b) 

ln( xe ) – ln( xe− ) = ln( be ) – ln( be− ) 

xx ee −− = bb ee −−  

f(x) = f(b) 

f(x) = f(b) well defined 

3. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (Z,z) dimana z adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan bulat (Z)  

Akan diberikan fungsi ZRf →: , =)(xf xx ee −+2  

=)(xf xx ee −+2 yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = xx ee −+2  

=)(kf kk ee −+2 zkfRkRz =∋∈∃∈∀ )( , z = kk ee −+2  

x = k 

3x = 3k 

2x – (-x) = 2k – (-k) 

2ln( xe ) – ln( xe− ) = 2ln( ke ) – ln( ke− ) 

2 xx ee −−  = 2 kk ee −−  

f(x)  =  f(k) 

f(x) = f(k) well defined 
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Fungsi Aljabar 

1. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (R,s) dimana s adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan real (R) 

Akan diberikan fungsi RRf →: , =)(xf 2x-3 

=)(xf 2x-3, yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = 2x-3 

=)(af 2a-3, zxfRaRz =∋∈∃∈∀ )( , z = 2a-3 

x = a 

2x = 2a 

2x + 3 = 2a + 3 

f(x) = f(a) 

 f(x) = f(a) well defined 

2. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (Q,q) dimana q adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan Rasional (Q)  

Akan diberikan fungsi QRf →: , =)(xf
2

32 −x
 

=)(xf
2

32 −x
, yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = 

2

32 −x
 

=)(bf
2

32 −b
, zxfRbRz =∋∈∃∈∀ )( , z = 

2

32 −b
 

x = b 

2x = 2b 

2x – 3 = 2b – 3 
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2

32 −x
=

2

32 −b
 

f(x) = f(b) 

f(x) = f(b) well defined 

3. Untuk ruang topologi (R,r) dimana r adalah kelas dari semua subset 

dari set bilangan real (R) dan (Z,z) dimana z adalah kelas dari semua 

subset dari set bilangan bulat (Z)  

Akan diberikan fungsi ZRf →: , =)(xf 24 +x , Rx∈∀  

=)(xf 24 +x , yxfRxRy =∋∈∃∈∀ )( , y = 24 +x  

=)(cf 24 +c , zxfRcRz =∋∈∃∈∀ )( , z = 24 +c  

x = c 

4x = 4c 

24 +x = 24 +c  

f(x) = f(c) 

f(x) = f(c) well defined 

3.3. Ruang Topologi Homeomorphik 

Setelah ruang topologi dan fungsi terdefinisi maka berikutnya penulis akan 

membuktikan ruang-ruang topologi yang diberikan adalah homeomorphik. 

Syarat bahwa ruang-ruang topologi adalah homeomorphik jika fungsinya 

bijektif dan bikontinu. 

Berikut proses pembuktiannya :  

Pembuktian dengan menggunakan fungsi hiperbolik 
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1. Untuk ruang topologi (R,r) dan (R,s) adalah RRf →: , 

=)(xf
2

xx ee −−
, Rx∈∀  

akan ditunjukkan RRf →:  adalah satu-satu (1-1) 

ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf =  

f(x1) = f(x2) 

2

11 xx ee −−
=

2

22 xx ee −−
 

2
2

11

⋅− −xx ee
= 2

2

22

⋅− −xx ee
 

11 xx ee −−  = 22 xx ee −−  

ln( 1xe ) – ln( 1xe− ) = ln( 2xe ) – ln( 2xe− ) 

x1 – (-x1) = x2 – (-x2) 

2x1=2x2 

x1= x2 

Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada (onto). 

Ry∈∀ ∃ yxfRx =∋∈ )( y
ee xx

=−→
−

2
 

Akan dibuktikan bahwa RRf →:  kontinu di titik Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− )()( afxf  
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jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)(
2

ε<−− −

af
ee aa

 untuk 

ax →  sehingga )(
2

lim af
ee aa

ax
=− −

→ −
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(
2

ε<−− −

af
ee aa

  untuk ax →  

sehingga )(
2

lim af
ee aa

ax
=− −

→ +
 

Maka terbukti bahwa RRf →:  kontinu di Ra∈  

Akan dicari invers dari RRf →:  

untuk ∀ y∈R ∃ yxfRx =∋∈ )(  

  
2

)(
xx ee

xf
−−=  

2

xx ee
y

−−=⇔  

xx eey −−=⇔ 2  

xx eey −−=⇔ lnln2ln  

)(2ln xxy −−=⇔  

xy 22ln =⇔  

x
y =⇔

2

2ln
 

Jadi f : R � R, f(x)= 
2

xx ee −−
 memiliki invers 

2

2ln
)(1 x

xf =−   

Akan dibuktikan bahwa
2

2ln
)(1 x

xf =−  kontinu di Ra∈  
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Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 

2
)(

2

2ln 1 ε<− − af
a

 untuk ax →  sehingga )(
2

2ln
lim 1 af

a
ax

−

→
=

−
 dan untuk 

Rraax ∩+∈ ),(  berakibat 
2

)(
2

2ln 1 ε<− − af
a

  untuk ax →  sehingga 

)(
2

2ln
lim 1 af

a
ax

−

→
=

+
 

Maka terbukti bahwa 
2

2ln
)(1 x

xf =−  kontinu di Ra∈  

Jadi terbukti bahwa (R,r) dan (R,s) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi RRf →:  adalah fungsi bikontinu dan 

bijektif. 

2. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adalah QRf →: , 

=)(xf xx ee −− , Rx∈∀  

akan ditunjukkan QRf →:  adalah satu-satu (1-1) 

ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf =  

f(x1) = f(x2) 

11 xx ee −− = 22 xx ee −−  

ln( 1xe ) – ln( 1xe− ) = ln( 2xe ) – ln( 2xe− ) 

x1 – (-x1) = x2 – (-x2) 

2 x1 = 2 x2 

x1 = x2 
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Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada (onto). 

Qy∈∀ ∃ yxfRx =∋∈ )( yee xx =−→ −  

Akan dibuktikan bahwa QRf →:  kontinu 

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− )()( afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)(
ε<−− − afee aa  untuk 

ax →  sehingga )(lim afee aa

ax
=− −

→ −
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(
ε<−− − afee aa   untuk ax →  

sehingga )(lim afee aa

ax
=− −

→ +
 

Maka terbukti bahwa QRf →:  kontinu di Ra∈  

Akan dicari invers dari QRf →:  

untuk ∀ y∈Q ∃ yxfRx =∋∈ )(  

  xx eexf −−=)(  

xx eey −−=⇔  

xx eey −−=⇔ lnlnln  

)(ln xxy −−=⇔  

xy 2ln =⇔  

36 



 

x
y =⇔

2

ln
 

Jadi f : R � Q, f(x)= xx ee −−  memiliki invers 
2

ln
)(1 x

xf =−   

Akan dibuktikan bahwa 
2

ln
)(1 y

xf =−  kontinu di Ra∈ . 

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat  

2
)(

2

ln 1 ε<− − af
a

 untuk ax →  sehingga )(
2

ln
lim 1 af

a
ax

−

→
=

−
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(
2

ln 1 ε<− − af
a

  untuk ax →   

sehingga )(
2

ln
lim 1 af

a
ax

−

→
=

+
 

Maka terbukti bahwa QRf →− :1  kontinu di Ra∈  

 Terbukti bahwa (R,r) dan (Q,q) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi QRf →:  adalah fungsi bikontinu dan 

bijektif. 

3. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adalah ZRf →: , =)(xf xx ee −+2  

akan ditunjukkan ZRf →:  adalah satu-satu (1-1) 

ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf =  

f(x1) =  f(x2) 
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2 11 xx ee −−  = 2 22 xx ee −−  

2ln( 1xe ) – ln( 1xe− ) = 2ln( 2xe ) – ln( 2xe− ) 

2x1 – (-x1) = 2x2 – (-x2) 

3 x1 = 3 x2 

x1 = x2 

Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada(onto). 

Zy∈∀ ∃ →=∋∈ ybfRb )( yee xx =+ −2  

Akan dibuktikan bahwa ZRf →:  kontinu 

mbil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat bilangan 

r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat ε<− )()( afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)()2(
ε<−+ − afee aa  

untuk ax →  sehingga )(2lim afee aa

ax
=+ −

→ −
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)()2(
ε<−+ − afee aa   untuk 

ax →  sehingga )(2lim afee aa

ax
=+ −

→ +
 

Maka terbukti bahwa ZRf →:  kontinu di Ra∈  

Akan dicari invers dari ZRf →:  

untuk ∀ y∈Z ∃ yxfRx =∋∈ )(  

  =)(xf xx ee −+2  

xx eey −+=⇔ 2  
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xxx eeey −++=⇔ lnlnlnln  

xxxy −+=⇔ ln  

xy =⇔ ln  

Jadi f : R � Z, f(x)= xx ee −+2  memiliki invers xxf ln)(1 =−  

Akan dibuktikan bahwa )(1 xf −  kontinu Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat  

2
)(ln 1 ε<− − afa  untuk ax →  sehingga )(lnlim 1 afa

ax

−

→
=

−
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),(  berakibat  

2
)(ln 1 ε<− − afa   untuk ax →  sehingga )(lim 1 afa

ax

−

→
=

+
 

Maka ZRf →− :1  kontinu di Ra∈  

Jadi terbukti bahwa (R,r) dan (Z,z) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi ZRf →:  bikontinu  

Selanjtnya Pembuktian homeomorphik pada ruang topologi dengan 

menggunakan fungsi Aljabar : 

1. Untuk ruang topologi (R,r) dan (R,s) adalah RRf →: ,  

=)(xf 2x-3, Rx∈∀  

Fungsi aljabar f : R � R , f(x) =  2x-3, Rx∈∀  

akan ditunjukkan RRf →:  adalah satu-satu (1-1) 
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ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf = , maka  x1 =  x2 

jelas f(x1) - f(x2) )32()32( −−−= xx   

)32()32( 21 −−−⇔ xx  

0)32()32( 21 =−−−⇔ xx  

)32()32( 21 −=−⇔ xx  

f(x1) = f(x2) , x1=x2 

Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada(onto). 

Ry∈∀ ∃ yxfRx =∋∈ )(  

Ry∈∀ ∃ →=∋∈ ybfRb )( yb =− 32  

Jadi fungsi  RRf →:  adalah onto 

Akan dibuktikan bahwa RRf →:  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− )()( afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)(32
ε<−− afa  untuk 

ax →  sehingga )(32lim afa
ax

=−
−→

 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(32
ε<−− afa   untuk ax →  

sehingga )(32lim afa
ax

=−
+→

 

Maka terbukti bahwa RRf →:  kontinu di Ra∈  
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Akan dicari invers dari RRf →:  

untuk ∀ y∈R ∃ yxfRx =∋∈ )(  

  32)( −= xxf  

32 −=⇔ xy  

3323 +−=+⇔ xy  

023 −=+⇔ xy  

)02(
2

1
)3(

2

1 −=+⇔ xy  

2

2

2

3

2

xy =+⇔  

x
y =+⇔

2

3
 

=)(yf
2

3+y
 

2

3
)(1 +=∴ − x

xf  

Jadi f : R � R, f(x)= 32 −x  memiliki invers 
2

3
)(1 +=− x

xf  

Akan dibuktikan bahwa
2

3
)(1 +=− x

xf  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat  
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2
)(

2

3 1 ε<−+ − af
a

 untuk ax →   

sehingga )(
2

3
lim 1 af

a
ax

−

→
=+

−
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),(  berakibat  

2
)(

2

3 1 ε<−+ − af
a

  untuk ax →   

sehingga )(
2

3
lim 1 af

a
ax

−

→
=+

+
 

Maka terbukti bahwa RRf →− :1  kontinu di Ra∈  

Jadi terbukti bahwa (R,r) dan (R,s) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi RRf →:  adalah fungsi bikontinu dan 

bijektif. 

2. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Q,q) adalah QRf →: ,  

=)(xf
2

32 −x
, Rx∈∀ . 

Fungsi aljabar f : R � Q , f(x) =
2

32 −x
, Rx∈∀  

akan ditunjukkan QRf →:  adalah satu-satu (1-1) 

ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf = , maka     x1 =  x2 

jelas f(x1) - f(x2) 
2

32

2

32 21 −−−= xx
  

2

32

2

32 21 −−−⇔ xx
 

0
2

32

2

32 21 =−−−⇔ xx
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2

32

2

32 21 −=−⇔ xx
 

f(x1) = f(x2) , x1=x2 

Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada(onto). 

Qy∈∀ ∃ →=∋∈ ybfRb )( y
b =−
2

32
 

Jadi fungsi  QRf →:  adalah onto 

Akan dibuktikan bahwa QRf →:  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− )()( afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)(
2

32 ε<−−
af

a
 untuk 

ax →  sehingga )(
2

32
lim af

a
ax

=−
−→

 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(
2

32 ε<−−
af

a
  untuk ax →  

sehingga )(
2

32
lim af

a
ax

=−
+→

 

Maka terbukti bahwa QRf →:  kontinu di Ra∈  

Akan dicari invers dari QRf →:  

Untuk ∀ y∈Q ∃ yxfRx =∋∈ )(  

  
2

32
)(

−= x
xf  
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322 −=⇔ xy  

xxxy 23222 −−=−⇔  

322 −=−⇔ xy  

yyxy 23222 −−=−−⇔  

)32(2 +−=−⇔ yx  

322 +=⇔ yx  

2

32

2

2 +=⇔ yx
 

2

32 +=⇔ y
x  

=)(yf
2

32 +y
 

2

32
)(1 +=∴ − x

xf  

Jadi f : R � Q, f(x)= 
2

32 −x
 memiliki invers 

2

32
)(1 +=− x

xf  

Akan dibuktikan bahwa )(1 xf −  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat  

2
)(

2

32 1 ε<−+ − af
a

 untuk ax →   

sehingga )(
2

32
lim 1 af

a
ax

−

→
=+

−
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dan untuk Rraax ∩+∈ ),(  berakibat  

2
)(

2

32 1 ε<−+ − af
a

  untuk ax →   

sehingga )(
2

32
lim 1 af

a
ax

−

→
=+

+
 

Maka terbukti bahwa QRf →− :1  kontinu di Ra∈  

Jadi terbukti bahwa (R,r) dan (Q,q) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi QRf →:  adalah fungsi bikontinu dan 

bijektif. 

3. Untuk ruang topologi (R,r) dan (Z,z) adalah ZRf →: ,  

=)(xf 24 +x , Rx∈∀ . 

Fungsi aljabar f : R � Z , f(x) = 24 +x , Rx∈∀  

akan ditunjukkan ZRf →:  adalah satu-satu (1-1) 

ambil sebarang x1, x2 ,R∈ dengan )()( 21 xfxf = , maka     x1 =  x2 

Jelas f(x1) - f(x2)   )24()24( 21 +−+= xx   

02244 21 =−+−⇔ xx  

044 21 =−⇔ xx  

21 44 xx =⇔  

21 xx =⇔  

f(x1) = f(x2) , x1=x2 

Jadi fungsi f satu-satu. 

Akan ditunjukkan f  fungsi pada(onto). 

Zy∈∀ ∃ →=∋∈ ybfRb )( yx =+ 24  
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Jadi fungsi  ZRf →:  adalah onto 

Akan dibuktikan bahwa ZRf →:  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− )()( afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat 
2

)(24
ε<−+ afa  untuk 

ax →  sehingga )(24lim afa
ax

=+
−→

 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),( berakibat 
2

)(24
ε<−+ afa   untuk ax →  

sehingga )(24lim afa
ax

=+
+→

 

Maka terbukti bahwa QRf →:  kontinu di Ra∈  

Akan dicari invers dari QRf →:  

untuk ∀ y∈Z ∃ yxfRx =∋∈ )(  

    24)( += xxf  

24 +=⇔ xy  

2242 −+=−⇔ xy  

042 +=−⇔ xy  

4

4

4

2 xy =−⇔  

x
y =−⇔

4

2
 

4

2−=⇔ y
x  
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=)(yf
4

2−y
 

4

2
)(1 −=∴ − x

xf  

Jadi f : R � Q, f(x)= 24 +x  memiliki invers 
4

2
)(1 −=− x

xf  

Akan dibuktikan bahwa )(1 xf −  kontinu di Ra∈  

Ambil Ra∈ , a adalah titik limit jika dan hanya jika 0>ε  terdapat 

bilangan r > 0 sehingga untuk Rrarax ∩+−∈ ),(  berakibat 

ε<− −− )()( 11 afxf  

jika dan hanya jika Rarax ∩−∈ ),(  berakibat  

2
)(

4

2 1 ε<−− − af
a

 untuk ax →   

sehingga )(
4

2
lim 1 af

a
ax

−

→
=−

−
 

dan untuk Rraax ∩+∈ ),(  berakibat  

2
)(

4

2 1 ε<−− − af
a

  untuk ax →   

sehingga )(
4

2
lim 1 af

a
ax

−

→
=−

+
 

Maka terbukti bahwa ZRf →− :1  kontinu di Ra∈  

Jadi terbukti bahwa (R,r) dan (Z,z) ruang topologi yang homeomorphik 

karena memenuhi syarat fungsi ZRf →:  adalah fungsi bikontinu dan 

bijektif 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1.  Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan : 

1. Fungsi hiperbolik merupakan kombinasi dari fungsi eksponen ex dan    

e-x , fungsi hiperbolik yang digunakan pada pembahasan adalah well 

define sehingga fungsi dapat digunakan untuk membuktikan 

homeomorphik pada ruang-ruang topologi, pada masing-masing 

pembuktian semuanya memenuhi sifat bijektif dan kontinu. Pada 

penggunaan fungsi hiperbolik yang pertama diperoleh inversnya  

2

2ln
)(1 x

xf =−  dan kontinu di Ra∈ , pada penggunaan fungsi 

hiperbolik yang kedua diperoleh inversnya 
2

ln
)(1 y

xf =−  dan kontinu 

di Ra∈ . pada penggunaan fungsi hiperbolik yang ketiga diperoleh 

invers xxf ln)(1 =−  dan kontinu di Ra∈ . Fungsi hiperbolik 

2
)(

xx ee
xf

−−= berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (R,r) 

dan (R,s) homeomorphik  dengan fungsi RRf →: , =)(xf xx ee −−  

berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (R,r) dan (Q,q) 

homeomorphik dengan fungsi QRf →: , dan =)(xf xx ee −+2  

berlaku untuk membuktikan dua ruang topologi (R,r) dan (Z,z) 

homeomorphik dengan fungsi ZRf →: . 
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2. Fungsi aljabar merupakan fungsi yang umum digunakan, fungsi – 

fungsi aljabar yang digunakan dalam pembahasan memenuhi sifat-sifat 

aljabar pada bilangan real. Masing-masing fungsi yang digunakan 

memenuhi sifat bijektif dan kontinu. Untuk fungsi f(x)=2x-3 inversnya 

2

3
)(1 +=− x

xf adalah kontinu di Ra∈  pada ruang topologi (R,r) 

dengan (R,s). Untuk fungsi =)(xf
2

32 −x
 inversnya 

2

32
)(1 +=− x

xf  

kontinu di Ra∈  pada ruang topologi (R,r) dengan (Q,q). Selanjutnya 

untuk fungsi =)(xf 24 +x  inversnya =− )(1 xf  
4

2−x
 kontinu di 

Ra∈  pada ruang topologi (R,r) dengan (Z,z).  

4.2. Saran 

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan 

masalah dapat digunakan untuk mengetahui bagaimana cara menggunakan 

fungsi hiperbolik dan aljabar pada ruang topologi, selain itu dapat 

bermanfaat penulis maupun pembaca untuk mengetahui penggunaan fungsi 

hiperbolik dan aljbar pada ruang topologi. Hususnya dapat memahami 

masalah homeomorphik pada ruang topologi. Sehingga pembaca dapat 

membuktikan suatu ruang topologi homeomorphik dengan ruang topologi 

yang lain. 
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